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Предисловие

Механика деформируемого твёрдого тела — одна из наиболее развитых и
совершенных областей математической физики, это важная часть физиче-
ской картины мира. Она имеет огромное практическое значение, без неё
невозможно серьёзное проектирование конструкций — зданий, мостов, ко-
раблей и т. д.

В двадцатом веке эта наука достигла высокого совершенства — осо-
бенно для упругих тел. Но успехи остаются малоизвестными для армии
расчётчиков, ошибки в оценке прочности и жёсткости конструкций повто-
ряются.

Большие новые перспективы в механике связаны с компьютерами, до-
стижения вычислителей восхищают. Однако наметился разрыв между тео-
ретическими основами моделирования и его компьютерной реализацией.
Мощные современные программы нередко используются без должного
представления о законах механики.

В этой, небольшой по объёму, книге автор стремился показать и совер-
шенство, и доступность для восприятия современной механики деформи-
руемого тела. Он надеется, что книга будет и учебным пособием — даже
для вычислителей. Он сознает, что краткость — не всегда сестра таланта, и
что список литературы должен быть объёмнее.

Автор благодарит за помощь и поддержку своих коллег: Ю. М. Ветю-
кова, В. А. Вострикова, К. В. Елисеева, Т. В. Зиновьеву, А. К. Кузина,
С. Г. Орлова, Н. Н. Шаброва. Без общения с ними книга не была бы на-
писана.
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Глава 1

Математические средства

1.1 Векторы и тензоры

Когда-то векторы считались слишком сложным понятием, но теперь они
изучаются в средней школе. Перестанет быть пугалом и слово «тензор».
Векторы — это тензоры первого ранга. Они определяются не только своими
численными значениями (модулями), но и направлением в пространстве.

Векторы можно умножать на число, складывать, перемножать скаляр-
но и векторно. В системе декартовых осей x, y, z (x1, x2, x3) с ортами i,
j, k (e1, e2, e3) вектор представляется в виде

a = axi+ ayj + azk =
∑

aiei ≡ aiei. (1.1.1)

Здесь и далее используется правило суммирования по повторяющемуся ин-
дексу. Компоненты (проекции) вектора равны скалярным произведениям:
ai = a · ei; вообще,

a · b = |a| |b| cos
(
â, b

)
= aibi. (1.1.2)

Модуль вектора |a| = (aiai)
1
2 . Для ортов декартовой системы

ei · ek = δik =
{

1, i = k
0, i 6= k

— (1.1.3)

символы Кронекера.
Векторное произведение a× b = c по модулю равно

|c| = |a| |b| sin
(
â, b

)
7



Математические средства

и направлено в соответствии с правилом правого винта: он ввинчивается
в направлении c, вращаясь от a к b. Вводя символы Леви-Чивита εijk =
ei × ej · ek, будем иметь

a× b = aibjεijkek = −b× a. (1.1.4)

Отметим, что смешанное произведение любых трёх векторов

a× b · c = a · b× c = c× a · b

равно объёму построенного на них параллелепипеда — если они образуют
«правую тройку». Символы εijk равны нулю, когда среди индексов есть
равные, и ±1 в иных случаях.

Векторное произведение называется псевдовектором, поскольку содер-
жит дополнительный произвол в правиле винта. Основное свойство векто-
ров (и вообще тензоров) — инвариантность, т. е. независимость от систе-
мы координат (базиса ei). Правило винта как бы ограничивает инвариант-
ность; поэтому будем использовать лишь правые тройки ei.

Важное свойство символов Леви-Чивита выражается определителем

εijkεpqr =

∣∣∣∣∣∣
δip δiq δir
δjp δjq δjr
δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣ (1.1.5)

и в частном случае даёт

εijkεpqr = δipδjq − δiqδjp ⇒ a× (b× c) = ba · c− ca · b. (1.1.6)

Наряду с базисом ei представим себе и другой базис e′i. Соотношение их
определяется «направляющими косинусами»:

αik ≡ e′i · ek = cos
(
ê′i, ek

)
, e′i = αikek, (1.1.7)

причём
αikαjk = δij (= e′i · e′j). (1.1.8)

Поскольку любой вектор инвариантен, то

v = viei = v′ie
′
i ⇒ v′i = αikvk. (1.1.9)

Установленный закон преобразования компонент можно использовать для
определения вектора: если в каждом базисе дана тройка чисел vi, причём
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1.1 Векторы и тензоры

соблюдается (1.1.9), то за этой тройкой стоит инвариантный объект — век-
тор v.

Мы подготовлены к определению тензора второго ранга. Когда в каж-
дом базисе задано 9 величин Tij с законом преобразования

T ′ij = αikαjnTkn, (1.1.10)

за ними «скрывается» инвариантный объект — тензор второго ранга T .
Заметим, что закон (1.1.10) — как бы дважды применённый (1.1.9).

Важнейшие примеры таких тензоров — диада ab, единичный тензор
E и оператор линейного преобразования вектора в вектор. Если a и b —
векторы, то 9 величин Cij = aibj подчиняются закону (1.1.10); этот тензор

c = ab (1.1.11)

называется диадным произведением или просто диадой.
Пусть далее в каждом базисе Eij ≡ δij . Благодаря (1.1.8) закон (1.1.9)

выполняется в этом случае. Тензор с такими компонентами называется
единичным.

Теперь представим себе линейное отображение множества векторов a
в векторы b. В каждом базисе имеем ai = cijbj . Нетрудно доказать, что
коэффициенты cij обязаны меняться по закону (1.1.9).

Далее необходимо определить тензоры третьего и ещё более высокого
ранга. 27 величин Aijk, меняющихся по закону

A′ijk = αipαjqαkrApqr, (1.1.12)

являются компонентами тензора третьего ранга 3A. Простейший пример —
триада

3A = abc, Aijk = aibjck. (1.1.13)

Символы Леви-Чивита являются компонентами тензора 3ε. Подобным об-
разом вводятся тензоры любого высокого ранга.

С тензорами можно производить четыре основных действия. Первое
объединяет в себе умножение на число и сложение:

c = λa+ µb ⇒ cij = λaij + µbij . (1.1.14)

Здесь λ и µ - скаляры, а тензоры a, b и c — любого (одинакового) ранга.
Второе действие — умножение. Сомножители могут быть любых ран-

гов, произведение имеет суммарный ранг:

aT = 3A ⇒ aiTjk = Aijk. (1.1.15)
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Математические средства

Частным случаем является (1.1.11).
Третье действие — свёртка; ранг тензора уменьшается на два в резуль-

тате суммирования. Для 3A возможны три варианта:

Aiik = ak, Aiji = bj , Aijj = ci. (1.1.16)

Инвариантный характер a, b и c следует из (1.1.12) и (1.1.8):

a′k = αipαiqαkrApqr = αkrar.

Для тензора второго ранга свёртка даёт скаляр, называемый первым инва-
риантом или следом:

Tii = I1(T ) = trT . (1.1.17)

Четвертое из основных действий — перестановка индексов. Для тензора
второго ранга это транспонирование:

A = BT ⇒ Aij = Bji. (1.1.18)

Для векторов связь компонент с самим инвариантным объектом — это
(1.1.1). Аналогичные соотношения верны и для тензоров:

T = Tijeiej ,
3A = Aijkeiejek. (1.1.19)

В каждом базисе имеем 9 диад eiej . По первому действию образуем пра-
вую часть (для T ) и убеждаемся, что сумма не зависит от базиса, т. е.
инвариантна, и что её компоненты действительно равны Tij . Разложение
3A по триадам обосновывается столь же легко.

Четыре основных действия можно комбинировать. Особенно часто
встречается сочетание умножения и свёртки:

a ·T = b ⇒ aiTij = bj ; a ·T · b = aiTijbj . (1.1.20)

Точка означает свёртку в произведении по соответствующим соседним ин-
дексам. Примеры с двойной свёрткой:

A··B = AijBji,
4c··ε = T ⇒ cijklεlk = Tij . (1.1.21)

Векторное умножение не является самостоятельным действием, это ком-
бинация умножения и свёртки с участием тензора Леви-Чивита:

a× T ≡ aiεijkTjneken. (1.1.22)
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1.1 Векторы и тензоры

Если (·) приравнивает соседние индексы, то (×) означает некую альтерна-
тиву.

«Скалярное» и векторное умножение естественно выглядят с полиад-
ными представлениями:

a ·T = aiei ·Tjkejek = ajδijTjkek = aiTjkek,

E ×E = eiei × ejej = eiεijkekej = −3ε,

ei ·T · ej = ei ·Tpqepeq · ej = δipTpqδqj = Tij . (1.1.23)

Важные понятия собственных значений λi и собственных векторов ai
возникают из задачи

T ·a = λa ⇔ Tijaj = λai. (1.1.24)

В компонентах это обычная матричная задача на собственные значения с
характеристическим уравнением

|Tij − λδij | = −λ3 + I1λ
2 − I2λ+ I3 = 0 (1.1.25)

(детерминант). Коэффициенты кубичного уравнения называются главными
инвариантами тензора:

I1 = Tii, I2 = T11T22 − T12T21 + T11T33 − T13T31 +
+T22T33 − T23T32, I3 = |Tij | ≡ detT . (1.1.26)

Симметричный тензор T = T T имеет замечательные свойства: его соб-
ственные значения вещественны, а направленные по ai «главные оси» (при
различных λi) ортогональны. Первое доказывается от противного, а второе
— следующим образом:

a2 ·T ·a1 − a1 ·T ·a2 = (λ1 − λ2)a1 ·a2 = 0

(всегда a ·T · b = b ·T T ·a). Собственные векторы образуют ортонормиро-
ванный базис, и компоненты T в нём таковы:

Tik = ei · ek = λkδik ⇒ T =
∑

λieiei

(∑
i

/)
. (1.1.27)

Здесь отказывает правило суммирования по повторяющемуся индексу, по-
скольку используется специальный базис.
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Математические средства

Все действия с тензором упрощаются с представлением (1.1.27):

I1 =
∑

λi, I2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3, I3 = λ1λ2λ3,

T 2 ≡ T ·T =
∑

λ2
ieiei,

T−1 =
∑

λ−1
i eiei (T−1 ·T = E). (1.1.28)

Можно извлечь и квадратный корень при λi > 0 : T
1
2 =

∑
λ

1
2
i eiei.

Становится очевидным тождество Гамильтона — Кэли

− T 3 + I1T
2 − I2T + I3E = 0. (1.1.29)

Любой тензор второго ранга можно представить суммой симметричной и
антисимметричной частей:

T = T S + TA, T S ≡ 1
2
(T + T T ), TA ≡ 1

2
(T − T T ). (1.1.30)

У антисимметричного тензора

B = −BT , Bik = −Bki,

и он вполне определяется своим «сопутствующим вектором»:

B = b×E = E × b, b = −1
2
BX , B× ≡ Bikei × ek. (1.1.31)

Доказательство:

b×E = −1
2
Bik (ei × ek)× ejej =

= −1
2
Bik (ekδij − eiδkj) ej =

1
2
(B −BT ) = B.

«Векторный инвариант» B× и сопутствующий вектор b связаны лишь
с антисимметричной частью тензора.

Нам понадобится и понятие тензора поворота. Он связывает два ба-
зиса:

e′i = P · ei, P ≡ e′iei = αikekei; P ·P T = E, detP = 1. (1.1.32)

Важной является теорема о полярном разложении тензора: при detF > 0

F = P ·U = V ·P , (1.1.33)
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1.1 Векторы и тензоры

где P — тензор поворота, а U и V — симметричные и положительные
(a ·U ·a > 0 для любого a). Ясно, что

V = (F ·F T )1/2 = P ·U ·P T ; (1.1.34)

тензор V отличается от U лишь поворотом, у него те же собственные
значения и инварианты.

До сих пор мы рассматривали векторы и тензоры лишь в ортонорми-
рованном базисе (ei · ek = δik). Обратимся далее к общему случаю базиса
из трёх линейно независимых векторов ai. Необходимо ввести так назы-
ваемый взаимный базис или кобазис ai с условием

ai ·ak = δki . (1.1.35)

Любой вектор теперь представляется в виде

v = viai = via
i, vi = v ·ai, vi = v ·ai. (1.1.36)

Суммировать можно лишь по разновысоким индексам. Компоненты vi на-
зываются ковариантными, а vi — контравариантными.

В разложении тензора второго ранга имеем четыре типа компонент —
ковариантных, контравариантных и смешанных:

T = Tika
iak = T ikaiak = T·ki a

iak = T i·kaia
k, Tik = ai ·T ·ak,

T·ki = ai ·T ·ak, . . . (1.1.37)

В частности, для единичного тензора

E = gika
iak = gikaiak = aiai = aia

i, gik = ai ·ak, gik = ai ·ak.
(1.1.38)

Величины gik называются «ковариантными компонентами метрического
тензора» — не очень удачный термин.

При ортонормированном базисе взаимный базис совпадает с исходным,
различие ко- и контравариантых компонент исчезает. Но при рассмотрении
больших деформаций без косоугольного базиса не обойтись.

В задаче на собственные значения (1.1.24) в компонентах характеристи-
ческое уравнение будет таким

|Tik − λgik| = 0,
∣∣T ik − λgik

∣∣ = 0,
∣∣T·ki − λδki

∣∣ = 0.
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Математические средства

Выражения инвариантов (1.1.26) сохранятся лишь для смешанных компо-
нент. Собственные векторы ai при различных λi линейно независимы; в
базисе из них

T =
∑

λiaia
i — (1.1.39)

диагонализация несимметричного тензора.

1.2 Линии, поверхности и поля

Точка в пространстве определяется радиус-вектором r = xkek. Линию
можно рассматривать как однопараметрическое множество с зависимо-
стью r(q). По касательной к линии направлен вектор производной

r′(q) = |r′(q)|t;

t — орт касательной (рис. 1).

n
r

t

b

x
1

x
2

x
3

Рис. 1

Если координата совпадает с дуговой q = s,
то |r′| = 1. Орт главной нормали n, бинормали
b и кривизна k вводятся равенствами t′ = kn,
k × n = b. В формулах Френе t

n
b

′

= D ×

 t
n
b

 . (1.2.1)

Вектор Дарбу D является угловой скоро-
стью вращения триэдра t,n, b при возрастании
s с единичной скоростью; он равен

D = τt+ kb, k = |r′′|, τ = r′ × r′′ · r′′′/k2 — (1.2.2)

кручение кривой. Функции k(s) и τ(s) однозначно определяют форму кри-
вой (как коэффициенты дифференциальных уравнений (1.2.1)).

Поверхность — это двухпараметрическое множество с зависимостью
r = r(q1, q2) ≡ r(qα). Меняя q1 при постоянной q2, получим коорди-
натную линию q1; если наоборот — линию q2. Каждая точка поверхности
лежит на пересечении двух координатных линий. Векторы производных
∂r/∂qα ≡ ∂αr ≡ rα направлены по касательным к координатным линиям.
Орт нормали к поверхности

n =
r1 × r2

|r1 × r2|
. (1.2.3)
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1.2 Линии, поверхности и поля

Мы имеем скалярное поле u(r), если в каждой точке пространства зада-
но значение величины u (поле температуры среды, поле давления идеаль-
ного газа). С декартовыми координатами имеем функцию трёх переменных
u(xk); её дифференциал

du = ∂ku dxk = dr · ∇u, ∇ ≡ ek∂k (1.2.4)

(∂k ≡ ∂/∂xk). Здесь ∇ — это набла-оператор Гамильтона, ∇u — градиент
поля u. Выражение ∇ должно быть таким, чтобы соблюдалось (1.2.4). Век-
тор ∇u направлен по линии скорейшего роста величины u, а его модуль
равен скорости этого роста. Равенства u = const определяют поверхности
уровня, векторы ∇u к ним перпендикулярны.

Векторное поле величины v задаётся функцией v(r). Сохраняется (1.2.4),
но ∇v теперь тензор

∇v = ek∂kv = eiek∂ivk. (1.2.5)

След и векторный инвариант этого тензора являются дивергенцией и ро-
тором векторного поля:

div v ≡ ∇· v = ek · ∂kv = ∂kvk, rotv ≡ ∇× v = ek × ∂kv = εijk∂ivjek.
(1.2.6)

Дивергенция и ротор играют важную роль в связи с интегральными теоре-
мами теории поля. Теорема Гаусса о дивергенции выражается равенством∫

O

n ·a dO =
∫
V

∇·a dV. (1.2.7)

Слева — поток вектора a через замкнутую поверхность O, ограничиваю-
щую объём V ; орт внешней нормали n направлен наружу.

Теорема Стокса о циркуляции выглядит так:∮
C

( dr ·a) =
∫
O

n · ∇ × a dO. (1.2.8)

Это циркуляция вектора a по замкнутому контуру C; натянутая на C по-
верхность O может быть любой, но направление нормали n согласовано с
направлением обхода C правилом правого винта.

Векторное поле называется потенциальным, если

∇× v = 0 ⇒
∮

( dr · v) = 0 ⇒ v = ∇u. (1.2.9)
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Математические средства

Скаляр u — это потенциал поля v.
Соленоидальное поле характеризуется равенствами

∇· v = 0 ⇒
∫
O

n · v dO = 0 ⇒ v = ∇×A. (1.2.10)

Здесь имеем векторный потенциалA. Дополнительно можно задать «усло-
вие калибровки» ∇·A = . . .

В общем случае векторное поле можно представить суммой потенци-
ального и соленоидального со скалярным ϕ и векторным ψ потенциалами:

v = ∇ϕ+∇×ψ, ∇·ψ = . . . (1.2.11)

До сих пор были дифференциальные операции первого порядка. Второй
порядок имеет оператор Лапласа ∆:

∆ ≡ ∇·∇u = ∂k∂ku. (1.2.12)

Реже встречается
∇× (∇× v) = ∇∇· v −∆v. (1.2.13)

Важнейшим фундаментальным примером поля является электромаг-
нитное. Смысл электрического E и магнитного B векторов ясен из вы-
ражения силы, действующей на заряд q при его движении со скоростью v:

f = q(E + v ×B). (1.2.14)

В динамике поля E и B связаны и определяются знаменитой четверкой
уравнений Максвелла:

∇·E = ρ/ε0, ∇×E = −Ḃ,
∇·B = 0, c2∇×B = Ė + j/ε0. (1.2.15)

Здесь (. . .)̇ — производная по времени, ε0 — электрическая постоянная, c —
скорость света, ρ — заряд на единицу объёма, j — вектор плотности тока.
В статике «электричество отделяется от магнетизма»:

∇×E = 0 ⇒ E = −∇φ; ∇·E = −∆φ = ρ/ε0. (1.2.16)

Это уравнение Пуассона является одним из основных в математической
физике. Для магнитного поля имеем

∇·B = 0 ⇒ B = ∇×A, ∇·A = 0;
c2∇×B = c2(∇∇·A−∆A) = j/ε0. (1.2.17)
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1.2 Линии, поверхности и поля

Здесь присутствует векторный потенциал A, и он должен удовлетворять
уравнению Пуассона.

При отсутствии зарядов и токов потенциалы удовлетворяют уравнению
Лапласа, т. е. являются гармоническими функциями:

∆φ = 0, ∆A = 0. (1.2.18)

От декартовых координат xk перейдем к произвольным криволинейным
координатам qk. Радиус-вектор произвольной точки — это функция r(qk),
каждая точка лежит на пересечении трёх координатных линий: по каса-
тельным к ним направлены векторы производных rk ≡ ∂kr, составляющие
в каждой точке базис при взаимном базисе rk. Из выражения дифферен-
циала (1.2.4) следует

∇ = rk∂k. (1.2.19)

В качестве примера рассмотрим цилиндрические координаты (рис. 2).

x
1

x
2

x
3

r
j

z

Рис. 2

Имеем

q1 = ρ, q2 = φ, q3 = x3 ≡ z,

r(qi) = ρeρ(φ) + zk, k ≡ e3,

eρ ≡ e1 cosφ+ e2 sinφ, r1 = eρ,

r2 = ρe′ρ ≡ ρeφ, r3 = k,

∇ = eρ∂ρ +
1
ρ
eφ∂φ + k∂z. (1.2.20)

В таких координатах любой вектор представля-
ется в виде

v = vρeρ + vϕeϕ + vzk; (1.2.21)

тогда его градиент

∇v = eρ(∂ρvρeρ + ∂ρvϕeϕ + ∂ρvzek) +

+
1
ρ
eφ(∂ϕvρeρ + vρeϕ + +∂ϕvϕeφ − vϕeρ + ∂ϕvzk) +

+k(∂zvρeρ + ∂zvϕeϕ + ∂zvzk). (1.2.22)

Отсюда следует

∇· v = ∂ρvρ +
1
ρ
(vρ + ∂ϕvϕ) + ∂zvz, ∇× v =

(
1
ρ
∂ϕvz−

−∂zvϕ
)
eρ + (∂zvρ − ∂ρvz)eϕ +

[
∂ρvϕ −

1
ρ
(∂ϕvρ − vϕ)

]
k. (1.2.23)
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Математические средства

Эффективный формальный аппарат позволяет обходиться без графиче-
ских построений. Для вычисления дивергенции не нужно рисовать элемент
с границами qi = const, qi + dqi = const и считать потоки вектора через
шесть граней.

Заметим также, что используемое прямое тензорное исчисление не тре-
бует введения символов Кристоффеля, ковариантных производных и дру-
гих атрибутов индексной записи.

Дифференциальные операции над тензорами не представляют трудно-
стей. В декартовых координатах для тензора второго ранга

∇T = ei∂iTjkejek, ∇·T = ∂iTikek — (1.2.24)

тензор третьего ранга и вектор. Отметим важные тождества

∇· (ab) = ∇·ab+ a · ∇b, ∇· (ϕE) = ∇ϕ,
∇· (T · v) = ∇·T · v + T ··∇vT . (1.2.25)

Это легко обосновывается в индексной записи: ∂i(aibj) = ∂iaibj + ai∂ibj .
Или же достаточно представить ∇ = ei∂i.

В криволинейных координатах основным является (1.2.19). Для симмет-
ричного тензора в цилиндрических координатах

T = σrerer + σϕeϕeϕ + σzkk + τrϕ(ereϕ +
+eϕer) + τrz(erk + ker) + τϕz(eϕk + keϕ), ∇·T =

= [∂rσr +
1
r
(σr − σϕ + ∂ϕτrϕ) + ∂zτrz]er + [∂rτrϕ +

1
r
(∂ϕσϕ +

+2τrϕ) + ∂zτϕz]eϕ + [∂rτrz +
1
r
(τrz + ∂ϕτϕz) + ∂zσz]k (1.2.26)

(обозначения механических напряжений).
Неким обобщением математического понятия поля являются функции

тензорного аргумента. В отображении Φ(x) аргумент и функция могут
быть тензорами любого ранга. Часто встречаются скалярные функции
Φ(T ); в каждом базисе имеем Φ(Tij), но при переходе к новому базису
отображение меняется с сохранением значения Φ. Производная

∂Φ
∂T

≡ ∂Φ
∂Tik

eiek, dΦ =
∂Φ
∂T

··dT T . (1.2.27)

Главные инварианты как функции тензора дифференцируются так:

∂I1
∂T

= E,
∂I2
∂T

= I1E − T T ,
∂I3
∂T

= I3T
−T . (1.2.28)
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1.3 О простейших задачах математической физики

В последней записи — обращение с транспонированием. Первое равенство
очевидно, т. к. I1 = E··T . Второе выводится из тождества I2

1 = T ··T + 2I2.
Третье — это правило дифференцирования определителя.

1.3 О простейших задачах математической
физики

Распределение температуры θ(r, t) в теле описывается уравнением

κ∆θ + b = cθ̇. (1.3.1)

Здесь κ — коэффициент теплопроводности, c — теплоёмкость на едини-
цу объёма, b — скорость подвода тепла в единицу объёма (например, при
проникающем нагреве излучением), (. . .)̇ = ∂t — производная по времени.
При выводе (1.3.1) вводится вектор потока тепла h: величина n ·h dO равна
тепловой мощности, передаваемой через площадку n dO (в направлении
n). По закону Фурье

h = −κ∇θ — (1.3.2)

первое слагаемое в (1.3.1) равно −∇·h.
Должно быть задано начальное условие θ(r, 0) = θ0(r). Граничные

условия на поверхности O могут быть разными. В первой краевой задаче
задано θ. Во второй — нормальная производная: κ∂nθ = q, где q — тепловая
мощность на единицу поверхности извне (при теплоизоляции q = 0). Наи-
более сложными являются задачи с некими комбинированными условиями
(смешанными).

Стационарное распределение температуры θ(r) удовлетворяет уравне-
нию Пуассона, а при b = 0 — Лапласа.

Обратимся к другому знаменитому уравнению — колебаний струны:

Tu′′ + f = ρü. (1.3.3)

u

T T

Рис. 3

Здесь u(x, t) — прогиб, T — сила натяжения, ρ
— масса на единицу длины, f — поперечная на-
грузка. Уравнение выражает второй закон Нью-
тона для бесконечно малого элемента струны
(рис. 3).

Угол наклона элемента

α(x, t) = arctg u′ ≈ u′,
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Математические средства

поперечная проекция силы справа

(T + . . .) sinα(x+ dx, t) ≈ T (u′ + u′′ dx).

Прогиб считается бесконечно малым — тогда можно пренебречь изменени-
ем силы T . Точное нелинейное уравнение струны рассмотрим в главе 5.

Граничные условия к (1.3.3) — заданный на концах x = 0, l прогиб. На-
чальные условия — на прогиб и скорость: u(x, 0) = u0(x), u̇(x, 0) = V0(x).

Рассмотрим три уравнения

κ(∂2
xθ + ∂2

yθ) + b = 0, (1.3.4)

κθ′′ + b = cθ̇ (1.3.5)

и (1.3.3). Они относятся к трём разным типам уравнений в частных про-
изводных — эллиптическому, параболическому и гиперболическому. Если
решения эллиптического уравнения (1.3.4) — гладкие, без каких-либо раз-
рывов, то решения (1.3.3) — нет. Параболическое уравнение (1.3.5) занимает
некое промежуточное место.

Качественное различие между уравнениями связано с характеристиче-
скими линиями, или просто характеристиками. Для (1.3.3) в плоскости
x, t рассмотрим вспомогательную задачу Коши: на некоторой линии Γ
(с координатой s) задана функция u = ϕ(s) и нормальная производная
∂nu = ψ(s); с помощью (1.3.3) требуется найти все вторые производные
u′′, u̇′, ü. Но для них имеем линейную систему алгебраических уравнений

u′′ dx+ u̇′ dt = du′, u̇′ dx+ ü dt = du̇. (1.3.6)

Правые части находятся по ϕ и ψ. Если определитель системы

D = ρ(c2 dt2 − dx2) (c2 ≡ T/ρ) (1.3.7)

не равен нулю, система однозначно разрешима — линия не является харак-
теристикой. На характеристиках dx = ±c dt имеем D = 0 и необходимое
условие разрешимости

ρ d(u̇∓ cu′) = f dt. (1.3.8)

Интегрирование этого соотношения — своеобразный способ решения ги-
перболического уравнения.

Рассматривая подобным образом уравнение (1.3.4), обнаруживаем от-
сутствие характеристик — признак эллиптичности. Уравнение (1.3.5) име-
ет лишь одно семейство характеристик, что для второго порядка означает
параболический тип.

20



1.3 О простейших задачах математической физики

Уравнения (1.3.3) – (1.3.5), как и (1.2.15) – (1.2.17), линейны. Для них спра-
ведлив закон суперпозиции: решение от суммы воздействий равно сумме
решений от каждого воздействия в отдельности. Иногда этого достаточ-
но — как в электростатике при заданном распределении зарядов. Точеч-
ный заряд q, находящийся в начале координат, создаёт поле с потенциалом
ϕ = q/4πε0r — решение (1.2.16) с учётом теоремы Гаусса. Для зарядов с
плотностью ρ(r)

ϕ(r) =
1

4πε0

∫
ρ(r1)
|r − r1|

dV1. (1.3.9)

Заметим, что в механике деформируемого тела многие уравнения нели-
нейны, и закона суперпозиции для них нет.

Хорошо поставленная задача должна иметь единственное решение.
Невозможность двух решений линейной задачи доказывается от противно-
го. Рассмотрим пример: стационарную теплопроводность с заданной тем-
пературой на границе. Предположив существование двух решений, для их
разности получим однородную задачу:

∆θ̃ = 0, θ̃
∣∣∣
0
= 0. (1.3.10)

Используя далее тождества

∇· (θ∇θ) = θ∆θ + |∇θ|2,
∫
O

θ∂nθ dO =
∫
O

(θ∆θ + |∇θ|2) dV , (1.3.11)

обнаруживаем
∫
|∇θ̃|2 dV = 0 ⇒ θ̃ = const = 0.

Едва ли не самый известный метод решения краевых задач математи-
ческой физики носит имя Фурье. В одномерной задаче теплопроводности

a2θ′′ = θ̇ (a2 ≡ κ/c), θ(0, t) = θ(l, t) = 0, θ(x, 0) = θ0(x) (1.3.12)

рассматриваются частные решения с разделением переменных:

θ = ϕ(x)T (t) ⇒ ϕ′′/ϕ = Ṫ /a2T = const ≡ −λ. (1.3.13)

Учитывая граничные условия, приходим к простейшей задаче Штурма —
Лиувилля

ϕ′′ + λϕ = 0, ϕ(0) = ϕ(l) = 0 (1.3.14)

с набором собственных значений и собственных функций

λn = n2π2/l2 (n = 1, 2, . . .), ϕn =
√

2/l sinnπx/l. (1.3.15)
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Математические средства

Система ϕn ортонормирована и полна — практически любую функцию
можно разложить в ряд по ϕn:

1∫
0

ϕkϕn dx = δkn, u(x) =
∞∑
k=1

ukϕk(x), uk =

1∫
0

uϕk dx. (1.3.16)

Определив из (1.3.13) Tk(t), получим решение (1.3.12)

θ(x, t) =
∞∑
k=1

Cke
−λka

2tϕk(x), (1.3.17)

где постоянные Ck находятся по θ0(x) в виде (1.3.16).
Примерно через сто лет после Фурье был предложен более общий ме-

тод собственных функций — уже для неоднородных задач. Решение урав-
нения (1.3.5) при условиях θ(0, t) = θ1(t), θ(l, t) = θ2(t) ищется сразу в
виде ряда θ =

∑
τk(t)ϕk(x), и обыкновенные дифференциальные уравне-

ния для τk получаются после умножения (1.3.5) на ϕk и интегрирования по
частям:

κ

(θ′ϕk − θϕ′k)
∣∣∣l
0

+

1∫
0

θϕ′′k dx

+

1∫
0

bϕk dx = cτ̇k ⇒

⇒ cτ̇k + κλkτk = κ [θ1(t)ϕ′k(0)− θ2(t)ϕ′k(l)] + bk(t). (1.3.18)

А это уравнение решается через интеграл Дюамеля:

τ̇ + ωτ = f(t) ⇒ τ(t) = τ(0)e−ωt +

t∫
0

f(y)eω(y−t) dy. (1.3.19)

Необходимо отметить, что при неоднородных граничных условиях ря-
ды по собственным функциям сходятся хуже — неравномерно.

В настоящее время сложные аналитические решения уступают место
более эффективным численным.

1.4 Функции комплексного переменного

Комплексное число имеет три формы представления:

z = x+ iy = |z|(cosϕ+ i sinϕ) = |z|eiϕ,
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1.4 Функции комплексного переменного

где i — мнимая единица, x = Re z и y = Im z — вещественная и мнимая
части, |z| =

√
x2 + y2 — модуль z, ϕ = arg z — аргумент. Сложение и

умножение производятся по правилам

z1 + z2 = x1 + x2 + i(y1 + y2),

z1z2 = x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + y1x2) = |z1||z2|ei(ϕ1+ϕ2).

Сопряжённое число

z̄ = x− iy ⇒ x = (z + z̄)/2, y = (z − z̄)/2i.

Функции
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (1.4.1)

будем предполагать аналитическими (регулярными, голоморфными). Это
значит — дифференцируемыми и представимыми степенными рядами:

f(z) =
∞∑
k=0

Ck(z − a)k;

C0 = f(a), C1 = f ′(a), C2 = f ′′(a)/2, . . . (1.4.2)

Ряды Тейлора (1.4.2) позволяют ввести sin z, ln(1+z) и т. д. Оказывается,
у ряда есть круг сходимости |z − a| 6 r, граница которого определяется
особыми точками f(z) или точками ветвления. Особая точка z0 называ-
ется полюсом, если lim

z→z0
f(z) = ∞ и существенно особой, если предел не

существует. Например, для e1/z точка z = 0 — существенно особая.
Значение z0 есть точка ветвления, если в её окрестности теряется одно-

значность — f(z) получает приращение при обходе вокруг z0. Например:

√
z =

√
|z|
(
cos

ϕ

2
+ i sin

ϕ

2

)
, ln z = ln |z|+ iϕ;

при обходе точки z = 0 функция ln z получает приращение 2πi. Полагая
−π < ϕ 6 π, получим

√
z = ±

√
|z| при ϕ = π и −π. Для однозначно-

сти в комплексной плоскости проводят линии разреза от точки ветвления,
различая значения функции на берегах разреза.

Неоднозначность и необходимость разрезов возникает в результате про-
цедуры аналитического продолжения функции посредством степенных ря-
дов.
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Математические средства

Вещественная и мнимая части регулярной функции (1.4.1) должны быть
сопряжёнными гармоническими функциями, связанными условиями Коши
— Римана:

∆u = ∆v = 0, ∂xu = ∂yv, ∂yu = −∂xv. (1.4.3)

Это следует из различных представлений производной

f ′(z) = ∂xf = ∂xu+ i∂xv = ∂yf/i = ∂yv − i∂yu. (1.4.4)

В векторной форме

∇u = ∇v × k (k = i× j). (1.4.5)

Для определённых интегралов (по линии между z1 и z2) сохраняется
формула Ньютона — Лейбница

z2∫
z1

f(z) dz = F (z)
∣∣∣z2
z1
, F ′ = f. (1.4.6)

Отсюда можно заключить, что по замкнутому контуру∮
f(z) dz = 0. (1.4.7)

Однако, эта знаменитая теорема Коши верна лишь при отсутствии у f(z)
особых точек внутри контура. В противном случае она нарушается из-за
неоднозначности первообразной. Например:∮

dz

z
= 2πi (1.4.8)

для любого контура с точкой z = 0 внутри (приращение ln z).
В окрестности особой точки z = a вместо (1.4.2) имеем ряд Лорана

f(z) =
∞∑

k=−∞

Ck(z − a)k = . . .+
C−2

(z − a)2
+

C−1

z − a
+ C0 + C1(z − a) + . . .

(1.4.9)
У существенно особой точки присутствуют все члены с k < 0. У полюса
порядка n — члены с k > −n, у простого полюса — с k > −1. Важнейшую
роль играет коэффициент

C−1 = Res f(a) —
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1.4 Функции комплексного переменного

вычет функции в точке z = a.
Все члены ряда Лорана имеют однозначную первообразную

(z − a)k+1/(k + 1) — кроме одного. Поэтому∮
f(z) dz = 2πi

∑
Res f(ak) — (1.4.10)

теорема о вычетах. Мы пришли к ней при одной особой точке, но верно
и обобщение.

Частным случаем (1.4.10) является интегральная формула Коши

1
2πi

∮
f(z)
z − a

dz = f(a). (1.4.11)

В случае простого полюса C−1 = lim
z→a

f(z)(z − a). Если f(z) =

P (z)/Q(z) — отношение аналитических функций, то

C−1 = P (a)/Q′(a) — (1.4.12)

по правилу Лопиталя. Для полюса второго порядка

C−1 =
[
f(z)(z − a)2

]′
z=a

. (1.4.13)

Одной из областей применения функций комплексного переменного
является операционное исчисление. Преобразованием Лапласа или изоб-
ражением функции f(t) (t > 0) называется интеграл

f̃(p) =

∞∫
0

f(t)e−pt dt, (1.4.14)

определённый сначала при достаточно больших Re p, а затем аналитически
продолженный. Дифференцированию оригинала f(t) соответствует алгеб-
раическая операция с изображением:

f(t) = Ḟ (t), f̃(p) = pF̃ (p)− F (0). (1.4.15)

Поэтому задача Коши

u̇+ au = f(t), u(0) = u0 (1.4.16)

в изображениях решается так

pũ− u0 + aũ = f̃ ⇒ ũ =
f̃ + u0

p+ a
. (1.4.17)
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Найти оригинал по изображению можно разными способами. Самый
общий — по формуле Римана — Меллина

f(t) =
1

2πi

C+i∞∫
C−i∞

f̃(p)ept dp. (1.4.18)

Здесь часто помогает теорема о вычетах (1.4.10). Весьма полезна теорема о
свёртке:

f̃(p) = ũ(p)ṽ(p) ⇒ f(t) =

t∫
0

u(τ)v(t− τ) dτ ≡ u ∗ v. (1.4.19)

Учитывая, что 1/(p + a) — изображение e−at, получим из (1.4.17) решение
задачи (1.4.16) в виде интеграла Дюамеля (1.3.19).

1.5 Элементы вариационного исчисления

Иоганн Бернулли и Леонард Эйлер ставили и решали задачи об экстремуме
величин

I[u] =

b∫
a

f(x, u, u′) dx, (1.5.1)

называемых функционалами. Имеем обобщение понятия функции — отоб-
ражение u(x) в число I .

Ключевым является понятие вариации: это задаваемое нами бесконеч-
но малое приращение величины, совместимое с заданными ограничениями
— связями. Вариации определяются по правилам исчисления бесконечно
малых:

δf(x) = f ′(x)δx, δF (xk) =
∑ ∂F

∂xk
δxk. (1.5.2)

Вариация функционала (1.5.1) такова

δI =

b∫
a

(
∂f

∂u
δu+

∂f

∂u′
δu′
)
dx =

∂f

∂u′
δu
∣∣∣b
a
+

b∫
a

[
∂f

∂u
− (

∂f

∂u′
)′
]
δu dx. (1.5.3)

Необходимое условие экстремума гладкой функции

δF (xk) = 0 ⇒ ∂F/∂xk = 0. (1.5.4)
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1.5 Элементы вариационного исчисления

Первое из этих равенств — простейшее вариационное уравнение. Из него
следует столько обычных равенств, сколько независимых вариаций. Для
функционала имеем

δI =

b∫
a

Φδu dx = 0 ⇒ Φ = 0. (1.5.5)

В этом утверждении — основная лемма вариационного исчисления. Вари-
ант доказательства: δu(x) = Φ(x)δε⇒

∫
Φ2 dx = 0 ⇒ Φ = 0.

Если в задаче об экстремуме (1.5.1) заданы значения u(x) на концах x =
a, b, то δu(a) = δu(b) = 0, и из равенства δI = 0 по основной лемме
получаем знаменитое уравнение Эйлера

∂f

∂u
−
(
∂f

∂u′

)′
= 0. (1.5.6)

Для произвольной функции f это уравнение не интегрируется анали-
тически. Однако в важном случае f(u, u′) имеем первый интеграл:

f − u′
∂f

∂u′
= C = const(

C ′(x) =
∂f

∂u
u′ +

∂f

∂u′
u′′ − u′′

∂f

∂u′
− u′

(
∂f

∂u′

)′
= 0

)
, (1.5.7)

вместо второго порядка (1.5.6) получили первый.
Если значения u(x) на концах не заданы, получаем естественные гра-

ничные условия: ∂f/∂u′ = 0 при x = a, b.
Изложенное легко обобщается на случай с высшими производными:

I[u] =

b∫
a

f(x, u, u′, u′′) dx;

δI =

[
∂f

∂u′
−
(
∂f

∂u′′

)′]
δu
∣∣∣b
a

+
∂f

∂u′′
δu′
∣∣∣b
a

+

+

b∫
a

[
∂f

∂u
−
(
∂f

∂u′

)′
+
(
∂f

∂u′′

)′′]
δu dx = 0. (1.5.8)
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Равенство нулю подчёркнутого выражения — уравнение Эйлера. Внеинте-
гральные члены равны нулю при заданных на концах u и u′, или же дают
естественные граничные условия.

Случай нескольких аргументов uk(x) (k = 1, . . . , n):

I[uk] =

b∫
a

f(x, uk, u′k) dx;

δI =
∑ ∂f

∂u′k
δuk

∣∣∣b
a

+

b∫
a

[
∂f

∂uk
− (

∂f

∂u′k
)′
]
δuk dx

 = 0. (1.5.9)

Уравнения Эйлера образуют систему.
Обратимся к вариационным постановкам для уравнений с частными

производными. Смешанной краевой задаче для уравнения Пуассона

∆u = 0, u
∣∣∣
O1

= u0, ∂nu
∣∣∣
O2

= q, (O1 ∪O2 = O = ∂V ) (1.5.10)

соответствует вариационная постановка

δI = 0, I[u] =
∫
V

(
1
2
|∇u|2 + fu

)
dV −

∫
O2

qu dO, u
∣∣∣
O1

= u0. (1.5.11)

Граничное условие на части поверхности O2 — естественное, а на части
O1 обеспечиваем сами. Проварьируем функционал (1.5.11):

δI =
∫
V

(∇u · ∇δu+ fδu) dV −
∫
O2

qδu dO =

=
∫
V

(f −∆u) δu dV +
∫
O2

(∂nu− q) δu dO = 0

∫
O2

∂nuδu dO =
∫
O

n · ∇uδu dO =
∫
V

(∆uδu+∇u · ∇δu) dV

 .

(1.5.12)

До сих пор ограничения были лишь на границах — в краевых условиях.
Рассмотрим теперь задачи на условный экстремум. Для них эффективен
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1.5 Элементы вариационного исчисления

метод множителей Лагранжа, который для обычных функций выглядит
так:

δf(xk) = 0, gα(xk) = 0; f̃ ≡ f +
∑
α

λαgα,

δf̃ =
∑
k

(
∂f

∂xk
+
∑
α

λα
∂gα
∂xk

)
δxk = 0 ⇒ (. . .) = 0. (1.5.13)

Имеем ограничения с функциями gα (α = 1, . . . ,m), вариации δxk (k =
1, . . . , n) должны удовлетворять условиям

∑
k

(∂gα/∂xk)δxk = 0. Независи-

мы лишь n −m вариаций. Но множители Лагранжа λα подбираются так,
чтобы выражения (. . .) при зависимых вариациях обратились в нуль. Для
независимых вариаций эти выражения должны равняться нулю.

Каждому ограничению отвечает свой множитель Лагранжа. Вводя λα,
мы получаем задачу без ограничений (для f̃ ).

В качестве иллюстрации рассмотрим изопериметрическую задачу —
две точки в плоскости x, y требуется соединить линией заданной длины
так, чтобы площадь под графиком y(x) была наибольшей:

S[y] =

b∫
a

y dx → max,

b∫
a

√
1 + y′2 dx = l = const . (1.5.14)

Решение:

S̃[y] =

b∫
a

f̃(y, y′) dx, f̃ = y + λ
√

1 + y′2,
∂f̃

∂y
=

(
∂f̃

∂y′

)′
. (1.5.15)

Здесь имеем уравнение первого порядка. В результате его интегрирования
(методом введения параметра) найдём y(x) в виде дуги окружности.

Однако здесь, как и выше, рассматривалось лишь условие стационар-
ности δI = 0, что недостаточно для экстремума. Имеем минимум, если
вторая вариация

δ2I ≡ δ(δI) > 0 (1.5.16)

и максимум, если < 0. В задаче (1.5.11)

δ2I[u] =
∫
V

|∇δu|2 dV > 0. (1.5.17)
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Заметим, что δ2u ≡ 0.
Иногда экстремум устанавливается без варьирования — доказательством

соответствующего неравенства.
Вариационные постановки очень часто служат основой вычислитель-

ных алгоритмов. Знаменитый метод Ритца позволяет найти приближён-
ное решение без уравнений Эйлера. Для задачи с функционалом (1.5.1) при
заданных на концах ua и ub приближённое решение ищем в виде

ũ(x) = ua +
ub − ua
b− a

(x− a) +
∑

akϕk(x), ϕk(a) = ϕk(b) = 0. (1.5.18)

Граничные условия удовлетворены при любых значениях варьируемых па-
раметров αk. Функционал превращается в функцию Ĩ(αk),

δĨ =
∑

(∂I/∂αk)δαk = 0 ⇒ ∂I/∂αk = 0. (1.5.19)

Координатные функции ϕk(x) можно задавать по разному, например
ϕk = sin kπ(x − a)/(b − a). Но для машинных методов предпочтительнее
финитные функции (рис. 4).

x
x

k
x

k-1
x

k+1

1

Рис. 4

Параметры αk непосредственно связаны со зна-
чениями решения в узлах u(xk), интеграл равен
сумме однотипных интегралов по «конечным эле-
ментам». Метод элементов (МКЭ) является основ-
ным средством расчёта конструкций.

Для построения приближённого решения вари-
ационной задачи не обязательно подставлять ап-

проксимацию типа (1.5.18) в функционал. Следуя Галёркину, можно исхо-
дить из вариационного уравнения:

b∫
a

Φδu dx = 0, ũ =
∑

αkϕk,

b∫
a

Φ̃ϕk dx = 0 (1.5.20)

(Φ̃ вычисляется по ũ). Такой метод иногда называется проекционным. Он
эффективен и в тех случаях, когда функционала нет, а есть лишь вариаци-
онное уравнение.

Формулировки законов природы в виде утверждений об экстремуме
функционалов называются вариационными принципами. Например, прин-
цип Ферма в геометрической оптике: между двумя точками в неоднород-
ной среде свет распространяется так, чтобы время было минимальным.
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Некоторые принципы имеют вид вариационных уравнений и не связа-
ны с функционалами. Они называются дифференциальными вариационны-
ми принципами.

1.6 Асимптотические методы

Эти методы очень эффективны и популярны, поскольку позволяют кор-
ректно строить аналитические решения сложных задач. Начнём с уравне-
ния f(x, λ) = 0, где λ → 0 — малый параметр. Решение x(λ) часто может
быть представлено рядом по степеням λ:

x = x0 +λx1 +λ2x2 + . . . , f(x, λ) = f(x0, 0)+λ(∂xfx1 +∂λf)+ . . . = 0.
(1.6.1)

На первом шаге находим главный член x0 — из уравнения f(x0, 0) = 0.
На втором — x1, причём задача для x1 линейна. На третьем — x2 и т. д.
Выигрыш в том, что при λ = 0 задача намного проще.

Однако эта схема не работает в очень многих случаях. Бывает, что на
первом шаге решение x0 не единственно, что зависимость от λ не пред-
ставляется рядом (1.6.1), что второй член x1 «намного больше x0» и др.
Применение асимптотических методов требует некой изобретательности.

Рассмотрим линейную алгебраическую систему

Cu = f, C = C0 + λC1, λ→ 0 (1.6.2)

с матрицей C и столбцами неизвестных u и «нагрузок» f . Конструктив-
ное условие разрешимости: правая часть должна быть ортогональна всем
линейно независимым решениям сопряжённой однородной системы:

ψk : CTψ = 0, ψTk Cu = ψTk f = 0. (1.6.3)

Если определитель detC 6= 0, имеем ψ = 0, и система разрешима (при-
чём однозначно) при любой f . В задаче (1.6.2) при detC0 6= 0 проходит
следующее решение:

u = u0 + λu1 + . . . , C0u0 = f, C0u1 + C1u0 = 0, . . .

u0 = C−1
0 f, u1 = −C−1

0 C1u0, . . . (1.6.4)

Этот случай не очень интересен, главный член u0 определяется полностью
на первом шаге. Впрочем, иногда малая поправка u1 качественно отлича-
ется от u0 и становится важной.
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Пусть теперь detC0 = 0. Решение может быть следующим

u = λ−1u0 + u1 + λu2 + . . . , C0u0 = 0, C0u1 + C1u0 = f, . . .

u0 =
∑

akϕk (c0ϕ = 0),

ψTi

(
f − C1

∑
akϕk

)
= 0

(
CT0 ψ = 0

)
. (1.6.5)

На первом шаге решение есть любая линейная комбинация столбцов ϕk.
Коэффициенты ak определяются условием разрешимости на втором шаге.
Имеем явление асимптотического расщепления исходной задачи (1.6.2) на
три: для ϕk, для ψk и для ak (с матрицей (ψTi C1ϕk)). В отличие от (1.6.4),
при расщеплении необходимо не менее двух шагов, и главный член окон-
чательно определяется условием разрешимости для поправочных членов.

Вырожденность C0 необходима для расщепления, но ход решения мо-
жет отличаться от (1.6.5). Возможно u = O(1) (порядка 1), O(λ−2) и т. д.
При первом члене λ−4 потребуется пять шагов — процедура может чрез-
вычайно усложниться.

Другой пример нетривиальной асимптотики — колебания с малой до-
полнительной нелинейной силой:

ü+ u = λf(u, u̇). (1.6.6)

По существу ошибочным является следующее решение

u = u0(t) + λu1(t) + . . . , ü0 + u0 = 0 ⇒ u0 = A sin(t+ α),
ü1 + u1 = f(u0, u̇0), . . . (1.6.7)

Правая часть уравнения для u1 имеет период 2π и вызывает резонансный
рост u1. Нарушается важное требование к асимптотическим разложени-
ям: «высшие члены не должны быть более сингулярны, чем низшие». При
f = f(u) решение (1.6.6) периодично, т. к.

u̇2/2 + u2/2− λ

∫
f(u) du = const,

поэтому поправка u1 искажает картину, а не уточняет её.
Вместо (1.6.7) Пуанкаре предложил процедуру с «почти тождественным

преобразованием времени»:

u = u0(τ) + λu1(τ) + . . . , τ ≡ t(1 + λγ1 + . . .),
(1 + λγ1 + . . .)2u′′ + u = λf [u, (1 + λγ1 + . . .)u′] ⇒ u′′0 + u0 = 0,

u0 = A sin(τ + α), u′′1 + u1 = f(u0, u
′
0)− 2γ1u

′′
0 , . . . (1.6.8)
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Резонансного роста u1 не будет, если подчёркнутое выражение не содер-
жит первой гармоники:

1
π

2π∫
0

f(A sin τ,A cos τ) sin τ dτ + 2γ1A = 0,

2π∫
0

f(. . .) cos τ dτ = 0 (1.6.9)

(можно принять α = 0, т. к. задача автономна). Амплитуда A и изменение
частоты γ1 определяются уравнениями (1.6.9). Если f = f(u), то второе
уравнение удовлетворяется тождественно, а первое связывает γ1 и A.

Но метод Пуанкаре позволяет строить лишь периодические решения и
непригоден при колебаниях переменной амплитуды. Большие возможности
даёт метод многих масштабов с введением нескольких «времён разного
порядка».

Третий пример асимптотического анализа — уравнение с малым пара-
метром при старшей производной:

λü+ u̇+ u = 0, u(0) = a, u̇(0) = b. (1.6.10)

Решение вида

u = u0(t) + λu1(t) + . . . , u̇0 + u0 = 0, u̇1 + u1 = −ü0, . . . (1.6.11)

не может удовлетворять обоим начальным условиям. В методе сращива-
ния асимптотических разложений процесс (1.6.11) называется внешним ue

и рассматривается лишь вне окрестности границы. В окрестности t = 0
строится внутреннее разложение:

ui ≡ V = V0(T ) + λV1(T ) + . . . , T ≡ λ−1t,

λ−1(V ′′ + V ′) + V = 0, V (0) = a, λ−1V ′(0) = b;
V ′′

0 + V ′
0 = 0 ⇒ V0 = A0 +B0e

−T = a,

V ′′
1 + V ′

1 + V0 = 0 ⇒
⇒ V1 = A1 +B1e

−T − aT = (a+ b)(1− e−T )− aT. (1.6.12)

Только внутреннее разложение выходит на границу и потому удовлетворя-
ет граничным (начальным) условиям. Построив ue и ui, следует срастить
их, т. е. учесть фактическое совпадение. Простейшая процедура сращива-
ния Прандтля

lim
t→0

ue = lim
T→∞

ui (1.6.13)
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недостаточна в рассматриваемом примере. Более сложная процедура Ван-
Дайка основана на равенстве ue и ui в нескольких первых членах. В (1.6.11)
имеем

u0 = C0e
−t, u1 = (C1 − C0t)e−t.

Сращивание

ue = C0e
−λT + λ(C1 − C0λT )e−λT + . . . =

= C0(1− λT + . . .) + λC1 + . . . = ui =
= a+ λ[(a+ b)(1− e−T )− aT ] + . . .⇒

⇒ C0 = a, C1 = a+ b. (1.6.14)

Задача (1.6.10) решается и без асимптотики. Сравнение с (1.6.11) – (1.6.14) поз-
воляет оценить реальную асимптотическую точность.

Никакая обычная задача не содержит бесконечно малого λ, введение
параметра зависит от нас. Можно переписать уравнение в безразмерных
величинах и обнаружить некую малую комбинацию параметров. А можно
просто поставить λ перед теми членами, в малости влияния которых мы
уверены.
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Глава 2

Общие законы механики

2.1 Система материальных точек

Прежде всего следует ввести систему отсчёта — твёрдое тело с часами.
Положение точки определяется радиус-вектором r(t), инерция — массой
m, а внешнее воздействие — вектором силы F . Закон Ньютона

mr̈ = F (r, ṙ, t) — (2.1.1)

дифференциальное уравнение, которое легко интегрируется лишь при
F = F (t):

r = r0 + v0t+
1
m

t∫
0

F (τ)(t− τ) dτ ; (2.1.2)

Начальное положение r0 и скорость v0 должны быть заданы.
Вопрос о системе отсчёта нетривиален. Раньше это было «абсолютное

пространство», затем его заполнили странной неуловимой средой — эфи-
ром и связали «с отдалёнными звёздами». Во всех инерциальных системах
отсчёта, т. е. движущихся относительно «эфира» поступательно (без вра-
щения) с постоянной скоростью, закон имеет вид (2.1.1) с одним и тем же
значением F . Влияние системы отсчёта рассматривается в теории относи-
тельности.

В системе материальных точек с массами mk и радиус-векторами rk(t)
имеем и систему уравнений Ньютона

mr̈k = F k = F ek +
∑
i

F ki, (2.1.3)

где F ki — внутренняя сила от точки «i», а F ek — внешняя сила.
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2.2 Абсолютно твёрдое тело

Внутренние силы подчиняются закону действия — противодействия и
считаются центральными:

F ik = −F ki, F ki × (rk − ri) = 0. (2.1.4)

Складывая все равенства (2.1.3), придём к закону баланса импульса(∑
mkṙk

)̇
=
∑

F ek — (2.1.5)

сюда входят лишь внешние силы. Это является также законом движения
центра масс с радиус-вектором

rc =
1
m

∑
mkrk

(
m ≡

∑
mk

)
: mr̈c =

∑
F ek. (2.1.6)

Фундаментальным является и закон баланса момента импульса:(∑
rk ×mkṙk

)̇
=
∑

rk × F ek, (2.1.7)

легко выводимый из (2.1.3) и (2.1.4).
Третий фундаментальный закон: скорость изменения кинетической

энергии равна суммарной мощности внешних и внутренних сил

Ṫ ≡
(

1
2

∑
mk| ṙk |2

)
=
∑

F k · ṙk =
∑

F ek · ṙk +
1
2

∑
F ki · (rk − ri)̇ .

(2.1.8)
Для потенциальных сил мощность равна скорости убывания потенци-

альной энергии. Если внутренние силы имеют потенциал Π, то

(T + Π)˙=
∑

F ek · ṙk. (2.1.9)

В изолированной системе F ek = 0, T + Π = const.

2.2 Абсолютно твёрдое тело

Радиус вектор R любой точки тела (рис. 5) представляется в виде

R = r + x, x = xiei, (2.2.1)
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Рис. 5

где r — радиус-вектор «полюса» (часто это центр
масс), а ортогональная тройка ортов ei жёстко свя-
зана с телом: xi = const.

Поворот тела определятся тензором P = eiei0.
Любой поворот можно совершить вокруг некоторой
неподвижной оси (с ортом k) на соответствующий
угол ϕ; тогда

P = E cosϕ+ k ×E sinϕ+ kk(1− cosϕ). (2.2.2)

Обоснование: e3 = e30 = k, e10 = e1 cosϕ −
e2 sinϕ, e20 = e1 sinϕ + e2 cosϕ, сумма eiei0 имеет вид (2.2.2). Вектор
ϕk вполне определяет поворот.

Угловую скорость ω можно ввести так:

P ·P T = E ⇒ Ṗ ·P T = −
(
Ṗ ·P T

)T
= ω ×E,

ω = −1
2

(
Ṗ ·P T

)
×
, Ṗ = ω × P ⇒ ėi = ω × ei (2.2.3)

(
ei = P · ei0 , ėi = Ṗ · ei0

)
. Учитывая это при дифференцировании (2.2.1),

получим скорость и ускорение точки твёрдого тела:

v ≡ Ṙ = ṙ + ẋ, ẋ = ω × x, w ≡ v̇ = r̈ + ω̇ × x+ ω × (ω × x). (2.2.4)

Импульс, момент импульса и кинетическая энергия тела содержат инер-
ционные характеристики — массу, вектор эксцентриситета и тензор инер-
ции:

m =
∫

dm, ε =
1
m

∫
x dm, I =

∫ (
x2E − xx

)
dm. (2.2.5)

Импульс равен

Q =
∫
v dm = m (r + ε)˙ ε̇ = ω × ε. (2.2.6)

Момент импульса (относительно неподвижного центра)

L =
∫
R× v dm = r ×Q+mε× ṙ + I ·ω. (2.2.7)
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2.3 Относительное движение

Кинетическая энергия

T =
1
2

∫
v2 dm =

1
2
(
m|ṙ|2 + ω · I ·ω

)
+mṙ ·ω × ε. (2.2.8)

Динамика твёрдого тела — в двух векторных уравнениях баланса им-
пульса и момента импульса (2.2.5) и (2.2.7). При ε = 0 уравнения разделяются:

mr̈ =
∫
f dm,

(
I ·ω

)˙= ∫ x× f dm ≡M , (2.2.9)

где f — массовая сила (т. е. на единицу массы). В уравнении вращения

İ = Iks (ėkes + ekės) = ω × I − I × ω,
I · ω̇ + ω × I ·ω = M . (2.2.10)

Последнее уравнение удалось аналитически проинтегрировать лишь
в некоторых случаях — Эйлера, Лагранжа, Ковалевской.

2.3 Относительное движение

Рассмотрим движение точки в двух системах отсчёта: неподвижной с ор-
тами ei0 = const и подвижной с ортами ei(t) (рис. 5). Сохраняются равен-
ства (2.2.1), но теперь xi = xi(t) — закон относительного движения. Доста-
точно очевидны определения относительной скорости и относительного
ускорения:

vr = ẋiei, wr = ẍiei. (2.3.1)

Из (2.2.1) следует закон сложения скоростей

Ṙ = va = ve + vr, ve ≡ ṙ + ω × x. (2.3.2)

Скорость ve точки подвижной системы, «где мы находимся», называется
переносной.

Повторное дифференцирование даёт закон сложения ускорений

R̈ = wa = we +wr +wc,

we ≡ r̈ + ω̇ × x+ ω × (ω × x), wc = 2ω × vr. (2.3.3)

Помимо переносного ускорения we появилось нетривиальное ускоре-
ние Кориолиса wc. Последнее равно нулю при поступательном перенос-
ном движении (ω = 0) и при относительном покое (vr = 0).
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Закон Ньютона с учётом (2.3.3) можно записать в виде

mwr = F −mwe −mwc (2.3.4)

и придать этому следующий смысл: в неинерциальной системе отсчёта к
обычным силам F добавляются силы инерции переносного движения и
Кориолиса (подчёркнуты). Находясь в неинерциальных системах (враща-
ющаяся Земля, ускоряющийся автомобиль), мы ощущаем силы инерции
как вполне реальные. Силы Кориолиса — одни из главных причин образо-
вания циклонов и антициклонов в атмосфере. Разрушение вращающегося
ротора при больших скоростях — результат действия сил инерции перенос-
ного движения (центробежных сил).

Обратимся к сложению угловых скоростей и ускорений. Вращение
твёрдого тела рассматривается в двух системах отсчёта — неподвижной
и подвижной. Связанные с ними наблюдатели регистрируют скорости ωa,
ωr и ускорения εa = ω̇a, εr. Подвижная система имеет скорость ωe и
ускорение εe = ω̇e. Без ущерба для общности можно считать, что тело
вращаются вокруг неподвижной точки — общего начала неподвижной и
подвижной декартовой системы. Сложение скоростей:

ve = ωe ×R, vr = ωr ×R,
va = ωa ×R = ve + vr ⇒ ωa = ωe + ωr. (2.3.5)

Расписав подобным образом правило сложения ускорений (2.3.3), получим

εa = εe + εr + ωe × ωr. (2.3.6)

При использовании вращающихся систем отсчёта полезно ввести опе-
ратор дифференцирования по Яуманну (. . .)O. Для скаляра это просто про-
изводная по времени. Для вектора

vO ≡ v̇iei = v̇ − ω × v, (2.3.7)

для тензора второго ранга

TO = Ṫikeiek = Ṫ − ω × T + T × ω. (2.3.8)

Очевидно, εr = ωO
r , и тогда (2.3.6) получается простым дифференцировани-

ем (2.3.5).
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2.4 Принцип виртуальной работы

Это общая вариационная постановка задач механики:∑
(F k −mkr̈k) · δrk = 0. (2.4.1)

Вариации δrk называются виртуальными перемещениями. Они должны
удовлетворять заданным ограничениям — связям:

gα(rk, t) = 0 (α = 1, . . . ,m) ⇒
∑
k

∂gα
∂rk

· δrk = 0. (2.4.2)

Связи в общем случае нестационарные, но в (2.4.2) время как бы остановле-
но. Для скоростей имеем∑

k

∂gα
∂rk

· ṙk +
∂gα
∂t

= 0 — (2.4.3)

только при стационарных связях δrk могут «совпадать со скоростями».
Со стороны связей как материальных объектов на точки действуют си-

лы реакций Rk. В уравнении Ньютона

mkr̈k = F ak +Rk (2.4.4)

выделяются «активные силы», не являющиеся реакциями связей. Очень
важно предположение об «идеальности связей»:∑

Rk · δrk = 0. (2.4.5)

Для известных конкретных связей — гладких поверхностей, направляю-
щих, нерастяжимых нитей и др. — (2.4.5) выполняется. В уравнении вирту-
альной работы остаются только активные силы.

Фундаментальные законы баланса импульса, момента импульса и энер-
гии могут быть выведены из (2.4.1). Выделив внешние и внутренние силы,
будем иметь ∑

(F ek −mkr̈k) · δrk + δAi = 0. (2.4.6)

Работа внутренних сил δAi = 0 на виртуальных перемещениях без дефор-
мации:

δrk = const+δθ × rk. (2.4.7)
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Это не вызывает сомнений при потенциальных внутренних силах (энергия
определяется деформацией), но в остальном является предположением.

Полагая в (2.4.6) δrk = const, получим закон импульса (2.1.5). При δrk =
δθ × rk придём к закону момента импульса (2.1.7). Если же δrk = ṙkδt, то∑

F ek · ṙk + δAi/δt = Ṫ —

баланс энергии.
Из вариационного уравнения всегда следует столько «обычных» урав-

нений, сколько есть независимых вариаций. При отсутствии связей все δrk
независимы, скобки в (2.4.1) равны нулю. Если же связи присутствуют, име-
ем задачу с ограничениями (2.4.2). Вводя множители Лагранжа λα, получим

mkr̈k = F ak +
∑
α

λα
∂gα
∂rk

. (2.4.8)

Подчёркнуто выражение реакции связей Rk. Дополнительные неизвест-
ные λα находятся с привлечением уравнений связей (2.4.2). Но существует
иной подход, при котором наличие связей уменьшает число неизвестных
— об этом далее.

2.5 Уравнения Лагранжа

Рассматривается система с набором обобщённых координат qi
(i = 1, . . . , n). Радиус-векторы всех точек могут быть представлены в виде
rk = rk(qi, t). Если в системе N точек и задано m связей (2.4.2), то число
степеней свободы n = 3N −m. Для твёрдого тела в пространстве n = 6, в
плоскости n = 3. Материальный прямой отрезок имеет 5 степеней свобо-
ды. Поскольку

vk =
∑
i

∂rk
∂qi

q̇i +
∂rk
∂t

, (2.5.1)

то кинетическая энергия T = T (qi, q̇i, t) — квадратичная форма от обоб-
щённых скоростей.

Внешне уравнения Лагранжа почти не отличаются от уравнений Эйле-
ра в вариационном исчислении:(

∂T

∂q̇i

)̇
− ∂T

∂qi
= Qi. (2.5.2)
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Здесь Qi — обобщённые силы, вычисляемые по виртуальной работе актив-
ных сил:

δA =
∑

F ak · δrk =
∑

Qiδqi, Qi =
∑
k

F ak ·
∂rk
∂qi

. (2.5.3)

Подчеркнём, что в аналитической механике силы рассматриваются как
обобщённые, определяются виртуальной работой и не содержат реакций
связей. В этом важное отличие механики Лагранжа от механики Ньютона
и Эйлера. В соответствии с законом импульса автомобиль ускоряется от
силы трения на ведущих колесах, а давление газа в цилиндрах двигателя
не может изменить импульс (внутренние силы). В лагранжевой механике
наоборот: давление газа является важнейшей составляющей обобщённой
силы, а трение (в точке контакта без скольжения) в неё не входит. Обе
точки зрения правильны, но вторая глубже и полезнее. Без знания основ
лагранжевой механики невозможно разобраться в некоторых вопросах ме-
ханики деформируемого тела.

Но как выводятся уравнения Лагранжа (2.5.2)? Первый способ — тожде-
ственное преобразование (2.4.1) к виду∑

i

[
Qi −

(
∂T

∂q̇i

)̇
+
∂T

∂qi

]
δqi = 0, (2.5.4)

откуда при независимых δqi следуют (2.5.2). Однако проще второй способ с
интегрированием по времени:

t2∫
t1

∑
(F k −mkr̈k) · δqi dt =

=

t2∫
t1

(∑
Qiδqi + δT

)
dt−

∑
mkṙk · δrk

∣∣∣t2
t1

= 0, (2.5.5)

где δT =
∑

[(∂T/∂qi)δqi + (∂T/∂q̇i)δq̇i]. Действуя как в п. 1.5, придём к
(2.5.2).

В случае потенциальных сил существует функция Π(qi, t):

δA = −δΠ, Qi = −∂Π/∂qi. (2.5.6)

Уравнения (2.5.2) можно записать в виде(
∂L

∂q̇i

)̇
=
(
∂L

∂qi

)
, L(qi, q̇i, t) ≡ T −Π — (2.5.7)
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лагранжиан.

2.6 Гамильтонова механика

Ключевые понятия этого более высокого уровня механики: принцип Га-
мильтона, канонические уравнения, канонические преобразования, урав-
нение Гамильтона — Якоби.

К вариационному принципу Гамильтона мы уже пришли в (2.5.5). Рас-
сматривается система с потенциальными силами и лагранжианом
L(qi, q̇i, t). Действием по Гамильтону называется функционал

S[qi] =

t2∫
t1

Ldt. (2.6.1)

Истинный закон qi(t), по которому должна двигаться система, называ-
ется прямым путём и удовлетворяет уравнениям Лагранжа (2.5.7). Имеем

δS =
∑piδqi|t2t1 +

t2∫
t1

(
∂L

∂qi
− ṗi

)
δqi dt

 , pi ≡
∂L

∂q̇i
. (2.6.2)

Величины pi называются обобщёнными импульсами. Положим на концах
промежутка δqi(t1,2) = 0. Тогда на прямом пути

δS = 0. (2.6.3)

Канонические уравнения Гамильтона получаются из уравнений Лагранжа с
помощью формального преобразования Лежандра. Пусть задана функция
ϕ(xi, zα) (i = 1, . . . , n ; α = 1, . . . ,m) и

yi ≡ ∂ϕ/∂xi — (2.6.4)

новые переменные, вводимые как бы вместо xi. Обратное преобразование
можно представить в виде

xi =
∂ψ

∂yi
, ψ(yi, zα) =

∑
xiyi − ϕ;

∂ψ

∂zα
= − ∂ϕ

∂zα
. (2.6.5)

Для доказательства рассмотрим вариацию — с суммированием по повторя-
ющемуся индексу:

δψ =
∂ψ

∂yi
δyi +

∂ψ

∂zα
δzα = xiδyi + yiδxi −

∂ϕ

∂xi
δxi −

∂ϕ

∂zα
δzα.
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Подчёркнутые слагаемые сокращаются, остальное ведёт к (2.6.5). Определе-
ние импульсов в (2.6.2) рассматриваем как переход от q̇i к pi типа (2.6.4), при
этом остальные аргументы qi и t играют роль zα. Обратный переход:

q̇i =
∂H

∂pi
, H(qi, pi, t) = piq̇i − L,

∂H

∂qi
= − ∂L

∂qi
,
∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (2.6.6)

Появилась функция Гамильтона, или гамильтониан H . Из уравнений
Лагранжа и соотношений (2.6.6) следуют канонические уравнения Гамиль-
тона

∂H

∂qi
= −ṗi,

∂H

∂pi
= q̇i. (2.6.7)

Можно заметить, что при сходстве и «равноправии» уравнений обеих групп
закон природы выражает лишь первая.

Раньше при решении (2.6.7) старались найти первые интегралы — такие
функции, которые постоянны на каждом движении. Знаменитый интеграл
энергии устанавливается так:

Ḣ =
∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi +

∂H

∂t
=
∂H

∂t
= −∂L

∂t
,

H = const, если не содержит времени. Другой важный случай — с цик-
лическими координатами, т. е. с такими, которые не входят в H (и в L).
Имеем

ṗα = −∂H/∂qα = 0 ⇒ pα = const .

Изолированная система в пространстве имеет 6 циклических координат:
три — трансляции, и три — поворота; постоянство шести обобщённых им-
пульсов — это сохранение векторов импульса и момента импульса.

Обобщённые координаты qi можно выбирать по разному, но уравне-
ния всё равно будут иметь канонический вид (2.6.7). Однако представим
себе преобразование более общего характера — от «старых» координат qi
и импульсов pi к «новым» Qi, Pi; оно называется каноническим, если со-
хранится форма (2.6.7):

Q̇i = ∂K/∂Pi, Ṗi = −∂K/∂Qi. (2.6.8)

Для вывода алгоритма преобразования используется модифицированный
принцип Гамильтона:

δ

t2∫
t1

(piq̇i −H) dt = 0. (2.6.9)
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Здесь имеем
t2∫
t1

(
piδq̇i + q̇iδpi −

∂H

∂qi
δqi −

∂H

∂pi
δpi

)
dt = piδqi

∣∣∣t2
t1

+

+

t2∫
t1

[(
q̇i −

∂H

∂pi
δpi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi
δqi

)
δqi

]
dt. (2.6.10)

Равенство (2.6.9) выполняется на прямом пути с закреплёнными на концах
координатами.

При каноническом преобразовании соблюдается и аналогичное (2.6.9) ра-
венство с новымиQi, Pi,K. Обращая внимание на внеинтегральные члены
в (2.6.9), можем утверждать, что модифицированный принцип сохранится
при условии

piq̇i −H = PiQ̇i −K +
d

dt
S(qi, Qi, t) ⇒

⇒ pi =
∂S

∂qi
, Pi = − ∂S

∂Qi
, K = H +

∂S

∂t
. (2.6.11)

«Производящая функция» S произвольна.
Цель преобразования — упростить уравнения. Предельным упрощени-

ем будет
K = 0 ⇒ Qi = const, Pi = const . (2.6.12)

Приходим к уравнению Гамильтона — Якоби

∂S

∂t
+H(qi,

∂S

∂qi
, t) = 0. (2.6.13)

Это уравнение в частных производных (всегда нелинейное) определяет
движение в той же мере, что и система обыкновенных уравнений Лагранжа
и Гамильтона.

Но что значит — решить (2.6.13)? Достаточно найти его полный интеграл
— такое аналитическое решение S(qi, αi, t), которое содержит n парамет-
ров αi. Полагая

∂S

∂αi
= βi, (2.6.14)

будем иметь при αi = const, βi = const общее решение уравнений движе-
ния qi = qi(αk, βk, t), константы определяются начальными условиями.

Гамильтонова механика имеет большое мировоззренческое значение,
но для деформируемых тел она почти не используется — пока.
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2.7 Статика

В положении равновесия системы со стационарными связями (или свобод-
ной) rk = const, ∑

F k · δrk = 0 ⇔ Qi = 0. (2.7.1)

Это основа аналитической статики. Уравнений равновесия столько, сколь-
ко степеней свободы. Статика не исчерпывается балансом сил и моментов.
Эти уравнения баланса являются частью (2.7.1) и соответствуют виртуаль-
ным перемещениям трансляции и поворота:

δA =
∑

F k · (δu0 + δθ × rk) = F k · δu0 +M · δθ,

F =
∑

F k, M =
∑

rk × F k;
δA = 0 ⇔ F = 0, M = 0. (2.7.2)

Среди всех силовых факторов силы и моменты выделяются потому, что
виртуальная работа внутренних сил на «жёстких» перемещениях равна ну-
лю.

Пусть к системе с потенциальной энергией Π(qi) приложены дополни-
тельные силы Qei . Тогда∑

Qei δqi − δΠ = 0 ⇒ Qei = ∂Π/∂qi. (2.7.3)

Это теорема Лагранжа. Её обращение по Лежандру (2.6.5) называется тео-
ремой Кастильяно:

qi = ∂Π̂/∂Qei , Π̂(Qei ) =
∑

Qei qi −Π (2.7.4)

(Π̂ — «дополнительная энергия»). (2.7.4) эффективна для «статически опре-
делимых» систем, в которых внутренние силы находятся без анализа де-
формаций.

В линейной системе энергия является квадратичной формой:

Π =
1
2
qTCq, Qe = Cq — (2.7.5)

в матричной записи. Матрица жёсткости C всегда симметрична. Ли-
нейно упругие конструкции имеют положительную жёсткость, и в поло-
жении равновесия будет минимальной «потенциальная энергия системы»
Э(q) = Π−QT q.
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В статике линейно упругих систем большую роль играют тождество
Клапейрона и теорема взаимности работ:

QT q = 2Π, QT1 q2 = QT2 q1 — (2.7.6)

«формально вычисленная работа внешних сил равна удвоенной энергии
деформации» и «работа сил первого состояния на перемещениях второго
A12 равна A21». Они очевидны для рассматриваемых здесь дискретных
(т. е. с конечным числом степени свободы) систем. Из тождества Клапей-
рона следует, что минимальное значение энергии Эmin = −Π. Теорема
взаимности означает симметрию матрицы жёсткости.

В нелинейных системах энергия не является квадратичной формой;
статическое уравнение Лагранжа (2.7.3), связывающее равновесные коорди-
наты q с нагрузками Qe, может иметь несколько решений или не иметь их
вовсе. Линейная связь сохраняется для малых приращений

Q̃e = Cq̃, C ≡ ∂2Π/∂q2. (2.7.7)

Матрица C определяется состоянием перед варьированием. Естествен-
ный алгоритм расчёта в нелинейной статике — задавать малые прираще-
ния нагрузки и находить q̃ с коррекцией C. Вырождение C при достаточно
большой нагрузке означает потерю устойчивости. В незакреплённой кон-
струкции матрица С вырождена и в линейном варианте — энергия равна
нулю на «жёстких» смещениях. Условие разрешимости системы (2.7.5) —
самоуравновешенность нагрузок.

2.8 Колебания

Система со стационарными связями совершает малые колебания около
устойчивого положения равновесия q = 0. Кинетическая и потенциальная
энергии — квадратичные формы с постоянными симметричными и поло-
жительными матрицами A и C, а уравнения Лагранжа имеют вид

Aq̈ + Cq = Q(t), (2.8.1)

где Q — столбец возмущающих сил.
При Q = 0 рассматривают главные, или нормальные колебания q(t) =

U sinωt. Собственные частоты ω и формы или моды U находятся из мат-
ричной задачи на собственные значения(

−ω2A+ C
)
U = 0. (2.8.2)

48



2.8 Колебания

Корни характеристического уравнения ω2
k вещественны — доказывается от

противного. Они положительны:

ω2 = UTCU/UTAU > 0. (2.8.3)

Формы ортогональны: UTi AUk = 0 при ωi 6= ωk. Для доказательства мож-
но записать (2.8.2) для Ui и Uk, умножить соответственно на UTi и UTk и
вычесть. Нормируя формы, будем иметь

UTi AUk = δik, UTi CUk = ω2
i δik. (2.8.4)

Любой столбец можно разложить по формам:

q =
∑

αiUi, αi = UTi Aq. (2.8.5)

Коэффициенты αi называются главными или нормальными координатами.
С ними система является набором несвязанных осцилляторов:

T =
1
2

∑
α̇2
i , Π =

1
2

∑
ω2
i α

2
i , α̈i + ω2

i αi = βi = QTUi ⇒

αi(t) = αi(0) cosωit+
1
ωi
α̇i(0) sinωit+

1
ωi

t∫
0

βi(τ) sinωi(t− τ) dτ (2.8.6)

(интеграл Дюамеля). Свободное движение — линейная комбинация форм.
Однако заметим, что простота решения в главных координатах становится
иллюзорной при большом числе степеней свободы конструкции.

Определение частот и форм считается важной задачей; одним из мето-
дов её решения является итерационный. Используя матрицу податливости
C−1, имеем

C−1AUi ≡ KUi =
1
ω2
i

Ui, Kq =
∑ αi

ω2
i

Ui. (2.8.7)

Оператор К «поднимает роль» U1 — только первая форма и остаётся после
многих итераций. Очистив q от U1, методом итераций найдём U2 и т. д.
Зная Ui, можно найти ωi по отношению Рэлея (2.8.3), минимум которого
равен ω2

1 :
qTCq

qTAq
=
∑
ω2
i α

2
i∑

α2
i

> ω2
1 . (2.8.8)
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Общие законы механики

В реальных системах свободные колебания затухают из-за сил сопро-
тивления. Рассмотрим простейшую линейную модель сопротивления с ма-
лой симметричной положительной матрицей λB (λ→ 0):

Aq̈ + λBq̇ + Cq = 0; q = V ept, (Ap2 + λBp+ C)V = 0,
V = V0 + λV1 + . . . , p = p0 + λp1 + . . . ,

(Ap2
0 + C)V0 = 0 ⇒ p0 = iω, V0 = U ;

(−Aω2 + C)V1 + iω(2Ap1 +B)U = 0 ⇒ p1 = −UTBU/2. (2.8.9)

Поправка p1 вещественна и отрицательна — колебания затухают. Мы ис-
пользовали условие разрешимости системы с вырожденной матрицей и
нормировку форм.

Асимптотический метод позволяет решать и намного более сложные
задачи — например, о резонансных нелинейных колебаниях:

Aq̈ + λf(q, q̇) + Cq = λQ sinωt, (2.8.10)

где ω — одна из собственных частот, Q — постоянный столбец. Решение (с
периодом T = 2π/ω) строится следующим образом

q = q0(t) + λq1(t) + . . . , Aq̈0 + Cq0 = 0, q0 = aU sin(ωt− α),
Aq̈1 + Cq1 = Q sinωt− f(q0, q̇0), q1 =

∑
aiUi,

UT

(
Q− 2

T

T∫
0

f(q0, q̇0) sinωt dt

)
= 0, UT

T∫
0

f cosωt dt = 0. (2.8.11)

Главный член q0 совпадает с формой U , но на первом шаге невозможно
определить амплитуду a и фазовый сдвиг α. Они находятся на втором ша-
ге из условий существования периодического q1 — в правой части уравне-
ния для соответствующей главной координаты (ai) не должно быть первой
гармоники.

2.9 Неголономные системы

Этот вопрос всегда рассматривается в курсах механики, но в области де-
формируемого тела возникает редко — например, в задачах динамики ко-
леса на мягких шинах.
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2.9 Неголономные системы

До сих пор связи считались голономными — в виде (2.4.2). Неголоном-
ными называются ограничения со скоростями, не допускающие интегри-
рование (в отличие от (2.4.3)):∑

k

bαk · ṙk + cα = 0 (α = 1, . . . ,m), (2.9.1)

где bαk и cα могут зависеть от координат и времени. Виртуальные переме-
щения должны удовлетворять условиям∑

k

bαk · δrk = 0. (2.9.2)

Число степеней свободы меньше числа координат на количество неголо-
номных связей.

Из принципа виртуальной работы легко выводятся уравнения Лагранжа
первого рода — с множителями:

mkr̈k = Fk +
∑
α

λαbαk. (2.9.3)

Но для неголономных систем могут быть более эффективны уравнения
Аппеля в квазикоординатах:

∂U/∂π̈s = Πs. (2.9.4)

Здесь U — «энергия ускорения»

U =
1
2

∑
mk|r̈k|2, (2.9.5)

πs — квазикоординаты, Πs — соответствующие им обобщённые силы. Ве-
личины πs нуждаются в особом разъяснении.

Благодаря связям (2.9.1) в пространстве скоростей ṙk независимы лишь
n(3N −m); квазискорости π̇s — это просто базис:

ṙk =
∑
s

eksπ̇s, (2.9.6)

Выражения πs не могут быть получены интегрированием в общем ви-
де и потому не существуют, первичными являются π̇s. Аналогично в про-
странстве вариаций

δrk =
∑

eksδπs. (2.9.7)
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Общие законы механики

В уравнении виртуальной работы имеем

r̈k =
∑

eksπ̈s + . . . ⇒ ∂r̈k/∂π̈s = eks,

r̈k · δrk =
∑
s

r̈k · ∂r̈k/∂π̈sδπs,
∑

F k · δrk =
∑

πsδπs ⇒ (2.9.4).

Важнейший пример применения уравнений Аппеля — в динамике твёр-
дого тела. Вектор угловой скорости ω является квазискоростью. Для тела
с неподвижной точкой v = ω × r,

|v̇|2 = |ω̇ × r|2 + 2(ω̇ × r) · (ω × v) + . . . =
= |ω̇|2r2 − ω · rr ·ω − 2ω̇ ·ω × rr ·ω + . . . ,

U =
1
2

∫
|v̇|2 dm =

1
2
ω̇ · I · ω̇ + ω̇ ·ω × I ·ω + . . . ,

∂U

∂ω̇
= I · ω̇ + ω × I ·ω = M (2.9.8)

(в энергии ускорения отбрасываются слагаемые без π̈s). В роли δπs вы-
ступает вектор малого поворота δθ, не являющийся «вариацией θ», работа
активных сил равна M · δθ.
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Глава 3

Основы механики
деформируемого тела

3.1 Модель сплошной среды.
Дифференцирование

Будем считать, что вещество непрерывно заполняет пространство; в объё-
ме dV содержится масса dm = ρ dV , где ρ — плотность. Континуальные
модели полезны и необходимы. Представления об атомах и полях взаимо-
действия не всегда самые эффективные.

Частицы среды являются материальными точками. Но есть более слож-
ная «моментная» модель, состоящая из элементарных твёрдых тел. Ещё
сложнее модели «с внутренними степенями свободы», частицы которых
могут быть сложными конструкциями...

В механике деформируемого тела необходимо рассмотрение двух кон-
фигураций — начальной (отсчётной) и конечной (актуальной). Начальным
обычно считается состояние без нагрузки и внутренних напряжений. Ради-
ус-векторы одной и той же частицы до и после деформации — r и R, объё-

мы тела — V
◦

и V , плотности ρ◦ и ρ. При движении конфигурация меняется
по закону

R = R(r, t). (3.1.1)

Вместо начального r можно использовать любую тройку координат:
r = r(qi), R = R(qi, t). Эти координаты называются материальными или
лагранжевыми — как и описание вида (3.1.1).

Допустимо и другое описание процессов в движущейся среде — про-
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Основы механики деформируемого тела

странственное или эйлерово:

ρ = ρ(R, t), v = v(R, t) (3.1.2)

(плотность и вектор скорости в жидкости). Но ясно, что понять процесс в
частице проще, чем в фиксированной точке пространства.

Рассмотрим операции дифференцирования при материальном описа-
нии. Скорость v = Ṙ ≡ ∂tR(r, t). Оператор Гамильтона

∇
◦

= ri∂i
(
ri · rk = δik, ri = ∂ir ≡ ∂r/∂qi

)
. (3.1.3)

Важнейшую роль играет тензор «градиент деформации»

F = ∇
◦
RT = Rir

i (Ri = ∂iR). (3.1.4)

Заметим, что ∇
◦
r = riri = E. Для любого поля dϕ(r, t) = dr · ∇

◦
ϕ+ ϕ̇ dt.

При пространственном описании оператор Гамильтона

∇ = Ri∂i
(
Ri ·Rk = δik

)
— (3.1.5)

отличается от ∇
◦

, но связан с ним:

ri = Ri ·F = F T ·Ri ⇒ ∇
◦

= F T · ∇, ∇ = F−T · ∇
◦
. (3.1.6)

«Локальная» производная по времени ∂tϕ(R, t) — отличается от «матери-
альной» ϕ̇(r, t):

ϕ̇ = ∂tϕ+ v · ∇ϕ, (3.1.7)

поскольку dϕ(R, t) = ∂tϕdt+ dR · ∇ϕ, dR = v dt.

3.2 Деформация и поворот

Сравнивая начальное состояние с деформированным, имеем

dR = F · dr. (3.2.1)

Это линейное преобразование бесконечно малых материальных векто-
ров. По теореме о полярном разложении (1.1.33, гл. 1) имеем произведение
преобразований: сначалаU , затем поворот P или наоборот — P и далее V .
Представим себе в начальном состоянии бесконечно малый кубик, ребра
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3.2 Деформация и поворот

которого направлены по собственным векторам (главным осям) тензора U .
Преобразование U ·dr превращает его в прямоугольный параллелепипед с
тем же направлением ребер. Далее — поворот P · (U ·dr) без деформации.
Вариант V ·P — по существу то же самое.

Ясно, что тензор U вполне определяет деформации «в точке». Однако
чаще используется «мера деформации Коши — Грина»

G = F T ·F = U2 = Gikr
irk, Gik = Ri ·Rk. (3.2.2)

Исходя из законаR(r), находим F , далееG и лишь потом U . Отметим,
что мера G имеет те же компоненты, что и E = GikR

iRk — но в другом
базисе (!).

Без деформации G = E, поэтому вводится «тензор деформации Коши
— Грина»

C =
1
2
(G−E) =

1
2
(Gik − gik)rirk (gik = ri · rk). (3.2.3)

Через вектор перемещения u ≡ R− r он выражается так:

F T = E +∇
◦
u ⇒ C = ε+

1
2
∇
◦
u · ∇

◦
uT , ε ≡ ∇

◦
uS . (3.2.4)

Хрестоматийным является рассуждение о компонентах C в декартовом
базисе. Бесконечно малые отрезки dr и dr′ превращаются в dR и dR′.
Имеем

dR ·R′ = dr ·F T ·F · dr′ = dr · (E + 2C) · dr′;
dr = dr′ = e1 ds : dR · dR′ = dS2 = (1 + 2C11) ds2 ⇒

⇒ dS

ds
− 1 =

√
1 + 2C11 − 1 = C11 + . . . ,

dr = e1 ds, dr′ = e2 ds : dR · dR′ = dS1 dS2 cos
(π

2
− γ12

)
=

= 2C12 ds
2 = γ12 ds

2 + . . . ⇒ 2C12 = γ12 + . . . (3.2.5)

Диагональные компоненты C — это относительные удлинения соответ-
ствующих отрезков, а удвоенные недиагональные равны углам сдвига (при
малых деформациях).

Мера G и тензор C — не единственные варианты представления де-
формации. Используются также мера Фингера

Φ = F ·F T = V 2 = gikRiRk, (3.2.6)
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Основы механики деформируемого тела

мера Альманзи

A = Φ−1 = F−T ·F−1 = gikR
iRk (3.2.7)

и соответствующие им тензоры деформации.
Особую известность приобрел тензор Генки:

H = lnV = ln
[
E + (V −E)

]
≡ −

∞∑
k=1

(−1)k

k
(V −E)k. (3.2.8)

Функция определена посредством известного степенного ряда. В глав-
ных осях имеем

V =
∑

Vieiei, H = −
∞∑
k=1

(−1)k

k
(Vi − 1)keiei =

∑
lnVieiei. (3.2.9)

Однако распространённое название «истинная» для логарифмической де-
формации не очень удачно. Деформация Коши не хуже.

3.3 Поле скоростей

Рассмотрим его в пространственном описании (3.1.2). Градиент скорости
разложим на симметричную и антисимметричную части:

∇v = D +W , D = ∇vS ,

W ≡ ∇vA = −w ×E, w =
1
2
∇×w. (3.3.1)

D называется тензором скоростей деформаций, w — вектором вихря.
Убедимся, что D соответствует своему названию:

∇v = RiṘi, D = DikR
iRk,

Dik = Ri ·
1
2

(
RSṘs + ṘsR

S
)
·Rk =

1
2

(
ṘiRk +RiṘk

)
=

=
1
2
Ġik = Ċik = ri · Ċ · rk ⇒ D = F−T · Ċ ·F−1. (3.3.2)

Здесь использовано не только пространственное, но и материальное опи-
сание: v = Ṙ = ∂tR(r, t), ∂iv = Ṙi. Компоненты Dik равны скоростям
деформаций Ċik — но в разных базисах (!).
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3.4 Объёмное расширение и баланс массы

В малой области поле v имеет следующую структуру:

dv = ∇vT · dR = D · dR+w × dR. (3.3.3)

Второе слагаемое — как в твёрдом теле с угловой скоростью w. Однако во-
прос об угловой скорости деформируемой частицы не имеет однозначного
ответа. Выше введён тензор поворота P (r, t), ему соответствует угловая
скорость ω (2.2.3, гл. 2) — но она не равна w:

F = P ·U = Rir
i, Ḟ = ω × F + P · U̇ = Ṙir

i ⇒
⇒ Ṙi = Ḟ · ri = ω ×Ri + P · U̇ · ri ⇒

⇒ w =
1
2
Ri × Ṙi = ω +

1
2
Ri × P · U̇ · ri. (3.3.4)

Подчёркнутое слагаемое обращается в нуль при постоянной деформации.
Рассмотрим ускорение при пространственном описании:

v̇ = ∂tv + v · ∇v;∇v = ∇vT − 2w ×E ⇒
⇒ v̇ = ∂tv +∇

(
v2/2

)
+ 2w × v. (3.3.5)

Это равенство используется в гидромеханике при выводе уравнения Бер-
нулли. Применив к обеим частям операцию (∇×), получим

1
2
∇× v̇ = ∂tw +∇× (w × v) , (3.3.6)

что важно в случае идеальной жидкости.

3.4 Объёмное расширение и баланс массы

При линейном преобразовании (3.2.1) соотношение объёмов таково

dV = J dV
◦
, J = detF . (3.4.1)

Масса при этом сохраняется:

dm = ρ dV = ρ
◦
dV
◦

⇒ ρJ = ρ
◦ — (3.4.2)

алгебраическое уравнение баланса массы.
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Основы механики деформируемого тела

Едва ли не во всех книгах по механике сплошной среды приводится
следующее дифференциальное уравнение

ρ̇+ ρ∇· v = 0 ⇒ ∂tρ+∇· (ρv) = 0. (3.4.3)

Оно получается дифференцированием (3.4.2):

ρ̇J + ρJ̇ = 0; J̇ = JF−1··Ḟ = JriR
i··Ṙkr

k = JRi · Ṙi = J∇·v. (3.4.4)

Использовано правило дифференцирования детерминанта (1.2.28, гл. 1).
К (3.4.3) ведут и другие рассуждения. В объёме V масса

m =
∫
V

ρ dV ;

материальный объём V движется, и меняется ρ под интегралом. Имеем

ṁ =
∫
∂V

n · ρv dV +
∫
V

∂tρ dV =
∫
V

[∂tρ+∇· (ρv)] dV = 0 ⇒ (3.4.3).

Отметим важное общее правило дифференцирования интегралов по ма-
териальному объёму: ∫

V

ρϕ dV

˙ =
∫
V

ρϕ̇ dV. (3.4.5)

Для доказательства достаточно перейти к начальному объёму по правилу
(3.4.2). В однородной среде ρ◦(r) = const, и в (3.4.5) вместо ρ можно взять J−1.

3.5 Напряжения и баланс импульса

Внешние силы, действующие на тело, бывают объёмные и поверхностные.
На малый материальный объём действует сила f dV или ρ−1f dm — тогда
ρ−1f называется массовой силой. Примеры: сила тяжести, переносные и
кориолисовы силы в неинерциальных системах, сила Лоренца в среде с
зарядами и токами.

На поверхности на малый элемент dO действует сила p dO. В гидро-
статике p = −pn (n — орт внешней нормали). На шероховатой поверх-
ности действует сила трения в касательной плоскости. Реакции связи на
закреплённой поверхности — тоже поверхностные силы.
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3.5 Напряжения и баланс импульса

Каждая частица тела вообще-то действует на все другие частицы —
но это допускается лишь в особой нелокальной теории. Обычно же счи-
тают внутренние силы поверхностными: на элементы n dO действует (со
стороны n) сила τn dO, где τn есть вектор напряжения на площадке с
нормалью n.

В каждой точке имеем бесконечно много напряжений, но они все со-
держатся в знаменитой формуле Коши

τn = n · τ , (3.5.1)

где τ — тензор напряжений. Простой, но не самый убедительный вывод
(3.5.1) основан на балансе сил для малого тетраэдра, три грани которого
параллельны координатным плоскостям xi = const, а наклонная четвертая
грань имеет нормаль n:

τ i dOi = τn dO (3.5.2)

(суммировать!). Здесь введены векторы напряжений τ i на площадках с
нормалями ei и площадями dOi; учтено правило действия и противодей-
ствия

τ−n = −τn (3.5.3)

и отброшены малые высшего порядка. Учитывая геометрические соотно-
шения ∫

∂V

n dO = 0 ⇒ ei dOi = n dO ⇒ dOi = n · ei dO,

из (3.5.2) получаем (3.5.1) с представлением тензора напряжений

τ = eiτ i. (3.5.4)

Компоненты тензора: τik = ei · τ · ek = τ i · ek (первый индекс — «но-
мер» площадки, второй — направление силы). Диагональные компоненты
называются нормальными напряжениями, недиагональные — касательны-
ми. При x1 = x, x2 = y, x3 = z обозначают τ11 = σx, τ12 = τxy и т. д.

Рассмотрим баланс импульса для материального объёма V :∫
V

ρv dV

˙ =
∫
V

f dV +
∫
∂V

n · τ dO. (3.5.5)
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Основы механики деформируемого тела

Используя правило дифференцирования (3.4.5), теорему о дивергенции и
учитывая произвольность объёма, придём к локальному соотношению

∇· τ + f = ρv̇. (3.5.6)

Напомним: ускорение при пространственном описании имеет непростой
вид (3.3.5). Мы ещё вернёмся к (3.5.1) и (3.5.5), рассматривая вариационную
постановку.

3.6 Баланс моментов и его следствия

Скорость изменения момента импульса материального объёма равна сум-
марному моменту внешних сил:∫

V

R× ρv dV

˙ =
∫
V

R× f dV +
∫
∂V

R× (n · τ ) dO. (3.6.1)

Дивергенция для последнего слагаемого

∇·
(
τ ×R

)
= ∇· τ ×R− τ×, (3.6.2)

так что локальная форма (3.6.1) такова

R×
(
−ρv̇ + f +∇· τ

)
+ τ× = 0. (3.6.3)

Учитывая (3.5.6), оставляем лишь подчёркнутое. Векторный инвариант ра-
вен нулю, тензор напряжений симметричен.

Первым следствием симметрии τ является представление

τ =
∑

σieiei — (3.6.4)

существуют три взаимно перпендикулярных площадки без касательных
напряжений. Собственные значения σi называются главными, ei — орты
главных осей. Полагают σ1 > σ2 > σ3.

Второе следствие — круговая диаграмма Мора (рис. 6). Вектор каса-
тельного напряжения tn = τn−σnn. Точка с координатами (σn, tn) долж-
на лежать в заштрихованной области между тремя полуокружностями. Из-
вестное остроумное доказательство этого связано с равенствами

n ·n =
∑

n2
i = 1, n · τ ·n = σn =

∑
σin

2
i ,

n · τ 2 ·n = t2n + σ2
n =

∑
σ2
i n

2
i . (3.6.5)
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3.7 Виртуальная работа

Формально это система линейных алгебраических уравнений для n2
i (с

определителем Вандермонда). Неравенства n2
i > 0 задают области внутри

или вне кругов Мора.

t
n

s
ns

1
s

3
s

2

Рис. 6

Заметим: максимум σn равен σ1,
минимум — σ3, а максимум tn равен
(σ1 − σ3)/2.

С учётом симметрии имеем шесть
компонент τ . Трёх уравнений баланса
(3.5.6) явно недостаточно для расчёта —
задача является «статически неопреде-
лимой» и не может быть решена без рас-
смотрения деформаций.

3.7 Виртуальная работа

Методами аналитической механики можно вывести почти все основные
соотношения. Для материального объёма имеем следующую очевидную
формулировку принципа виртуальной работы∫

V

[
(f − ρv̇) · δR+ δAi

]
dV +

∫
∂V

p · δR dO = 0, (3.7.1)

где δAi — работа внутренних сил на единицу объёма. На виртуальных
перемещениях без деформации δR = const +δθ ×R будет δAi = 0. При
этом из (3.7.1) следуют уравнения сил моментов для всего тела. Но можно
рассуждать более изощрённо:

δAi = 0 при ∇δRS = 0 (3.7.2)

и рассматривать (3.7.1) как задачу с подчёркнутым ограничением. По из-
вестному правилу вводим симметричный тензор множителей Лагранжа τ :∫

V

[
(f − ρv̇) · δR− τ ··∇δRS

]
dV +

∫
∂V

p · δR dO = 0 ⇒

⇒
∫ (

f − ρv̇ +∇· τ
)
· δR dV +

∫
∂V

(
p− n · τ

)
· δR dO = 0. (3.7.3)

По основной лемме вариационного исчисления отсюда следуют урав-
нение импульса (3.5.6) и формула Коши (3.5.1).
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Основы механики деформируемого тела

Заметим, что связанная с моментами симметрия τ у нас явилась след-
ствием симметрии тензорного ограничения (3.7.2).

Далее можно вернуться к (3.7.1) с равенством p = n · τ . Результатом
будет

δAi = −τ ··∇δRS = −τ ··F−T · δC ·F−1 = −F−1 ·τ ·F−T ··δC − (3.7.4)

если учесть (3.3.2). Для тела с произвольными механическими свойствами
развить успех невозможно.

Исключением является упругое тело — в нём внутренние силы потен-
циальны,

δAi = −J−1δΠ, (3.7.5)

где Π — энергия деформации на единицу объёма (в начальном состоянии).
Из (3.7.4) и (3.7.5) следует закон состояния нелинейно упругого тела

τ = J−1F · ∂Π
∂C

·F T — (3.7.6)

важнейшее, давно известное и остающееся малоизвестным соотношение.
Осталось задать потенциал Π(C) — это отдельный сложный вопрос.

3.8 Законы термодинамики

До сих пор рассматривались чисто механические явления. Но известно,
что деформация тела связана с тепловыми эффектами. При быстром сжа-
тии среда нагревается, неравномерный нагрев вызывает внутренние напря-
жения. Теоретической основой описания таких явлений служат два закона
термодинамики.

Знаменитый первый закон: скорость подвода тепла к системе плюс
мощность внешних сил равны скорости изменения энергии системы —∫

V

b dV −
∫
∂V

n ·h dO +
∫
V

f · v dV +
∫
∂V

n · τ · v dO =

=

∫
V

ρ

(
e+

1
2
v2

)
dV

˙ . (3.8.1)

Скорость подвода тепла в единицу объёма b и вектор теплового потока
h встречались в 1.3. Величина e — некая внутренняя энергия на единицу
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3.8 Законы термодинамики

массы — остальное в (3.8.1) очевидно. Применяя правило (3.4.5) и теорему о
дивергенции, а также учитывая произвольность объёма V , придём к ло-
кальному соотношению(

f +∇· τ − ρv̈
)
· v + τ ··D −∇·h+ b− ρė = 0. (3.8.2)

Неподчёркнутое слагаемое исчезает по закону импульса.
Важно отметить, что (3.8.2) отличается от уравнения теплопроводности

из 1.3 слагаемым τ ··D. Отличие пропадает при отсутствии деформации.
Второй закон термодинамики на элементарном уровне излагается

так. Подведённое к телу тепло dQ не является полным дифференциалом.
Таковым будет dQ/T = dS, где T — абсолютная температура, S — энтро-
пия. В обратимых (медленных) процессах имеем равенство, в необратимых
dS > dQ/T .

Для деформируемого тела с неоднородным полем температуры эти со-
ображения формализуются в неравенстве Клаузиуса — Дюгема∫

V

ρs dV

˙ >
∫
V

b/T dV −
∫
∂V

n ·h/T dO, (3.8.3)

где s — энтропия на единицу массы. Эквивалентное локальное соотноше-
ние

ρṡ > (b−∇·h)/T + h · ∇T/T 2. (3.8.4)

Некоторые авторы отбрасывают последнее слагаемое и ставят равен-
ство. Это не очень хорошо — теплопроводность необратима и h · ∇T < 0.

В записи обоих законов присутствует комбинация b−∇·h. Она исчезает
в «приведённом диссипативном неравенстве»

τ ··D − h · ∇T/T > ρ (ė− T ṡ) . (3.8.5)

Часто вводят «свободную энергию»:

a ≡ e− Ts, ė− T ṡ = ȧ+ sṪ . (3.8.6)

Чтобы законы эффективно работали в математической модели среды,
необходимо задать конкретный вид функций состояния e и s.
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Основы механики деформируемого тела

3.9 Определяющие уравнения

Они несут информацию о свойствах среды, связи напряжений с деформа-
цией и температурой, о представлении h, e и s. Без них неполна система
уравнений термомеханики деформируемого тела.

Определяющие уравнения не могут быть установлены без эксперимен-
тов. Но до постановки опытов необходимы некоторые представления —
которые требуется лишь уточнить (например, найти численные значения
параметров).

Определяющие уравнения не должны противоречить основным зако-
нам — и прежде всего диссипативному неравенству (3.8.5). Первый и второй
законы по отдельности ещё не накладывают ограничений, поскольку со-
держат внешний фактор b.

В литературе представлены и другие априорные требования к опре-
деляющий уравнениям — принципы детерминизма, локальности и матери-
альной индифферентности. Состояние в данный момент определяется всей
историей изменения конфигурации и температуры. Но достаточно знать
эту историю лишь в малой окрестности рассматриваемой точки. Не столь
очевиден принцип индифферентности — остановимся на нём. Наряду с
движением (3.1.1) рассматривается и другое, отличающиеся лишь трансля-
цией и поворотом:

Ŕ(r, t)− Ŕ(r0, t) = Q(t) · [R(r, t)−R(r0, t)] ,

Ŕ(r0, t) = R(r0, t) + u(t). (3.9.1)

Тензор поворота Q, полюс r0 и вектор трансляции u произвольны.
Новому «Q-движению» соответствуют и новые скорости, деформации, на-
пряжения и пр. В частности, имеем

Ŕi = Q ·Ri, F́ = Q ·F , Ǵ = G, Ú = U , Ṕ = Q ·P , Ć = C. (3.9.2)

Принцип индифферентности напряжений состоит в том, что

τ́ = Q · τ ·QT . (3.9.3)

Закон состояния упругого тела (3.7.6) этому удовлетворяет.
Диссипативное неравенство (3.8.5) является не просто ограничением; для

термоупругой среды из него можно вывести закон состояния. В этом слу-
чае свободная энергия и энтропия — функции от C и T (а не функциона-
лы). Имеем(

F−1 · τ ·F−T − ρ
∂a

∂C

)
··Ċ − ρ

(
∂a

∂T
+ s

)
Ṫ − h · ∇T/T > 0. (3.9.4)
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3.10 Переход к отсчётной конфигурации

Левая часть — линейная функция скоростей Ċ и Ṫ , поэтому

τ = ρF · ∂a
∂C

·F T , s = − ∂a
∂T

, h · ∇T 6 0. (3.9.5)

Выражение τ отличается от (3.7.6) лишь тем, что место энергии дефор-
мации занимает свободная энергия.

Рассмотрим ещё пример — идеальную жидкость с уравнениями состо-
яния

τ = −pE, a = a(ρ, T ), s = s(ρ, T ). (3.9.6)

Используя (3.4.3), будем иметь

τ ··D = −p∇· v = pρ̇/ρ,(
p

s
− ρ

∂a

∂ρ

)
ρ̇− ρ

(
∂a

∂T
+ s

)
Ṫ − h · ∇T/T > 0. (3.9.7)

Подчёркнутые выражения равны нулю.

3.10 Переход к отсчётной конфигурации

Закон движения (3.1.1) задан в отсчётной конфигурации, в ней же опреде-

ляются F и C — с оператором ∇
◦

. Но баланс импульса рассматривается в
актуальной конфигурации с оператором ∇.

Переход к геометрии начального состояния основан на формуле Нансо-
на, связывающей векторы материальной площадки до и после деформации:

n dO = J(n dO)◦ ·F−1. (3.10.1)

Для доказательства достаточно рассмотреть материальный параллелограмм
с вектором

(n dO)◦ = dr × dŕ = ri × rk dqi dq́k;

после деформации: dR× dŔ = Ri ×Rk dq
i dqk. Но

Ri ×Rk ·Rs = Jri × rk ·rs ⇒ Ri ×Rk = Jri × rk ·F−1 ⇒ (3.10.1).

Для внутренних сил теперь имеем

n dO · τ = (n dO)◦ ·S, S ≡ JF−1 · τ — (3.10.2)
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Основы механики деформируемого тела

это тензор напряжений Пиола. Баланс сил представляется в виде∫
V
◦ Jf dV

◦
+
∫
∂V
◦

[
(n dO)◦ ·S

]
= 0 ⇒ ∇

◦
·S + Jf = 0. (3.10.3)

Аналогично можно преобразовать к начальной геометрии и другие
уравнения баланса. В упругом теле из (3.7.6) и (3.10.3) следует

S =
∂Π
∂C

·F T — (3.10.4)

формально проще τ .

3.11 Линеаризация уравнений

Термин «деформируемое твёрдое тело» содержит противоречие. Поэтому
введено понятие абсолютно твёрдого тела. Но нельзя понять, как тело дер-
жит нагрузку, не рассматривая деформацию — от неё возникают внутрен-
ние силы.

Конструкционные материалы «справляются с нагрузкой» уже при ма-
лых деформациях. Энергию упругой деформации при этом можно считать
квадратичной формой. Однако для линейности задачи необходима ещё ма-
лость поворотов. В тонких телах (стержни, пластины, оболочки) при ма-
лых локальных деформациях изменение формы может быть очень значи-
тельным, задача нелинейна из-за больших поворотов.

Геометрически линейными называются задачи, в которых перемещения
малы вместе со своими производными:

R = r + λu, λ→ 0. (3.11.1)

Формальный малый параметр полезен при линеаризации, но затем прирав-
нивается единице. Имеем

∇ = ∇
◦

+O(λ), C = λε+O(λ2), P = E+λω×E+O(λ2), ω ≡ 1
2
∇×u.
(3.11.2)

Можно отождествить ∇
◦

и ∇, ρ◦ и ρ и рассматривать задачу в геометрии
начального состояния. Основные соотношения примут вид

ε = ∇uS , ∇· τ + f = ρü, τ ·· ε̇+ b−∇·h = ρė, δAi = −τ ··δε. (3.11.3)
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3.11 Линеаризация уравнений

Определяющие уравнения замыкают систему; для упругого тела

δAi = −δΠ, τ =
∂Π
∂ε

= 4C ··ε, (3.11.4)

где 4C — тензор жесткостей. Квадратичная форма от шести компонент ε
имеет 21 коэффициент — столько независимых компонент у 4C.

Наряду с геометрической нелинейностью выделяют «физическую» —
когда связь напряжений и деформаций нелинейна. Так будет, например,
при пластической деформации. Закон Гука (3.11.4) линеен и геометрически,
и физически.

Линеаризация возможна не только вблизи начального состояния. В за-
дачах устойчивости используются «уравнения в вариациях» для малых от-
клонений:

y′ = f(c, y) ⇒ ỹ′ = ∂yfỹ,

где вариация ỹ бесконечно мала. Рассмотрим уравнения в вариациях для
нелинейно упругого тела. Из (3.10.3) и (3.10.4) имеем

∇
◦
· S̃ + (J̃f) = 0, S̃ =

(
∂2Π
∂C2 ··C̃

)
·F T +

∂Π
∂C

· F̃ T ,

F̃ = ∇R̃T ·F , C̃ = F T · ε ·F , ε ≡ ∇R̃S . (3.11.5)

Заметим, что Jf ≡ f0 есть сила на единицу начального объёма.
Может быть полезно в проварьированных уравнениях перейти к акту-

альной конфигурации — с помощью следующих соотношений:

0 =
∫
V
◦

(
∇
◦
· S̃ + f̃0

)
dV
◦

=
∫
O
◦

n
◦ · S̃ dO

◦
+
∫
V

J−1f̃0 dV,

(n dO)◦ = J−1n dO ·F ⇒ n
◦ · S̃ dO

◦
= n ·Θ dO, Θ ≡ J−1F · S̄;

∇·Θ + J−1f̃0 = 0. (3.11.6)

Введённый здесь тензор Θ связан c S̃ как τ с S. Учитывая вид S̃ из
(3.11.5) и выражение τ (3.7.6), получим

Θ = J−1F ·

(
∂2Π
∂C2 ··C̃

)
·F T + τ · ∇R̃

(
C̃ = F T · ∇R̃S ·F

)
. (3.11.7)
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Основы механики деформируемого тела

Это линейная тензорная функция от ∇R̃.
Уравнения в вариациях можно использовать для решения нелинейных

задач «шаг за шагом». Мы не пропустим при этом возможную бифуркацию
равновесия.
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Глава 4

Классическая линейная
упругость

4.1 Полная система уравнений

Она включает в себя три группы соотношений: баланс силовых факторов,
выражения деформаций через перемещения, закон состояния —

∇· τ + f = ρü, ε = ∇uS , τ = ∂Π
/
∂ε = 4C ··ε. (4.1.1)

В компонентах 15 уравнений и столько же неизвестных.
Граничные условия разнообразны. Могут быть заданы перемещения

u|O = u0 (первого рода). При заданных нагрузках n · τ
∣∣
O

= p — вто-
рого рода. И есть много вариантов смешанных условий с обязательным
правилом: по заданным величинам нельзя вычислить работу. Если, напри-
мер, задано ux, то нельзя задавать σx (но можно τxy и τxz). Безошибочный
вариант — естественные граничные условия в вариационной постановке.

Сразу отметим, что смешанные задачи — самые сложные, причём не
только из-за трудности построения решений, но и объективно, от возника-
ющих эффектов. Если, например, на части O1 поверхности заданы условия
первого рода, а на остальной части O2 — второго, то на разделяющей линии
может возникнуть сингулярность с неограниченным ростом напряжений.

В динамике (4.1.1) требует начальных условий. Как всегда в механике,
задаются начальные положения и скорости.

Важнейшее свойство (4.1.1) — линейность. Следовательно, справедливо
правило суперпозиции: сумме воздействий соответствует сумма «парциаль-
ных» решений.

Остановимся на законе Гука, связывающем τ и ε. Обычно материал
обладает некой внутренней симметрией, и тогда число «упругих констант»
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Классическая линейная упругость

Cijkl становится меньше 21. Для изотропного материала имеем лишь две
константы:

τ = λ θE + 2µ ε, θ ≡ tr ε, Π =
1
2
λ θ2 + µ ε··ε. (4.1.2)

В самом деле, энергия изотропного материала может зависеть лишь от
инвариантов ε; будучи квадратичной формой, она должна иметь вид (4.1.2).
Постоянные λ и µ носят имя Ляме, причём µ называется модулем сдвига.

Закон Гука записывается в виде

τ = 2µ
(
ε+

ν

1− 2ν
θE

)
⇒

⇒ ε =
1
2µ

(
τ − ν

1 + ν
σE

)
,
(
σ ≡ tr τ

)
(4.1.3)

где ν — коэффициент Пуассона. В соотношении первых инвариантов

σ = Kθ, K = E
/

(1− 2ν) , E = 2µ (1 + ν) , (4.1.4)

K называется объёмным модулем, а E — модулем Юнга. Смысл E и ν
ясен из математического эксперимента:

τ = σii : ε =
σ

E
[ii− ν (jj + kk)] . (4.1.5)

Энергия деформации Π должна быть положительной. Ряд авторов свя-
зывает это с минимумом свободной энергии в положении термодинамиче-
ского равновесия. В механике это принимается как очевидное «дополни-
тельное неравенство». При этом

E > 0, µ > 0, K > 0, ν < 1/2. (4.1.6)

В предельном случае ν → 1/2 имеем K → ∞, θ → 0 — несжимаемый
материал.

4.2 Общие теоремы статики

Тождество Клапейрона. Формально вычисленная работа внешних сил
равна удвоенной энергии деформации:∫

V

f ·u dV +
∫
O

p · u dO = 2
∫
V

Π dV. (4.2.1)
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4.2 Общие теоремы статики

Для доказательства достаточно положить p = n·τ и использовать теорему
о дивергенции с законом баланса сил.

При отсутствии нагрузки∫
V

Π dV = 0 ⇒ Π = 0 ⇒ ε = 0 ⇒ τ = 0, u = u0 + ω0 × r.

(4.2.2)
Здесь мы опираемся на положительность Π.

Единственность решения легко доказывается от противного. Допу-
стив наличие двух решений u1,2, получим для разностей ũ = u1 − u2,
ε̃ = ε

1
−ε

2
, . . . однородную постановку — с нулевыми нагрузками. Из (4.2.2)

следует ε̃ = 0, τ̃ = 0. При закреплённой границе будет ũ = 0.
Эта, доказанная Кирхгофом, теорема не распространяется на случай

неодносвязного тела — в котором существуют трубчатые полости, замкну-
тые или выходящие на поверхность. В таком теле возможно напряжён-
ное состояние без внешних силовых воздействий, если «создана дислока-
ция» — об этом ниже.

В нелинейной статике единственность теряется: прямой стержень при
большой сжимающей продольной силе может иметь несколько равновес-
ных форм.

Теорема взаимности работ. Работа сил первого состояния на переме-
щениях второго A12 равна A21:

A12 ≡
∫
V

f1 ·u2 dV +
∫
O

p1 ·u2 dO = A21. (4.2.3)

Преобразуя поверхностный интеграл, слева получим
∫
τ

1
··ε

2
dV . Это рав-

но правой части благодаря закону Гука.
Теорема взаимности очень эффективна, причём не только в статике — в

динамике объёмная сила f − ρü.
Принцип виртуальной работы. Уже отмечалось, что это едва ли не

самая общая форма постановки задачи статики:∫
V

(f · δu− δΠ) dV +
∫
O

p · δu dO = 0. (4.2.4)

Действительно,

δΠ =
∂Π
∂ε
··δε = τ ··δε = ∇·

(
τ · δu

)
−∇· τ · δu; (4.2.5)
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Классическая линейная упругость

после применения теоремы о дивергенции получим уравнение сил в объё-
ме и естественное граничное условие p = n · τ .

4.3 Уравнения в перемещениях

Из полной системы (4.1.1) следует

∇·
(
4C ··∇u

)
+ f = ρü (4.3.1)

(симметрирование ∇u излишне из-за тройной симметрии Cijkl = Cjikl =
Cijlk = Cklij).

Для однородного тела из изотропного материала в статике

(λ+ µ)∇∇·u+ µ∆u+ f = 0 ⇒ 1
1− 2ν

∇θ + ∆u+
1
µ
f = 0. (4.3.2)

Рассмотрим последнее уравнение. Частное решение неоднородного урав-
нения легко находится при потенциальных нагрузках:

f = −∇W, u = ∇Φ, ∆Φ =
1− 2ν

2µ (1− ν)
W. (4.3.3)

Общее решение однородного уравнения Папкович и Нейбер нашли в сле-
дующем виде

u = 4 (1− ν)B −∇ (r ·B +B0) , ∆B = 0, ∆B0 = 0. (4.3.4)

В компонентах здесь четыре гармонических функции, обычно добавляют
какие-либо соотношения между ними.

Поясним вывод (4.3.4). Сначала полагаем

u = B +∇χ ⇒ θ = ∇·B + ∆χ, ∇ [∇·B + 2 (1− ν) ∆χ] = 0.

Затем смотрим

χ = Cr ·B,
∆χ = C (∆r ·B + 2ei · ∂iB + r ·∆B) = 2C∇·B, C = −1

/
4(1− ν),

и далее приходим к (4.3.4).
В качестве примера рассмотрим решения со сферической симметрией

B = r, B0 = 0 ⇒ u = r;

B = 0, B0 =
1
r

⇒ u =
1
r2
er =

1
r3
r. (4.3.5)
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4.4 Определение перемещений по деформациям. Уравнения совместности

Преимущество (4.3.4) — в хорошей изученности уравнения Лапласа, в до-
ступности большого набора гармонических функций.

Однако изощрённые аналитические методы решения уравнений в пере-
мещениях теряют актуальность, уступая численным процедурам. Для диф-
ференциального вариационного принципа (4.2.4) уравнениями Эйлера явля-
ются (4.3.2). Огромную популярность приобрел метод Ритца с финитными
координатными функциями в форме МКЭ — метода конечных элементов.

4.4 Определение перемещений по
деформациям. Уравнения совместности

Для вектора малого поворота имеем

ω =
1
2
∇× u, ∇ωT = ∇× ε, ω = ω0 +

∫
∇× ε · dr. (4.4.1)

Интеграл не должен зависеть от пути, поэтому

inc ε ≡ ∇×
(
∇× ε

)T = 0 — (4.4.2)

это очень важное уравнение совместности деформаций. Оно является не-
обходимым следствием определения ε через u:

∇× ε =
1
2
∇× (∇u)T = ∇ωT ⇒ (4.4.2).

Зная ε и ω, можно найти перемещения:

du = ε · dr + ω × dr,

1∫
0

ω × d (r − r1) = ω × (r − r1)
∣∣∣1
0
−

−
1∫

0

( dω × (r − r1)) = ω0 × (r1 − r0) +

1∫
0

(r − r1)×
(
∇× ε

)
· dr,

u1 = u0 + ω0 × (r1 − r0) +

1∫
0

[
ε+ (r − r1)×

(
∇× ε

)]
· dr — (4.4.3)

формулы Чезаро.
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Классическая линейная упругость

Интеграл в (4.4.3) не должен зависеть от пути между точками 0 и 1.
Применив теорему Стокса (в равенстве

∮
= 0), придём после некоторых

преобразований опять к (4.4.2).
Записав (4.4.2) в компонентах, обнаружим симметрию «тензора несов-

местности» inc ε. С помощью равенства (1.1.5) гл. 1 можно преобразовать
(4.4.2) к виду

∆ε+∇∇θ = 2
(
∇∇· ε

)S
. (4.4.4)

Немного странно, что шесть уравнений для шести деформаций не опре-
деляют их и являются чисто геометрическим законом. Распространено по-
яснение: в начальном состоянии тело состоит из малых кубиков, деформи-
рующихся в косоугольные параллелепипеды; чтобы не было пустот, дефор-
мации кубиков должны быть согласованы. Но математические выкладки,
производимые со смыслом, более убедительны.

Установив необходимость уравнений совместности, рассмотрим вопрос
о достаточности. Оказывается, они обеспечивают однозначность переме-
щений (и поворотов) в односвязном теле. Отсутствие сквозных или за-
мкнутых трубчатых полостей позволяет на замкнутый контур натянуть по-
верхность без выхода из тела, применить теорему Стокса и убедиться в
однозначности.

Иная ситуация в неодносвязном теле. Могут быть не равны нулю инте-
гралы вокруг трубчатой полости∮

∇× ε · dr = a,

∮ [
ε+ r ×

(
∇× ε

)]
· dr = b. (4.4.5)

Тогда из (4.4.1) и (4.4.3) следует∮
dω = a,

∮
du = b+ a× r — (4.4.6)

формулы Вейнгартена. Решения с отличными от нуля a и b называют-
ся дислокационными. В них теряется однозначность перемещений и пово-
ротов (аналогия с ветвлением функций комплексного переменного). Для
практического создания дислокации можно сделать разрез, сдвинуть его
берега в соответствии с (4.4.6) и затем восстановить сплошность. Получим
напряжённое состояние без внешних силовых воздействий, причём место
разреза обнаружить невозможно. Таковы монтажные напряжения, возни-
кающие в конструкции при сборке из частей.
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4.5 Сосредоточенная сила в неограниченной среде

Уравнения совместности можно переписать в напряжениях, если выра-
зить деформации по закону Гука (4.1.3). В (4.4.4) имеем

∇· ε = − 1
2µ

(
f +

ν

1 + ν
∇σ
)
, ∇∇θ =

1− 2ν
2µ(1 + ν)

∇∇σ,

∆τ − ν

1 + ν
∆σE +

1− 2ν
1 + ν

∇∇σ = −2∇fS − 2ν
1 + ν

∇∇σ ⇒

⇒ ∆σ = −1 + ν

1− ν
∇· f ,

∆τ +
1

1 + ν
∇∇σ + 2∇fS +

ν

1− ν
∇· fE = 0. (4.4.7)

Это — уравнения Бельтрами — Мичелла.
В компонентах для шести напряжений имеем девять (с балансом сил)

уравнений. Но система не переопределена. В некотором смысле баланс сил
следует из (4.4.7); применив операцию (∇· ), получим

∆
(
∇· τ + f

)
= 0. (4.4.8)

Если уравнение баланса выполнено на границе, то оно будет выполнено и
в объёме (единственность решения задачи Дирихле).

Уравнения в напряжениях при внешней сложности часто позволяют
быстрее найти решение, чем уравнения в перемещениях.

4.5 Сосредоточенная сила в неограниченной
среде

В точке r = 0 приложена сила F . При r → 0 напряжения должны иметь
особенность O

(
r−2
)
, что следует из условия равновесия∫

n · τ dO + F = 0 (4.5.1)

сферы радиусом r с нормалью n = r/r. По закону Гука такого же порядка
будут и деформации, а тогда перемещения u = O

(
r−1
)
.

Найденное Кельвиным и Сомильяной решение имеет вид

u(r) = K(r) ·F , K =
1

16πµ(1− ν)r

[
(3− 4ν)E +

1
r2
rr

]
. (4.5.2)
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Классическая линейная упругость

Для вывода этой формулы используем решение Папковича — Нейбера:

B =
A

r
F , B0 = 0 ⇒ u =

A

r

[
(3− 4ν)F +

1
r2
rr ·F

]
,

∇u =
A

r3

[
E r ·F + Fr − (3− 4ν) rF − 3

r2
rrr ·F

]
,

τ =
2µA
r3

[
(1− 2ν)

(
E r ·F − rF − Fr

)
− 3
r2
rrr ·F

]
. (4.5.3)

Осталось определить константу A из условия (4.5.1). При интегрировании
выносится множитель r−3 = const и применяется теорема о дивергенции.

Зная тензор K(r), можно строить решение для любой нагрузки

u(r) =
∫
K (r − r1) · f(r1) dV1. (4.5.4)

Рассмотрим систему сосредоточенных сил F i в точках ri → 0. Имеем

u(r) =
∑

K (r − ri) ·F i =

= K(r) ·
(∑

F i

)
−
(∑

F iri

)
··∇K(r) + . . . (4.5.5)

Каждое следующее слагаемое убывает быстрее предыдущих. Первое сла-
гаемое определяется главным вектором

∑
F i. Второе — «нагрузочным

тензором»
∑
F iri; симметричная часть

∑
F iri

S не менее важна, чем
связанная с главным моментом антисимметричная. Поэтому несправедли-
во распространённое утверждение, что «вдали от места нагрузки важны
лишь главные вектор и момент». Принцип Сен-Венана в такой формули-
ровке справедлив для стержней.

Вне области нагрузки (4.5.4) удовлетворяет однородным уравнениям в
перемещениях. Рассматривая различные локальные нагрузки, можно полу-
чать решения большой общности — на этом основаны методы потенциала
в теории упругости.

4.6 Вариационные принципы

Наиболее важным является принцип минимума потенциальной энергии
системы: функционал

Э(u) =
∫
V

[
Π
(
ε
)
− f ·u

]
dV −

∫
O2

p · u dO
(
u|O1

= u0

)
(4.6.1)
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принимает наименьшее значение на истинных перемещениях. Уравнени-
ями Эйлера оказываются (4.3.1), естественными граничными условиями —
n · τ

∣∣
O2

= p. Вариационное уравнение δ Э = 0 выражает принцип вирту-
альной работы (4.2.4). Вид второй вариации

δ2 Э =
∫
δτ ··δε dV = 2

∫
Π
(
δε
)
dV > 0 (4.6.2)

означает минимум.
Принцип можно обосновать и без варьирования:

Э(u′)− Э(u) =
∫
V

(Π′ −Π− f · (u′ − u)) dV −
∫
O

n · τ · (u′ − u) dO =

=
1
2

∫
V

(
τ ′ − τ

)
··
(
ε′ − ε

)
dV > 0. (4.6.3)

Преобразуя поверхностный интеграл, учли равенства n · τ
∣∣
O2

= p,
(u′ − u)|O1

= 0.
Отметим, что по теореме Клапейрона (4.2.1)

Эmin = −
∫
V

Π
(
ε
)
dV. (4.6.4)

В принципе минимума дополнительной работы рассматривается функ-
ционал над напряжениями

A
(
τ
)

=
∫
V

Π̂
(
τ
)
dV −

∫
O1

n · τ ·u0 dO
(
∇· τ = −f , n · τ

∣∣
O2

= p
)
, (4.6.5)

где Π̂ =
(
τ ··ε−Π

)
— дополнительная энергия

(
∂Π̂
/
∂τ = ε

)
и подчёрк-

нуты ограничения на τ . На истинных напряжениях функционал минима-
лен, уравнениями Эйлера служат уравнения совместности в напряжениях.

Без варьирования имеем

A′ −A =
∫
V

(
Π̂′ − Π̂

)
dV −

∫
O

n ·
(
τ ′ − τ

)
·u dO =

=
1
2

∫
V

(
τ ′ − τ

)
··
(
ε′ − ε

)
dV > 0 (4.6.6)
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(
∇·
(
τ ′ − τ

)
= 0
)
.

Но представляет интерес и процедура с варьированием. Характер огра-
ничений в объёме позволяет ввести векторное поле множителей Лагранжа
λ(r): ∫

V

(
∂Π̂
∂τ
··δτ +∇· δτ ·λ

)
dV −

∫
O1

n · δτ ·u0 dO =

=
∫
V

(
∂Π̂
∂τ

−∇λS
)
··δτ +

∫
O1

n · δτ · (λ− u0) dO. (4.6.7)

Приравняв нулю, получим

λ
∣∣
O1

= u0,
∂Π̂
∂τ

= ∇λS ⇒ inc
∂Π̂
∂τ

= 0. (4.6.8)

Множители Лагранжа оказались перемещениями.
Функционал принципа Рейсснера имеет вид

R
(
u, τ

)
=
∫
V

(
τ ··∇uS − Π̂

(
τ
)
− f ·u

)
dV −

−
∫
O1

n · τ · (u− u0) dO −
∫
O2

p · u dO. (4.6.9)

Перемещения и напряжения свободны и независимы в объёме и на поверх-
ности. Вариация такова

δR =
∫
V

[(
∇uS − ∂Π̂

∂τ

)
··δτ −

(
∇· τ + f

)
· δu

]
dV −

−
∫
O1

n · δτ · (u− u0) dO +
∫
O2

(
n · τ − p

)
· δu dO. (4.6.10)

Вариационное уравнение δR = 0 эквивалентно системе уравнений и гра-
ничных условий.

Однако, функционал R не имеет экстремума — перед нами принцип
стационарности. Использование принципа для построения приближённых
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решений требует осторожности — можно получить большую погрешность
при достаточно представительной, казалось бы, аппроксимации.

Смешанным принципом стационарности является и следующий с функ-
ционалом Васидзу:

δW = 0, W
(
u, ε, τ

)
=
∫
V

[
τ ··
(
∇uS − ε

)
+ Π

(
ε
)
− f ·u

]
dV −

−
∫
O1

n · τ · (u− u0) dO −
∫
O2

p · u dO. (4.6.11)

Уравнениями Эйлера оказываются (4.1.1).
Между принципами нет тождества, они оказываются полезными с раз-

ных сторон. Иллюстрацией этому может служить вопрос об эффективных
модулях в механике композитов. Рассматриваются две замечательные за-
дачи для представительного объёма с равновесием без объёмных сил; в
первой u|O = ε

0
· r, во второй n · τ

∣∣
O

= n · τ
0
, где ε

0
и τ

0
— заданные

постоянные тензоры. В однородном материале в обоих случаях имели бы
однородные поля ε и τ . Можно доказать, что

1 : ε
0

= 〈ε〉 ≡ 1
V

∫
V

ε dV, 2 : τ
0

= 〈τ 〉. (4.6.12)

Эффективные модули находятся из равенства энергий:

1 : 〈τ 〉··ε
0
≡ ε

0
··4C∗··ε

0
= 〈τ ··ε〉,

2 : τ
0
··〈ε〉 = τ

0
··4S∗··τ

0
= 〈τ ··ε〉 (4.6.13)

(в законе Гука ε = 4S∗··τ ).
Используя в задаче 1 функционал Э(u) с аппроксимацией u′ = ε

0
· r,

получим
ε
0
··4C∗··ε

0
6 ε

0
··〈4C〉··ε

0
⇒ 4C∗ 6 〈4C〉. (4.6.14)

Принцип же с A
(
τ
)

в задаче 2 при аппроксимации τ ′ = τ
0

даёт

τ
0
··4S∗··τ

0
6 τ

0
··〈4S〉··τ

0
⇒ 4S∗ 6 〈4S〉. (4.6.15)

Оценка податливости 4S сверху означает оценку жёсткости снизу — имеем
двустороннюю оценку 4C∗ (вилка Хилла).
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4.7 Антиплоская деформация

Это самый простой из разделов теории упругости с нетривиальными эф-
фектами. В декартовых осях xα, x3 (α = 1, 2) антиплоская деформация
означает следующее

u = u(xα)k ⇒ ε = ∇ukS ⇒ T = 2τkS , τ = µ∇u. (4.7.1)

Вектор перемещения параллелен оси x3 (с ортом k), а его единственная
компонента u зависит лишь от поперечных координат xα. Тензоры дефор-
маций ε и напряжений T имеют лишь по две компоненты и связаны под-
чёркнутым равенством.

Векторы объёмных и поверхностных сил имеют по одной компоненте,
а силовые соотношения таковы

∇· τ + f = 0, n · τ = p. (4.7.2)

Рассмотрим равновесие при f = 0. Однородное уравнение (4.7.2) позво-
ляет ввести функцию напряжений:

τ = µ∇ϕ× k (µ = const) . (4.7.3)

Из (4.7.1) и (4.7.3) следует, что u и ϕ — сопряжённые гармонические функ-
ции, связанные условиями Коши — Римана (1.4.5 гл. 1), а их комплексная
комбинация регулярна:

∇u = ∇ϕ× k, u+ iϕ = g(z) , z = x1 + ix2. (4.7.4)

Перемещения и напряжения определяются функцией g:

u = Re g, τ1 − iτ2 = µ g′(z) . (4.7.5)

Любая регулярная g(z) является решением некоторой антиплоской за-
дачи. Рассмотрим функцию

g(z) =
−iτ
µ

√
z2 − l2 ; (4.7.6)

она имеет две точки ветвления z = ±l и регулярна в плоскости с прямым
разрезом между этими точками (рис. 7).
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x
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x
2

x
3

l-l

Рис. 7

При x2 = 0 имеем

u = Re g =
{

0, |x1| > l

± τ
µ

√
l2 − x2

1, |x1| < l
, (4.7.7)

где знак (+) относится к верхнему берегу раз-
реза, а (−) — к нижнему. Разрыв u означает, что
разрез существует реально.

Напряжения таковы:

τ1 − iτ2 = −iτ z√
z2 − l2

−−−→
z→∞

−iτ. (4.7.8)

На бесконечности τ1 = 0, τ2 = τ . Итак, имеем сдвиг (в плоскости x2x3)
пространства с разрезом (трещиной). На фронте трещины
(z = ±l) напряжения неограниченно возрастают — это нельзя объяснить
так элементарно, как в случае сосредоточенной силы.

Рассмотрим другой пример:

g(z) =
τ

µ

(
z +

a2

z

)
⇒ τ1 − iτ2 = τ

(
1− a2

z2

)
. (4.7.9)

Здесь тоже сдвиг пространства с напряжением τ — но в плоскости x1x3.
На окружности |z| = a

z = aeiθ, τ1 − iτ2 = τ
(
1− e−2iθ

)
, n · τ = τ1 cos θ + τ2 sin θ = 0 —

вместо трещины на рис. 7 имеем окружность радиусом a. Максимум мо-
дуля напряжения

√
τ2
1 + τ2

2 равен 2τ и достигается при θ = ±π/2.
В заключение отметим, что перемещение u удовлетворяет тому же

уравнению, что и двумерное стационарное температурное поле:

∇· (µ∇u) + f = 0. (4.7.10)

4.8 Кручение стержней

Сен-Венан рассмотрел задачу о равновесии цилиндра с нагрузкой на тор-
цах (рис. 8). Поверхностные силы в граничных условиях
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z

x
1

x
2

Рис. 8

z = z1 : k ·T = p (xα) ,
z = 0 : −k ·T = p0(xα) (4.8.1)

имеют следующие главные вектор и момент

Q =
∫
p dF, M =

∫
x× p dF — (4.8.2)

интегралы по сечению стержня.
Закон суперпозиции позволяет выделить четыре задачи: 1) Q = Qk,

M = 0 — о растяжении; 2) Q = 0, M⊥k — о «чистом» изгибе; 3) Q = 0,
M = Mk — о кручении; 4) Q⊥k, M = 0 — об изгибе силой. Задачи
расположены в порядке возрастания сложности. Во всех книгах по теории
упругости представлена задача кручения — достаточно простая, но уже
нетривиальная.

Ясно, что при кручении в сечениях z = const возникают касательные
напряжения. Попробуем в тензоре напряжений оставить только их:

T = τk + kτ , τ = ταeα. (4.8.3)

Из условий равновесия части стержня в промежутке (z, z1) следует∫
τ dF = 0,

∫
x× τ ·k dF = M. (4.8.4)

Оператор Гамильтона представим далее в виде ∇3 = ∇ + k∂z , где
∇ = eα∂α — «двумерный». Используем уравнение баланса сил

∇3 · T = 0 ⇒ ∇· τ = 0, τ = τ (x) . (4.8.5)

Далее по уравнению Бельтрами

∆3 T +
1

1 + ν
∇3∇3 σ = 0 ⇒ ∆τ = 0. (4.8.6)

Из (4.8.5) и (4.8.6) следует

τ = ∇ϕ× k, ∆ϕ = const ≡ −2µα. (4.8.7)

Введена функция напряжений ϕ, осталось поставить граничное условие на
контуре сечения ∂F и определить константу α.
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Орт n на ∂F является нормалью и на контуре, и на боковой цилиндри-
ческой поверхности. Имеем

n · T
3

= 0 ⇒ n · τ = 0 = ∇ϕ · l = ∂lϕ, l = k × n, (4.8.8)

где l — дуговая координата на ∂F , l — орт касательной.
Для односвязного сечения границей ∂F является только наружный кон-

тур. Без ущерба для общности можно считать ϕ
∣∣
∂F

= 0 (ϕ определена с
точностью до аддитивной константы).

Осталось рассмотреть крутящий момент. Из (4.8.4) и (4.8.7) имеем

M = −
∫
x · ∇ϕdF = 2

∫
ϕdF −

∮
n ·xϕdl. (4.8.9)

Контурный интеграл пропадает благодаря граничному условию. Можем
найти α, поскольку ϕ ей пропорциональна.

Полученные результаты перепишем в виде

ϕ = µαΦ, ∆Φ = −2, Φ
∣∣
∂F

= 0,

M = µαC, C = 2
∫

Φ dF, τ = µα∇Φ× k. (4.8.10)

Здесь вся информация о напряжениях при кручении. C называется геомет-
рической жёсткостью.

Обратимся к перемещениям. Они определяются интегрированием со-
отношений Гука

∇3u
S = (∇+ ∂zk) (u⊥ + uzk)S =

1
2µ

(
T − ν

1 + ν
σE

)
=

=
1
2µ

(τk + kτ ) ⇒ ∇uS⊥ = 0 (a), ∂zuz = 0 (b),

∇uz + ∂zu⊥ =
1
2µ
τ = α∇Φ× k (c). (4.8.11)

Из (a,b) имеем

u⊥ = U(z) + ω(z)k × x, uz = αW (x), (4.8.12)

что позволяет переписать (4.8.11):

α (∇W −∇Φ× k) +U ′ + ω′k × x = 0. (4.8.13)
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Применим операцию (∇× ):

α∇× (∇Φ× k) = ω′∇× (k × x) ⇒ −α∆Φ = 2ω′ ⇒ α = ω′. (4.8.14)

Найден геометрический смысл α — это угол закручивания на единицу дли-
ны. Можем представить (4.8.13) в виде

α

[
∇W −∇

(
Φ +

x2

2

)
× k

]
= −U ′ — (4.8.15)

это равно некоторой константе a, поскольку слева функция от x, а справа —
от z. При a = 0

U = const, ∇W = ∇
(

Φ +
x2

2

)
× k — (4.8.16)

условия Коши — Римана. Если же a 6= 0, получим дополнительные слагае-
мые перемещения твёрдого тела — они всегда появляются при определении
перемещений по деформациям.

Гармоническая «функция депланации» W определяется по «функции
Прандтля» Φ посредством (4.8.16). Прандтль обнаружил аналогию задач для
Φ и для прогиба мембраны.

Рассмотрим примеры. Для эллиптического сечения имеем

∂F :
x2

1

a2
+
x2

2

b2
= 1, Φ = A

(
1− x2

1

a2
− x2

2

b2

)
, A =

a2b2

a2 + b2
,

τ1 = −2µα
a2

a2 + b2
x2, τ2 = 2µα

b2

a2 + b2
x1,

C = 2
∫

Φ dF = π
a3b3

a2 + b2
. (4.8.17)

При вычислении C ввели новые координаты: x1 = aρ cos θ, x2 = bρ sin θ
с якобианом J = abρ. Отметим, что максимум напряжения — на концах
короткого диаметра.

Депланация находится из (4.8.16):

∂1W = ∂2Φ + x2, ∂2W = −∂1Φ− x1 ⇒ W =
b2 − a2

a2 + b2
x1x2. (4.8.18)

В круге (a = b) депланации нет, подтверждается элементарная теория
из сопротивления материалов.
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q

r

a
2R

Рис. 9

Более сложный пример — круговое сечение
с выточкой (рис. 9). На большой окружности
r = 2R cos θ, на малой r = a. Функция

Φ =
1
2

(
r − a2

r

)
(2R cos θ − r) (4.8.19)

является решением. Она содержит гармони-
ческие слагаемые — реальные части функ-
ций комплексного переменного: r cos θ = Re z,
cos θ/r = Re 1/z.

Определив касательное напряжение

τ = µα

(
er∂r +

1
r
eθ∂θ

)
Φ× k,

обнаружим максимум при θ = 0, r = a; при малой выточке он примерно
вдвое больше, чем без неё.

Вернёмся к теории и отметим теорему о циркуляции напряжений:

1
µα

∮
τ · dr =

∮
∂nΦ dl = −2F — (4.8.20)

для любого замкнутого контура с площадью F внутри. Доказательство ос-
новано на (4.8.15):

∇Φ× k =
1
µα

τ = ∇W − x× k,
∮
∇W · dr = 0,

k × dr = −n dl,
∮
n ·x dl = 2F.

Для односвязного сечения теорема является тождеством и не даёт новой
информации:

G
0

G
2

G
1

Рис. 10

∮
∂nΦ dl =

∫
∆Φ dF = −2F. (4.8.21)

Иное — в случае многосвязного сечения
(рис. 10). На каждом из граничных контуров Γk:
Φ = const = Ck, но эти постоянные различны.
Можно принять Φ

∣∣
Γ0

= 0 и представить реше-
ние в виде

Φ = Φ0 +
∑
CkΦk,

∆Φ0 = −2, Φ0

∣∣
∂F

= 0, ∆Φk = 0, Φk
∣∣
Γs

= δks. (4.8.22)
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Классическая линейная упругость

Теорема о циркуляции позволяет найти Ck. Записав (4.8.20) для каждого из
контуров Γk, получим линейную алгебраическую систему∮

Γs

∂nΦ0 dl +
∑
k

Ck

∮
Γs

∂nΦk dl = −2Fs. (4.8.23)

Почему случай многосвязного сечения потребовал особого рассмотре-
ния? Потому, что здесь возможны дислокационные воздействия. Теорема о
циркуляции выражает их отсутствие. В противном случае∮
du = b — «вектор Бюргерса винтовой дислокации».

В задаче о кручении применяются и вариационные методы. Краевой
задаче (4.8.10) для Φ соответствует вариационное уравнение∫

F

(∆Φ + 2) δΦ dF = 0, Φ
∣∣
∂F

= 0. (4.8.24)

Можно использовать процедуру Ритца

Φ =
∑

akϕk(x), ϕk
∣∣
∂F

= 0,
∫

(∆Φ + 2)ϕk dF = 0.

Но для вытянутых сечений более эффективен метод сведения к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям (Л. В. Канторовича). Для прямо-
угольного сечения |x1| 6 a, |x2| 6 b � a будем искать приближённое
решение

Φ = ϕ(x1)
(
b2 − x2

2

)
, (4.8.25)

где ϕ — неизвестная варьируемая функция; ϕ(±a) = 0. Из (4.8.24) получаем
одномерную вариационную постановку

a∫
−a

(
2
5
b2ϕ′′ − ϕ+ 1

)
δϕ dx1 = 0 (4.8.26)

с решением

ϕ = 1−
ch
√

5
2
x1
b

ch
√

5
2
a
b

⇒

⇒ C = 2
∫

Φ dF =
16
3
ab3

(
1−

√
2
5
b

a
th

√
5
2
a

b

)
. (4.8.27)

Найденные значения C практически совпадают с точными, полученными
методом собственных функций.
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4.9 Плоская задача

4.9 Плоская задача

Плоской деформацией называются решения со следующим полем переме-
щений

u(xα, z) = uα(xβ) eα ≡ u⊥(x) , (4.9.1)

перпендикулярным оси z и независящим от z. Так будет в длинном цилин-
дре с нагрузками f⊥(x), p⊥(x).

Оператор Гамильтона и тензор деформации «двумерны», но у напряже-
ния есть компонента σz:

τ = τ⊥ + σzkk, σz = νσ⊥ (Eεz = 0 = σz − νσ⊥) . (4.9.2)

Ограничимся решениями без объёмных сил. В этом случае вводится
функция напряжений Эри:

∇· τ⊥ = 0 ⇒ τ⊥ = −k ×∇∇Φ× k. (4.9.3)

Для обоснования рассмотрим уравнения в компонентах

∂1τ11 + ∂2τ21 = 0 ⇒ τ11 = ∂2Φ1, τ21 = −∂1Φ1;
∂1τ12 + ∂2τ22 = 0 ⇒ τ22 = ∂1Φ2, τ12 = −∂2Φ2;

τ12 = τ21 ⇒ Φ1 = ∂2Φ, Φ2 = ∂1Φ ⇒
⇒ τ11 = ∂2

2Φ, τ22 = ∂2
1Φ, τ12 = −∂1∂2Φ. (4.9.4)

Знаменитое бигармоническое уравнение

∆∆Φ = 0 (4.9.5)

следует из уравнения Бельтрами:

∆τ +∇∇σ⊥ = 0 ⇒ ∆∂2
2Φ + ∂2

1∆Φ = 0, . . .

x

O

n
l

M

Рис. 11

Отметим некоторые общие правила постро-
ения бигармонических функций. Если g(x) —
гармоническая, то будут бигармоническими

Φ : x1g, x2g, x2g. (4.9.6)

Однако необходимо поставить граничные
условия к (4.9.5). В каждой точке граничного кон-
тура (рис. 11) их два. Сначала имеем

n · τ = −n× k · ∇∇Φ× k = ∂l∇Φ× k = p. (4.9.7)
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Классическая линейная упругость

Далее выбираем какую-либо точку O на контуре за начальную (l = 0) и
находим главный вектор нагрузок на участке OM :

P =

l∫
0

p dl = ∇Φ
∣∣l
0
×k. (4.9.8)

Но Φ определена с точностью до произвольного линейного слагаемого
(a ·x+ const, a = const), поэтому можно ∇Φ

∣∣
0
= 0. Тогда

∂nΦ = −Pl. (4.9.9)

Второе условие связано с моментом (относительно «крайней» точки):

Φ = M ≡
l∫

0

(x− xl)× p dl · k (4.9.10)

(интегрируется по частям).

q

x
1

x
2

r

Q

Рис. 12

Для примера рассмотрим задачу Фламана о
полуплоскости x2 > 0 с сосредоточенной нор-
мальной силой на границе (рис. 12). В каче-
стве начальной точки примем x1 → −∞. Тогда
P = 0 при x1 < 0 и P = Qe2 для x1 > 0, на
всей оси x1: ∂nΦ = −∂2Φ = 0. Второе условие

Φ =
{

0, x1 < 0
−Qx1, x1 > 0 . (4.9.11)

Учитывая соображения размерности, решение ищем в виде

Φ = Qrf(θ) (4.9.12)

(безразмерная f не может зависеть от размерного r). Для f(θ) можно вы-
вести обыкновенное дифференциальное уравнение. Но с помощью (4.9.6)
легко строится общее решение

f = C1 cos θ + C2 sin θ + C3θ cos θ + C4θ sin θ. (4.9.13)

Четыре постоянные находятся из граничных условий f(0) = −1, f(π) =
f ′(0) = f ′(π) = 0. В итоге получим

Φ =
1
π
Qrθ cos θ + . . . , (4.9.14)
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4.9 Плоская задача

где отброшены линейные по x слагаемые. Напряжения таковы

τ⊥ = −k ×
(
er∂r +

1
r
eθ∂θ

)2

Φ× k ⇒

⇒ σr =
(

1
r
∂r +

1
r2
∂2
θ

)
Φ = −2Q

πr
sin θ,

σθ = ∂2
rΦ = 0, τrθ = −∂r

(
1
r
∂θΦ

)
= 0. (4.9.15)

При r → 0 τ = O(r−1), что связано с балансом сил. Линии уровня
σr = const — окружности, касающиеся оси x1 в точке x = 0.

Обратимся к перемещениям. Чтобы получить их общее представление,
заметим, что гармоническая функция ∆Φ является реальной частью неко-
торой регулярной функции S′(z) (z = x1 + ix2):

S = S1 + iS2, S′ = ∂1S1 + i∂1S2 = ∂2S2 − i∂2S1,

∆Φ = ∂1S1 = ∂2S2. (4.9.16)

Тогда легко интегрируются соотношения закона Гука

2µ∂1u1 = τ11 − νσ⊥ = −∂2
1Φ + (1− ν) ∂1S1 ⇒

⇒ 2µu1 = −∂1Φ + (1− ν)S1 + f1(x2),
2µu2 = −∂2Φ + (1− ν)S2 + f2(x1);

µ (∂1u2 + ∂2u1) = τ12 ⇒ f ′1(x2) = −f ′2(x1) = −ω = const . (4.9.17)

Последнее означает: f1 и f2 определяют перемещение твёрдого тела и мо-
гут быть отброшены. Итоговая формула имеет вид

2µu = −∇Φ + (1− ν)S — (4.9.18)

с вектором, соответствующим комплексному числу S.
В задаче Фламана

∆Φ = −2Q
πr

sin θ = Re
(
−2iQ
πz

)
⇒ S = −2iQ

π
ln z =

2Q
π

(θ − i ln r) ,

∇Φ =
Q

π
[erθ cos θ + eθ (cos θ − θ sin θ)] ,

2µu1 =
Q

π

[
1
2

sin 2θ + (1− 2ν) θ
]
,

2µu2 = −Q
π

[
cos2 θ + 2 (1− ν) ln r

]
. (4.9.19)
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Классическая линейная упругость

Эти выражения удивляют: u1 постоянно на лучах θ = const и имеет разрыв
при r = 0, u2 неограниченно растёт при r → ∞ . . . Естественно лишь то,
что u = O (ln r) при r → 0. Но заметим, что подобные странные явления
встречаются и в двумерных задачах вне теории упругости: электростатиче-
ский потенциал бесконечной прямой равномерно заряженной линии тоже
содержит ln r.

a

r

q

p

Рис. 13

Рассмотрим далее известную задачу Кир-
ша о растяжении плоскости с круговым отвер-
стием (рис. 13). Выделим возмущения, вноси-
мые отверстием:

τ = p e1e1 + τ̃ , Φ =
1
2
p x2

2 + Φ̃. (4.9.20)

Поскольку x2
2 = r2 (1− cos 2θ)

/
2, решение

ищем в виде

Φ̃ = f0(r) + f2(r) cos 2θ. (4.9.21)

С помощью правила (4.9.6) находим

f0 = A0 +B0 ln
r

a
+ C0r

2 +D0r
2 ln

r

a
,

f2 = A2r
2 +

B2

r2
+ C2r

4 +D2. (4.9.22)

Напряжения от Φ̃ затухают на бесконечности, поэтому отбрасываем C0,
D0, A2 и C2. При r = a равны нулю Φ и ∂rΦ:

1
4
pa2 + f0(a) = −1

4
pa2 + f2(a) =

1
2
pa+ f ′0(a) =

= −1
2
pa+ f ′2(a) = 0. (4.9.23)

Определив отсюда A0, B0, B2 и D2, найдём напряжения:

2σr
p

= 1− η2 +
(
1− 4η2 + 3η4

)
cos 2θ, η ≡ a

r
,

2σθ
p

= 1 + η2 −
(
1 + 3η4

)
cos 2θ,

2τrθ
p

=
(
−1− 2η2 + 3η4

)
sin 2θ. (4.9.24)
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4.9 Плоская задача

При r = a, θ = ±π/2 имеем σθ = 3p.
Для плоской задачи разработаны изощрённые методы с функциями

комплексного переменного. Функция Эри представляется в виде Φ(z, z̄);
запись Φ(z) ошибочна, т. к. Φ не является гармонической. Имеем

∂1 = ∂z + ∂z̄, ∂2 = i (∂z − ∂z̄) ,

∂z =
1
2

(∂1 − i∂2) , ∂z̄ =
1
2

(∂1 + i∂2) . (4.9.25)

При этом уравнение Лапласа решается так:

∆u = 4∂z∂z̄u = 0 ⇒

⇒ u = f1(z) + f2(z̄) =
1
2

[
f(z) + f(z)

]
= Re f(z) (4.9.26)

(u вещественна). Известная формула Гурса для бигармонической функции
выводится так

∆Φ = 4∂z∂z̄Φ = ReS′ = 2
[
ϕ′(z) + ϕ′(z)

]
(S ≡ 4ϕ) ⇒

⇒ 2Φ = z̄ ϕ(z) + z ϕ(z) + χ(z) + χ(z) — (4.9.27)

с комплексными потенциалами Колосова — Мусхелишвили. Напряжения и
перемещения представляются тремя формулами

τ11 + τ22 = 4 Reϕ′(z),
τ22 − τ11 + 2iτ12 = 2 [z̄ϕ′′(z) + ψ′(z)] (ψ ≡ χ′) ,
2µ (u1 + iu2) = (3− 4ν)ϕ(z)− z ϕ′(z)− ψ(z). (4.9.28)

Вторая формула — результат операции ∂2
z над (4.9.27); третья — это (4.9.18).

Сопряжённые выражения строятся так

ϕ(z) = a0 + a1z + . . . , ϕ(z) = ā0 + ā1z + . . . , ϕ(z) = ϕ(z̄).

Полезны выражения главного вектора (4.9.8)

P1 + iP2 = ∂2Φ− i∂1Φ = −2i∂z̄Φ = −i
[
ϕ(z) + z ϕ′(z) + ψ(z)

]
(4.9.29)

и главного момента относительно начала координат

m0 = M + x1P2 − x2P1 = Φ− 2 Re z ∂zΦ. (4.9.30)
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Классическая линейная упругость

Рассмотрим пример — бесконечную плоскость с сосредоточенной си-
лой e1 в точке z = 0. Обозначим ∆cf приращение величины f при обходе
z = 0. По характеру воздействий имеем

∆c (P1 + iP2) + 1 = 0, ∆cm0 = 0, ∆c (u1 + iu2) = 0. (4.9.31)

Решение ищем в виде

ϕ(z) = a ln z, ψ(z) = b ln z ⇒ χ(z) = bz (ln z − 1) . (4.9.32)

Из (4.9.27) – (4.9.32) получим

a = −1
/
8π(1− ν), b = (3− 4ν)

/
8π(1− ν), (4.9.33)

так что перемещения будут такими

u1 + iu2 =
1

8πµ(1− ν)

[
−(3− 4ν) ln r +

1
2
e2iθ

]
— (4.9.34)

аналог формулы Кельвина — Сомильяны (4.5.2).
Плоское напряжённое состояние формально почти не отличается от

плоской деформации, но реально означает совсем иное — это состояние
бесконечно тонкого плоского листа при нагрузке в своей плоскости. В
«плоском двумерном мире»

τ = τ⊥(x), ε = ε⊥, u = u⊥, ∇ = ∇⊥,

∇· τ + f = 0, ε =
1
2µ

(
τ − ν

1 + ν
σE

) (
E = eαeα

)
,

∆θ = ∇·∇· ε, ∆σ + (1 + ν)∇· f = 0. (4.9.35)

Вместо шести уравнений совместности (в компонентах) имеем лишь одно,
соответственно упростились и уравнения Бельтрами — Мичелла. Теперь

ω = ωk, ω =
1
2
∇× u ·k, ∇ω = k · ∇ × ε, ∇×

(
k · ∇ × ε

)
·k = 0 ⇒

⇒εβγεαλ∂α∂β εγλ = (δβαδγλ − δβλδγα) ∂α∂β εγλ = ∆θ −∇·∇· ε (4.9.36)

(εαβ ≡ eα × eβ ·k = εαβ3).
Возвращаясь в трёхмерный мир, следует отметить, что εz 6= 0 из-за

эффекта Пуассона. Изложение плоского напряжённого состояния обычно
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сопровождается гипотезами и приближёнными равенствами (в отличие от
плоской деформации):

τ ≈ τ⊥ ≈ 〈τ⊥〉 ≡
1
h

h/2∫
−h/2

τ⊥(x, z) dz

(h — толщина листа). Точные формулы получаются «прямым подходом» в
двумерном мире или же асимптотическим расщеплением пространствен-
ной задачи при h→ 0 (об этом в главе 5).

Единственное формальное отличие плоского напряжённого состояния —
в коэффициенте Пуассона: в формулах плоской деформации достаточно
заменить ν на ν/ (1 + ν).

4.10 Контактные задачи

Это сложные смешанные задачи, им посвящена специальная литература.
Усилия ряда авторов были направлены и на упрощения решений.

Рассмотрим двумерную задачу о давлении штампа на полуплос-
кость (рис. 14). На границе x2 = 0 везде τ12 = 0, т. к. штамп гладкий. Вне
зоны контакта τ11 = 0, а в зоне u2 = v(x1) (чётная) — определяемое фор-
мой штампа заданное перемещение. Контактное давление p(x1) = −τ11 —
одна из основных неизвестных.

Для плоского штампа v = const и на границе контакта (|x| = l) обнару-
живается неограниченный рост давления. При параболическом очертании
координата края неизвестна и находится из условия ограниченности дав-
ления.

x
1

x
2

Q

Рис. 14

Используем результаты из задачи Фламана
(4.9.19). При единичной сосредоточенной силе на
границе имеем

u2(x1, 0) = −β ln |x1|, β ≡ (1− ν)
/
πµ.
(4.10.1)

Суперпозиция в зоне контакта даёт

v(x1) = −β
l∫

−l

p(ξ) ln |x1 − ξ| dξ — (4.10.2)
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Классическая линейная упругость

сингулярное уравнение Фредгольма первого рода. Для решения введём
гармоническую функцию — логарифмический потенциал

ω(xα) =

l∫
−l

p(ξ) ln
√

(x1 − ξ)2 + x2
2 dξ. (4.10.3)

Это решение задачи Дирихле для плоскости с разрезом x2 = 0, |x1| 6 l, на
котором

ω(x1, 0) = −v(x1)
/
β. (4.10.4)

Для простейшего потенциала имеем

ω = C ln r
(
r2 = xαxα

)
,

∮
∂nω dl = 2πC, (4.10.5)

если контур охватывает источник интенсивности C. Из этого следует гра-
ничное условие на верхнем берегу разреза (x2 = +0)

∂2ω = πp, (4.10.6)

а также условие на бесконечности

ω = Q ln r + . . . , Q ≡
l∫

−l

p(ξ) dξ. (4.10.7)

Определив ω(xα), найдём p(ξ) из (4.10.6) — таков план действий.
Гармоническую функцию ω можно считать вещественной частью регу-

лярной функции f(z):

f = ω + iϕ, f ′(z) = ∂1ω + i∂1ϕ = ∂2ϕ− i∂2ω. (4.10.8)

Учитывая (4.10.7), решение ищем в виде

f ′(z) =
g(z)√
z2 − l2

, g(∞) = Q. (4.10.9)

Воспользуемся интегральной формулой Коши

g(z) =
1

2πi

∮
g(ζ)
ζ − z

dζ, (4.10.10)
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где контур интегрирования состоит из окружности большого радиуса M и
обоих берегов разреза (x2 = ±0, |x1| 6 l):

2πig(z) = Q

∮
|ζ|=M

dζ

ζ − z
+

l∫
−l

i

√
l2 − ξ2

ξ − z

(
f ′+ + f ′−

)
dξ. (4.10.11)

Но согласно (4.10.8) и (4.10.4)

f ′+ + f ′− = 2∂1ω = −2v′(ξ)
/
β. (4.10.12)

Подставив это в (4.10.11), сможем далее найти контактное давление

p =
1
π
∂2ω = − 1

π
Im f ′

∣∣
x2=+0

=

=
1

π
√
l2 − x2

Q− 1
πβ

l∫
−l

v′(ξ)

√
l2 − ξ2

ξ − x
dξ

 . (4.10.13)

В случае плоского штампа v′ = 0,

p(x) =
Q

π
√
l2 − x2

. (4.10.14)

Для параболической формы имеем [54, 81]

v(x) = const−ax2, p(x) =
1

π
√
l2 − x2

(
Q+

a

β

(
l2 − 2x2

))
,

Q =
a

β
l2, p(x) =

2Q
πl2

√
l2 − x2. (4.10.15)

Учтено требование ограниченности p(±l). Формулы (4.10.15) можно исполь-
зовать для анализа контакта плоских фигур с гладкой границей при пара-
болической аппроксимации малой зоны контакта.

Обратимся к пространственной задаче. Сначала рассматриваем полу-
пространство z > 0 с нормальной нагрузкой p(xα) = −σz на границе. На-
грузка действует только на площадке контакта Ω и является неизвестной;
задано определяемое формой штампа перемещение uz(xα, 0) = v(xα). На
всей гладкой границе τzα = 0.

Важнейшее отличие пространственной задачи от плоской в том, что
она позволяет найти контактную жёсткость, т. к. перемещения ведут себя
как O(r−1) при r →∞, а не O(ln r).
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Классическая линейная упругость

Решение для полупространства с нормальной нагрузкой построил Бус-
синеск. Можно использовать решение Папковича — Нейбера (4.3.4):

uz = 4(1− ν)Bz − ∂zS,

uα = 4(1− ν)Bα − ∂αS, S ≡ zBz + xαBα +B0. (4.10.16)

Для четырех гармонических функций Bz , Bα, B0 мы вправе задать неко-
торые связи. Они вытекают из граничного условия τzα

∣∣
z=0

= 0:

2εzα = ∂zuα + ∂αuz = 2[(1− 2ν)∂αBz + 2(1− ν)∂zBα−
−∂α (z∂zBz + xβ∂zBβ + ∂zB0)]. (4.10.17)

Полагаем

∂zBα = − 1− 2ν
2(1− ν)

∂αBz, (4.10.18)

а на границе z = 0

− xα∂zBα =
1− 2ν

2(1− ν)
xα∂αBz = ∂zB0. (4.10.19)

Далее замечаем, что функция r · ∇Bz — гармоническая:

∆ (r · ∇Bz) = ∆r · ∇Bz + 2∇rT ··∇∇Bz + r ·∆∇Bz = 0.

Условие (4.10.19) означает равенство двух гармонических функций на грани-
це; в силу единственности решения задачи Дирихле функции равны всюду:

1− 2ν
2(1− ν)

r · ∇Bz = ∂zB0. (4.10.20)

Уже можем выразить uz через Bz:

uz = 4(1− ν)Bz −Bz − z∂zBz + xα
1− 2ν

2(1− ν)
∂αBz − ∂zB0 =

=(3− 4ν) (Bz − z∂zBz) = 2(1− ν)ω − z∂zω,

ω ≡ 3− 4ν
2(1− ν)

Bz. (4.10.21)

Для определения остальных величин используем следствие из (4.10.18)

Bz =
2(1− ν)
3− 4ν

∂zω
∗, Bα = −1− 2ν

3− 4ν
∂αω

∗; ω∗ = −
∞∫
z

ω dz. (4.10.22)
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Тогда согласно (4.10.20)

1− 2ν
3− 4ν

(
z∂2
zω

∗ + xα∂α∂zω
∗) = ∂zB0 ⇒

⇒ B0 =
1− 2ν
3− 4ν

(r · ∇ω∗ − ω∗) . (4.10.23)

Приходим к итоговым выражениям перемещений и напряжений

uα = −z∂αω − (1− 2ν)∂αω∗, τzα = −2µz∂α∂zω,
σz = 2µ

(
∂zω − z∂2

zω
)
, . . . (4.10.24)

Задача Буссинеска сведена к отысканию гармонической в полупростран-
стве функции ω по граничному условию

∂zω
∣∣
z=0

= −p(xα)
/
2µ. (4.10.25)

Задача легко решается с использованием теории потенциала. Скаляр-
ное поле ϕ = 1/r удовлетворяет уравнению Лапласа вне точечного источ-
ника и интегральному условию∫

O

∂nϕdO = −4π (4.10.26)

при источнике единичной интенсивности внутри. Потенциалом простого
слоя называется поверхностный интеграл

Φ(r) =
∫

ρ(r1)
|r − r1|

dO1, (4.10.27)

где ρ — поверхностная плотность источников. Из теоремы Гаусса (4.10.26)
следует, что скачок нормальной производной на слое

∂nΦ
∣∣∣+
−

= −4πρ. (4.10.28)

Искомое поле ω можно продолжить чётным образом в полупростран-
ство z 6 0. Сопоставляя (4.10.25) и (4.10.28), заключаем

ω(r) =
1

4πµ

∫
p(r1)
|r − r1|

dO1 — (4.10.29)

интеграл по бесконечной плоскости z = 0.
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Но в контактной задаче задано не p, а перемещение uz = v(xα) (в обла-
сти контакта Ω). Учитывая (4.10.21), приходим к интегральному уравнению

v(x) =
1− ν

2πµ

∫
p(x1)
|x− x1|

dO1. (4.10.30)

В литературе представлены два конкретных случая: плоский эллипти-
ческий в плане штамп и такой же в плане параболический. Распределение
контактного давления похоже на (4.10.14) и (4.10.15). По предложению Герца
формулы для параболического штампа используются в расчёте контакта
произвольных тел с гладкой границей. При этом суммарная сила давления
пропорциональна сближению в степени 3/2, что связано с расширением
области контакта.

4.11 Температурные деформации и напряжения

До сих пор в этой главе рассматривались изотермические процессы. Но
хорошо известно, что деформация возникает и от изменения температуры.
И наоборот: быстрое сжатие вызывает нагрев.

В статике влияние изменения температуры T̃ = T − T0 на деформации
и напряжения определяется следующей постановкой

∇· τ = 0, ε = ∇uS , τ = 4C ··
(
ε−α T̃

)
⇔ ε = α T̃ + 4S··τ ,

u
∣∣
O1

= 0, n · τ
∣∣
O2

= 0, (4.11.1)

где α — тензор коэффициентов теплового расширения. Дополнительные
слагаемые в законе Гука понятны. Формально они следуют из равенства

τ = ∂a
/
∂ε, где a

(
ε, T̃

)
— свободная энергия на единицу объёма, являю-

щаяся квадратичной формой в линейной модели.
Соотношения в перемещениях

∇·
(
4C ··∇u

)
−∇·

(
4C ··α T̃

)
= 0,

n · 4C ··∇u
∣∣
O2

= n · 4C ··α T̃ (4.11.2)

выглядят как чисто механические при подчёркнутых объёмных и поверх-
ностных нагрузках. Вариационная постановка:

δ

∫
V

a
(
ε, T̃

)
dV = 0, u

∣∣
O1

= 0. (4.11.3)
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Из (4.11.2), в частности, следует, что в однородном теле, закреплённом на
всей границе, при постоянной температуре будет u = 0.

Температурные напряжения в свободном ненагруженном теле опреде-
ляются из задачи

∇· τ = 0, inc
(
4S··τ

)
= − inc

(
α T̃

)
, n · τ

∣∣
O

= 0. (4.11.4)

Подчёркнутая несовместность температурной деформации является источ-
ником напряжений. В однородном теле

(
α = const

)
она равна нулю при

∇T̃ = const, т. е. при линейном распределении температуры — в этом
случае нет напряжений, но есть деформация. Если же тело неоднородно(
∇α 6= 0

)
, напряжения будут и при T̃ = const. Конструкции всегда имеют

какую-то неоднородность, и следует минимизировать перепад коэффици-
ентов теплового расширения.

Рассмотрим элементарный пример — полый шар со сферически сим-
метричным температурным полем T̃ = T (r) (r = |r|). Тензор напряжений

τ = σr(r)erer + σϕ(r)
(
E − erer

) (
er = r

/
r
)

«содержит лишь две компоненты», и так же выглядит ε. Имеем

∇· τ = 0 ⇒ σ′r + 2
σr − σϕ

r
= 0. (4.11.5)

Уравнения совместности упрощаются чрезвычайно:

εr = u′, εϕ =
u

r
(u = u(r)er) ⇒ εr = (rεϕ)′ . (4.11.6)

Используя закон состояния

E (εr − αT ) = σr − 2νσϕ, E (εϕ − αT ) = σϕ − ν (σr + σϕ) , (4.11.7)

придём к уравнению

rσ′′r + 4σ′r +
2Eα
1− ν

T ′ = 0 (4.11.8)

(E, ν, α — постоянны). Умножив на r3, получим интегрируемое соотноше-
ние. Учитывая граничные условия на внутреннем и внешнем радиусах
σr(a) = σr(b) = 0, найдём

σr =
2Eα
1− ν

(1− a3

r3

)
1

b3 − a3

b∫
a

r2T dr − 1
r3

r∫
a

r2T dr

 ,
σϕ =

r

2
σ′r + σr. (4.11.9)
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Выше температурное поле считалось известным. Его можно опреде-
лить из задачи теплопроводности — но это не вполне корректно. Обыч-
ное уравнение теплопроводности выражает «баланс тепла». Но правиль-
нее рассматривать баланс энергии (3.11.3, гл. 3):

τ ·· ε̇+ b−∇·h = ė =
∂a

∂ε
·· ε̇+

∂a

∂T
Ṫ + Ṫ s+ T ṡ. (4.11.10)

Но в линейной термоупругости

τ =
∂a

∂ε
, s = − ∂a

∂T
⇒ ṡ = −

∂τ

∂T
·· ε̇− ∂2a

∂T 2
Ṫ , (4.11.11)

и тогда (4.11.10) примет вид

b−∇·h = −T0α··4C ·· ε̇+ c Ṫ , c ≡ −T0
∂2a

∂T 2
. (4.11.12)

Подчёркнутое слагаемое определяет тепловой эффект деформации. В изо-
тропном материале

ε = α T̃E + 2µ
(
τ − ν

1 + ν
σE

)
⇒ τ = 2µ

(
ε+

ν

1− 2ν
θE

)
−Kα T̃E,

−α··4C ·· ε̇ = Kα θ̇

(
K ≡ E

1− 2ν

)
. (4.11.13)

Скорректированное уравнение теплопроводности получается
из (4.11.12), если выразить вектор теплового потока h через ∇T . Обычно
принимают

h = −κ · ∇T, (4.11.14)

где κ — тензор коэффициентов теплопроводности. Но при высоких скоро-
стях используется более сложное соотношение

t∗ḣ+ h = −κ · ∇T, (4.11.15)

учитывающее инерцию установления теплового потока с постоянной вре-
мени t∗.

Связанные уравнения термоупругости и теплопроводности применяют-
ся лишь для быстрых процессов со значительными деформациями [69].
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4.12 Моментная среда Коссера

Этот вопрос несправедливо не считается классическим — пока. С большой
для своего времени полнотой он был изложен в книге братьев Коссера в
1909 г. Они рассматривали среду, частицами которой являются элементар-
ные твёрдые тела. Движение линейной модели определяется двумя векто-
рами: перемещения u(r, t) и поворота θ(r, t). Соответственно, силовыми
факторами служат силы и моменты: f и m — на единицу объёма и p и
m
◦ — на единицу площади внешней поверхности.

Уравнения выводятся из принципа виртуальной работы в следующей
очевидной формулировке∫

V

(f · δu+m · δθ − δΠ) dV +
∫
O

(
p · δu+m◦ · δθ

)
dO = 0. (4.12.1)

Потенциальная энергия не меняется при «жёстких» смещениях: δΠ = 0
при

δu = const+δθ × r, δθ = const ⇒ δγ = 0, δκ = 0,
γ ≡ ∇u+E × θ, κ ≡ ∇θ. (4.12.2)

Нетрудно догадаться, что γ и κ — это тензоры деформации (несиммет-
ричные). Отбрасывая δΠ в (4.12.1), получаем задачу с ограничениями (4.12.2),
решаемую с множителями Лагранжа:∫

V

(
f · δu+m · δθ − τ ··δγT − µ··δκT

)
dV +

+
∫
O

(
p · δu+m◦ · δθ

)
dO = 0. (4.12.3)

Используя тождества

τ ··γT = ∇·
(
τ ·u

)
−∇· τ ·u− τ× · θ,

µ··κT = ∇·
(
µ · θ

)
−∇·µ · θ (4.12.4)

и теорему о дивергенции, получим уравнения и естественные граничные
условия

∇· τ + f = 0, ∇·µ+ τ× +m = 0, n · τ = p, n ·µ = m
◦
. (4.12.5)
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Множители Лагранжа оказались напряжениями — силовыми и моментны-
ми.

Далее легко показать, что подчёркнутое в (4.12.3) выражение равно
(−δΠ). Следовательно, соотношения упругости таковы

τ = ∂Π
/
∂γ, µ = ∂Π

/
∂κ. (4.12.6)

Осталось задать энергию как квадратичную форму своих аргументов.
Но в общем случае анизотропии она содержит чудовищное число кон-
стант — 171. Можно упростить картину, выделяя симметричные и анти-
симметричные части:

γ = ε− 1
2
γ× ×E

(
ε = γS = ∇uS

)
, κ = κS − 1

2
κ× ×E,

δΠ = τS ··δε+
1
2
τ× · δγ× + µS ··δκS +

1
2
µ× · δκ× ⇒

⇒ τS =
∂Π
∂ε

, τ× = 2
∂Π
∂γ×

, µS =
∂Π
∂κS

, µ× = 2
∂Π
∂κ×

. (4.12.7)

Для изотропного материала используется выражение с шестью константа-
ми

2Π = a1κ
2 + a2κ

S ··κS + a3κ
2
× + b1ε

2 + b2ε··ε+ b3γ
2
× (4.12.8)(

κ ≡ trκ, ε ≡ tr ε
)
.

Далее важно отметить, что константы имеют разную размерность. На-
пример, a1

/
b1 ≡ h2 — некая длина в квадрате. Малая величина h является,

по-видимому, характерным размером частиц среды. . . Присутствие малого
параметра в уравнениях среды Коссера «включает» процесс асимптотиче-
ского анализа, на первом шаге которого остаётся обычная безмоментная
среда. Это упрощённая картина, надо добавить возникновение погранич-
ных слоев и процедуру сращивания.

Распространена моментная «модель со стеснённым вращением», в ко-
торой принимается внутренняя связь

γ× = 0 ⇔ θ =
1
2
∇× u. (4.12.9)

В этом случае соотношение упругости для τ× не может быть написано.
Исключая θ, придём к уравнению в перемещениях более высокого поряд-
ка, чем в безмоментной модели (с малым параметром при старших произ-
водных).

Изложенное важно для понимания механики деформируемого тела;
практическое значение теории Коссера не столь велико.
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Глава 5

Тонкие тела

5.1 Особенности механики тонких тел

Стержни, пластины и оболочки распространены и в природе, и в человече-
ской практике. Представляется ошибочным считать их обычными трёхмер-
ными телами. Малость относительной толщины качественно меняет зада-
чу. Происходит асимптотическое расщепление задачи на «вдоль» и «попе-
рек». Возможность упрощения задачи для тонких тел была ясна классикам,
а сегодня используется в курсах сопротивления материалов.

x

y
QM

Рис. 15

Особенности тонких тел можно рассмот-
реть на примере статического изгиба балки при
плоском напряжённом состоянии. В декартовой
плоскости xy балка является прямоугольником
0 6 x 6 l, |y| 6 h/2, h � l. Действуют «объ-
ёмные» силы f , а граница свободна и не нагру-
жена (рис. 15). В задаче изгиба чётны по y uy ,
τxy и fy , а прочие перемещения, напряжения и
нагрузки нечётны. Вводятся погонная нагрузка,

перерезывающая сила и изгибающий момент как интегралы по толщине

q =
∫
qy dy, Q =

∫
τxy dy, M = −

∫
σxy dy. (5.1.1)

Из условий равновесия любой части балки между сечениями x = const
следует ((. . .)′ = d/ dx)

Q′ + q = 0, M ′ +Q = −m ≡
∫
fxy dy. (5.1.2)

Далее возможны различные (но не равноценные) подходы.
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5.1 Особенности механики тонких тел

Метод гипотез наиболее распространён — и уязвим. Принимаются
«кинематические» гипотезы о распределении перемещений по толщине и
«статические» гипотезы о порядках напряжений:

uy ≈ v(x), ux ≈ −v′y, |σx| � |τxy| � |σy|. (5.1.3)

Затем используются некоторые (!) из уравнений теории упругости:

εx = ∂xux ≈ −v′′y, εx =
1
E

(σx − νσy) ≈
σx
E

⇒

⇒ σx ≈ −Ev′′y, M ≈ av′′, a ≡ Eh3

12
, Q ≈M ′ ≈ −av′′′. (5.1.4)

Пришли к уравнению Бернулли — Эйлера, но строгость вывода оставляет
желать лучшего.

Первое явное противоречие — сдвиговая деформация равна нулю, а с
ней и перерезывающая сила:

2εxy = ∂xuy + ∂yux = 0 ⇒ τxy = 0 ⇒ Q = 0 (?),

но тогда равновесие с нагрузкой q невозможно. Второе противоречие —
между кинематическими и статическими гипотезами:

εy = ∂yuy = 0 =
1
E

(σy − νσx) ⇒ σy = νσx (?).

Для оправдания таких изъянов появилась специальная философия.
«Должны быть обеспечены соотношения лишь между основными (т. е.
большими) величинами». «Теория балки — приближённая и невязки в урав-
нениях нормальны».

Но всё не так. Дальше мы увидим, что механику тонких тел можно
строить как точную науку с безупречной логикой.

Вариационный метод основан на вариационной постановке «трёхмер-
ной» задачи с аппроксимацией решения по толщине. Подход логически
строен, допускает разнообразные обобощения и уточнения. Единственный
недостаток — мы навязываем структуру решения по толщине, а не иссле-
дуем её.

Для плоской балки имеем двумерную вариационную постановку:

δЭ =

l∫
0

dx

h
2∫

−h
2

(τ ··δε− f · δu) dy = 0,

τ = 2µ
(
ε+

ν

1− ν
εE

)
. (5.1.5)
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Тонкие тела

Задаём аппроксимацию

ux = −θ(x)y, uy = v(x). (5.1.6)

с независимыми прогибом и поворотом, что соответствует балке Тимошен-
ко. Из (5.1.5) получим одномерную вариационную постановку

l∫
0

(Mδθ′ +Qδ(v′ − θ)− qδv −mδθ) dx = 0,

M ≡ aθ′, a ≡ Eh3

12(1− ν2)
, Q ≡ b(v′ − θ), b ≡ µh. (5.1.7)

Отсюда следуют уравнения и естественные граничные условия

Q′ + q = 0, M ′ +Q+m = 0;
x = 0, l : Q = 0, M = 0. (5.1.8)

Аналогичная процедура для балки Бернулли — Эйлера такова:

ux = −v′y, uy = v(x),
l∫

0

(Mδv′′ − qδv −mδv′) dx = 0, M ≡ av′′,

l∫
0

(M ′′ − q +m′) δv dx = 0,

x = 0, l : M = 0, M ′ +m = 0. (5.1.9)

Обратим внимание на «исчезновение» перерезывающей силы Q и сокра-
щение числа уравнений. Заметим также, что изгибная жёсткость a отлича-
ется от таковой в (5.1.4).

Задавая более сложные аппроксимации перемещений, можно строить
и более сложные модели. Например, учесть поперечную деформацию от
эффекта Пуассона:

εy = −νεx ⇒ uy = v(x) + νθ′(x)y2/2. (5.1.10)

Аппроксимируя перемещения, можно получить значительную погреш-
ность в напряжениях. Поэтому представляет интерес вариационная поста-
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5.1 Особенности механики тонких тел

новка Рейсснера с независимыми u и τ :

δR(u, τ ) = 0,

R =

l∫
0

dx

h/2∫
−h/2

(
τ ·· 5 uS − Π̂(τ )− f ·u

)
dy,

Π̂ =
1

2E
(
σ2
x − 2νσxσy + σ2

y

)
+

1
2µ
τ2
xy. (5.1.11)

Простейший вариант для балки Тимошенко таков

σx = −12M(x)
h3

y, τxy =
Q(x)
h

, σy = 0,

ux = −θ(x)y, uy = v(x);

R =

l∫
0

(
Mθ′ +Q(v′ − θ)− M2

2a
− Q2

2b
− qv −mθ

)
dx

(a = Eh3/12, b = µh);

δR = 0 ⇒ θ′ =
M

a
, v′ − θ =

Q

b
, Q′ + q = 0, M ′ +Q+m = 0;

x = 0, l : Q = 0, M = 0. (5.1.12)

Однако истинные уравнения тонких тел выводятся иначе.
Прямой подход использовал Эйлер, рассматривая стержни как дефор-

мируемые материальные линии (до появления теории упругости!). Главное
при этом — определить вид частиц тела: это просто точки, или же это эле-
ментарные твёрдые тела, или это более сложные объекты с внутренними
степенями свободы. Возможности прямого подхода невелики, поскольку
мы не пытаемся проникнуть в структуру частиц. Но для тонких тел этот
подход очень эффективен.

Балка — это линия Коссера. Степень свободы вращения вводится из-
за важности изгибающего момента. Очевидна следующая формулировка
принципа виртуальной работы

x2∫
x1

(qδv +mδθ − δΠ) dx+ (Qδv +Mδθ)
∣∣∣x2

x1

= 0. (5.1.13)

Но здесь возможны варианты. Можно рассматривать любой отрезок (x1,
x2) или же сразу всю балку — тогда нагрузки на концах Q2, −Q1, M2 и
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Тонкие тела

−M1 заданы. Можно о работе внутренних сил (−δΠ) предположить равен-
ство нулю на перемещениях твёрдого тела (δv = const+xδθ, δθ = const)
и ввести множители Лагранжа для снятия ограничений (δθ′ = 0, δv′ −
δθ = 0). Другой вариант — сразу объявить Π = Π(θ′, v′ − θ) — функция
двух деформаций (изгибной и сдвиговой). Во всех случаях из (5.1.13) сле-
дует система уравнений и граничных условий балки Тимошенко. Модель
Бернулли — Эйлера — это вариант «со стеснённым вращением» (v′ = θ).

Прямой подход прост, логически строен и почти не вызывает сомне-
ний. Однако вопрос о степенях свободы частиц остаётся открытым. И за
рамками подхода остаётся определение жесткостей (коэффициентов Π как
квадратичной формы).

Асимптотическое расщепление. Только этот подход действительно
соответствует специфике тонких тел. Идея была изложена в п. 1.6. Начать
следует с системы уравнений с малым параметром λ → 0. Источником λ
является геометрия:

r(x, y) = λ−1xi+ yj ⇒ ∇ = λi∂x + j∂y. (5.1.14)

Уравнения теории упругости существуют в трёх формах: полной систе-
мы (a), в перемещениях (b) и в напряжениях (c). Простота варианта (b) —
кажущаяся, для асимптотического анализа лучше подходит (c):

∇· τ + f = 0, ∆σ + (1 + ν)∇· f = 0. (5.1.15)

В компонентах с учётом (5.1.14) имеем

λ∂xσx + ∂yτ + fx = 0, λ∂xτ + ∂yσy + fy = 0,(
λ2∂2

x + ∂2
y

)
(σx + σy) + (1 + ν)(λ∂xfx + ∂yfy) = 0. (5.1.16)

Решение ищем в виде

τ = λm(τ (0) + λτ (1) + . . .). (5.1.17)

Варианты m = 0 и m = −1 не проходят, остановимся на m = −2. На
первом шаге имеем

∂yτ
(0) = ∂yσ

(0)
y = ∂2

y

(
σ(0)
x + σ(0)

y

)
= 0 ⇒

⇒ τ (0) = σ(0)
y = 0, σ(0)

x = b0(x)y. (5.1.18)

Учтены граничные условия τ = σy = 0 при y = ±h/2, а также характер
чётности величин. Функция b0 пока произвольна.
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Второй шаг:

b′0 + ∂yτ
(1) = ∂yσ

(1)
y = ∂2

y

(
σ(1)
x + σ(1)

y

)
= 0 ⇒

⇒ σ(1)
y = 0, τ (1) =

1
2
b′0

(
h2

4
− y2

)
, σ(1)

x = b1(x)y. (5.1.19)

Цель последующих шагов — найти главный член асимптотики, т. е.
функцию b0. Не представит интереса b1 как малая поправка к b0. На тре-
тьем шаге имеем, в частности, условие разрешимости

h/2∫
−h/2

(
∂xτ

(1) + fy

)
dy = −σ(2)

y

∣∣∣h/2
−h/2

= 0 ⇒ h3

12
b′′0 + q = 0. (5.1.20)

Это итог анализа напряжений. Граничные условия b0(0) = b0(l) = 0. Далее
находим перемещения из соотношений закона Гука

λ∂xux =
1
E

(σx − νσy), ∂yuy =
1
E

(σy − νσx),

λ∂xuy + ∂yux =
1
µ
τ. (5.1.21)

Степенное разложение u типа (5.1.17) пройдёт при m = −4. Для главных
членов будет

∂yu
(0)
y = ∂yu

(0)
x = 0 ⇒ u(0)

y = v(x), u(0)
x = 0. (5.1.22)

(uy — чётные по y, ux — нечётные). Следующий шаг:

∂xu
(0)
x = 0, ∂yu

(1)
y = 0, ∂xu

(0)
y + ∂yu

(1)
x = 0 ⇒

⇒ u(1)
y = v1(x), u(1)

x = −v′y. (5.1.23)

На последнем, третьем шаге потребуется лишь равенство

∂xu
(1)
x =

1
E
σ(0)
x ⇒ −v′′ =

b0
E
, (5.1.24)

что в сочетании с (5.1.20) даёт уравнение Бернулли — Эйлера для прогиба v.
Асимптотический анализ подтвердил все положения теории балки, но

мы писали лишь точные равенства и ничего не отбрасывали. Понятно, чем
труден анализ в перемещениях — пришлось бы делать пять (!) шагов.

Сложность асимптотики повышает роль прямого подхода — он пред-
сказывает результаты. К тому же, он «легко справляется» с большими де-
формациями.
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5.2 Нелинейная теория стержней

Стержень считается линией Коссера, каждая частица — элементарное твёр-
дое тело с лагранжевой (материальной) координатой s. Обычно в качестве
s берут дуговую координату в начальном состоянии. Движение опреде-
ляется радиус-вектором r(s, t) и тензором поворота P (s, t); в начальном
состоянии r(s, 0) = r0(s), P (s, 0) = E. На единицу «длины» s действу-
ют силовая q и моментная m нагрузки. Внутренние сила Q и момент M
задают воздействие в точке s «справа налево»; по закону действия и про-
тиводействия при смене направления отсчёта s векторы Q и M меняют
знак.

Для отрезка стержня уравнение виртуальной работы таково

s2∫
s1

(q · δr +m · δθ − δΠ) ds+ (Q · δr +M · δθ)
∣∣∣s2
s1

= 0. (5.2.1)

Нагрузки содержат инерционные добавки — о них в главе 6. Вид плотно-
сти энергии Π будет определён из (5.2.1). Преобразуя двойную подстановку
в интеграл и учитывая произвольность s1,2, получим локальное вариаци-
онное уравнение

(q +Q′) · δr + (m+M ′) · δθ +Q · δr′ +M · δθ′ = δΠ. (5.2.2)

На «жёстких» смещениях δr = const +δθ × r, δθ = const должно быть
δΠ = 0, что ведёт к уравнениям баланса сил и моментов

Q′ + q = 0, M ′ + r′ ×Q+m = 0. (5.2.3)

Второе уравнение нелинейно, поскольку r′ — в деформированном состоя-
нии. В (5.2.2) останется

δΠ = M · δθ′ +Q · (δr′ − δθ′ × r′). (5.2.4)

Векторы деформации и формулы Клебша. Деформация стержня опре-
деляется векторами κ и Γ:

P ′ = κ× P ⇔ κ = −1
2

(
P ′ ·P T

)
×

; Γ = r′ − P · r′0. (5.2.5)

При отсутствии деформации

P (s) = const ⇒ κ = 0; r(s)− r(s1) = P · (r0(s)− r0(s1)) ⇒ Γ = 0.
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Для вариаций (δP = δθ × P ) справедливы формулы Клебша

δκ− δθ × κ = δθ′, δΓ− δθ × Γ = δr′ − δθ × r′. (5.2.6)

Вывод первой:

δP ′ = δθ′ × P + δθ × (κ× P ) = δκ× P + κ× (δθ × P ),

δθ × (κ× P )− κ× (δθ × P ) = (δθ × κ)× P ,
вторая выводится ещё проще.

Далее полезно для задания угловой ориентации связать с каждой ча-
стицей по некоторому правилу ортогональную тройку ортов ek, так что
ek(s, t) = P (s, t) · ek0(s), ek0 ≡ ek(s, 0). Важной геометрической характе-
ристикой стержня является вектор кривизны-кручения Ω:

e′k = Ω× ek ⇒ Ω =
1
2
ek × e′k = Ωkek. (5.2.7)

Если орты e1,2 получаются поворотом нормали n и бинормали b на угол
ϕ(s) вокруг касательной, то по правилу сложения угловых скоростей

Ω = D + ϕ′(s)e3, (5.2.8)

где D — вектор Дарбу ((1.2.2), гл. 1). Можно доказать, что вектор деформа-
ции

κ = Ω− P ·Ω0 = κkek, κk = Ωk − Ωk0. (5.2.9)

В формулах (5.2.6) теперь имеем

δθ′ = ekδκk, δr′ − δθ × r′ = ekδΓk, (5.2.10)

что для (5.2.4) означает

δΠ = M · ekδκk +Q · ekδΓk ⇒

⇒ M =
∂Π
∂κk

ek, Q =
∂Π
∂Γk

ek. (5.2.11)

Получили соотношения упругости. Необходимо иметь зависимость
Π(κ,Γ). Для стержней из конструкционных материалов (где деформации
обычно малы) можно принять квадратичную форму

Π =
1
2
(κ ·a ·κ+ Γ · b ·Γ + 2κ · c ·Γ) ⇒

M = a ·κ+ c ·Γ, Q = b ·Γ + κ · c, a = aikeiek, . . . (5.2.12)
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Тензор a определяет жёсткость на кручение и изгиб, тензор b — на рас-
тяжение и сдвиг; оба тензора симметричны и положительны. Несиммет-
ричный тензор перекрёстных связей c определяет, например, кручение от
поперечной или продольной силы. При деформации тензоры поворачива-
ются вместе с ek. Если ek — главные оси тензора a, то

a =
∑

akekek, a′(s) = Ω× a− a×Ω. (5.2.13)

y

x

z

F

q

e
3

e
2

Рис. 16

Полную систему уравнений нелинейной теории
упругих стержней составляют законы баланса сил
и моментов (5.2.3), выражения векторов деформации
(5.2.5), (5.2.9) и соотношения упругости (5.2.12).

Рассмотрим пример: прямой стержень защемлён
на конце s = 0 и нагружен постоянной продольной
силой F на свободном конце s = l (рис. 16). В на-
чальном состоянии e10 = i, e20 = j, e30 = k. На
свободном конце постоянно Q(l) = −Fk. Считаем

a =
∑

akekek, b =
∑

bkekek, c = 0. (5.2.14)

Ограничимся деформацией в плоскости yz, тогда
поворот определяется углом θ(s) и тензор P не ну-
жен. По закону баланса сил

Q′ = 0 ⇒ Q = const = −Fk. (5.2.15)

Для векторов деформации имеем

κ = Ω = −θ′i (i = e1),
Γ = r′ − P · e30 = r′ − e3 = b−1 ·Q =

= F
(
b−1
2 e2 sin θ − b−1

3 e3 cos θ
)
. (5.2.16)

Остались соотношения для моментов

M = a ·κ = −a1θ
′i, M ′ + r′ ×Q = 0 ⇒

⇒ a1θ
′′ − (Γ + e3) ·Q× i = a1θ

′′ + F sin θ +

+
1
2
F 2
(
b−1
2 − b−1

3

)
sin 2θ = 0. (5.2.17)
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Такие уравнения интегрируются в квадратурах:

θ′′ + ϕ′(θ) = 0 ⇒ θ′2 + 2ϕ = const = C1,

±
∫

dθ√
C1 − 2ϕ(θ)

= s+ C2. (5.2.18)

Постоянные C1,2 находятся из граничных условий θ(0) = θ′(l) = 0. Эйлер
проделал это в случае b−1 = 0, используя эллиптические функции.

Заметим теперь, что жёсткости a, b и c имеют разную размерность:
[a] = H ·м2, [b] = Н, [c] = Н ·м. Возникает эффективная толщина h: b/a =
O(h−2), c/a = O(h−1). При малой h достаточно классической модели, в
которой

Γ = 0 ⇒ r′ = P · r′0 (5.2.19)

и соотношение упругости пишется только для M . Эта модель обычно
связывается с именем Кирхгофа, он обнаружил аналогию между статикой
стержней и динамикой твёрдого тела. Для первоначально прямого стержня
Ω0 = 0, r′0 = const,

M = a ·Ω, a ·Ω′ + Ω× a ·Ω = −r′ ×Q, r′′ = Ω× r′. (5.2.20)

Но таковы и уравнения динамики твёрдого тела с тензором инерции a, уг-
ловой скоростью Ω и силовой нагрузкой (−Q) в точке с радиус-вектором
r′. В (5.2.17) при b−1 = 0 получаем уравнение маятника — проявление ана-
логии Кирхгофа.

Известно, что уравнения динамики твёрдого тела аналитически инте-
грируются лишь в некоторых случаях: Эйлера, Лагранжа, Ковалевской...
Возможностей аналитического решения в нелинейной статике стержней
ещё меньше.

Обратимся к примеру: стержень на рис. 16 нагружен на свободном
конце s = l постоянным моментом M0. При этом Q(s) = 0, M(s) = M0.
Решение оказывается простым при равных жёсткостях на изгиб:

a = a (e1e1 + e2e2) + a3e3e3. (5.2.21)

Тогда

Ω = a−1 ·M = a−1M +
(
a−1
3 − a−1

)
r′r′ ·M (e3 = r′),

r′′ = Ω× r′ = a−1M × r′ — (5.2.22)
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линейное уравнение с постоянными коэффициентами. Для упрощения ин-
тегрирования введём декартовы оси xk с ортами ik, полагая i1 = i, M =
Mi3 — повёрнут на угол α от z к y. Согласно (5.2.22)

x′′3 = 0, ax′′1 = −Mx′2, ax′′2 = Mx′1;
u ≡ x1 + ix2 : au′′ = iMu′ ⇒ x3 = A3 +B3s,

u = A+BeiMs/a. (5.2.23)

Вещественные постоянные A3, B3 и комплексные A, B находятся из усло-
вий при s = 0:

r(0) = 0, r′(0) = k ⇒
⇒ u(0) = 0, x3(0) = 0, u′(0) = −i sinα, x′3(0) = cosα. (5.2.24)

Прямой стержень превратился в винтовую линию; её проекция на плос-
кость x1x2 (⊥M ) — окружность радиусом |B| = a sinα/M .

Заметим, что рассмотренный пример соответствует случаю Эйлера в
динамике твёрдого тела. Не используя развитые там методы, мы пошли
более простым путём.

Характерная для классической модели внутренняя связь (5.2.19) означает
отсутствие растяжения и поперечных сдвигов. Но ряд задач без растяжения
теряет смысл (прямой стержень с продольными силами, круговое кольцо
под равномерным давлением). Поэтому распространена модель с растя-
жением без сдвига, в которой

Γ = Γe3 ⇒ r′ = (1 + Γ)e3 (r′0 = e30) . (5.2.25)

Тогда вариация энергии (5.2.11) и соотношения упругости таковы

δΠ = M · ekδκk +Q3δΓ ⇒

⇒ M =
∂Π
∂κk

ek = a ·κ+ cΓ, Q3 =
∂Π
∂Γ

= bΓ + c ·κ. (5.2.26)

Вместо тензора b имеем лишь скаляр b > 0 (жёсткость на растяжение), а
перекрёстные связи определяются вектором c. Для перерезывающей силы
Q⊥ = Qαeα соотношения упругости нет.

Объектом более простым, чем стержень, является нить. Это материаль-
ная линия, состоящая из обычных точек. Движение задаётся одним векто-
ром r(s, t), распределённые нагрузки — силой q, инерционные свойства
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5.3 Линейная теория стержней

— погонной массой ρ(s). Уравнение виртуальной работы имеет более про-
стой, чем (5.2.1), вид:

s2∫
s1

[(q − ρr̈) · δr − δΠ] ds+Q · δr
∣∣∣s2
s1

= 0. (5.2.27)

Переходя к локальному вариационному уравнению и учитывая, что δΠ = 0
при δr = const+δθ × r, δθ = const, получим

Q′ + q = ρr̈; r′ ×Q = 0 ⇒
⇒ Q = Qr′; δΠ = Qr′ · δr′ = Qδε,

ε ≡ 1
2

(r′ · r′ − 1) (|r′0| = 1) , Q =
∂Π
∂ε

. (5.2.28)

При квадратичной аппроксимации энергии

Π = Q0ε+
1
2
bε2 (5.2.29)

придём к уравнению для r(s, t)[(
Q0 +

1
2
b (r′ · r′ − 1)

)
r′
]′

+ q = ρr̈ — (5.2.30)

обобщению классического соотношения для струны.
Заметим, что для нити обязателен учёт начального натяжения Q0 > 0 —

чтобы было реально возможно ε < 0. Нить возникает из стержня при боль-
шом Q0; но в зонах значительной кривизны стержневая модель проявится.
Здесь имеем уравнения с малым параметром при старших производных и
разделение решения на внешнее безмоментное и краевой эффект.

5.3 Линейная теория стержней

Считаются малыми одного порядка перемещения (u = r − r0), повороты
(θ : P = E + θ ×E + . . .) и нагрузки. Полная система примет вид

Q′ + q = 0, M ′ + r′ ×Q+m = 0,

θ′ =
∂Π̂
∂M

= A ·M +C ·Q,

γ ≡ u′ − θ × r′ =
∂Π̂
∂Q

= B ·Q+M ·C. (5.3.1)
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Соотношения упругости записаны в обращённой форме с дополнительной
энергией Π̂ (в линейной модели численно равна Π). Тензоры податливо-
сти A, B, C и вектор r′ соответствуют начальному состоянию и потому
известны.

Уравнения (5.3.1) интегрируются в квадратурах:

Q = Q0 −
∫
q ds, M = M0 −

∫
(r′ ×Q+m) ds,

θ = θ0 +
∫

∂Π̂
∂M

ds, u = u0 +
∫ (

θ × r′ + ∂Π̂
∂Q

)
ds. (5.3.2)

Константы Q0, . . ., u0 находятся из граничных условий. В «статически
определимых» задачах Q0 и M0 определяются нагрузками на концах —
без рассмотрения деформаций. «Статически неопределима» задача с за-
креплёнными концами; для неё

θ

∣∣∣∣l
0

=

l∫
0

∂Π̂
∂M

ds, (u− θ × r)
∣∣∣∣l
0

=

l∫
0

(
r × ∂Π̂

∂M
+
∂Π̂
∂Q

)
ds. (5.3.3)

Левые части известны, так что имеем два векторных уравнения для Q0 и
M0. В случае замкнутого стержня левые части равны нулю.

Представляемая простая картина может усложниться в деталях. Тол-
щина стержня всегда мала, и потому в линейной задаче с растяжением и
сдвигом обычно возникают асимптотические явления. Часто при h → 0
имеем переход к модели Кирхгофа с B = 0 и C = 0.

Рассмотрим пример: круговое кольцо с двумя сосредоточенными сила-
ми на концах диаметра (рис. 17). Тензор податливости примем в упрощён-
ном виде

A = Akk +Attt+Annn,

B = Btt, C = 0 (5.3.4)

(податливости на кручение At и изгиб An при этом не сыграют роли).
Используем симметрию и ограничимся первой четвертью 0 < ϕ < π/2. В
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5.3 Линейная теория стержней

этом промежутке

Q = −1
2
i, M = Mk, M = M0 −

1
2
R sinϕ ⇒

⇒ θ = θk, θ′ = AM ;
l∫

0

θ′ ds = 0 (l = πR/2) ⇒ M0 = R/π. (5.3.5)

Найдём перемещения концов:

u

∣∣∣∣l
0

=

l∫
0

(r ×AMk +BtQt) ds = −Ui− V j,

U ≡ ux(0) = AR3

(
π

8
− 1
π

)
+BR

π

8
,

V ≡ −uy(l) = AR3

(
1
π
− 1

4

)
− 1

4
BR. (5.3.6)

y

x

t

n

j

R 11

Рис. 17

В линейной статике стержней часто
используются теоремы Лагранжа и Ка-
стильяно. Пусть стержень нагружен лишь
в точках sk сосредоточенными силами
F k и моментами Mk. Состояние пролёта
(sk, sk+1) полностью определяется пере-
мещениями и поворотами концов, поэтому
полная энергия деформации стержня есть
функция W (uk,θk). По теореме Лагранжа
(2.7.3, гл. 2)

F k =
∂W

∂uk
, Mk =

∂W

∂θk
. (5.3.7)

Обращая, приходим к теореме Кастильяно (2.7.4, гл. 2)

uk =
∂Ŵ

∂F k
, θk =

∂Ŵ

∂Mk

— (5.3.8)

но для этого необходимо выражение энергии через нагрузки, легко нахо-
димое лишь для статически определимых систем.
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Популярный в механике стержней интеграл Мора следует из теоремы
Кастильяно. Пусть внешние нагрузки заданы обобщёнными силами Pk, со-
ответствующими обобщённым координатам qk. Согласно (5.3.8),
qk = ∂Ŵ/∂Pk. Но

Ŵ =
∫

Π̂(M ,Q) ds,

M(s) =
∑

PkMk(s), Q(s) =
∑

PkQk(s),

qk =
∫ [

Mk ·
(
A ·M +CQ

)
+Qk ·

(
B ·Q+CT ·M

)]
ds . (5.3.9)

Здесь Mk и Qk — «парциальные» моменты и силы при единичных обоб-
щённых нагрузках, аM иQ — моменты и силы при всей системе нагрузок.

Пример: стержень произвольной формы закреплён на конце s = 0 и
свободен на конце s = l; это статически определимая система, силы Q(s)
и моменты M(s) находятся без рассмотрения деформаций. Перемещение
u1 в точке s1 в направлении единичного вектора e

u1 =

s1∫
0

[
(r1 − r) · e× (A ·M +C ·Q) +

+e · (B ·Q+CT ·M)
]
ds. (5.3.10)

Вариационные принципы теории упругости имеют одномерные анало-
ги в теории стержней. Принцип Лагранжа для стержня с закреплённым
концом s = 0 и свободным s = l:

Э(u,θ) → min,

Э =

l∫
0

[
Π(θ′,γ)− q ·u−m · θ

]
ds−Ql ·u(l)−M l · θ(l);

u(0) = u0, θ(0) = θ0 . (5.3.11)

Геометрические условия при s = 0 обеспечиваются нами.
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Принцип типа Рейсснера в этом случае таков

δR(u,θ,M ,Q) = 0, R =

l∫
0

[
M · θ′ +Q ·γ −

−Π̂(M ,Q)− q ·u−m · θ
]
ds−Ql ·u(l)−M l · θ(l) +

+Q(0) · (u(0)− u0) +M(0) · (θ(0)− θ0) . (5.3.12)

Из этого принципа следуют и условия при s = 0.
В моделях с внутренними связями (γ = 0 или γ⊥ = 0) изложение

усложнится, появятся множители Лагранжа.
В компонентной записи простота уравнений исчезает:

Q′ = Q′iei + Ω×Q, Q′i + εijkΩjQk + qi = 0. (5.3.13)

Но в случае кругового кольца (рис. 17) переход к компонентам полезен.
Пусть C = 0, а направления t, n, ez являются главными для a и b. Тогда
12 уравнений в компонентах разделятся на две группы по 6:

Q′t − kQn + qt = 0, Q′n + kQt + qn = 0, M ′
z +Qn +mz = 0,

Mz = azθ
′
z, Qt = bt(u′t − kun), Qn = bn(u′n + kut − θz) (5.3.14)

для деформации в плоскости кольца (k = 1/R — кривизна) и

Q′z + qz = 0, M ′
t − kMn +mt = 0, M ′

n + kMt −Qz +mn = 0,
Mt = at(θ′t − kθn), Mn = an(θ′n + kθt), Qz = bz(u′z + θn) (5.3.15)

для выхода из плоскости.
У прямого стержня k = 0, и выделяются четыре группы уравнений:

растяжения-сжатия (2), кручения (2), изгиба в одной плоскости (4) и изгиба
в другой (4).

5.4 Задача Сен-Венана

Частично мы уже рассмотрели её в п. 4.8 (кручение). Осталась более слож-
ная задача об изгибе силой, но вернёмся к началу. Для напряжений имеем

T = σzkk + τk + kτ ,∫
(σzk + τ ) dF = Q,

∫
x× (σzk + τ ) dF = M (5.4.1)
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(сила и момент в сечении z = const). Из уравнений баланса сил и совмест-
ности получим

σz = a+ b ·x, ∇· τ = −b′ ·x, ∆τ = − 1
1 + ν

b′, (5.4.2)

причём a и b — линейные функции z (тогда b′(z) = const); вектор каса-
тельного напряжения τ не зависит от z, ∇ и ∆ — двумерные. Сразу можно
выразить a и b через продольную силу Qz и изгибающий момент:∫

σz dF = aF = Qz,

∫
xσz dF × k = M⊥ = b ·J × k,∫

x dF = 0,
∫
xx dF = J (5.4.3)

(ось z проходит через центры тяжести сечений, компонентами J являются
моменты инерции). Заметим, что

Q(z) = const,
M(z) = M(z1) + (z1 − z)k ×Q, M ′ = Q× k,

b = J−1 × k ·M⊥, b′ = J−1 ·Q⊥. (5.4.4)

Такие же по сути формулы для σz — в курсах сопротивления материалов.
Уравнения (5.4.2) для τ решаются посредством введения потенциалов:

τ = ∇ϕ+∇ψ × k,
∆ϕ = −b′ ·x, ∆ψ = − ν

1 + ν
b′ × k ·x− 2µα; (5.4.5)

константа α пока произвольна. Граничное условие n·τ = 0 на контуре ∂F
будет удовлетворено при

∂nϕ
∣∣∣
∂F

= 0, ∂lψ
∣∣∣
∂F

= 0 ⇒ ψ
∣∣∣
∂F

= 0; (5.4.6)

последний переход — для односвязного сечения.
Значение α определяется крутящим моментом

Mzk =
∫
x× τ dF =

∫
x×∇ϕdF − k

(∮
n ·xψ dl − 2

∫
ψ dF

)
. (5.4.7)
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Контурный интеграл исчезает, а для интегралов по сечению имеем форму-
лы

2
∫
u dF = −

∫
Φ∆u dF −

∮
u∂nΦ dl

(
∆Φ = −2, Φ

∣∣∣
∂F

= 0
)
,∫

x×∇u ·k dF = −
∮
W∂nu dl +

∫
W∆u dF(

∆W = 0, ∂nW
∣∣∣
∂F

= n× x ·k
)

(5.4.8)

(Φ и W — функции напряжений и депланации из задачи кручения). Они
вытекают из тождества∫

(u∆v − v∆u) dF =
∮

(u∂nv − v∂nu) dl (5.4.9)

при v = Φ и v = W (доказывается посредством теоремы о дивергенции:
u∂nv = n · u∇v и т. д.). Формулы (5.4.8) позволяют придать (5.4.7) вид

Mz =
∫

(W∆ϕ− Φ∆ψ) dF −
∮

(W∂nϕ+ n ·xψ + ψ∂nΦ) dl =

= b′ ·
(∫

xW dF +
ν

1 + ν

∫
xφdF × k

)
+ µαC(

C = 2
∫

Φ dF
)
. (5.4.10)

Пусть нагрузка на торце — сосредоточенная сила в точке x∗. Будет
α = 0 при

x∗ = k × (η + ζ),

η ≡ J−1 ·
∫
xW dF, ζ ≡ ν

1 + ν
J−1 ·

∫
xΦ dF × k. (5.4.11)

Такую точку часто называют центром изгиба; но дальше мы увидим, что
это не совсем справедливо.

Перемещения определяются интегрированием соотношений закона Гу-
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ка — несколько сложнее, чем в п. 4.8. Результат таков [32]

u⊥ = U⊥(z) + αzk × x− ν

E

(
ax+ b ·xx− 1

2
bx2

)
,

U⊥
′ = − 1

E

[
b(z1)z −

(
z1z −

1
2
z2

)
b′
]

; (5.4.12)

uz =
a

E
z −U ′

⊥ ·x+ Uz(x),

∇
(
Uz −

ν

4E
b′ ·xx2 − 1

µ
ϕ

)
=

= ∇
(

1
µ
ψ +

ν

4E
b′ × k ·xx2 +

1
2
αx2

)
× k. (5.4.13)

Вектор U⊥(z) — это прогиб в элементарной теории балки. Депланация Uz
при изгибе определяется условиями Коши — Римана (5.4.13). Вклад добавок
к элементарной теории мал при z1 →∞.

Решение Сен-Венана можно использовать для определения жестко-
стей по энергии:

2Π̂(M ,Q) = 2
∫

Π̂(T ) dF =
∫ (

1
E
σ2
z +

1
µ
τ2

)
dF . (5.4.14)

При этом не возникает спорный вопрос о связи перемещений и поворо-
тов в одномерной модели с перемещениями трёхмерной. Вычислив инте-
грал [32], придём к соотношениям упругости стержня

γz = (EF )−1Qz, θ′⊥ = (EI)−1 ·M⊥,

θ′z = (µC)−1(Mz +Q⊥ ·η),
γ⊥ = (µFβ)−1 ·Q⊥ + (µC)−1ηMz, (5.4.15)

где обозначено I = −k × J × k,

(
Fβ
)−1 = J−1 ·

(
−
∫
ϕx dF +

+
(

ν

1 + ν

)2

k ×
∫
ψx dF × k

)
·J−1 + C−1 (ηη − ζζ) , (5.4.16)

ϕ, ψ : ∆ϕ = ∆ψ = x, ∂nϕ
∣∣∣
∂F

= 0, ψ
∣∣∣
∂F

= 0. (5.4.17)
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В соотношениях (5.4.15) присутствуют обычные жёсткости на растяже-
ние, изгиб и кручение. Перекрёстные связи представлены лишь вектором
η; определяя положение центра изгиба по условию θz

′ = 0, найдём

x∗∗ = k × η, (5.4.18)

что отличается от (5.4.11). Некоторые авторы использовали (5.4.18) как при-
ближённую формулу — а она точна (!).

В жёсткости на сдвиг µFβ содержится тензор коэффициентов сдвига
β. Определяющие его интегралы содержат ϕ, ψ, Φ и W . Для кругового
сечения

β−1 =
[
7
6

+
ν2

6(1 + ν)2

]
E⊥; (5.4.19)

для прямоугольника, вытянутого в направлении оси x1, β11 → 5/6.
В случае многосвязного сечения неизвестные постоянные значения ψ

на внутренних контурах находятся из теорем о циркуляции τ — обобще-
нию (4.8.20, гл. 4) [33]. Из результатов вычисления жесткостей по энергии
приведем лишь коэффициенты сдвига для кругового кольца с отношением
ρ внутреннего и наружного радиусов:

β =
6(1 + ρ2)2

7 (1 + ρ4) + 34ρ2 +
(

ν
1+ν

)2

(1− ρ2)2
E⊥. (5.4.20)

В заключение отметим, что рассмотренная задача Сен-Венана отно-
сится только к цилиндру с нагрузкой на торцах. Её обобщение на слабо
искривлённые стержни содержится в [33].

5.5 Асимптотическое расщепление трёхмерной
задачи

В современном изложении механики стержней это главный вопрос — и уже
в значительной мере решённый. Результаты расщепления оказываются в
согласии и с прямым подходом, и с задачей Сен-Венана.

Стержень как тонкое длинное трёхмерное тело определяется осью —
линией с уравнением r(s) и фигурой нормального сечения в каждой точке
оси (рис. 18). Вводится ортогональная тройка ортов eα, e3 = t = r′(s);
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r

te
1

e
2

Рис. 18

сечения и расположение eα в них считают-
ся независящими от дуговой координаты s.
Вектор кривизны-кручения Ω соответствует
(5.2.7).

Малый параметр λ → 0 появляется в
представлении радиус-вектора

R(xα, s) = λ−1r(s) + x, x ≡ xαeα(s).
(5.5.1)

Определив базис и кобазис (Ri = ∂R/∂qi, Ri ·Rk = δik), придём к
выражению оператора Гамильтона

∇ = Ri ∂

∂qi
= ∇⊥ + v−1t(∂s − ΩtD),

∇⊥ ≡ eα
∂

∂xα
, D ≡ t ·x×∇⊥,

v ≡ R1 ×R2 ·R3 = λ−1 + t ·Ω× x. (5.5.2)

Тензор напряжений

T = T + σttt+ 2τtS , T⊥ = Tαβeαeβ , τ = T3αeα (5.5.3)

должен удовлетворять уравнениям баланса

∇⊥ ·T⊥ + v−1
[
τ̇ − Ωt (Dτ + τ × t) +

+t ·Ω× T⊥ − σtt×Ω
]
+f⊥ = 0,

∇⊥ · τ + v−1(σ̇t − ΩtDσt + 2t ·Ω× τ ) + ft = 0, (5.5.4)

где (. . .)̇ — оператор дифференцирования по s в подвижном базисе
(σ̇ = ∂sσ, τ̇ = ∂sτ −Ω× τ , ...).

Боковую поверхность будем считать свободной и ненагруженной. На
ней Φ(xα) = 0, N = ∇Φ/|∇Φ|,

N ·T = 0 ⇒
⇒ n ·T⊥ = v−1Ωtx× n · tτ , n · τ = v−1Ωtx× n · tσt, (5.5.5)

где n = ∇⊥Φ/|∇⊥Φ| — нормаль к контуру сечения ∂F в его плоскости.
В случае неоднородного анизотропного материала вместо уравнений

Бельтрами обращаемся непосредственно к уравнениям совместности:

inc ε = 0, ε = ε⊥ + εttt+ γtS ⇒
⇒ ∆⊥ε⊥ = ∇⊥ · ∇⊥ · ε⊥ + . . . (ε⊥ = tr ε⊥),

∆⊥γ = ∇⊥∇⊥ ·γ + . . . , ∇⊥∇⊥εt = E⊥∆⊥εt + . . . ; (5.5.6)
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5.5 Асимптотическое расщепление трёхмерной задачи

выписаны лишь главные при λ→ 0 члены.
Материал будем считать трансверсально-изотропным с материальной

симметрией относительно любой плоскости, параллельной t. Закон Гука в
этом случае содержит пять констант:

ε⊥ =
1

2µ⊥
T⊥ −

(
ν⊥
E⊥

σ⊥ +
νt
Et
σt

)
E⊥,

εt =
1
Et

(σt − νtσ⊥), γ =
1
µt
τ (E⊥ = 2µ⊥(1 + ν⊥)). (5.5.7)

Решение будем искать в виде T = λ−2(T (0) + λT (1) + . . .). Для глав-
ных членов получим

∇⊥ ·T (0)
⊥ = 0, n ·T (0)

⊥

∣∣∣
∂F

= 0, ∆⊥ε
(0)
⊥ = ∇⊥ · ∇⊥ · ε(0)

⊥ ; (5.5.8)

∇⊥∇⊥ε
(0)
t = E⊥∆⊥ε

(0)
t ; (5.5.9)

∇⊥ · τ (0) = 0, n · τ (0)
∣∣∣
∂F

= 0, ∆⊥γ
(0) = ∇⊥∇⊥ ·γ(0). (5.5.10)

Из (5.5.9) следует

∇⊥∇⊥ε
(0)
t = 0 ⇒ ε

(0)
t = A(s) +B(s) ·x — (5.5.11)

важный результат: осевая деформация линейно распределена по сечению
даже в неоднородном анизотропном материале.

Получив из (5.5.7) выражение

ε
(0)
⊥ =

1
2µ⊥

T (0)
⊥ −

(
ν⊥
E⊥

+
ν2
t

Et

)
σ

(0)
⊥ E⊥ − νt(A+B ·x)E⊥, (5.5.12)

приходим в (5.5.8) к плоской задаче для T (0)
⊥ с подчёркнутой начальной

деформацией. Её решение

T (0)
⊥ = AT

0
+BαT α (5.5.13)

отлично от нуля лишь при непостоянстве νt.
Обращаясь далее к (5.5.10), положим ∇⊥ × γ(0) = 2Ct. Пока

C = C(xα, s), но

∇⊥ ×
(
∇⊥ × γ(0)

)
= 2∇⊥C × t =

= ∇⊥∇⊥ ·γ(0) −∆⊥γ
(0) = 0 ⇒ C = C(s). (5.5.14)
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Из (5.5.10) имеем также

τ (0) = C∇⊥g × t, ∇⊥ ·
(
µ−1
t ∇⊥g

)
= −2, g

∣∣∣
∂F

= 0. (5.5.15)

Осталось найти A, B и C — тогда T (0) будет определено. Достаточно
рассмотреть силы, моменты и их баланс:

σ
(0)
t = Et(A+B ·x) + νtσ

(0)
⊥ = Aσ0 +B ·σ,

Qt =
∫
σt dF = λ−2

(
A

∫
σ0 dF +B ·

∫
σ dF

)
+ . . . ,

M⊥ =
∫
xσt dF × t =

= λ−2

(
A

∫
σ0x dF +B ·

∫
σx dF

)
× t+ . . . ,

Mt =
∫
x× τ dF · t = λ−22C

∫
g dF + . . . ,

Q′ = −q = −
∫
fv dF ,

M ′ + λ−1t×Q = −m = −
∫
x× fv dF . (5.5.16)

Но можно действовать и более формально — со следующими членами раз-
ложений и условиями разрешимости задач для них. Результат будет тем
же. Из (5.5.16) на первом шаге

Q(0)′ = 0, t×Q(0) = 0 ⇒ Q(0) = 0, (5.5.17)

поскольку стержень непрямой. Можем исключить A:

Q
(0)
t = 0 ⇒ A = −B ·

∫
σ dF

/∫
σ0 dF , (5.5.18)

теперь B пропорционален изгибающему моменту M (0)
⊥ . Следующий шаг

в (5.5.16) даёт

Q(1)′ +
∫
f dF = 0, M (0)′ + t×Q(1) = 0. (5.5.19)

Обратим внимание на вид «q» и исчезновение «m».
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5.6 Изгиб пластин

Перемещения определяются из уравнений

∇⊥u
S
⊥ = ε⊥, v−1 (u̇t − ΩtDut + t ·Ω× u⊥) = εt,

∇⊥ut + v−1 (u̇⊥ − ΩtDu⊥ + Ωtt× u+ Ω× tut) = γ. (5.5.20)

Полагая u = λ−4u(0) + . . . , на первом шаге найдём

u(0) = u(0)(s), u(0)′ · t = 0. (5.5.21)

Результаты второго шага

u(1) = U (1)(s) + θ(1)(s)× x,
(
u(0)′

)
⊥

= θ(1) × t,

U (1)′ · t = A, t× θ(1)′ = B. (5.5.22)

Третий шаг позволит найти

C = θ(1)′ · t. (5.5.23)

Получили соотношения упругости с конкретным выражением жестко-
стей:

M (0) = a · θ(1)′, a = attt+ a⊥, at = 2
∫
g dF ,

a⊥ = −t×
∫
x

(
σ − σ0

∫
σ dF∫
σ0 dF

)
dF × t. (5.5.24)

Теория Кирхгофа — не единственный результат расщепления; найдена так-
же структура решения по толщине.

5.6 Изгиб пластин

Пластина как тонкое трёхмерное тело ограничена плоскостями z = ±h/2 и
цилиндрической поверхностью с образующей, параллельной оси z. В слу-
чае однородного изотропного материала общая задача делится на две — о
плоском напряжённом состоянии и об изгибе — в зависимости от чётности
функций по z. В задаче изгиба чётны uz , fz , τzα и нечётны uα, fα, σz ,
ταβ . Деление сохранится и в случае материальной симметрии относитель-
но плоскостей z = const и чётности упругих модулей по z.
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Двумерные модели пластин можно строить вариационным методом, ап-
проксимируя зависимости от z; например:

u(xα, z) = w(xα)k + θ(xα)× kz (5.6.1)

с независимым прогибом w и поворотом θ. Однако безусловного предпо-
чтения достоин асимптотический анализ при h→ 0. В ряде работ показа-
но, что результатом расщепления является классическая теория Кирхгофа
[32].

Для изложения хорош прямой подход к пластине как материальной
плоскости. В модели типа Тимошенко прогиб и поворот независимы, урав-
нение виртуальной работы имеет вид∫

(qδw +m · δθ − δΠ) dO +
∮ (

Q
◦
δw +m◦ · δθ

)
dl = 0, (5.6.2)

где q и m — силы и моменты на единицу площади, Q
◦

и m◦ — на единицу
длины контура. На жёстких смещениях

δw = δθ × x ·k + const, δθ = const ⇔ δγ = 0, δκ = 0,
γ ≡ ∇w + θ × k, κ ≡ ∇θ, (5.6.3)

работа внутренних сил (−δΠ) равна нулю. Вводя множители Лагранжа —
вектор Q = Qαeα и тензор M = Mαβeαeβ , получим∫ (

qδw +m · δθ −Q · δγ −M ··δκT
)
dO +

+
∮ (

Q
◦
δw +m◦ · δθ

)
dl = 0 ⇒

⇒
∫ [

(∇·Q+ q) δw +
(
∇·M +Q× k +m

)
· δθ
]
dO +

+
∮ [(

Q
◦
− n ·Q

)
δw +

(
m
◦ − n ·M

)
· δθ
]
dl = 0. (5.6.4)

Деформация определяется вектором сдвига γ и тензором кривизны κ. Си-
ловые факторы — вектор перерезывающих сил Q и тензор моментов M
должны удовлетворять уравнениям и граничным условиям — выражения в
круглых скобках в (5.6.4) равны нулю.

В упругой пластине энергия является функцией деформаций

Π = Π(κ,γ), M =
∂Π
∂κ

, Q =
∂Π
∂γ

— (5.6.5)
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закон состояния. В линейной модели изотропной пластины простейшим
является вариант

Π =
1
2
(
a1κ

2 + a2κ
S ··κS + a3κ

2
× + bγ2

)
,

MS = a1κE + a2κ
S , M× = 2a3κ×, Q = bγ. (5.6.6)

Однако для тонких пластин достаточно более простой классической мо-
дели Кирхгофа без поперечного сдвига:

γ = 0 ⇒ θ = ∇w × k. (5.6.7)

Она возникает в предельном переходе b→∞, но стоит рассмотреть её как
самостоятельную. Деформация теперь определяется одним симметричным
тензором ∇∇w, а уравнение виртуальной работы таково∫ (

qδw +m′ · ∇δw − µ··∇∇δw
)
dO +

+
∮ (

Q
◦
δw +m◦ ′ · ∇δw

)
dl = 0, (5.6.8)

где введены «повёрнутые» моменты m′ = k ×m. Симметричный тензор
µ можно считать множителем Лагранжа или же — в упругой пластине —

µ =
∂Π

∂∇∇w
. (5.6.9)

Используя преобразования

µ··∇∇w = ∇·
(
µ · ∇w

)
+Q · ∇w, Q ≡ −∇·µ,

Q · ∇w = ∇· (Qw)−∇·Qw, (5.6.10)

перепишем (5.6.8) в виде∫ (
∇·Q+ q −∇·m′) δw dO +

+
∮ [(

Q
◦
− n ·Q

)
δw +

(
m
◦ ′ − n ·µ

)
· ∇δw

]
dl = 0. (5.6.11)

Подчёркнутое выражение равно нулю. С контурным интегралом связаны
граничные условия.
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Представляя энергию квадратичной формой, будем иметь (в случае изо-
тропии)

Π =
1
2
[
D1(∆w)2 +D2∇∇w··∇∇w

]
,

µ = D1∆wE +D2∇∇w, Q = −D∇∆w,
D ≡ D1 +D2, D∆∆w = q −∇·m′ — (5.6.12)

знаменитое уравнение Жермен — Лагранжа.
Коэффициенты жёсткости D1,2 определяются упругими свойствами и

структурой. Для однородного изотропного материала

D =
Eh3

12(1− ν2)
, D1 = νD, D2 = (1− ν)D. (5.6.13)

Это следует из асимптотического анализа трёхмерной задачи [32], а также
из соотношений

ε⊥ ≈ −z∇∇w ≈
1
2µ

(
τ − ν

1 + ν
σE

)
,

Π =
1
2

∫
τ ··ε dz =

1
2
µ··∇∇w,

µ = −
∫
τz dz = D

[
(1− ν)∇∇w + ν∆wE

]
. (5.6.14)

Граничные условия заслуживают особого внимания, поскольку были
предметом дискуссий. Напомним: при вариационной постановке каждое
соотношение связано с некой независимой вариацией. На контуре

∇ = n∂n + l∂l,
∮

Φ∂lw dl = −
∮
∂lΦw dl,

поэтому контурный интеграл в (5.6.11) равен∮ [(
Q
◦
− n ·Q− ∂lΦl

)
δw + Φn∂nδw

]
dl = 0, Φ ≡m◦ ′ − n ·µ. (5.6.15)

Подынтегральное выражение равно нулю — такова общая постановка усло-
вий. В заделке w = 0 и δw = 0; на свободном крае

µnn = m
◦ ′
n = −m◦ l, Qn = Q

◦
+ ∂l

(
µnl −m

◦
n

)
. (5.6.16)
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Заданный на контуре крутящий момент m◦ n трансформировался в добавку
к перерезывающей силе. Более удивительно другое — появление «сосре-
доточенных сил» в точках разрыва Φl(l); таковы угловые точки, где n и l
разрывны.

Рассмотрим пример: осесимметричный изгиб круглой пластины. Име-
ем w = w(r), ∇ = er∂r + r−1eϕ∂ϕ, Q = Q(r)er,

Q = −D
(
w′′ + 1

rw
′)′ , µ = µrerer + µϕeϕeϕ,

µr = D
(
w′′ + ν

rw
′) , µϕ = D

(
1
rw

′ + νw′′
)(

∂2
r +

1
r
∂r

)2

w =
q(r)
D

⇒

⇒ w =
1
D

∫
dr

r

∫
r dr

∫
dr

r

∫
qr dr . (5.6.17)

В случае q = const

w =
q

64D
r4 +B1 +B2 ln r +B3r

2 +B4r
2 ln r, (5.6.18)

а для сплошной пластины с заделкой при r = a

w =
q
(
r2 − a2

)2
64D

. (5.6.19)

5.7 Линейная теория оболочек

Геометрия оболочек определяется срединной поверхностью (r = r(qα)) и
толщиной h. Радиус-вектор в теле оболочки

R(qα, n) = r(qα) + nn(qα), |n| 6 h/2, (5.7.1)

орт нормали задан формулой (1.2.3, гл. 1). На срединной поверхности имеем
базис, кобазис и оператор Гамильтона:

rα =
∂r

∂qα
≡ ∂αr, rα · rβ = δαβ , ∇ = rα∂α. (5.7.2)

Первый метрический тензор

a = ∇r = rαrα = aαβr
αrβ = aαβrαrβ ;

aαβ = rα · rβ , aαβ = rα · rβ . (5.7.3)
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Он играет роль единичного тензора в касательной плоскости:

v = vαrα = a · v, a = E − nn. (5.7.4)

Компоненты aαβ определяют длины, углы и площади:

dr · dŕ = aαβ dq
α dq́β , |r1 × r2|2 = a11a22 − a2

12 ≡ a,

dO =
√
a dq1 dq2. (5.7.5)

Информация об этом содержится и в aαβ , поскольку aαβaβγ = δαγ , но
отсутствует в смешанных компонентах δβα — и самом a (!). Отметим, что a
не является инвариантом.

Второй метрический тензор

b = −∇n = −rα∂αn (5.7.6)

обусловлен кривизной. Его инвариантами являются средняя и гауссова
криви́зны:

2H = tr b = bαα, K = det bβα. (5.7.7)

Не только техническую роль играют «деривационные» формулы

∂αrβ ≡ rαβ = Γλαβrλ + bαβn, ∂αn = −bβαrβ ,
Γλαβ ≡ rαβ · rλ = Γαβσaσλ,

Γαβσ ≡ rαβ · rσ =
1
2

(∂αaβσ + ∂βaασ − ∂σaαβ) . (5.7.8)

Из них следует, что компоненты aαβ и bαβ как функции qα определяют
форму поверхности — через коэффициенты дифференциальных уравнений.

Эти функции не могут быть произвольными. Равенство ∂γrαβ = ∂αrγβ
ведёт к уравнениям совместности (Гаусса — Петерсона — Кодацци), позво-
ляющим выразить гауссову кривизну K через aαβ . Отсюда важный вывод:
K не меняется при изгибаниях — деформациях с неизменными длинами
и углами. Плоскость можно изогнуть в цилиндрическую или коническую
поверхность (K = 0), но нельзя — в сферическую.

Обзор сведений из геометрии поверхностей закончим теоремой о ди-
вергенции ∮

∂O

ν ·u dl =
∫
O

(∇·u+ 2Hn ·u) dO, (5.7.9)
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где ν — орт нормали к контуру в касательной плоскости, а u может быть
тензором любого ранга. Доказательство можно построить на обычной тео-
реме о циркуляции с представлением (5.7.1) [32].

При прямом подходе к оболочкам как материальным поверхностям важ-
нейшим является вопрос о степенях свободы частиц. В классической мо-
дели Кирхгофа — Арона — Лява это материальные нормали с пятью сте-
пенями свободы. Вектор поворота θ лежит в касательной плоскости, как и
все моменты. Малое изменение нормали и работа момента таковы

ṅ = θ × n ≡ ϕ, m · θ = m′ ·ϕ, m′ = m× n. (5.7.10)

В основе построений лежит уравнение виртуальной работы∫
(q · δu+m′ · δϕ− δΠ) dO +

∮ (
P · δu+M ′ · δϕ

)
dl = 0. (5.7.11)

При смещении без деформации неизменны aαβ и bαβ :

δε = 0, δκ = 0, ε =
1
2
ȧαβr

αrβ , κ ≡ ḃαβr
αrβ . (5.7.12)

При этом работа внутренних сил (−δΠ) равна нулю. Вводим множители
Лагранжа — симметричные тензоры τ и µ в касательной плоскости с фор-
мальным равенством

δΠ = τ ··δε+ µ··δκ. (5.7.13)

Для упругой оболочки существует потенциал Π(ε,κ) и тогда

τ =
∂Π
∂ε

, µ =
∂Π
∂κ

. (5.7.14)

Установим связи между перемещениями (u ≡ ṙ), поворотами и дефор-
мациями. Имеем

rα ·n = 0 ⇒ ∂αu ·n+ rα ·ϕ = 0 ⇒ ϕ = −∇u ·n; (5.7.15)

ȧαβ = ∂αu · rβ + rα · ∂βu ⇒ ε = (∇u)S⊥ ; (5.7.16)

bαβ = −∂αn · rβ ⇒ ḃαβ = −∂αϕ · rβ − ∂αn · ∂βu ⇒
⇒ κ = −(∇ϕ)⊥ + b · ∇uT = (∇∇u ·n)⊥ . (5.7.17)

Знак (⊥) выделяет составляющую в касательной плоскости:

v⊥ = a · v = v − vnn,

T⊥ = a ·T ·a = T − Tnnn− Tαnr
αn− Tnαnr

α. (5.7.18)

133



Тонкие тела

Тензоры деформаций ε и κ такие же, как в пластине при плоском напря-
жённом состоянии и изгибе.

Перепишем (5.7.11), вводя ещё множитель Лагранжа Q от связи (5.7.15):∫ (
q · δu+m′ · δϕ− τ ··δε− µ··δκ−Q · (δϕ+∇δu ·n)

)
dO +

+
∮ (

F · δu+M ′ · δϕ
)
dl = 0. (5.7.19)

Используя тождества

τ ··ε = ∇· (τ ·u)−∇· τ ·u,
µ··κ = ∇· (−µ ·ϕ+ µ · b ·u) +∇·µ ·ϕ−∇· (µ · b) ·u,
Q · ∇u ·n = ∇· (Qn ·u)−∇· (Qn) ·u, (5.7.20)

и теорему о дивергенции (5.7.9), преобразуем (5.7.19) к форме∫ [(
q +∇·T

)
· δu+

(
m′ − (∇·µ)⊥ −Q

)
· δϕ

]
dO + δA = 0,

T ≡ τ + µ · b+Qn,

δA =
∮ [

(P − ν ·T ) · δu+ (M ′ + ν ·µ) · δϕ
]
dl. (5.7.21)

Подчёркнутые выражения равны нулю — это уравнения баланса сил и мо-
ментов. Тензор сил T содержит и перерезывающие силы Q. С интегралом
δA связаны все граничные условия.

В компонентах имеем пять уравнений баланса. По правилам элемен-
тарной механики их было бы шесть. «Шестое уравнение» моментов по
нормали при нашем подходе оказывается тождеством (!). Однако без пред-
ставлений лагранжевой механики нельзя строить теорию оболочек.

Соотношения упругости (5.7.14) в сущности такие же, как в пластине.
Для однородного изотропного материала

Π =
1
2
(C1ε

2 + C2ε··ε+D1κ
2 +D2κ··κ),

τ = C1εa+ C2ε, µ = D1κa+D2κ,(
C1

C2

)
=
(

ν
1− ν

)
Eh

1− ν2
, (5.7.22)

а D1,2 имеют вид (5.6.13). Определение упругих констант — вне рамок пря-
мого подхода и требует асимптотического анализа трёхмерной задачи —
более сложного, чем для пластин.
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Граничные условия выводятся из (5.7.21) посредством интегрирования по
частям. На контуре

∇ = ν∂ν + l∂l, ϕ = −νn · ∂νu− ln · ∂lu,

−
∮

Φ · ln · ∂lu dl =
∮
∂l(Φln) ·u dl,[

P − ν ·T + ∂l(Φln)
]
· δu− Φνn · ∂νδu = 0,

Φ ≡M ′ + ν ·µ. (5.7.23)

В компонентах всегда четыре условия. В заделке u = 0, n · ∂νu = 0,
а на свободном крае [. . .] = 0 и Φν = 0. Формулы Коши, связывающие
нагрузки с тензорами сил и моментов, не имеют места — как при изгибе
пластин Кирхгофа.

Тензоры деформации должны удовлетворять уравнениям совместно-
сти. Логика их вывода та же, что в п. 4.4. Опираемся на теорему о цирку-
ляции ∮

( dr ·V ) =
∫
n · ∇ × V dO

(
∂nV (qα, n) ≡ 0

)
;

V = ∇u : n · ∇ × V = 0 ⇒ ∇· (n× V ) = 0. (5.7.24)

Представив градиент перемещения

∇u = ε− a×Ω, Ω ≡ ∇× u ·
(
a+

1
2
nn

)
= Ωnn+ n×ϕ, (5.7.25)

из (5.7.24) получим
∇Ω ·n = −

(
∇· (n× ε)

)
⊥ . (5.7.26)

Весь тензор ∇Ω найдём с учётом равенства

κ = (∇∇U ·n)⊥ = b · ε−∇Ω× n, (5.7.27)

после чего условие (5.7.24) однозначности Ω запишется в виде

∇·
(
κ∗ − b∗ · ε∗ + Λn

)
= 0, Λ = (∇· ε∗)⊥, ε∗ ≡ −n× ε× n. (5.7.28)

Формально это не отличается от уравнений баланса сил и моментов —
имеем «статико-геометрическую аналогию». Уравнения (5.7.28) тождествен-
но удовлетворяются выражениями κ и ε через u; аналогичные выражения
τ и µ через «вектор функций напряжений» позволят удовлетворить урав-
нениям баланса.
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Рис. 19

Обратимся к оболочкам вра-
щения. Образующий меридиан
(рис. 19) определяется зависимо-
стью цилиндрических координат
от длины дуги

x = x(s), ρ = ρ(s). (5.7.29)

Положение самого меридиана за-
даётся углом θ. Полагая q1 = θ,
q2 = s, имеем

r(qα) = x(s)i+ ρ(s)eρ(θ), eρ = j cos θ + k sin θ. (5.7.30)

Орт касательной к меридиану

t = r2 = x′(s)i+ ρ′(s)eρ, x′ = cosψ, ρ′ = sinψ, (5.7.31)

а орт касательной к параллели eθ = e′ρ(θ). Кривизна меридиана
ω = ψ′(s), а параллели — ρ−1. Орт нормали к меридиану в его плоско-
сти n = −i sinψ + eρ cosψ. Деривационные формулы:

∂θeθ = −eρ = −t sinψ − n cosψ,
∂θt = sinψeθ, ∂θn = cosψeθ,

∂seθ = 0, ∂st = ωn, ∂sn = −ωt. (5.7.32)

Построим базис, кобазис, набла-оператор и метрические тензоры:

r1 = ∂θr = ρeθ, r2 = t = r2, r1 = ρ−1eθ;
∇ = ρ−1eθ∂θ + t∂s;

a = eθeθ + tt = E − nn,
√
a = |r1 × r2| = ρ,

b = −ρ−1 cosψeθeθ + ωtt. (5.7.33)

Рассмотрим дифференцирование вектора

u = uθeθ + utt+ unn :
∇u =

[
ρ−1(∂θuθ + ut sinψ + un cosψ)eθeθ +

+(∂sut − ωun)tt+ ρ−1(∂θut − uθ sinψ)eθt+ ∂suθteθ
]
+

+(ρ−1(∂θun − uθ cosψ)eθ + (∂sun + ωut)t)n. (5.7.34)
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Квадратными скобками выделена (∇u)⊥; подчёркнуто uρ = u · eρ. Ясен
вид тензора ε. Поворот

ϕ = ϕθeθ + ϕtt,

ϕθ = ρ−1(uθ cosψ − ∂θun), ϕt = −∂sun − ωut. (5.7.35)

Чрезвычайно сложен и ненадежен вывод подобных соотношений без фор-
мального аппарата, а из чертежа с элементами до и после деформации.

Необходимы и выражения дивергенции тензоров:

T = Tθeθeθ + Tttt+ Tθteθt+ Ttθteθ,

∇·T =
[
ρ−1(∂θTθ + (Tθt + Ttθ) sinψ) + ∂sTtθ

]
eθ +

+
[
ρ−1((Tt − Tθ) sinψ + ∂θTθt) + ∂sTt

]
t+

+
(
−ρ−1Tθ cosψ + ωTt

)
n,

∇· (Qn) = ρ−1Qθ cosψeθ − ωQtt+
+
[
ρ−1(∂θQθ +Qt sinψ) + ∂sQt

]
n. (5.7.36)

Имеем достаточно соотношений для записи всей системы в компонентах.
В осесимметричной задаче компоненты не зависят от θ — уравнения

становятся обыкновенными. Равны нулю uθ, qθ, m′
θ, ϕθ, τθt, µθt, Qθ. Свод-

ка равенств такова:

εθ = ρ−1uρ, εt = u′t − ωun, ϕt = −u′n − ωut,

κθ = −ρ−1ϕt sinψ − ρ−2uρ cosψ, κt = −ϕ′t + ω(u′t − ωun),
µθ = Dκθ +D1κt (D = D1 +D2), µt = Dκt +D1κθ,

Tθ = Cεθ + C1εt − ρ−1µθ cosψ (C = C1 + C2),
Tt = Cεt + C1εθ + ωµt,

ρ−1(Tt − Tθ) sinψ + T ′t − ωQt + qt = 0,
−ρ−1Tθ cosψ + ωTt + ρ−1Qt sinψ +Q′t + qn = 0,

ρ−1(µt − µθ) sinψ + µ′t +Qt = m′
t. (5.7.37)

Первый интеграл

ρ(Tt cosψ −Qt sinψ) +
∫
ρqx ds = const (5.7.38)

выражает баланс сил для частиц оболочки между параллелями.
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Об особенностях расчёта оболочек с различной формой меридиана (ци-
линдрических, конических, сферических, торообразных) написано много
книг [71, 113, 21, 6].

В системе уравнений теории оболочек присутствует малый параметр
от отношения жесткостей (D/C = h2/12). Отбрасывая формально малые
члены, приходим к уравнениям безмоментной теории:

∇·T + q = 0, T =
∂Π
∂ε

= C1εa+ C2ε, ε = (∇u)S⊥. (5.7.39)

Безмоментное состояние оптимально для оболочечной конструкции,
поскольку напряжения равномерно распределены по толщине. Но такое
состояние возможно не при любых нагрузках внутри и на краю. По тер-
минологии метода сращивания это внешнее разложение. Внутреннее раз-
ложение — краевые эффекты — необходимы для удовлетворения всем про-
извольным граничным условиям.

Для трёх компонент Tαβ имеем три уравнения баланса сил. Можно
показать [21, 32], что эта система является эллиптической при положи-
тельной гауссовой кривизне (K > 0) и гиперболической при K < 0.
Рис. 19 соответствует K < 0. Характеристиками в этом случае оказыва-
ются «асимптотические линии»; на них

dr · b · dr = 0. (5.7.40)

Известно (п. 1.3), что для гиперболических уравнений нельзя ставить гра-
ничные условия на характеристиках. Значит, край безмоментной оболочки
не может быть асимптотической линией. На цилиндрической поверхности
это прямая образующая.

5.8 Нелинейно-упругие оболочки

В начальном (ненапряжённом) состоянии r = r(qα), в деформированном
R = R(qα) — радиус-векторы одной и той же частицы — материальной
нормали (n и N ). Различаем операторы Гамильтона и метрические тензо-
ры:

∇
◦

= rα∂α, ∇ = Rα∂α,

a = ∇
◦
r, A = ∇R, b = −∇

◦
n, B = −∇N . (5.8.1)
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Для элементов площади имеем

dO
◦

=
√
a dq1 dq2,

√
a = |r1 × r2|,

dO = J dO
◦
, J =

√
A/a,

√
A = |R1 ×R2|. (5.8.2)

Как и в случае трёхмерной среды, важнейшую роль играет градиент
деформации

F = ∇
◦
RT = Rαr

α. (5.8.3)

Обратный к F тензор не существует. Но можно ввести

G ≡ ∇rT = rαR
α; F ·G = A, G ·F = a,

∇ = GT · ∇
◦
, ∇

◦
= F T · ∇. (5.8.4)

Обобщая (5.7.12), определим тензоры деформации

C =
1
2
(F T ·F − a) = Cαβr

αrβ , Cαβ =
1
2
(Aαβ − aαβ);

K = F T ·B ·F − b = Kαβr
αrβ , Kαβ = Bαβ − bαβ . (5.8.5)

Вариация нормали и работа момента таковы:

δN = δθ ×N , m · δθ = m′ · δN , m′ = m×N ;
N ·Rα = 0 ⇒ δN ·Rα = −N · δRα ⇒ δN = ∇δR ·N . (5.8.6)

Очевидна формулировка принципа виртуальной работы∫
(q · δR+m′ · δN − δΠ) J−1 dO +

+
∮ (

P · δR+M ′ · δN
)
dl = 0 (5.8.7)

с нагрузками q, m′ и плотностью энергии Π (на единицу площади в на-
чальном состоянии) и контурными нагрузками P , M ′. Поскольку энергия
— функция деформаций Π(C,K), то

J−1δΠ = ταβδCαβ + µαβδKαβ ;

ταβ = J−1 ∂Π
∂Cαβ

, µαβ = J−1 ∂Π
∂Kαβ

. (5.8.8)
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Иной путь — принять в (5.8.7) δΠ = 0 и ввести множители Лагранжа.
Подставляя (5.8.8) в (5.8.7), положим

τ = ταβRαRβ = J−1F · ∂Π
∂C

·F T ,

µ = µαβRαRβ = J−1F · ∂Π
∂K

·F T — (5.8.9)

соотношения упругости — и введём множитель Лагранжа Q = QαRα для
связи (5.8.6). Используя тождества

ταβδCαβ = τ ··(∇δR)S⊥ = τ ··∇δRT = ∇· (τ · δR)−∇· τ · δR,
µαβδKαβ = ∇· (µ ·B · δR− µ · δN) +∇·µ · δN −∇· (µ ·B) · δR,
Q · ∇δR ·N = ∇· (QN · δR)−∇· (QN) · δR (5.8.10)

и теорему о дивергенции, преобразуем (5.8.7) к виду∫ [(
J−1q +∇·T

)
· δR+

(
J−1m′ − (∇·µ)⊥ −Q

)
· δN

]
dO +

+
∮ [(

P − ν ·T
)
· δR+

(
M ′ + ν ·µ

)
· δN

]
dl = 0,

T ≡ τ + µ ·B +QN . (5.8.11)

По форме почти всё как в линейной теории. После интегрирования по
частям на контуре получим четыре условия в компонентах.

Подобно построениям п. 3.10 можно связать элементы границ и ввести
тензоры Пиола. В начальном состоянии линейный элемент имеет длину

dl
◦

и нормали ν◦ , n, а в деформированном dl, ν, N . Согласно (5.8.2)

Rα ×Rβ ·N = Jrα × rβ ·n ⇒
⇒ dR×N = ν dl = J(ν dl)◦ ·G — (5.8.12)

аналог формулы Нансона (3.10.1, гл. 3).
Тензоры Пиола возникают из равенств

ν · τ dl = ν
◦ · τ◦ dl

◦
⇒

⇒ τ
◦ = JG · τ =

∂Π
∂C

·F T ; µ
◦ = JG ·µ. (5.8.13)

140



5.8 Нелинейно-упругие оболочки

С такими тензорами легко перейти к начальному состоянию в уравнении
баланса сил:∮

ν ·T dl +
∫
J−1q dO = 0 ⇒ ∇

◦
·T
◦

+ q = 0,

T
◦

= JG ·T = τ
◦ + µ◦ ·B +Q

◦
N , Q

◦
= JG ·Q = Q

◦
αrα. (5.8.14)

Чтобы сделать подобное для уравнения баланса моментов, запишем его в
интегральной форме с тензором µ′ = µ×N :∫

ν · (µ′ − T ×R) dl +
∫
J−1(N ×m′ +R× q) dO = 0 ⇒

∇·µ′ + T× + J−1N ×m′ = 0 ⇒ (∇·µ)⊥ +Q = J−1m′; (5.8.15)∫
ν · (µ′

◦
− T

◦
×R) dl

◦
+
∫

(N ×m′ +R× q) dO
◦

= 0 ⇒

∇
◦
·µ′
◦

+ JT× +N ×m′ = 0 ⇒ (∇
◦
·µ◦ )⊥ + F ·Q

◦
= m′. (5.8.16)

Отметим, что знак (⊥) относится к деформированному состоянию
(N⊥ = 0).

Наложение малой деформации на конечную удобнее рассматривать с

тензорами Пиола, поскольку операции δ и ∇
◦

переставимы, а δ и ∇ — нет.
Пример: осесимметричная деформация круглой пластины. Используем

полярные координаты q1 = r, q2 = θ; орты касательных к координатным
линиям er и eθ, причём e′r(θ) = eθ, e′θ(θ) = −er, er×eθ = k. В начальной
конфигурации

r(qα) = rer(θ), r1 = er = r1, r2 = reθ, r2 =
1
r
eθ,

∇
◦

= er∂r +
1
r
eθ∂θ, a = erer + eθeθ, n = k, b = 0. (5.8.17)

В деформированном состоянии

R(qα) = R(r)er(θ) + w(r)k, R1 = R′er + w′k,

R2 = Reθ, A11 = R′
2 + w′

2 ≡ s2,

A12 = 0, A22 = R2, N =
1
s
(R′k − w′er),

B11 = R11 ·N =
1
s
(−R′′w′ + w′′R′), B12 = 0,

B22 =
Rw′

s
, R1 =

1
sR
R2 ×N =

1
s2
R1,
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Тонкие тела

R2 =
1
R
eθ, B = B11R

1R1 +B22R
2R2. (5.8.18)

Градиент и тензоры деформации:

F = (R′er + w′k)er +
R

r
eθeθ,

C =
1
2

[
(A11 − 1) erer +

(
A22

r2
− 1
)
eθeθ

]
,

K = B11erer +
B22

r2
eθeθ. (5.8.19)

Тензоры Пиола

τ
◦ = τ

◦
rerer + τ

◦
rzerk + τ

◦
θeθeθ,

τ
◦
r =

∂Π
∂Cr

R′, τ
◦
rz =

∂Π
∂Cr

w′, τ
◦
θ =

∂Π
∂Cθ

R

r
;

T
◦

= T
◦
rerer + . . . , T

◦
r = τ

◦
r +

B11

s4
R′(µ◦rR′ + µ

◦
rzw

′)−Q(r)
w′

s
,

T
◦
rz = τ

◦
rz +

B11

s4
w′(µ◦rR′ + µ

◦
rzw

′) +Q
R′

s
,

T
◦
θ = τ

◦
θ + µ

◦
θ
B22

R2

(
Q
◦

= Q(r)er
)
. (5.8.20)

Из уравнения баланса сил (5.8.14) получим

T
◦ ′
r +

1
r

(
T
◦
r − T

◦
θ

)
+ qr = 0, T

◦ ′
rz +

1
r
T
◦
rz + qz = 0, (5.8.21)

а (5.8.16) преобразуем к виду(
m′ −∇

◦
·µ◦
)
·R1 = s2Q. (5.8.22)

Осталось задать энергию Π(C,K); это проблема, поскольку квадра-
тичная аппроксимация годится только при малых деформациях.

5.9 Тонкостенные стержни

Сечения таких стержней — узкие криволинейные полоски (рис. 20). Име-
ем нечто промежуточное между обычными стержнями и оболочками. Для
тонкостенных стержней важны не только силы и моменты, но и «бимо-
менты».
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s

r

x
1

x
2

z

Рис. 20

Уравнения можно вывести вариационным ме-
тодом с аппроксимацией

u(x, z) = U(z) + θ(z)× x+ α(z)W (x)k. (5.9.1)

В теории без сдвига U ′
⊥ = θ⊥ × k. В задаче Сен-

Венана α = θ′z , а функция депланации W нахо-
дится из условий (4.8.16, гл. 4). Примем

u = U(z) + θzk× x+
(
−U ′

⊥ ·x+ θ′zW
)
k (5.9.2)

и рассмотрим постановку

z1∫
0

dz

∫
F

(f · δu− δΠ3) dF +
∫
F

p · δu(x, z1) dF = 0,

u(x, 0) = 0, Π3 = µ

(
ε··ε+

ν

1− 2ν
ε2
)

(5.9.3)

(конец z = 0 закреплен, а z = z1 — свободен и нагружен силами p).
Перемещениям (5.9.2) соответствует деформация

ε = εzkk + θ′z(∇Φ× kk)S , εz ≡ U ′z −U
′′
⊥ ·x+ θ′′zW — (5.9.4)

с функцией напряжений Φ из п. 4.8:

∇W = (∇Φ + x)× k. (5.9.5)

Найдём «одномерную» энергию:

2
∫

Π3 dF =
∫ (

Êε2z + µθ′z
2|∇Φ|2

)
dF =

= Ê
(
FU ′z

2 +U ′′
⊥ ·J ·U

′′
⊥ + Iθ′′z

2 − 2θ′′zU
′′
⊥ ·J ·η

)
+ µCθ′z

2 =

= 2Π1

(
U ′z,U

′′
⊥, θ

′
z, θ

′′
z

)
,

Ê = E
1− ν

(1 + ν)(1− 2ν)
, I ≡

∫
W 2 dF , (5.9.6)

а прочие интегралы — как в п. 5.4.

143



Тонкие тела

Работы нагрузок в объёме и на торце:∫
f · δu dF = q · δU +m · (k × δU ′

⊥ + kδθz) + bδθ′z,

q =
∫
f dF , m =

∫
x× f dF , b =

∫
fzW dF ; (5.9.7)∫

p · δu dF = Q1 · δU +M1 ·
(
k × δU ′

⊥ + kδθz
)

+B1δθ
′
z. (5.9.8)

Подставив (5.9.6) – (5.9.8) в (5.9.3), придём к одномерной задаче со следую-
щими уравнениями Эйлера и естественными условиями

Q′z + qz = 0, Qz =
∂Π1

∂U ′z
= ÊFU ′z; z = z1 : Qz = Q1z;

Q′
⊥ + q⊥ = 0, M ′

⊥ + k ×Q⊥ +m⊥ = 0,

M⊥ = k × ∂Π1

∂U ′′⊥
= Êk × J ·

(
U ′′
⊥ − ηθ′′z

)
;

z = z1 : Q⊥ = Q1⊥, M⊥ = M1⊥;

M ′
z +mz = 0, Mz =

∂Π1

∂θ′z
−B′ − b,

∂Π1

∂θ′z
= µCθ′z,

B =
∂Π1

∂θ′′z
= Ê

(
Iθ′′z −U

′′
⊥ ·J ·η

)
;

z = z1 : Mz = M1z, B = B1. (5.9.9)

Здесь обычные уравнения растяжения-сжатия. Изгиб связан с кручени-
ем из-за вектора η. Все качественные особенности тонкостенного стержня
— в задаче кручения с уравнением четвертого (а не второго) порядка и
двумя силовыми факторами — моментом и бимоментом (B).

Сложный асимптотический анализ трёхмерной задачи подтверждает
вышеизложенное (но вместо Ê будет E) [32]. В качестве W выступает
секториальная площадь ω(s) (это характерно и для технических расчётов):

ω(s) =

s∫
s0

( dr × r ·k) — (5.9.10)

удвоенная площадь, «заметаемая» вектором r при возрастании дуговой ко-
ординаты s. Такое выражение W последует из (5.9.5), если пренебречь сла-
гаемым ∇Φ. Решая задачу кручения асимптотическим методом, можно это
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5.9 Тонкостенные стержни

обосновать. Начало отсчёта s0 находится из условия∫
W dF = 0 ⇒

∫
ω ds = 0 — (5.9.11)

всегда выполнимого, поскольку W определена с точностью до аддитивной
постоянной.
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Глава 6

Динамика упругих тел

6.1 Колебания упругих тел

Общие законы теории колебаний (п. 2.8) справедливы и для систем с рас-
пределёнными параметрами. Рассмотрим задачу динамики линейно упру-
гого тела, содержащую уравнения (4.1.1, гл. 4), начальные условия и соот-
ношения на границе

u|O1
= u0(r, t), n · τ

∣∣
O2

= p(r, t). (6.1.1)

Применяя преобразование Лапласа (1.4.14, гл. 1), можно получить задачу
статики для изображений, но такой подход не всегда эффективен.

При свободных колебаниях анализ начинают с решения u(r, t) =
U(r) sinωt. Это главные, или нормальные колебания, U — форма или мо-
да, ω — собственная частота. Имеем задачу на собственные значения:

∇·T + ω2ρU = 0, T = 4C ··∇U , U |O1
= 0, n ·T

∣∣
O2

= 0; (6.1.2)

нетривиальные решения Uk(r) существуют лишь для собственных частот
ωk (k = 1, 2, . . .). Заметим, что если тело «плохо закреплено» и может
перемещаться как твёрдое, спектр содержит ω = 0 соответствующей крат-
ности (свободное тело имеет 6 нулевых частот в пространственной задаче
и 3 — в плоской).

С помощью теорем статики линейно упругого тела (п. 4.2) можно до-
казать, что ω2 вещественны и неотрицательны, а формы ортогональны в
следующем смысле:

ωi 6= ωk :
∫
ρU i ·Uk dV = 0 —

146



6.1 Колебания упругих тел

ведь согласно теоремам Клапейрона и взаимности работ

ω2

∫
ρ |U |2 dV = 2

∫
Π dV,

(
ω2
i − ω2

k

) ∫
ρU i ·Uk dV = 0. (6.1.3)

Нормируя формы, получим∫
ρU i ·Uk dV = δik. (6.1.4)

Вместо разложений (2.8.5, гл. 2) в конечномерном пространстве теперь
имеем бесконечные ряды

u(r) =
∞∑
k=1

αkUk(r), αk =
∫
ρu ·Uk dV — (6.1.5)

главные координаты. Для равномерной сходимости необходимо u|O1
= 0.

Произвольное свободное движение является суперпозицией главных коле-
баний — как в (2.8.6, гл. 2).

Вынужденные колебания при закреплении на O1 могут быть представ-
лены разложением (6.1.5) с коэффициентами αk(t). Обыкновенные уравне-
ния для αk следуют из теоремы взаимности:∫

(f − ρü) ·Uk dV +
∫
O2

p ·Uk dO =
∫
ω2
kρUk ·u dV ⇒

⇒ α̈k + ω2
kαk = βk(t) ≡

∫
f ·Uk dV +

∫
O2

p ·Uk dO. (6.1.6)

В случае «кинематического» возбуждения на O1 полагаем
u = u

◦ (r, t) + ũ, где заданное нами u◦ удовлетворяет условию на O1 — то-
гда для ũ имеем всё вышеизложенное.

Заметим, что форма Uk в разложении (6.1.5) не возбуждается, если обоб-
щённая сила βk = 0 — при этом не будет и резонанса. Так можно объяснить
эффект динамического гашения колебаний — рассматривая перемещения
на границе части конструкции как заданные (кинематические) воздействия
на неё.

Классические построения внешне безупречны, однако при их реали-
зации возникают осложнения. Неизбежное демпфирование связывает фор-
мы, система перестает быть набором невзаимодействующих осцилляторов.
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Это сильно проявляется при высокой плотности собственных частот, ко-
гда соседние резонансные пики на амплитудно-частотной характеристике
сливаются. При этом возрастает роль погрешностей: дли́ны, углы, массы,
жёсткости и др. в действительности являются случайными величинами, и
многие собственные частоты теряют определённость.

Вариационный подход позволяет обойтись без определения ωk и Uk.
Имеем вариационное уравнение∫

[(f − ρü) · δu− δΠ] dV +
∫
O2

p · δu dO = 0, u|O1
= u0. (6.1.7)

приближённое решение:

u = u
◦ +

∑
ak(t)ϕk(r), δu =

∑
ϕkδak,∫ [

(f − ρü) ·ϕk − τ ··∇ϕk
]
dV +

∫
O2

p ·ϕk dO = 0 — (6.1.8)

система обыкновенных дифференциальных уравнений для ak(t). В методе
конечных элементов используются финитные координатные функции ϕk,
и матрицы коэффициентов разрежены.

6.2 Волны в упругой среде

Рассмотрим свободное движение однородной изотропной среды. Уравне-
ние в перемещениях

(λ+ µ)∇∇·u+ µ∆u = ρü (6.2.1)

не является волновым. Однако оно имеет решение в виде продольных волн:

u(x, y, z, t) = u(x, t)i, c21u
′′ = ü, c21 = (λ+ 2µ)/ρ. (6.2.2)

Существуют и поперечные волны — с иной скоростью c2:

u = u(x, t)j, c22u
′′ = ü, c22 = µ/ρ. (6.2.3)

Однако, это весьма частные случаи.
Более общие положения: волновыми процессами являются объёмное

расширение (θ = ∇·u) — со скоростью c1 и поворот (ω = ∇× u/2) — со
скоростью c2. Это следует из (6.2.1) при операциях (∇·) и (∇×).
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6.2 Волны в упругой среде

Но самое глубокое утверждение таково: любое решение (6.2.1) предста-
вимо в виде

u = ∇ϕ+∇×ψ, ∇·ψ = 0, c21∆ϕ = ϕ̈, c22∆ψ = ψ̈. (6.2.4)

Доказательство можно найти в [88]. Скалярный потенциал ϕ связан с
объёмным расширением, а векторный потенциал ψ — с вращением:

∇·u = ∆ϕ = θ, ∇× u = −∆ψ = 2ω. (6.2.5)

Общий случай есть суперпозиция волн расширения и вращения.
Этих представлений недостаточно при наличии границ. Однородные

граничные условия (u = 0, или n · τ = 0, или иные) не удовлетворяются в
бегущих от некоего источника волнах. На границе возникают новые волны
— отражённые. Суперпозиция падающих и отраженных волн может дать
сложную интерференционную картину.

Вдоль границы распространяются поверхностные волны. Рассмотрим
плоскую динамическую деформацию полупространства y > 0. Потенци-
алы таковы: ϕ = ϕ(x, y, t), ψ = ψ(x, y, t)ez . Для гармонических волн с
частотой ω и волновым числом k имеем(

ϕ
ψ

)
=
(

Φ(y)
Ψ(y)

)
ei(kx−ωt), Φ′′ = ν2

1Φ, Ψ′′ = ν2
2Ψ, ν2

α = k2 − ω2

c2α
.

(6.2.6)
Отношение ω/k = c называется фазовой скоростью. Предполагаем
c < c2(< c1) — тогда ν2

α > 0, и функции Φ и Ψ затухают при y →∞:

Φ = Φ0e
−ν1y, Ψ = Ψ0e

−ν2y. (6.2.7)

Константы Φ0 и Ψ0 пока произвольны.
Граница y = 0 свободна от напряжений:

σy = 0 ⇒
(
c21 − 2c22

)
∆ϕ+ 2c22 ∂y (∂yϕ− ∂xψ) = 0,

τxy = 0 ⇒ 2∂x∂yϕ+
(
∂2
y − ∂2

x

)
ψ = 0. (6.2.8)

Отсюда следует линейная алгебраическая однородная система для Φ0 и
Ψ0; приравняв нулю её определитель, получим

(2− η)2 = 4
√

(1− η)(1− θη), η ≡ c2/c22, θ ≡ c22/c
2
1. (6.2.9)

Это уравнение определяет скорость поверхностных волн Рэлея. При из-
менении коэффициента Пуассона от 0 до 0.5 отношение c/c2 находится в
промежутке (0.874; 0.955) [86].
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Динамика упругих тел

Независимость фазовой скорости от длины волны означает отсутствие
дисперсии. В данном случае это следует и из соображений размерности:
безразмерная величина η не может зависеть от размерного k.

Поверхностные волны являются причиной разрушений при землетря-
сениях вдали от эпицентра, поскольку затухают медленнее «объёмных»
волн расширения и вращения.

6.3 Динамика стержней

Инерционными характеристиками стержня служат плотность ρ(s), вектор
эксцентриситета ε(s, t) и тензор инерции I(s, t). Выражение (2.2.8, гл. 2)
определяет кинетическую энергию стержня на единицу «длины» s. В ли-
нейной модели Коссера уравнения динамики таковы

Q′ + q = ρ(ü+ θ̈ × ε), M ′ + r′ ×Q+m = I · θ̈ + ρε× ü. (6.3.1)

При этом ε и I соответствуют начальному состоянию — как и тензоры в
соотношениях упругости.

Для криволинейных стержней обычно достаточно предельно упрощён-
ной классической модели:

Q′ + q = ρü, M ′ = Q× r′, M = a · θ′, u′ = θ × r′. (6.3.2)

Но для прямого стержня при растяжении-сжатии и кручении это не годит-
ся.

Представления о главных колебаниях, собственных частотах, ортого-
нальных формах и главных координатах справедливы и в линейной дина-
мике стержней. При главных колебаниях для амплитуд имеем

Q′ +ω2ρ(U +Θ× ε) = 0, M ′ + r′×Q+ω2(I ·Θ+ ρε×U) = 0 — (6.3.3)

выглядит как в статике. По теореме взаимности

ω2
i

∫ [
ρ(U i + Θi × ε) ·Uk + (I ·Θi + ρε×U i) ·Θk

]
ds ≡ Aik = Aki,

(6.3.4)
так что условие ортогональности с нормировкой таково∫ [

ρ (U i ·Uk + ε · (U i ×Θk +Uk ×Θi)) + Θi · I ·Θk

]
ds = δik. (6.3.5)
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Разложение по формам(
u
θ

)
=
∑
k

αk

(
Uk

Θk

)
,

αk =
∫ [

ρu · (Uk + Θk × ε) + θ · (ρε×Uk + I ·Θk)
]
ds (6.3.6)

позволяет легко рассчитать вынужденные колебания. Из теоремы взаимно-
сти при закреплённых или свободных ненагруженных концах следует

α̈k + ω2
kαk =

∫
(q ·Uk +m ·Θk) ds. (6.3.7)

Выражение справа есть обобщённая сила для координаты αk.
Уравнения в компонентах могут быть полезны для кругового кольца

или прямого стержня. Рассмотрим подробнее прямой стержень на оси x,
считая оси x, y, z главными для тензоров a, b, I и принимая c = 0, ε = 0.
Первые две пары уравнений описывают растяжение-сжатие и кручение:

Q′x + qx = ρüx, Qx = bxu
′
x; M ′

x +mx = Ixθ̈x, Mx = axθ
′
x. (6.3.8)

Пары отличаются лишь обозначениями, имеем волновые уравнения со ско-
ростями

√
bx/ρ и

√
ax/Ix.

Четверка уравнений описывает изгиб в плоскости x, y:

Q′y+qy = ρüy, M
′
z+Qy+mz = Iz θ̈z, Mz = azθ

′
z, Qy = by(u′y−θz) (6.3.9)

и почти также выглядят уравнения изгиба в плоскости x, z.
Исключая Qy и Mz , из (6.3.9) получим (без индексов)

b(u′ − θ)′ + q = ρü, aθ′′ + b(u′ − θ) +m = Iθ̈. (6.3.10)

Разрешим это уравнение с операторными коэффициентами:[
ab∂4

x + ρI∂4
t − (bI + aρ)∂2

x∂
2
t + bρ∂2

t

]
u =

(
−a∂2

x + I∂2
t + b

)
q − b ∂xm.

(6.3.11)
Несравненно проще классическое уравнение балки Бернулли — Эйлера:

auIV + ρü = q. (6.3.12)

«На подходах» к нему имеем

Q′ + q = ρü, M ′ +Q = 0, M = aθ′, u′ = θ. (6.3.13)
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Динамика упругих тел

При малой толщине балки и медленном изменении решения по координате
и времени (6.3.11) переходит в (6.3.12).

Уравнения Тимошенко (6.3.10) – (6.3.11) используются для моделирования
локальных и быстрых процессов. Они относятся к гиперболическому типу
и имеют семейства характеристик со скоростями

√
a/I ,

√
b/ρ. Уравнение

Бернулли — Эйлера (6.3.12) — параболического типа.
Указанные отличительные свойства проявляются при рассмотрении гар-

монических волн без нагрузки. Для (6.3.12) имеем

u = u0e
i(kx−ωt) : ak4 = ρω2 ⇒ ω

k
≡ c =

√
a

ρ
k. (6.3.14)

Таково дисперсионное уравнение классической балки; странно неограни-
ченное возрастание фазовой скорости c на коротких волнах (k → ∞). Но
ведь модель Бернулли точна лишь при k → 0. . .

Дисперсионное уравнение модели Тимошенко следует из (6.3.11):

ρIc4 − (bI + aρ)c2 + ab = bρ
c2

k2
. (6.3.15)

k

c

Рис. 21

В плоскости k, c имеем две ветви с асимптота-
ми на уровнях

√
a/I и

√
b/ρ. Начальный участок

первой ветви касается прямой (6.3.14), а для вто-
рой ветви c → ∞ при k → 0 (рис. 21). Заметим,
что предельные (k →∞) скорости изгибных волн
вовсе не равны c1,2 для среды.

Для стержней в виде цилиндров из однородно-
го изотропного материала возможен точный ана-
лиз гармонических волн. Полагая в (6.2.1)

u(x, y, z, t) = U(y, z)ei(kx−ωt) (6.3.16)

и учитывая однородные условия (n · τ = 0) на боковой поверхности,
получим задачу на собственные значения с дисперсионным уравнением
f(k, ω) = 0. Это легко сделать для полосы в двумерной постановке —
с соотношениями (6.2.6) и (6.2.8). Для кругового цилиндра задачу решили
Похгаммер и Кри в конце 19 в.

Однако результаты анализа с (6.3.16) во многом не соответствуют
рис. 21. Дисперсионных ветвей не две, а бесконечно много, все имеют
общую асимптоту при k → ∞ — скорость волн Рэлея, и лишь начальный
участок первой ветви воспроизводится одномерной моделью. Но ценность
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6.4 Метод возмущений для линейных систем

последних от этого не снижается — у них другие назначения и возможно-
сти.

Рассмотрим пример: изгибные колебания консольной балки с массой
на свободном конце. Граничные условия (для амплитуд):

U(0) = 0, Θ(0) = 0, b [U ′(l)−Θ(l)] = mω2U(l), Θ′(l) = 0 (6.3.17)

в модели Тимошенко и

U(0) = 0, U ′(0) = 0, −aU ′′′(l) = mω2U(l), U ′′(l) = 0 (6.3.18)

в модели Бернулли — Эйлера. Для последней

aU IV = ω2ρU, U =
4∑
i=1

ciKi(λx), λ ≡ (ω2ρ/a)1/4,

2K1(x) = chx+ cosx, 2K2(x) = shx+ sinx,
2K3(x) = chx− cosx, 2K4(x) = shx− sinx; K ′

i+1(x) = Ki(x).

Функции Крылова Ki упрощают расчёт, в случае (6.3.18) сразу находим c1 =
c2 = 0.

Самый простой случай — балка на двух шарнирных опорах:

U(0) = U(l) = 0, U ′′(0) = U ′′(l) = 0, U = C sinλx,

λl = nπ, ω =
n2π2

l2

√
a

ρ
(n = 1, 2, . . .). (6.3.19)

Обратим внимание на разреженность спектра. Но не забудем, что при боль-
ших n связь с реальностью теряется.

Одномерные модели высокой точности с хорошим воспроизведением
дисперсионных кривых, частот и форм можно построить вариационным
методом с «богатой» аппроксимацией по сечению. Уточнённая теория про-
дольных колебаний в двумерной постановке получится при аппроксимации

ux = u(x, t), uy = v(x, t)y

(модель Геррманна-Миндлина). Но такие построения если и приближают
нас к действительности, то не прямым путём.

6.4 Метод возмущений для линейных систем

Влияние малых возмущений на главные колебания. Начнём с дискрет-
ной системы: [

−ω2(A0 + λA1) + C0 + λC1

]
U = 0, λ→ 0. (6.4.1)
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Динамика упругих тел

Решение имеет вид

ω2 = ω2
0 + 2λω0ω1 + . . . , U = U0 + λU1 + . . . , (6.4.2)

и на первом шаге получаем частоты и формы невозмущённой системы,∣∣−ω2
0A0 + C0

∣∣ = 0. Система с вырожденной матрицей на втором шаге(
−ω2

0A0 + C0

)
U1 =

(
2ω0ω1A0 + ω2

0A1 − C1

)
U0

разрешима лишь при ортогональности правой части решениям однородной
сопряжённой системы:

UT0
(
2ω0ω1A0 + ω2

0A1 − C1

)
U0 = 0 ⇒

⇒ 2ω0ω1 = UT0 (C1 − ω2
0A1)U0

/
UT0 A0U0 (6.4.3)

(знаменатель равен единице при соответствующей нормировке). Из (6.4.3)
следует теорема Рэлея: дополнительная жёсткость увеличивает частоты, а
дополнительная инерция снижает их.

Для трёхмерных тел имеем, в сущности, то же самое:

∇·
[(

4C
0

+ λ4C
1

)
··∇U

]
+ ω2(ρ0 + λρ1)U = 0,

U |O1
= 0, n ·

(
4C

0
+ λ4C

1

)
··∇U

∣∣
O2

= 0. (6.4.4)

Разложения (6.4.2) сохраняются, и первый шаг очевиден. На втором шаге
используем связанное с теоремой взаимности условие разрешимости. Тео-
рема применяется к телу без возмущений; в первом состоянии действует
лишь объёмная нагрузка ω2

0ρ0U0. Во втором состоянии имеем поверхност-
ную нагрузку

(
−n · 4C

1
··∇U0

)
и объёмную

∇·
(
4C

1
··∇U0

)
+ ω2

0 (ρ0U1 + ρ1U0) + 2ω0ω1ρ0U0. (6.4.5)

Равенство работ даёт выражение поправки

2ω0ω1 =
∫ (

∇U0··4C1
··∇U0 − ω2

0ρ1U
2
0

)
dV

/∫
ρ0U

2
0 dV — (6.4.6)

аналог (6.4.3).
Для стержней такая методика не менее эффективна. Однако теорема

взаимности работ потребует обобщения. Если

Q′+q = 0, M ′+r′×Q+m = 0, θ′ = A·M+α, u′ = θ×r′+β (6.4.7)
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6.4 Метод возмущений для линейных систем

и на концах u = 0, θ = 0, то∫
(q1 ·u2 +m1 · θ2 +α1 ·M2 + β1 ·Q2) ds ≡ A12 = A21. (6.4.8)

При учёте растяжения, сдвига и инерции вращения имеем

Q′ + ω2ρU = 0, M ′ + r′ ×Q+ λω2I ·Θ = 0,
Θ′ = A ·M , u′ = Θ× r′ + λB ·Q. (6.4.9)

Решение ищем в виде (6.4.2), на первом шаге находим спектр классической
модели. На втором

Q′
1 + ρ

(
ω2

0U1 + 2ω0ω1U0

)
= 0, M ′

1 + r′ ×Q1 + ω2
0I ·Θ0 = 0,

Θ′
1 = A ·M1, u′1 = Θ1 × r′ +B ·Q0. (6.4.10)

Согласно (6.4.8)∫
ω2

0ρU0 ·U1 ds =

=
∫ [

ρ
(
ω2

0U1 + 2ω0ω1U0

)
·U0 + ω2

0Θ0 · I ·Θ0 +Q0 ·B ·Q0

]
ds ⇒

⇒ 2ω0ω1 = −
∫ (

Q0 ·B ·Q0 + ω2
0Θ0 · I ·Θ0

)
ds

/∫
ρU2

0 ds. (6.4.11)

Подынтегральная функция положительна — частоты снижаются.
Вынужденные резонансные колебания. В этом случае обязателен

учёт демпфирования — иначе амплитуды не будут ограничены.
Рассмотрим уравнение для комплексных амплитуд дискретной системы

(−ω2A+ λiωB + C)u = λF, (6.4.12)

причём
∣∣−ω2A+ C

∣∣ = 0 — резонанс. Решение строится просто:

u = u0 + λu1 + . . . ; (−ω2A+ C)u0 = 0 ⇒ u0 = αU — (6.4.13)

соответствующая частоте форма, но α пока произвольно. На втором шаге

(−ω2A+ C)u1 = F − iωBu0,

и по условию разрешимости находим амплитуду

α = UTF
/
iωUTBU. (6.4.14)
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Динамика упругих тел

Получили подтверждение трёх известных правил: форма резонансных ко-
лебаний — собственная, сдвиг фазы равен π/2, а работа внешних сил (F )
равна рассеиваемой энергии.

Эта методика переносится на континуальные системы. Для классиче-
ского стержня (с закреплёнными концами) при линейном внешнем трении
имеем следующие уравнения для комплексных амплитуд

Q′ +λq+(ω2ρ−λiωb)u = 0, M ′ = Q× r′, M = a·θ′, u′ = θ× r′.
(6.4.15)

Действуя как в (6.4.13), находим u0 = αU , θ0 = αΘ. На втором шаге

Q′
1 + q + ω2ρu1 − iωbu0 = 0, M ′

1 = Q1 × r′, . . . (6.4.16)

По теореме взаимности с величинами первого шага∫
ω2ρu0 ·u1 ds =

∫
(q + ω2ρu1 − iωbu0) ·u0 ds ⇒

⇒ α =
∫
q ·U ds

/
iω

∫
bU2 ds — (6.4.17)

похоже на (6.4.14).
Все представленные асимптотические решения уязвимы в том, что

неизвестна их реальная точность (т. е. насколько мало должно быть λ).
Но этот вопрос остаётся без ответа и в любой линеаризованной модели.

6.5 Нелинейные колебания

В этом случае амплитуды не считаются бесконечно малыми и линеари-
зации уравнений нет. Не действует правило суперпозиции, свободные и
вынужденные колебания не складываются. Частота свободных колебаний
зависит от амплитуды. Одно и то же воздействие может вызвать разные
вынужденные режимы. Возможны периодические невынужденные колеба-
ния с демпфированием (автоколебания).

Эти закономерности можно установить асимптотическим методом Пу-
анкаре (п. 1.6 и п. 2.8). Рассмотрим простейшую континуальную систему
— балку:

auIV + λΦ + ρü = λp(x) sinωt, (6.5.1)

где Φ — диссипативные или нелинейно упругие силы. Правая часть написа-
на для резонансных колебаний. При p = 0 и отсутствии диссипации имеем
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6.5 Нелинейные колебания

свободные колебания с неопределённой частотой — функцией амплитуды.
Если же диссипативные силы присутствуют, то при p = 0 возможны ав-
токолебания с определённой частотой и амплитудой. Простейший вариант
граничных условий к (6.5.1) — шарнирное опирание: u = 0, u′′′ = 0 при
x = 0, l.

Автоколебания. В (6.5.1) p = 0,

u = u0(x, τ) + λu1(x, τ) + . . . , τ = t(1 + λγ1 + . . .), (6.5.2)

где γ1, . . . — неизвестные постоянные, определяющие поправку к частоте.
Переписав (6.5.1) как

auIV + λΦ + ρ(1 + 2λγ1 + . . .)∂2
τu = 0, (6.5.3)

на первом шаге получаем суперпозицию главных колебаний с частотами
ωk = (kπ/l)2

√
a/ρ и формами

Uk =

√
2
l

sin
kπx

l

 l∫
0

UkUn dx = δkn

 .

Ограничимся первой формой:

u0 = A cosω1τ U1(x), (6.5.4)

амплитуда A пока произвольна.
На втором шаге имеем задачу о вынужденных колебаниях:

auIV1 + ρ∂2
τu1 = −Φ0 − 2ργ1∂

2
τu0 ≡ ρβ(x, τ). (6.5.5)

Её решение

u1 =
∞∑
k=1

αk(τ)Uk(x), ∂2
ταk + ω2

kαk =

l∫
0

βUk dx ≡ βk(τ) (6.5.6)

должно быть периодическим — резонанса на первой форме нет:

2π/ω1∫
0

β1(τ)
(

cosω1τ
sinω1τ

)
dτ = 0. (6.5.7)
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Динамика упругих тел

Это система двух уравнений для амплитуды A и сдвига частоты γ1.
Резонансные вынужденные колебания. Приведем лишь математиче-

ские выкладки:

u = u0(x, t) + λu1(x, t) + . . . , u0 = A sin(ωt− α)U1(x),

auIV1 + ρü1 = p(x) sinωt− Φ0 ≡ ρβ(x, t), u1 =
∑

αk(t)Uk(x),

α̈k + ω2
kαk = βk = ρ−1(pk sinωt− Φ0k),

p1 −
ω

π

2π/ω∫
0

Φ0k sinωt dt = 0,

2π/ω∫
0

Φ0k cosωt dt = 0 — (6.5.8)

система уравнений для A и α. Решение нулевое, если нагрузка p ортого-
нальна первой форме (p1 = 0).

6.6 Критические скорости роторов

Этот вопрос очень важен для проектирования и эксплуатации машин в
энергетике, авиации, судостроении и др. Явление критической скорости
вращения ротора, на которой его жёсткость как бы исчезает, наблюдалось
в реальности и исследовалось теоретически.

z

n

k

O
2

O
1

W

R

Рис. 22

На рис. 22 показан массивный упругий ротор —
произвольной формы. Часть границы O1 закреплена
на твёрдой платформе и вращается вокруг оси z с
заданной угловой скоростью Ω. Остальная часть O2

свободна. Нагрузкой являются объёмные силы f .
Связанная с основанием O1 система отсчёта

неинерциальна, в ней действуют силы инерции пе-
реносного движения и Кориолиса (п. 2.3). Поэтому
объёмной силой в (4.1.1, гл. 4) является

f = −ρ
[
ü+ Ω2k × (k ×R) + 2Ωk × u̇

]
(6.6.1)

(k — орт оси z). Радиус-вектор R = r + u, двойное
векторное произведение равно kz − R = −R⊥ —
имеем постановку

∇· τ + ρ
(
Ω2u⊥ − 2Ωk × u̇− ü

)
= −Ω2ρr⊥ ≡ −f0,

τ = 4C ··ε, ε = ∇uS , u|O1
= 0, n · τ

∣∣
O2

= 0. (6.6.2)
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6.6 Критические скорости роторов

Справа в уравнении баланса — центробежные силы (f0) недеформиро-
ванного ротора, а слева — обусловленные деформацией реакции: упругие,
центробежные, кориолисовы и инерционные (ü). Центробежные реакции
содержат некую отрицательную жёсткость, пропорциональную Ω2. На кри-
тической скорости она нейтрализует положительную жёсткость упругой
конструкции.

Эти простые представления усложняются кориолисовыми и инерци-
онными силами, а также демпфированием (его пока нет в модели). Роль
демпфирования важна, оно может вызвать неустойчивость [61]. Но в но-
минальном, желаемом режиме u̇ = 0 — имеем статику.

Однородная задача статики

∇· τ + Ω2ρu⊥ = 0, u|O1
= 0, n · τ

∣∣
O2

= 0 (6.6.3)

имеет нетривиальные решения U i(r) лишь при некоторых Ωi — критиче-
ских скоростях. Неоднородная же задача с нагрузкой f0 разрешима (при
Ω = Ωi) только если ∫

f0 ·U i dV = 0, (6.6.4)

что следует из теоремы взаимности работ. Полагая f0 = ρr⊥, получим
условие сбалансированности ротора (для Ωi).

При невыполнении (6.6.4) равновесие невозможно, необходимо динами-
ческое рассмотрение с учётом инерционных, кориолисовых и диссипатив-
ных сил. Но этот учёт нужен и при исследовании устойчивости равновесия
на любой скорости. Можно ожидать устойчивости до первой критической
скорости (Ω < Ω1).

Проверим эти соображения на предельно упрощённой модели в виде
массы с пружиной и демпфером:

mü = −cu− bu̇+m
(
Ω2u− 2Ωk × u̇

)
, (6.6.5)

где u = u⊥ = uαeα. Вводя комплексную комбинацию u = u1 + iu2,
получим

ü =
(
Ω2 − p2

)
u− 2(n+ iΩ)u̇, p2 ≡ c/m, 2n = b/m;

u = eΛt : Λ2 + 2(n+ iΩ)Λ + p2 − Ω2 = 0,
Λ1,2 = −n (1± Ω/p)− i(Ω± p) +O

(
n2
)

(n→ 0). (6.6.6)

По вещественной части Λ видно, что при Ω < p — асимптотическая устой-
чивость, а при Ω > p — неустойчивость.
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Динамика упругих тел

В действительности картина намного сложнее — от влияния внешнего
трения. На опыте установлено, что устойчивость возможна и при Ω > Ω1.

Задача на собственные значения для критических скоростей (6.6.3) от-
личается от задачи для частот (ωi) и форм колебаний лишь тем, что в
нагрузке нет uz . Инерция от этого снижается, и по теореме Рэлея

Ωi > ωi. (6.6.7)

Для выяснения глубины этого неравенства С. Г. Орлов рассмотрел чис-
ленные решения для ротора из двух коаксиальных цилиндров: радиус ра-
вен R1 при z ∈ [0, l1] и R2 при z ∈ [l1, l1 + l2]. Значениям параметров
R1 = 0.05 м, R2 = l1 = l2 = 1 м, E = 2 · 1011 Па, ν = 0.3, ρ = 7800 кг/м3

соответствует

Ω1 = 5.89 (c−1), Ω2 = 80.2, Ω3 = 2718;
ω1 = 5.37, ω2 = 44.1, ω3 = 2707. (6.6.8)

Различие Ω2 и ω2 обусловлено сравнительно большими uz в этих решени-
ях.

Обратимся далее к модели, где часть V1 объёма ротора — жёсткая, а
остальная часть V2 — упругая и безынерционная. В объёме V1

∇uS = 0 ⇒ u = uC + θ × x, x ≡ r − rC , (6.6.9)

точка C есть центр массы (V1). Имеем интегралы∫
x dm = 0, dm ≡ ρ dV,

∫
dm = m,

∫
xx dm ≡ J ; (6.6.10)

обычный тензор инерции I = JE − J . Массовая сила, её главный вектор
и момент таковы

f ′ = Ω2u⊥ − 2Ωk × u̇− ü,

F =
∫
f ′ dm = m

(
Ω2uC⊥ − 2Ωk × u̇C − üC

)
, (6.6.11)

M =
∫
x× f ′ dm = Ω2 (kJ⊥θz + Jzθ⊥) + 2ΩJzθ̇ × k − I · θ̈ —

если J = J⊥ + Jzkk.
Реакции упругой части V2 — линейные функции uc и θ. Связывая их с

F иM , получим систему дифференциальных уравнений для uC(t), θ(t). В
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6.6 Критические скорости роторов

«статике» это будет линейная алгебраическая однородная система; прирав-
няв нулю определитель, получим уравнение для критических скоростей.

В примере (6.6.8) часть V1 — это цилиндр: J⊥ = E⊥mR
2/4,

Jz = mh2/3 (R = R2 = 2h). Упругая часть V2 — это балка. Обозначив
(. . .)0 перемещение, поворот, силу и момент на конце балка (z = l = l1),
будем иметь

uC = u0 + θ × hk, θ = θ0, Q0 = F , M0 = M + hk × F ,

θ =
l2

2a
k ×Q+

b

a
M0⊥ +

l

az
M0zk,

u0 =
(
l3

3a
+
l

b

)
Q⊥ +

l2

2a
M0 × k +

l

bz
Qzk, (6.6.12)

где a, az , b, bz — жёсткости на изгиб, кручение, сдвиг и растяжение. Вычис-
ления дают те же значения Ω1,2, что и в (6.6.8). Совпадение обнаруживается
и в расчёте частот колебаний ω1,2.

Разумеется, в модели с жёсткой и безынерционной частями нет Ω3 и ω3.
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Глава 7

Устойчивость равновесия

7.1 Основы теории устойчивости

Явления потери устойчивости разнообразны и часто очень опасны. На-
пример, обдуваемая ветром постоянной интенсивности конструкция мо-
жет непонятным образом раскачаться до катастрофических деформаций.
Расчёты критических состояний — едва ли не самые важные.

Очень эффективен подход А. М. Ляпунова: процесс устойчив, если при
достаточно малых возмущениях начальных условий отклонения остаются
малыми. Для линейной системы корни характеристического уравнения не
должны выходить в правую полуплоскость:

Aq̈ +Bq̇ + Cq = 0, q =
∑
αiVie

λit;
Vi, λi : (Aλ2 +Bλ+ C)V = 0, Reλi 6 0. (7.1.1)

Заметим, что в линейной системе все процессы устойчивы или неустойчи-
вы вместе — поэтому говорят об устойчивости системы. Но при наличии
нелинейности рассматривают процессы: одни устойчивы, а другие — нет.
Линейные постановки описывают малые отклонения и получаются линеа-
ризацией — варьированием.

Достаточно общей является следующая модель

Aq̈ = Q(q, p), (7.1.2)

где p — параметр нагрузки, A — симметричная и положительная матрица
инерции. В статике Q = 0 ⇒ q = q

◦(p), а для малых отклонений (q̃ = q−q◦)

Cq̃ = p̃
∂Q

∂p
, C ≡ −∂Q

∂q
. (7.1.3)
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7.2 Устойчивость стержней

Положение равновесия перестает быть изолированным при detC = 0 — то-
гда однородные линеаризованные уравнения статики приобретают нетри-
виальное решение. В этом суть предложенного Эйлером статического под-
хода к определению критических нагрузок (p∗). Этот подход вполне согла-
суется с динамическими представлениями для консервативных систем, в
которых матрица C = ∂2Π/∂q2 симметрична. При этом в задаче(

Aλ2 + C
)
U = 0 (7.1.4)

λ2
i вещественны; потеря устойчивости наступает при λ = 0, что означает

статику.
Присущее реальным системам трение превращает устойчивость в

асимптотическую (Reλi < 0), причём не только по Ляпунову, но и при по-
стоянно действующих возмущениях [61]. Применение специального «ме-
тода несовершенств» для расчёта критических нагрузок не представляется
необходимым.

Динамический подход (7.1.1) обязателен в системах с циркуляционны-
ми силами, т. е. при CA = (C − CT )/2 6= 0. Роль демпфирования здесь
усложняется — она может быть дестабилизирующей. Подробнее об этом —
в п. 7.3.

Напомним, что система консервативна, если связи стационарны и все
силы имеют независящий от времени потенциал. Для консервативности
упругой системы такой потенциал должен быть у внешних нагрузок — как
у сил тяготения или электростатических. В задачах устойчивости необхо-
димо точное описание изменения нагрузок при деформации.

7.2 Устойчивость стержней

Потере устойчивости более подвержены тонкие тела — стержни, пласти-
ны и оболочки. Задачи о стержнях проще, ряд точных решений был полу-
чен ещё Эйлером. Уравнения устойчивости стержней выводятся из точных
нелинейных уравнений п. 5.2 путём варьирования. Символ (.̃ . .) означает
вариацию величины: нагрузки q̃, радиус-вектора r̃ = u, тензора поворота

P̃ = θ × P и т. д.
Из (5.2.3, гл. 5) имеем

Q̃′ + q̃ = 0, M̃ ′ + u′ ×Q+ r′ × Q̃+ m̃ = 0. (7.2.1)
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Устойчивость равновесия

Немного сложнее варьировать соотношения упругости (5.2.12, гл. 5). Огра-
ничимся случаем C = 0 и учтём (5.2.10, гл. 5):

M̃ = ã ·κ+ a · κ̃, ã = θ × a− a× θ, κ̃ = θ′ + θ × κ ⇒

⇒ M̃ = θ ×M + a · θ′; Q̃ = θ ×Q+ b ·γ, γ ≡ u′ − θ × r′. (7.2.2)

При варьировании из ненапряжённого состояния покоя (7.2.1), (7.2.2) пе-
реходят в уравнения линейной теории (п. 5.3). Коэффициенты уравнений
вообще определяются состоянием перед варьированием.

Соотношения (7.2.2) упрощаются в классической модели (без растяжения
и сдвига) — вместо Q̃ пишут γ = 0. Большинство задач решено именно
для этого случая. Рассмотрим примеры.

Прямой консольный стержень с «мёртвой» продольной силой на
свободном конце (рис. 16, п. 5.2). Перед варьированием имеем недефор-
мированное напряжённое состояние: r′ = k, Q = −Fk, M = 0, a =
a1ii + a2jj + a3kk. На свободном конце Q̃ = 0, M̃ = 0. Согласно (7.2.1),
(7.2.2),

Q̃ = const = 0, M̃ ′+(θ×k)×Q = 0 ⇒ M̃ ′ = −Fθ⊥ = a·θ′′. (7.2.3)

Приходим к задаче на собственные значения:

a1θ
′′
x + Fθx = 0, θx(0) = 0, θ′x(l) = 0. (7.2.4)

Критической является та минимальная нагрузка, при которой существует
нетривиальное решение —

F∗ =
π2a1

4l2
. (7.2.5)

x

y

F

Рис. 23

Опрокидывание балки (рис. 23).
Сечением балки является вытянутый
прямоугольник — жёсткость на изгиб
a3 → ∞, состояние перед варьировани-
ем M = k(l − x)F . На свободном конце
Q̃ = 0, M̃ = 0. В (7.2.1) имеем Q̃ = 0,
M̃ ′ = −Fθyi. В компонентах далее полу-
чим

M̃x = θyMz + a1θ
′
x, M̃y = −θxMz + a2θ

′
y = 0,

a1a2θ
′′
x + F 2(l − x)2θx = 0, θx(0) = 0, θ′x(l) = 0. (7.2.6)
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7.2 Устойчивость стержней

Решение уравнения выражается через функции Бесселя [32]; критическая
комбинация параметров

Fl2
√
a1a2 ∗

= 4.012 (7.2.7)

(поскольку первый корень функции J−1/4 равен 2.006).
Кольцо с внешним давлением. Геометрия показана на рис. 17, п. 5.3,

направления t, n, ez являются главными для тензора a, нагрузка q = pn
сохраняет величину (p), но поворачивается вместе с n: q̃ = pθ × n. Мож-
но показать, что такая нагрузка консервативна при деформации в плоско-
сти кольца. Перед варьированием имеем недеформированное кольцо ра-
диусом k−1, Q = −pk−1t, M = 0. Уравнения в компонентах похожи на
(5.3.14, п. 5.3):

Q̃′t − kQ̃n − pθ = 0, Q̃′n + kQ̃t = 0, M̃ ′ + Q̃n + pk−1θ = 0,

M̃ = a3θ
′, u′t − kun = 0, u′n + kut = θ. (7.2.8)

Решение должно иметь период 2πk−1, поэтому в экспоненциальных реше-

ниях (Q̃t, . . .) = (Qt
◦
, . . .)eλs будет λ = ikN с целым N . Дифференциаль-

ные уравнения (7.2.8) превратятся в алгебраические для Q
◦
t, . . . Равенство

нулю определителя даст критическую величину нагрузки как функцию N .
Минимум при N = 2

p∗ = 3ak3. (7.2.9)

В литературе можно найти множество подобных решений, хотя урав-
нения (7.2.1), (7.2.2) остаются малоизвестными.

«Неклассические» решения с растяжением и сдвигом строятся несколь-
ко сложнее. Используя (5.2.17, гл. 5), получим обобщение (7.2.5):

F + F 2
(
b−1
2 − b−1

3

)
=
π2a1

4l2
. (7.2.10)

Анализ этого квадратного уравнения показывает, во-первых, снижение кри-
тической нагрузки от сдвига. Во-вторых, возможна неустойчивость при
растяжении. В третьих, критического состояния при сжатии может не быть.
Эти выводы формально безупречны, но квадратичное выражение энергии
(в их основе) не годится при больших деформациях.
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Устойчивость равновесия

7.3 Неконсервативные задачи

В постановке (7.1.1) матрица позиционных сил C несимметрична. Связан-
ные с антисимметричной частью CA циркуляционные силы возникают
от источника энергии: двигателя, воздушного потока и др. При потере
устойчивости энергия расходуется на катастрофически растущие колеба-
ния (флаттер).

В задаче (7.1.4) значения λ2 теперь не обязаны быть вещественными,
критическое состояние не связано с λ = 0 — статический подход не рабо-
тает. Корни характеристического уравнения образуют четверки: λ, −λ, λ,
−λ; поэтому устойчивость в постановке (7.1.4) будет лишь при чисто мни-
мых λ = iω. Без нагрузки (p = 0) имеем частоты главных колебаний ωi;
с ростом p точки λi движутся по мнимой оси до слияния в критическом
состоянии и последующего расхождения вправо и влево. Критическим (p∗)
является минимальное (по модулю) решение системы

f(ω, p) ≡
∣∣C − ω2A

∣∣ = 0, ∂ωf = 0. (7.3.1)

Не только необходимость динамического подхода усложняет неконсер-
вативные задачи. Становится обязательным учёт трения — оно может вы-
звать неустойчивость. Установлен парадокс Циглера: критические пара-
метры без трения могут отличаться от таковых при бесконечно малом тре-
нии [75, 111]. Но силы трения известны несравненно менее упругих, так
что достоверность расчётного определения p∗ снижается.

И ещё одну сложность следует отметить — в случае кратных корней,
когда точки λi слиты уже при p = 0. Нет «запаса устойчивости» — рассто-
яния между λi, которое должно быть пройдено до потери устойчивости. . .
Пример — прямой консольный стержень (рис. 16, п. 5.2) с равными жёст-
костями на изгиб (но для неконсервативности нужна другая нагрузка —
например, Q = −Fr′ при s = l).

Иллюстрацией могут служить «Парадоксы Николаи» [75] в задаче о
консольном стержне с крутящим моментом и продольной силой на кон-
це. Здесь статический подход не работает, а в динамике обнаруживается
неустойчивость при сколь угодно малой нагрузке.

Роль консервативности нагрузки рассмотрим на примере изгиба балки
с «высоким сечением» (рис. 23). В отличие от решения (7.2.6), на конце x = l
приложен момент. Допустим сначала, что

M(l) = Hk = const ⇒ M̃(l) = 0 (7.3.2)
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7.4 Уравнения в вариациях для нелинейных оболочек

(«мёртвый» момент). Имеем Q = 0, Q̃ = 0, M = Hk,

M̃ ′ = 0 ⇒ M̃ = θ ×M + a · θ′ = 0; θ(0) = 0. (7.3.3)

Для функции θ(x) имеем однородную задачу Коши с тривиальным реше-
нием при любой нагрузке H . Статический подход здесь недопустим из-за
неконсервативности постоянного момента.

Консервативен момент от двух «мёртвых» сил:

M(l) = Hi× e2 ⇒ M̃(l) = Hi× (θ × j) = −Hθxj. (7.3.4)

Перед потерей устойчивости M = Hk, Q = 0. Изменения в (7.3.3):

axθ
′
x +Hθy = 0, ayθ

′
y −Hθx = −Hθx(l); H∗ =

π

2l
√
axay — (7.3.5)

такова критическая нагрузка.

7.4 Уравнения в вариациях для
нелинейных оболочек

Используем соотношения с тензорами Пиола из п. 5.8 и действуем как в
п. 3.10. Для краткости вариации будем обозначать точкой: ã ≡ ȧ. Начнём с
(5.8.14, гл. 5):

∇
◦
·T
◦˙+ q̇ = 0, T

◦˙= τ
◦˙+ µ◦˙·B + µ◦ · Ḃ +Q

◦
Ṅ +Q

◦
N .̇ (7.4.1)

Целью выкладок являются линейные соотношения с вектором перемеще-
ния Ṙ ≡ u. Согласно (5.8.6, гл. 5),

N˙= −∇u ·N . (7.4.2)

Сохраняются равенства

∇
◦

= rα∂α, ∇ = Rα∂α, F = ∇
◦
RT = Rαr

α, G = ∇rT = rαR
α,

∇
◦

= F T · ∇, ∇ = GT · ∇
◦
, F ·G = A = E −NN , G ·F = a.

(7.4.3)

Проварьируем векторы базиса и градиенты деформации:

Ṙα = ∂αu ⇒ F˙= ∇
◦
uT . (7.4.4)
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Устойчивость равновесия

Для «обратного» тензора G и кобазиса Rα имеем

Ġ ·F +G ·F˙= 0, Ġ ·N +G ·N˙= 0 ⇒

Ġ = −G ·
(
F˙·G+N˙N

)
= −G ·

(
∇uT −∇u ·NN

)
= rαṘ

α ⇒

⇒ Ṙα = −Rα ·
(
∇uT −∇u ·NN

)
. (7.4.5)

Вариация второго метрического тензора

Ḃ = −Ṙα∂αN−Rα∂αN˙= −2(∇u·B)S+B·∇u·NN+∇∇u·N . (7.4.6)

Обратимся к соотношениям упругости (5.8.13, гл. 5):

τ
◦˙=

(
∂Π
∂C

)̇
·F T +

∂Π
∂C

·F˙T , Ċ =
1
2

(
F˙T ·F + F T ·F

)̇
=

= F T · ∇uS ·F ,
∂Π
∂C

=
Eh

1− ν2

[
ν(trC)a+ (1− ν)C

]
— (7.4.7)

для квадратичного потенциала (5.7.22, гл. 5). При варьировании последнего
выражения достаточно заменить C на Ċ. Для моментов

µ
◦˙=

(
∂Π
∂K

)̇
·F T +

∂Π
∂K

·F˙T ,

K˙=
(
F T ·B ·F

)̇
= 2

(
∇
◦
u ·B ·F

)S
+ F T · Ḃ ·F ,

∂Π
∂K

= D
[
ν(trK)a+ (1− ν)K

]
(7.4.8)

(с цилиндрической жёсткостью D = Eh3/12(1− ν2)).
Осталось проварьировать выражение (5.8.16, гл. 5) перерезывающей си-

лы Q
◦

. Считая m′ = 0, перепишем его:

G ·
(
∇
◦
·µ◦
)

+Q
◦

= 0 ⇒ Ġ ·
(
∇
◦
·µ◦
)

+G ·
(
∇
◦
·µ◦
)̇

= −Q
◦
.̇ (7.4.9)

Заметим, что знак (⊥) здесь не нужен.
Из (7.4.1) – (7.4.9) следует одно векторное уравнение для u. Граничные

условия к нему просты лишь при заданных на краю перемещении и пово-
роте.
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Линейная теория получается при варьировании от ненапряжённого со-

стояния. В этом случае R = r, ∇ = ∇
◦

, N = n, A = a = F = G,
B = b,

N˙= −∇u ·n, Ċ =
(
∇uS

)
⊥ , K˙= (∇∇u ·n)⊥,

T
◦˙= τ

◦˙+ µ◦˙· b+Q
◦
ṅ, τ

◦˙=
∂2Π
∂C2 ··Ċ,

µ
◦˙=

∂2Π
∂K2 ··K ,̇ ∇·T

◦˙+ q̇ = 0,
(
∇·µ◦

)̇
⊥ = −Q

◦
.̇ (7.4.10)

От уравнений п. 5.7 это отличается лишь некоторыми обозначениями.

7.5 Устойчивость пластин

Как иллюстрацию к выведенным уравнениям рассмотрим пластину, на-
ходящуюся до потери устойчивости в плоском напряжённом состоянии.
Будем считать жёсткости C1,2 в (5.8.22, гл. 5) бесконечно большими, так что
докритической деформации нет. Имеем

N = const, B = 0, A = a = F = G, ∇ = ∇
◦
. (7.5.1)

Допустим далее, что перемещение представлено лишь прогибом:

u = wN ⇒ N˙= −∇w, F˙= N∇w, Ḃ = ∇∇w,
Ċ = 0, K˙= ∇∇w. (7.5.2)

Для напряжений из (7.4.7) и (7.4.8) следует

τ
◦˙= τ · ∇wN , τ ≡ ∂Π

∂C
, µ

◦˙= D
[
ν∆wa+ (1− ν)∇∇w

]
. (7.5.3)

Очевидно, τ есть напряжение в плоскости перед варьированием, а момент
µ
◦ = 0.

Перерезывающие силы находим из (7.4.9):

Q
◦˙= −a ·

(
∇·µ◦˙

)
= −D∇∆w, (7.5.4)

после чего обращаемся к (7.4.1):

T
◦˙=

(
τ · ∇w +Q

◦ )̇
N , ∇· (τ · ∇w)−D∆∆w + q̇N = 0. (7.5.5)

Пришли к «основному уравнению теории устойчивости пластин». Множе-
ство примеров есть в [4, 17, 95].
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7.6 Вращение гибкого вала в трубке-оболочке

Своеобразная потеря устойчивости возникает при передаче вращения по-
средством гибкого вала [75]. Упругий стержень вставлен в жёсткую трубку-
оболочку и приводится во вращение от одного конца (рис. 24). Внутренняя
поверхность трубки идеально гладкая, но вращение ведомого конца может

f
0

Рис. 24

быть резко неравномерным, с остановками и скач-
ками. Плавно возрастающий поворот ведущего
конца φ0 является параметром нагрузки; при по-
тере устойчивости

dφl/ dφ0 →∞, (7.6.1)

где φl — поворот ведомого конца. Любопытно не
только само явление, но и его описание в рамках
нелинейной теории стержней.

Из п. 5.2 используем следующие уравнения

M ′ + t×Q+m = 0 (t ≡ r′), M = a ·κ, κ = (Ωi − Ωi0)ei. (7.6.2)

Направления ei — главные для тензора жёсткости a. Обратимся к рис. 1
(п. 1.2) и примем, что e3 = t (орт касательной), а e1 и e2 получаются
из n и b поворотом на угол ϕ(s) — как при выводе (5.2.8, гл. 5). Учитывая
(1.2.2, гл. 1), получим

Ω1 = k sinϕ, Ω2 = k cosϕ, Ω3 = τ + ϕ′, (7.6.3)

а в начальном состоянии Ω10 = k0 sinϕ0 и т. д. Проекция уравнения мо-
ментов на касательную:

M ′
t − kMn +mt = 0 ⇒ a3(ϕ′ + τ − ϕ′0 − τ0)′ =

= k [a1(k sinϕ− k0 sinϕ0) cosϕ− a2(k cosϕ− k0 cosϕ0) sinϕ]−mt.

(7.6.4)

Вращение медленное, трения нет — mt = 0.
Основное для данной задачи уравнение (7.6.4) имеет вид

ϕ′′ + g(ϕ, s) = 0

и в общем случае интегрируется лишь численно. Однако в случае g = g(ϕ)
проходит решение в квадратурах по схеме (5.2.18, гл. 5). Граничные условия:

ϕ(0) = φ0, Mt(l) = 0 ⇒ ϕ′ = ϕ′0 + τ0 − τ. (7.6.5)
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Отметим, что кривизна k и кручение τ полностью определяются формой
трубки согласно (1.2.2, гл. 1), а k0 и τ0 — начальным состоянием. Основным
результатом является зависимость ϕ(l) = φl(φ0) — для проверки (7.6.1).

Пример: форма трубки — дуга окружности, начальная форма вала —
дуга окружности другого радиуса, жёсткости на изгиб равны. В этом слу-
чае τ = τ0 = 0 (всегда для плоской кривой), ϕ0 = 0, k и k0 — const,
a1 = a2 = a, и задача принимает вид

ϕ′′ = p2 sinϕ, ϕ(0) = φ0, ϕ′(l) = 0
(
p2 ≡ k0ka/a3

)
. (7.6.6)

Решим по схеме (5.2.18, гл. 5):

1
2
ϕ′2 + p2 cosϕ = p2 cosφl ⇒ ϕ′2 = 4p2

(
cos2

φl
2
− cos2

ϕ

2

)
;

cos
ϕ

2
= q sinψ, q ≡ cos

φl
2

⇒ ϕ′ = −2pq cosψ,

qψ′ cosψ = −ϕ
′

2
sin

ϕ

2
= pq cosψ

√
1− q2 sin2 ψ ⇒

ψ′√
1− q2 sin2 ψ

= p;

ps =

ψ∫
ψ0

dψ√
1− q2 sin2 ψ

= F (ψ, q)− F (ψ0, q). (7.6.7)

Введение переменной ψ — известный прием интегрирования «уравне-
ния обращённого маятника». При возрастании s от 0 до l угол ϕ убы-
вает от φ0 до φl, cosϕ/2 соответственно возрастает, а ψ возрастает от
ψ0 = arcsin(q−1 cosφ0/2) до π/2. Появляются эллиптические интегралы
первого рода — неполный и полный [45]:

F (ψ, q) =

ψ∫
0

dψ√
1− q2 sin2 ψ

, K(q) = F
(π

2
, q
)
. (7.6.8)

Параметр q пока неизвестен. Но он определяется из (7.6.7) при s = l:

pl = K(q)− F (ψ0, q) ⇒ q(φ0). (7.6.9)

Чтобы найти ϕ(s), необходимы эллиптические функции (Якоби) ампли-
туды и синуса:

F = F (ψ, q) ⇒ ψ = am(F, q); sinψ = sn(F, q). (7.6.10)
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Из (7.6.7) и (7.6.9) получим

ψ = am [K(q)− p(l − s), q] , ϕ = 2arccos(q sinψ). (7.6.11)

Искомая связь поворотов:

φ0 = 2 arccos (q sn [K(q)− pl, q]) , q = cosφl/2 — (7.6.12)

параметрическое задание функции φl(φ0).

f
l

f
0

p

p

Рис. 25

Эти зависимости1 представлены на рис. 25 —
для различных значений pl. При pl < π/2 име-
ем однозначную нелинейную зависимость, вра-
щение ведомого конца более или менее плавное.
Но в случае pl > π/2 зависимость неоднозначна,
плавное возрастание φl вместе с φ0 заканчивается
перескоком, вращение становится резко неравно-
мерным.

Если в начальном состоянии вал прямой, то
k0 = 0, p = 0 и φl = φ0 — идеальная равномер-
ность. Но реально это недостижимо, всегда есть
искривлённость.
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Глава 8

Малые пластические
деформации

8.1 Экспериментальные данные

Прекрасная модель упругого тела построена умозрительно, без ссылки на
опыт. При описании же пластических деформаций ссылки на эксперимент
обязательны — и прежде всего на диаграмму деформирования малоуглеро-
дистой стали.

e

s

O

A B

C
D

EF

Рис. 26

Имеется в виду цилиндрический образец
с деформацией растяжения ε и соответству-
ющим напряжением σ. В некоей испытатель-
ной машине задаётся ε(t) (т. е. функция вре-
мени) и измеряется σ(t). На рис. 26 сплошной
линией OABCD показан процесс при задан-
ном монотонном возрастании ε от нуля (это
не график σ(ε)!). Прямой (почти «вертикаль-
ный») участок OA соответствует линейной
упругости. Далее — «площадка текучести»
AB: деформация растёт при неизменном σ.
Затем начинается «участок упрочнения» BD.

Пунктирная линия CEF получается при разгрузке: в точке C становит-
ся ε̇ < 0. Участок разгрузки CE параллелен OA, за ним следует площадка
текучести при сжатии EF , и далее упрочнение.

На рис. 26 не показаны результаты повторной нагрузки: если разгрузку
закончить где-то между C и E, то нагрузка «пойдет» по линии ECD. В
роли «предела текучести» выступит напряжение в точке C — а не в A, как
сначала.
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Очень важно, что диаграмма 26 не зависит от скорости деформирова-
ния — линия OABCD одинакова для всех монотонно возрастающих функ-
ций ε(t). Разумеется, это идеализация. Но без подобных упрощений моде-
лирование невозможно.

Следует отметить эффект Баушингера: |σE | < σA — предел текучести
при разгрузке меньше, чем первоначальный при нагрузке.

С параллельностью участков OA и EC связано правило сложения де-
формаций: ε = εe + εp, где упругая деформация εe связана с напряжением
законом Гука, а пластическая деформация εp начинается лишь за пределом
упругости.

Для пластичности металлов найдено объяснение на микроуровне. В
идеальных монокристаллах с периодической структурой решетки пластич-
ности нет — для сдвига по кристаллической плоскости на период потре-
бовалось бы напряжение на два порядка выше предела текучести. Пла-
стичность возникает от движения дислокаций — дефектов решетки в виде
краев незаконченных плоскостей и других особых линий [49, 93]. В состо-
янии текучести дислокации легко перемещаются до остановки на границах
зерен. Заметим, что в теории упругости дислокации были описаны на чет-
верть века раньше, чем их нашли физики-экспериментаторы.

При описании пластичности изотропных материалов полезно выде-
лить в напряжениях и деформациях шаровые части и девиаторы:

ε =
1
3
θE + e, e ≡ Dev ε, τ =

1
3
σE + S, S ≡ Dev τ . (8.1.1)

Первый инвариант (след) девиатора равен нулю. В опытах обнаружено,
что эффекты пластичности проявляются лишь в девиаторах. Шаровые же
части связаны как в упругом теле: σ = θE/(1− 2ν).

Начало пластического течения при нагрузке определяется условием те-
кучести

F (τ ) = k, (8.1.2)

где k — константа материала. В случае изотропии опытным путём найдены
два варианта:

F1(τ ) =
1
2
(σ1 − σ3) = max tn, F2(τ ) =

√
S··S/2, (8.1.3)

нормы Треска и Мизеса. Сопоставим их для напряжённых состояний одно-
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осного растяжения и чистого сдвига:

1◦. τ = σii, σ = σ1 > 0, σ2 = σ3 = 0, F1 = σ/2,

S = τ − 1
3
σE =

1
3
σ(2ii− jj − kk), F2 = σ/

√
3;

2◦. τ = τ(ij + ji) = S, F1 = F2 = τ. (8.1.4)

Расхождение лишь в первом случае, но незначительное. Оба варианта при-
емлемы.

8.2 Определяющие уравнения

В теории пластичности связь напряжений и деформаций много сложнее,
чем в теории упругости. Для идеально-пластического тела общепризнано
следующее

ε = εe + εp, εe = 4S··τ , ε̇p =
{

0, F (τ ) < k
λ∂F/∂τ , F = k

. (8.2.1)

Упругая деформация εe связана с напряжением законом Гука (с тензором
податливости 4S; τ = 4C · ·εe). Пластическая деформация εp развивает-
ся лишь при достижении F предела текучести k. Формула для ε̇p выра-
жает ассоциированный закон течения, в нём содержится та же функция
F (τ ), что и в условии текучести. Скаляр λ является самостоятельной неиз-
вестной (это некий множитель Лагранжа). Появление новой неизвестной
λ компенсируется условием F = k.

К (8.2.1) необходимо добавить принцип максимума Мизеса: при задан-
ной ε̇p

D(τ ) ≡ τ ·· ε̇p → max . (8.2.2)

Отсюда следует ассоциированный закон течения. Ведь имеем задачу на
условный экстремум с решением по методу Лагранжа:

D̂(τ ) = D − λF,
∂D̂

∂τ
= 0 ⇒ (8.2.1).

Другим следствием (8.2.2) является выпуклость поверхности текучести:

(τ − τ ′)·· ε̇p > 0. (8.2.3)
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«Концы векторов τ и τ ′ лежат на поверхности текучести, вектор ε̇p направ-
лен по нормали, поверхность расположена по одну сторону от касательной
плоскости» — но эта геометрическая интерпретация необязательна.

Выясним смысл величины D, рассматривая баланс энергии. Мощность
внешних сил∫

O

n · τ · u̇ dO +
∫
V

f · u̇ dV =
∫
V

[
(∇· τ + f) · u̇+ τ ·· ε̇

]
dV

превышает скорость изменения механической энергии∫
V

(Π +
1
2
ρu̇2)˙dV =

∫
V

(τ ·· ε̇e + ρu̇ · ü) dV

на величину
∫
DdV —D есть скорость диссипации энергии в единице объ-

ёма. К заключению о максимуме D можно прийти, рассматривая обычные
силы сухого трения — их направление обеспечивает максимум диссипации.

Принцип (8.2.2) раскрывает связь τ с ε̇p и является одним из важнейших
положений теории пластичности.

При условии текучести Мизеса с F2(τ ) (8.1.3) ассоциированный закон
сводится к следующему

ε̇p = ėp = λS, (8.2.4)

поскольку

δF2 =
1

2F2
S··δS =

∂F2

∂τ
··
(
δS +

1
3
δσE

)
=

= Dev
∂F2

∂τ
··δS +

1
3
tr
∂F2

∂τ
δσ ⇒ ∂F2

∂τ
=

1
2F2

S.

Если же принять условие Треска, закон течения усложнится.
Модель идеально-пластического тела соответствует на диаграмме де-

формирования (рис. 26) участку OAB. Для описания упрочнения (BCD)
необходимо заменить условие текучести условием упрочнения. В простей-
шем случае можно считать k функцией некоторого параметра упрочнения:

k = k(Ap), Ap ≡
∫
τ ·· dεp — (8.2.5)

энергетическое условие. Пластическая деформация начинается при F (τ ) =
k(0). Далее имеем подвижную поверхность нагружения, на которой

F = k, ε̇p =
{

0, Ḟ 6 0
λ∂F/∂τ , Ḟ > 0

. (8.2.6)
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8.2 Определяющие уравнения

Эта поверхность служит для разграничения нагрузки и разгрузки — по
знаку Ḟ .

При идеальной пластичности k = const, и в состоянии течения Ḟ = 0.
В случае упрочнения это равенство означает остановку течения («ней-
тральное нагружение»).

В модели с упрочнением можно получить универсальное выражение
λ, продифференцировав условие текучести:

Ḟ =
∂F

∂τ̇
·· τ̇ = k′(Ap)τ ·· ε̇p ⇒ λ = Λ·· τ̇ , Λ ≡

∂F/∂τ

k′(Ap) ∂F∂τ ··τ
. (8.2.7)

Ничего подобного нет при идеальной пластичности — там получается не-
определённость 0/0. Учитывая правило сложения деформаций, получим

ε̇ =
(

4S +
∂F

∂τ
Λ
)
·· τ̇ — (8.2.8)

как в линейно упругой среде с переменной податливостью.
Энергетическое условие упрочнения (8.2.5) означает изотропное расши-

рение поверхности текучести в пространстве напряжений и потому не опи-
сывает эффект Баушингера. Для учёта последнего необходимы более слож-
ные условия.

При идеальной пластичности изотропного материала

ė =
1
2µ
Ṡ +

{
0, τ(S) ≡ F2 < k
λS, τ = k

— (8.2.9)

это соотношение Прандтля будем часто использовать.
В качестве примера рассмотрим растяжение и кручение тонкостен-

ной трубки. При осевой силе P и крутящем моменте M тензор напряже-
ний

τ ≈ σzezez + τzϕ(ezeϕ + eϕez), σz =
P

2πRh
, τzϕ =

M

2πR2h
, (8.2.10)

где z и ϕ — цилиндрические координаты, R — радиус трубки, h — толщина
стенки. По удлинению W и углу поворота торца Φ находятся деформации
εz = W/l, εzϕ = ΦR/2l (l — длина трубки). Задаём программу мыслен-
ного эксперимента: сначала только кручение с растущим Φ до появления
пластических деформаций, затем растяжение с постоянным Φ. Из (8.2.10) и
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(8.2.9) находим S,

Sz =
2
3
σz, Szϕ = τzϕ, τ(S) =

√
1
3
σ2
z + τ2

zϕ,

ε̇z =
1
3
θ̇ +

1
2µ
Ṡz + λSz =

1
E
σ̇z + λSz, ε̇zϕ =

1
2µ
τ̇zϕ + λτzϕ. (8.2.11)

На этапе растяжения имеем ε̇zϕ = 0, τ2
zϕ + σ2

z/3 = k2,

τzϕτ̇zϕ +
1
3
σzσ̇z = 0 ⇒ λ =

1
2µ

σzσ̇z
3k2 − σ2

z

,

εz =
1
E
σz +

1
3µ

σz∫
0

σ2
z

3k2 − σ2
z

dσz =

=
1
6µ

(
1− 2ν
1 + ν

σz +
k√
3

ln
k
√

3 + σz

k
√

3− σz

)
— (8.2.12)

плавная зависимость с асимптотой на уровне σz = k
√

3. При этом τzϕ
убывает до нуля.

Вернёмся к (8.2.9) и допустим, что Ṡ ≡ 0. Тогда

e = ΨS
(

Ψ =
1
2µ

+
∫
λ dt

)
. (8.2.13)

Такое соотношение (без скоростей) характерно для деформационной тео-
рии пластичности. Некоторые авторы считают её верной и при непостоян-
стве S. В примере с (8.2.10)

εz =
1− 2ν

3E
σz + Ψ

2
3
σz, εzϕ = Ψτzϕ ⇒ Ψ =

εzϕ√
k2 − σ2

z/3
, (8.2.14)

и кривая растяжения σz(εz) отличается от (8.2.13).

8.3 Полый шар под действием внутреннего дав-
ления

Задача линейной термоупругости со сферической симметрией была рас-
смотрена в п. 4.11. Вид тензора напряжений, уравнения баланса сил и сов-
местности (4.11.5, 4.11.6, гл. 4) сохраняются. Граничные условия:

σr(a) = −p, σr(b) = 0; (8.3.1)
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давление p монотонно возрастает от нуля. Имеем

σ = tr τ = σr + 2σϕ, S = Srerer + Sϕ(E − erer),

Sr =
2
3
(σr − σϕ) = −2Sϕ, τ(S) =

|σϕ − σr|√
3

. (8.3.2)

Очевидно σr < 0, σϕ > 0 — знак модуля в τ не нужен (ссылки на очевид-
ность характерны для задач теории пластичности).

Упругое поведение будет при p < p0, где p0 пока неизвестно; везде τ <
k. Можем воспользоваться уравнением (4.11.8, гл. 4) — без температурного
слагаемого. Решаем уравнение Эйлера:

σr = rn, n(n− 1) + 4n = 0 ⇒ n1 = 0, n2 = −3;

σr = A− B

r3
= −p1− b3/r3

1− b3/a3
; σϕ =

r

2
σ′r + σr = A+

B

2r3
. (8.3.3)

Пластическая деформация начнется на внутреннем радиусе, поскольку τ =
B
√

3/2r3. Найдём p0:

B
√

3
2a3

= k ⇒ p0 =
2k√

3

(
1− a3

b3

)
. (8.3.4)

В упруго-пластической стадии (p > p0) естественно предположить на-
личие двух зон: пластичности (r < ρ) и упругости (r > ρ). Радиус ρ неиз-
вестен, на нём непрерывны σr и τ . В зоне упругости

σr = B

(
1
b3
− 1
r3

)
;

B
√

3
2ρ3

= k. (8.3.5)

В пластической зоне решение оказывается на удивление простым:

σ′r = 2
σϕ − σr

r
=

2k
√

3
r

⇒ σr = −p+ 2k
√

3 ln
r

a
. (8.3.6)

Осталось найти ρ из условия непрерывности σr:

− p+ 2k
√

3 ln
ρ

a
=

2k√
3

(
ρ3

b3
− 1
)

⇒ ρ(p). (8.3.7)

Функция ρ(p) возрастает до значения b при давлении

p∗ = 2k
√

3 ln
b

a
. (8.3.8)
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Такова несущая способность модели, равновесие с p > p∗ невозможно
(только течение с ускорением).

Заметим, что p∗ можно найти очень просто, если в (8.3.6) потребовать
и σr(b) = 0 — т. е. по условию разрешимости уравнения первого поряд-
ка с двумя граничными условиями. Это математическое явление позднее
рассмотрим в общей постановке.

Перемещение u = u(r)er можно определить двумя способами. Первый
связан с определяющими уравнениями (8.2.13) — условие Ṡ = 0 выполняет-
ся. Неизвестную функцию Ψ(r) можно найти из уравнения совместности.
Но проще другой способ, основанный на законе Гука для первых инвари-
антов:

u′ + 2
u

r
=

1− 2ν
E

(σr + 2σϕ). (8.3.9)

Правая часть известна, u(r) находится интегрированием (после умножения
на r2).

Разгрузка описывается уравнениями линейной упругости. Они связы-
вают разности p−p1, τ −τ 1, . . . , где (. . .)1 — значения в начале разгрузки.
В частности,

σr − σ1
r = −(p− p1)

(
1− b3

r3

)/(
1− b3

a3

)
,

σ1
r = −p1 + 2k

√
3 ln

r

a
(r < ρ(p1)). (8.3.10)

Полагая p = 0, получим выражение остаточного напряжения.

8.4 Балки и диски

Рассмотрим элементарную теорию упруго-пластического изгиба балки Бер-
нулли — Эйлера. Ось x направлена вдоль балки через центры тяжести се-
чений; в плоскости y, z сечение занимает область |y| 6 h/2, |z| 6 b(y)/2.
При изгибе в плоскости xy имеем силовые факторы

Q =
∫
τxy dF =

b/2∫
−b/2

dy

b/2∫
−b/2

τxy dz, M = −
∫
yσx dF

с уравнениями баланса (5.1.2, гл. 5): Q′ = −q, M ′ = −Q.
Гипотезы (5.1.3, гл. 5) сохраняются при пластических деформациях. По-

прежнему εx = −v′′y. В упругой зоне σx = Eεx, а в пластической
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|σx| = σ0 — предел текучести. Пластическая деформация начинается при
y = ±h/2, когда M = M0. С ростом нагрузки будет (M > M0)

σx = −σ0 ·

 1, y > η
y/η, |y| 6 η
−1, y < −η

, Ev′′η = σ0,

M = 2σ0

1
η

η∫
0

by2 dy +

h/2∫
η

by dy

 ≡ M̂(η). (8.4.1)

Координата η границы упругой зоны находится по изгибающему моменту
обращением функции M̂ . Тогда подчёркнутое равенство определит v′′.

Несущая способность в сечении исчерпывается при M = M∗ ≡ M̂(0).
В этом предельном случае v′′ → ∞ — образуется излом, «пластический
шарнир».

Пример: консольная балка прямоугольного сечения с силой P на сво-
бодном конце (x = l). Имеем Q = P , M = P (l − x), b = const,

M̂(η) = σ0b

(
h2

4
− η2

3

)
, M0 =

2
3
M∗, M∗ =

1
4
σ0bh

2.

Пластическое течение начнется в заделке (x = 0, y = ±h/2) при Pl =
M0. Далее зона пластичности примет (в плоскости xy) параболические
очертания:

η =
√
αx+ β, α =

3P
σ0b

, β =
3h2

4
− αl. (8.4.2)

По выражению v′′ в (8.4.1) находим прогиб:

v′ = v′(0) +
σ0

E

x∫
0

dx

η(x)
, v′(0) = 0, v(0) = 0, v =

x∫
0

v′ dx.

Это — в зоне пластичности x < x0 ≡ l −M0/P . При x > x0 имеем обыч-
ную упругую балку: v′′ = 12P (l−x)/Ebh3. На границе x = x0 непрерывны
v и v′.

Предельная нагрузка P∗ = M∗/l — в заделке образуется пластический
шарнир.

Обратимся к другой элементарной задаче — о вращающемся диске. Тон-
кий круглый диск радиусом a, толщиной h и плотностью ρ вращается во-
круг центра в своей плоскости с угловой скоростью ω. Имеем равновесие
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в подвижной системе при плоском напряжённом состоянии с балансом сил

(hσr)′ +
h

r
(σr − σϕ) + ω2ρhr = 0 (8.4.3)

и уравнением совместности εr = (rεϕ)′.
В упругой стадии (при ω < ω0) Eεr = σr − νσϕ, Eεϕ = σϕ − νσr,

и для σr получается уравнение второго порядка с условиями σr(a) = 0,
σr(0) ограничено. Оно легко интегрируется при степенном законе измене-
ния толщины h = h0r

n. Будет σϕ > σr > 0 с наибольшими напряжениями
в центре (для h = const).

Но интереснее пластическая стадия. Норма Мизеса приводит к слож-
ным выкладкам, а норма Треска — к элементарному решению:

σ1 = σϕ, σ2 = σr, σ3 = 0 ⇒ σϕ = 2k,
rσ′r + (n+ 1)σr = 2k − ω2ρr2 ⇒

⇒ rn+1σr =
2k
n+ 1

rn+1 − ω2ρ

n+ 3
rn+3 + const . (8.4.4)

В предельном состоянии это верно и при r = a. Для h = const найдём
ω2
∗ = 6k/ρa2.

8.5 Кручение

Стадия линейной упругости при кручении цилиндра описана в п. 4.8. Она
продолжается до M = M0, пока в некоторой точке на контуре сечения не
станет

|τ | ≡ |∇ϕ| = k (8.5.1)

Рис. 27

(орт оси z обозначим ez). С ро-
стомM зона пластичности рас-
ширяется, могут образоваться
новые очаги у других точек
контура, в предельном состоя-
нии (M = M∗) «упругое яд-
ро» может превратиться в ли-

нию (рис. 27).
Решение в зоне пластичности оказывается неожиданно простым:

ϕ = kn, τ = ∇ϕ× ez = kl, (8.5.2)
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8.6 Плоская деформация

где n — расстояние до границы по нормали, l — орт касательной — как в
(4.8.8, гл. 4). Докажем справедливость такого решения, рассматривая линии
поля ∇ϕ:

∇ϕ = k(cos θe1 + sin θe2), ∂1∂2ϕ = ∂2∂1ϕ ⇒ ∇ϕ · ∇θ = 0.

Это означает постоянство θ на линиях поля — они прямые, причём нор-
мально к контуру, т. е. ∇ϕ = −kn (орт n направлен наружу).

Выражение крутящего момента (4.8.9, гл. 4) сохраняется (без
∮

). Пре-
дельное значение вычисляется с функцией (8.5.2). Для квадратного сече-
ния со стороной a: M∗ = ka3/3 (соответствует объёму пирамиды высотой
ka/2).

Рассмотрим перемещения в пластической зоне. Для найденных напря-
жений Ṡ = 0, поэтому справедлива деформационная теория с форму-
лой (8.2.13). Действуя как в (4.8.11, гл. 4), получим

∇uS⊥ = 0 ⇒ u⊥ = U(z) + ω(z)ez × x;
∂zuz = 0 ⇒ uz = uz(x);
∇uz +U ′ + ω′ez × x = 2Ψτ . (8.5.3)

Это верно и в упругом ядре, где Ψ = 1/2µ, поэтому ω′ = α для всего
сечения. Можно не искать Ψ, а просто спроектировать (8.5.3) на нормаль
(ведь τ ·n = 0):

∂nuz = −n ·U ′ + αl ·x — (8.5.4)

осталось интегрирование по n. Для кругового сечения l ·x = 0.

8.6 Плоская деформация

Определение (4.9.1, гл. 4) сохраняется. Материал будем считать несжимае-
мым, жёстко-пластическим и без упрочнения:

ε̇ =
{

0, τ(S) < k
λS, τ = k

. (8.6.1)

Обозначим (только в этом п.) tr τ = 3σ. Имеем

ε̇z = ∂zu̇z = 0 = λSz ⇒ σz = σ =
1
2
(σx + σy). (8.6.2)
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Следовательно,

Sx =
1
2
(σx − σy) = −Sy; Sxy = τxy ⇒ τ(S) =

√
1
4
(σx − σy)2 + τ2

xy.

(8.6.3)
Условие текучести тождественно удовлетворено в переменных σ и θ:

σx = σ − k sin 2θ, σy = σ + k sin 2θ, τxy = k cos 2θ, (8.6.4)

где θ+ π/4 есть угол между первой главной осью τ и осью x. Для доказа-
тельства найдём сначала главные напряжения:∣∣∣∣∣∣

σx − Λ τxy 0
τxy σy − Λ 0
0 0 σz − Λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ σ1,3 = σ ± k, σ2 = σ. (8.6.5)

Плоская часть тензора напряжений

τ⊥ = σ1e1e1 + σ3e3e3; e1 = i cos γ + j sin γ, γ = θ + π/4,
e3 = −i sin γ + j cos γ; σx = i · τ⊥ · i ⇒ (8.6.4).

При равновесии без объёмных сил

∇· τ⊥ = 0 ⇒ ∂xσ − 2k(cos 2θ ∂xθ + sin 2θ ∂yθ) = 0,
∂yσ + 2k(cos 2θ ∂yθ − sin 2θ ∂xθ) = 0 — (8.6.6)

система квазилинейных уравнений.
Введём два семейства «линий скольжения α и β» с наклоном к оси x

под углами θ и θ + π/2 соответственно. Это линии с наибольшими каса-
тельными напряжениями, равными k. Уравнения (8.6.6) — гиперболического
типа, и линии скольжения являются их характеристиками (п. 1.3). Про-
стое, хотя и нестрогое, доказательство: оси x, y «местной декартовой си-
стемы» направим по касательным к линиям α и β; тогда θ = 0, и (8.6.6)
примут вид

∂x(σ − 2kθ) = 0, ∂y(σ + 2kθ) = 0. (8.6.7)

Величины в скобках постоянны на линиях α и β соответственно — таковы
условия на характеристиках.

Поскольку (8.6.6) нелинейны, характеристики не определяются заранее,
а строятся вместе с решением. Без компьютера это можно сделать лишь
в простейших задачах — например, о клине под действием односторон-
него давления (рис. 28). Угол при вершине 2γ > π/2. Угадывается поле
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2g
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Рис. 28

линий скольжения из двух прямо-
угольных треугольников (OAB и
OCD) и сектора OBC. В треуголь-
никах линии прямые; в секторе —
радиусы и концентрические окруж-
ности. На границах OA и OD ка-
сательное напряжение равно нулю,
поэтому линии скольжения состав-
ляют с ними угол π/4.

Необходимо выяснить, какой яв-
ляется линия ABCD — α или β. Ес-
ли имеет место некий изгиб клина, то сторона OA растянута, а OD — сжа-
та. Следовательно, на OA σ1 = σ + k > 0, σ3 = σ − k = −p. На OD
σ1 = σ + k = 0, σ3 = σ − k < 0. Имеем β-линию, на которой

σ + 2kθ = const ⇒ k − p+ 2kθA = −k + 2kθD;

θA − θD = 2γ − π

2
⇒ p = 2k

(
1 + 2γ − π

2

)
. (8.6.8)

Это предельная нагрузка (p∗). Однако решение вызывает вопросы и
требует комментариев. Предположили, что ниже ABCD — «жёсткая» зона,
где τ(S) < k. Но в жёсткой зоне принципиально невозможно найти напря-
жения. . . Всё прояснится далее, когда рассмотрим теоремы о предельной
нагрузке.

В случае острого угла (2γ < π/2) вместо сектора BOC будет линия
разрыва, а вместо (8.6.8) — условия непрерывности σx и τxy на этой линии:

σA − k sin 2θA = σD − k sin 2θD, cos 2θA = cos 2θD;
σA = k − p, σD = −k, θA = π/4 + γ = π − θD ⇒

⇒ = 2k(1− cos 2γ). (8.6.9)

Рассмотрим теперь осесимметричное поле напряжений — например, в
цилиндре под действием внутреннего давления. Напряжения σr и σϕ —
главные, линии скольжения составляют угол π/4 с ортами er и eϕ. При
σϕ > 0, σr < 0 будет

α : dr = r dϕ ⇒ ϕ = ln r + const = θ − π/4;
σ − 2kθ = const ⇒ σ = 2k ln r + const . (8.6.10)

Это можно получить и другим путём — как в задаче о шаре (п. 8.3).
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Заметим, что линии скольжения являются логарифмическими спираля-
ми: r = C exp(±ϕ).

Обратимся к скоростям (v = u̇). Согласно (8.6.1)

ε̇x = ∂xvx = −λk sin 2θ = −∂yvy, ∂xvy + ∂yvx = 2λk cos 2θ ⇒
⇒ ∂xvx + ∂yvy = 0, (∂xvy + ∂yvx) tg 2θ = ∂yvy − ∂xvx. (8.6.11)

Эта система линейна, поскольку θ найдено. Можно показать, что она —
гиперболического типа, характеристиками служат линии скольжения, и на
них

ε̇l = l · ε̇ · l = 0. (8.6.12)

Рассуждение как при выводе (8.6.7) не пройдёт, понадобятся криволинейные
координаты.

8.7 Изгиб жёстко-пластических пластин

Вспомним изгиб линейно упругих пластин как материальных поверхно-
стей (п. 5.7). В классической теории Кирхгофа роль тензора деформа-
ции играет κ = ∇∇w, основным силовым фактором служит тензор µ =
∂Π/∂κ, а условия равновесия при нагрузке силами имеют вид

∇·µ = −Q, ∇·Q = −q. (8.7.1)

В зоне пластичности изменится лишь связь µ и κ. Не вызывают сомне-
ний аналогичные (8.2.1) соотношения:

κ = κe + κp, κe =
∂Π̂
∂µ

, κ̇p =
{

0, f(µ) < k
λ∂f/∂µ, f = k

. (8.7.2)

Вспоминая элементарную теорию пластического изгиба балки (п. 8.4), сле-
дует выбрать модель с упрочнением, где k меняется по определённому
закону. Связь µ и κ̇p определяется принципом Мизеса

µ··κ̇p → max (f(µ) = k). (8.7.3)

Основой по-прежнему является принцип виртуальной работы (5.7.8, гл. 5),
откуда следуют и граничные условия.
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Рис. 29

Представление µ как интеграла по тол-
щине (5.7.14, гл. 5) подсказывает, что функция
текучести — та же, что и F (τ ) при плоском
напряжённом состоянии. Одно из главных на-
пряжений равно нулю, два других обозначим σr
и σϕ. Тогда условию Треска соответствует ше-
стиугольник (рис. 29). При σr > σϕ > 0 будет
σr = σ1, 0 = σ3, F1(τ ) = σr/2 = k — имеем
отрезок AB; так же строятся другие отрезки.

Посмотрим условие Мизеса:

Sr = σr − (σr + σϕ)/3 = (2σr − σϕ)/3, Sϕ = (2σϕ − σr)/3,

Sz = −(σr + σϕ)/3 ⇒ τ =
√

(σ2
r − σrσϕ + σ2

ϕ)/3. (8.7.4)

Условие τ = k определяет эллипс, вписанный в шестиугольник Треска при
σ0 = 2k — и описанный при σ0 = k

√
3.

Далее считаем модель жёстко-пластической без упрочнения: κe = 0,
k = const. В «жёстких» зонах f(µ) < k и напряжённое состояние не опре-
деляется. В зонах течения f = k, и в случае известных перерезывающих
сил Q для трёх компонент µαβ имеем ещё два дифференциальных уравне-
ния, т. е. полную систему.

Остановимся на осесимметричной задаче:

µ = µr(r)erer + µϕ(r)eϕeϕ, Q = Q(r)er, w = w(r),

κr = w′′, κϕ =
1
r
w′, µ′r +

1
r
(µr − µϕ) = −Q, Q′ + 1

r
Q = −q. (8.7.5)

По виду уравнения моментов ясно, что предпочтительнее условие Треска.
Для сплошной пластины

Q = −1
r

r∫
0

rq dr — (8.7.6)

элементарное условие баланса сил. Пусть q > 0 — пластина прогибается
«вверх», и µr, µϕ отрицательны. При r = 0 будет µr = µϕ — точка E
на шестиугольнике (рис. 29) — с изменёнными обозначениями. Если на
внешнем радиусе шарнирная опора, то µr(a) = 0, и при изменении r от 0
до a «перемещаемся» от E до F —

(rµr)′ = −µ0 − rQ ⇒ µ0a =

a∫
0

(a− r)rq dr (8.7.7)
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(после интегрирования по частям). Для постоянной нагрузки

q∗ = 6µ0/a
2. (8.7.8)

Скорость прогиба находится из выражений κr и κϕ при ассоциирован-
ном законе течения. На участке EF

κ̇r = 0 ⇒ ẇ = C1r + C2 — (8.7.9)

форма конуса.
При заделке на внешнем радиусе w′(a) = 0⇒ κϕ(a) = 0, что возможно

лишь на AB (или ED). С возрастанием r от 0 до a «движемся» по EFA:
EF для 0 < r < ρ и FA при r > ρ. В случае q = const Q = −qr/2.
Уравнение моментов интегрируется сначала при r < ρ по формулам (8.7.7)
(ρ в роли a). Далее r > ρ:

µϕ = −µ0+µr, µ′r+
µ0

r
=
qr

2
⇒ µ0

(
1 + ln

a

ρ

)
=
a

4
(a2−ρ2). (8.7.10)

Но q = 6µ0/ρ
2 — имеем уравнение для a/ρ с корнем 1.37. В итоге

q∗ = 11.3µ0/a
2. (8.7.11)

8.8 Вариационные принципы для жёстко-плас-
тического тела

Принципы минимума потенциальной энергии и дополнительной работы в
теории упругости (п. 4.6) имеют свои аналоги в механике жёстко-пласти-
ческого тела без упрочнения.

Экстремальное свойство поля скоростей (v = u̇). Функционал

J1(v) =
∫
V

(
τ ·· ε̇− f · v

)
dV −

∫
O2

p · v dO (v|O1
≡ v0) (8.8.1)

имеет минимум на истинном поле скоростей. Как и в п. 4.6, рассматрива-
ется трёхмерное тело с нагрузкой f в объёме и p на части поверхности
O2; на остальной части O1 заданы скорости — это условие должно быть
обеспечено. Заметим, что τ определяется тензором скоростей деформаций
ε̇ = D = ∇vS согласно закону Мизеса

τ ··D → max ⇔ (τ − τ ′)··D > 0 (F (τ ) = k). (8.8.2)
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Для обоснования принципа достаточно рассмотреть разность

J1(v′)− J1(v) =
∫
V

[
τ ′··D′ − τ ··D − f · (v′ − v)

]
dV −

−
∫
O

n · τ · (v′ − v) dO. (8.8.3)

Учтено, что (v′ − v)|O1
= 0 и введено истинное τ . Используя теорему о

дивергенции и уравнение баланса сил в объёме, получим

J ′1 − J1 =
∫
V

(τ ′ − τ )··D′ dV > 0. (8.8.4)

Принцип установлен. Представляет интерес процедура с варьировани-
ем:

δJ1 =
∫
V

(
δτ ··D + τ ··δD − f · δv

)
dV −

∫
O2

p · δv dO;

τ ··D = ∇· (τ · v)−∇· τ · v, δv|O1
= 0 ⇒

δJ1 =
∫
V

[
δτ ··D − (∇· τ + f) · δv

]
dV +

∫
O2

(n · τ − p) · δv dO = 0. (8.8.5)

Подчёркнутое слагаемое тоже равно нулю — ассоциированный закон или
жёсткая зона (D = 0).

«Поле сравнения» v′ должно удовлетворять условиям не только на O1,
но и на поверхностях разрыва — должна быть непрерывна нормальная ком-
понента vn.

Экстремальное свойство поля напряжений. Функционал с ограниче-
ниями

J2(τ ) =
∫
O1

n·τ ·v0 dO, ∇·τ + f = 0, n · τ
∣∣
O2

= p, F (τ ) 6 k (8.8.6)

имеет максимум на истинном поле напряжений. Можно увидеть аналогию
с принципом дополнительной работы, если поменять знак и учесть, что в
идеальной пластичности без упрочнения «Π̂(τ ) = 0».
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Рассмотрим разность:

J2 − J ′2 =
∫
O1

n · (τ − τ ′) · v0 dO =
∫
O

n · (τ − τ ′) · v dO =

=
∫
V

[
∇· (τ − τ ′) · v + (τ − τ ′)··D

]
dV > 0. (8.8.7)

Не является необходимой, но представляет интерес вариационная про-
цедура с множителями Лагранжа:

δJ2 =
∫
O1

n · δτ · v0 dO −
∫
V

∇· δτ ·Λ dV =

=
∫
O1

n · δτ · (v0 −Λ) dO +
∫
V

δτ ··∇ΛS dV = 0. (8.8.8)

Очевидно, Λ = v. В жёсткой зоне («внутри поверхности текучести») δτ
произвольно — ∇ΛS = 0. В состоянии текучести ∇ΛS «ортогонально» δτ
— ассоциированный закон.

8.9 Теоремы о предельной нагрузке

Уточним понятие предельной нагрузки. Рассмотрим постановку

∇· τ +mf = 0, n · τ
∣∣
O2

= mp, v|O1
= 0,

F (τ ) 6 k, (τ − τ ′)··D > 0. (8.9.1)

Коэффициент нагрузки m монотонно возрастает от нуля. С ним растут и
напряжения. Но подчёркнутое неравенство их ограничивает. Точная верх-
няя граница (супремум) m∗ есть коэффициент предельной нагрузки. Две
теоремы позволяют оценить m∗ сверху и снизу.

Кинематическая теорема основана на неравенстве (8.8.4). На истинном
поле скоростей J1 = 0 — благодаря закреплению на O1. Поэтому

J1(v′) > 0 ⇒ m 6

∫
τ ′··D′ dV∫

V

f · v′ dV +
∫
O2

p · v′ dO
≡ mk. (8.9.2)
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Отношение mk называется кинематическим коэффициентом предельной
нагрузки. Он определяется интегралами по заданному полю v′ и даёт оцен-
ку сверху.

Статическая теорема выражается неравенством

m > ms, (8.9.3)

где ms называется статическим коэффициентом. В отличие от mk, для ms

нет общего выражения. Он находится по «статически допустимому» τ ′:

∇· τ ′ +msf = 0, n · τ ′
∣∣
O2

= msp, F (τ ′) 6 k. (8.9.4)

Для обоснования (8.9.3) достаточно проинтегрировать неравенство Мизеса:

0 6
∫
V

(τ − τ ′)··D dV =
∫
O

n · (τ − τ ′) · v dO −
∫
V

∇· (τ − τ ′) · v dV =

= (m−ms)

∫
O2

p · v dO +
∫
V

f · v dV

 ⇒ (8.9.3),

поскольку мощность нагрузок положительна.

P

x

Рис. 30

Для иллюстрации рассмотрим консоль-
ную балку с опорой на свободном конце при
действии равномерной нагрузки p (рис. 30).
Сначала вычислим кинематический коэффи-
циент для скоростей с двумя пластическими
шарнирами (при x = 0 и ξ):

v′ =
{
x/ξ, x < ξ
(l − x)/(l − ξ), x > ξ

. (8.9.5)

При этом знаменатель в (8.9.2) равен

l∫
0

pv′ dx = pl/2.

Вклад в числитель (8.9.2) дают лишь области течения; в нашем случае это
два шарнира. Диссипация в шарнире равна M∗ω, где ω — соответствующая
угловая скорость. В шарнире x = 0 будет ω = ξ−1, а при x = ξ имеем
ω = ξ−1 + (l − ξ)−1. Поэтому

mk = 2M∗
(
2ξ−1 + (l − ξ)−1

)
/pl. (8.9.6)
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Но ξ — любое от 0 до l; наилучшая оценка сверху

minmk = 2M∗(3 + 2
√

2)/pl2. (8.9.7)

Совсем иначе определяется статический коэффициент. Шарнирная опо-
ра создаёт реакцию R; изгибающий момент M(x) = −R(l − x) +msp(l −
x)2/2. Статически возможное состояние будет при

|M(x)| 6 M∗ ⇒
{
−Rl +mspl

2/2 6 M∗
R2 6 2mspM∗

. (8.9.8)

m

R

s

Рис. 31

Эта система неравенств определяет в плоскости пара-
метров R, ms область между прямой линией и пара-
болой (рис. 31). Любое значение ms из этой области
является статическим коэффициентом. Но наилучшая
оценка снизу — maxms — соответствует пересечению
прямой и параболы. Поразительно, что оно совпадает
с (8.9.7) — найдено точное значение m∗.

Заметим, что ни поле скоростей, ни напряжён-
ное состояние не найдены — но ведь целью является

лишь m∗.
Совпадение коэффициентов ms и mk характерно для «полных реше-

ний». Разыскивая τ и v, мы одновременно определяем ms и mk; даже
если τ и v отличаются от истинных, предельная нагрузка определится точ-
но. Заметим, что если при постановке в напряжениях нашлось несколько
значений нагрузки, то ближе к истине большее, а не меньшее.
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Глава 9

Разрушение

9.1 О критериях прочности

Механические напряжения являются результатом осреднения межатомных
сил. При сближении частиц силы отталкивания могут неограниченно рас-
ти. Но когда частицы расходятся, силы притяжения сначала растут, а затем
падают до нуля. Возникает понятие теоретической прочности σ0, но с ним
и вопросы: почему реальная прочность может быть в тысячу раз меньше
σ0, почему возможно разрушение при сжатии и др.

Наивны попытки объяснить поведение реальных тел на дискретных
моделях с регулярным расположением частиц. Представляющийся одно-
родным и изотропным кусок стали — это ведь поликристаллический ком-
позит; каждый кристаллик (зерно) однороден и анизотропен, ориентация
зерен хаотична, в кристаллической решетке множество точечных дефектов
(вакансий и примесных частиц) и дислокаций. . . Эти явления интенсивно
изучаются не только в физике твёрдого тела, но и в механике [27, 49, 93].

Практический конструктивный взгляд на проблему прочности может
быть таким: разрушение наступает, когда некоторая «возрастающая» функ-
ция F (τ ) достигает предельного значения σ∗, вид F определяется по мно-
жеству разрушающих испытаний (τ = λτ

0
, τ

0
задано, λ растёт до раз-

рушения — и так для достаточно полного набора τ
0
). При этом начало

пластического течения оказывается частным случаем.
Для анизотропных материалов вид F (τ ) бывает причудливым, вкла-

ды компонент могут сильно различаться. Например, дерево «боится» каса-
тельных напряжений вдоль волокон — вклад их в F значителен. Становятся
опасными даже маленькие напряжения, если действуют на площадках со
слабым сцеплением.

В случае изотропии F зависит лишь от инвариантов τ — или от глав-
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ных значений σ1, σ2, σ3. Допустив, что разрушение наступает лишь от
растяжения, принимают F = σ1 при σ1 > 0 и F = 0 для σ1 < 0. Так
не описать возможное разрушение при сжатии, поэтому используют кри-
терий наибольшего удлинения: F = ε1(> 0) − max εn. Для пластических
материалов в роли F иногда выступают нормы Мизеса и Треска.

Весьма естественно предложение Мора, связанное с его круговой диа-
граммой (рис. 6, п. 3.6). Каждому разрушающему испытанию соответству-
ет своя тройка кругов Мора в плоскости σn, tn. Предполагается, что есть
некая «точная верхняя граница» с уравнением f(σn, tn) = σ∗; прочность
обеспечена, если круги не выходят за границу.

Огромная работа экспериментаторов по определению F и σ∗ в значи-
тельной мере обесценивается случайным характером σ∗ с большим раз-
бросом. Например, прочность на разрыв образца существенно зависит от
состояния его поверхности; шлифовка, растворение поверхностного слоя
(соли) повышают прочность. Поэтому в расчётах вводят «коэффициент за-
паса», снижая σ∗. . .

Не отказываясь от этих старых представлений, сейчас следует пред-
почесть иное: прочность определяется дефектами, разрушение есть их
быстрый рост [24]. Механика хрупкого разрушения с трещинами разви-
вается интенсивно и превращается в классику [36, 65, 77, 109, 112].

Основоположником механики трещин считается Гриффитс. В 1920 г. (в
возрасте 27 лет) он обратил внимание на энергетику роста трещин. Боль-
ших сил для разрушения недостаточно, нужна ещё энергетическая под-
держка. Энергию растущей трещины даёт само тело — оно разгружается.
По Гриффитсу, разрушение происходит, когда рост трещины становится
«энергетически выгодным».

9.2 Напряжённое состояние у фронта трещины

Двумерные задачи с прямолинейными разрезами более просты — начнём с
них. В декартовой плоскости x1, x2 трещина является отрезком x2 = ±0,
|x1| 6 l. На свободных берегах разреза

τ 2 = e2 · τ = 0 ⇒ τ22 = τ21 = τ23 = 0. (9.2.1)

Для небольшой трещины внутри тела решение можно считать суммой
двух слагаемых. Первое — для тела без трещины; оно не удовлетворя-
ет (9.2.1): τ 2(x) 6= 0. Второе — для бесконечной плоскости с разрезом при
нагрузке τ 2 на берегах. Только второе решение важно в механике трещин.
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9.2 Напряжённое состояние у фронта трещины

В нём возникают бесконечные напряжения на фронте (x1 = ±l), характе-
ризуемые коэффициентами интенсивности напряжений (КИН).

Это второе решение, в свою очередь, состоит из трёх — по числу ком-
понент в (9.2.1). Ставятся три задачи — две плоских и антиплоская.

Антиплоская задача с однородным состоянием на бесконечности рас-
смотрена в п. 4.7. Комплексный потенциал (4.7.6, гл. 4) представим

g(z) = − iτ
µ
z + f(z), f(z) ≡ iτ

µ

(
z −

√
z2 − l2

)
=
iτ l2

2µz
+ . . . (9.2.2)

Представляет интерес лишь слагаемое f(z) — для нагрузки на берегах. У
вершины трещины z = l + reiθ, r → 0,

f(z) = const− iK3

µ

√
2
π

(z − l) + . . . , K3 = τ
√
πl — (9.2.3)

таков КИН в этой задаче. Согласно (4.7.5, гл. 4), при r → 0

u = const+
K3

µ

√
2r
π

sin
θ

2
,

(
τ1
τ2

)
=

K3√
2πr

(
− sin θ/2

cos θ/2

)
— (9.2.4)

важные асимптотические формулы для перемещений и напряжений.
Обобщим постановку: на берегах разреза τ2 = τ(x) — произвольная

заданная нагрузка. Решение ищем в виде

µf ′(z) = h(z)/
√
z2 − l2 — (9.2.5)

с той же особенностью, что в (9.2.3). Функцию h(z) удаётся найти как инте-
грал Коши1

h(z) =
1

2πi

∫
h(ζ)
ζ − z

dζ, (9.2.6)

где контур интегрирования состоит из обоих берегов разреза (x2 = ±0,
|x1| 6 l) и окружности |ζ| = M → ∞. В (9.2.2) имеем f ′(z) = O(z−2) при
z → ∞; предполагая это и для (9.2.5), обнаружим исчезновение интеграла
по окружности. Остаётся

2πih(z) =

l∫
−l

h+(x)
x− z

dx+

−l∫
l

h−(x)
x− z

dx =

l∫
−l

h+ − h−

x− z
dx. (9.2.7)

1подобно п. 4.10
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Далее используем (4.7.5, гл. 4):

τ1 − iτ2 = µf ′(z) = h±(x)/± i
√
l2 − x2 (x2 = ±0). (9.2.8)

Но τ1 нечётно по x2, а τ+
2 = τ−2 = −τ(x); следовательно,

h+ − h− = −2τ
√
l2 − x2, µf ′(z) =

1
πi
√
z2 − l2

l∫
−l

τ(x)
√
l2 − x2

z − x
dx.

(9.2.9)
Вблизи вершины z → l

µf ′ =
−iK3√
2π(z − l)

+ . . . , K3 =
1√
πl

l∫
−l

τ(x)

√
l + x

l − x
dx. (9.2.10)

Асимптотические формулы (9.2.4) сохраняются, но с другим КИН.
Плоские задачи, в общем случае намного более сложные, имеют

простые решения для плоскости с трещиной. Потенциалы Мусхелишвили
(п. 4.9) выражаются через одну функцию. В задаче о растяжении (τ22 =
−p(x1), τ21 = 0 при x2 = ±0, |x1| 6 l) Вестергард предложил

ϕ′ =
1
2
w, ψ′ = −1

2
zw′ ⇒ ψ =

1
2
(W − zw), W ≡

∫
w dz. (9.2.11)

Тогда по общим формулам (4.9.28, гл. 4)

τ11 = Rew − x2 Imw′, τ22 = Rew + x2 Imw′, τ12 = −x2 Rew′,
2µu1 = (1− 2ν) ReW − x2 Imw, 2µu2 = 2(1− ν) ImW − x2 Rew.

(9.2.12)

Надо найти w(z) по известной вещественной части на разрезе. Но ре-
шение уже есть: мы получили (9.2.9) по заданной мнимой части; w имеет
вид (9.2.9), но без i. У вершины w выглядит как (9.2.10), только без (−i) и
с K1.

Из (9.2.12) выводятся асимптотические формулы

 τ11
τ22
τ12

 =
K1√
2πr



(
1− sin

θ

2
sin

3θ
2

)
cos

θ

2(
1 + sin

θ

2
sin

3θ
2

)
cos

θ

2
1
2

sin θ cos
3θ
2

 ,

196



9.3 Силы, действующие на фронт трещины

(
u1

u2

)
=
K1

µ

√
2r
π


(

1− 2ν + sin2 θ

2

)
cos

θ

2(
2− 2ν − cos2

θ

2

)
sin

θ

2

 — (9.2.13)

сложнее (9.2.4), но с той же особенностью при r → 0.
Задача о сдвиге (τ22 = 0, τ21 = −τ(x1)) решается с иной подстановкой

Вестергарда:

ϕ′ = − i
2
w2, ψ′ =

i

2
(2w2 + zw′2). (9.2.14)

Однако всё очень похоже на задачу растяжения. КИН K2 выглядит как K3

(и K1).
Асимптотические формулы считаются справедливыми не только в плос-

ких задачах, но и в пространственных. Трещина является поверхностью
(Σ), фронт — линией (Γ). В каждой точке фронта направления касательной
(l) и нормалей (ν, n) играют роли x3, x1, x2. Три коэффициента интенсив-
ности — функции дуговой координаты l.

9.3 Силы, действующие на фронт трещины

Этот вопрос невозможно понять без представлений лагранжевой механики.
Ясность внесли Райс и Друккер (1967), вычислив изменение энергии при
виртуальном продвижении фронта. Пусть каждая точка фронта Γ переме-
щается на расстояние δs(l) в направлении нормали ν в плоскости разреза;
если изменение энергии

δЭ = −
∫
Γ

Gδs dl, (9.3.1)

то G есть соответствующая сила на единицу длины.
Рассматривается тело с поверхностными силами p на части границы

O2 и с закреплением на остальной части O1. Вместо трещины — полость
с поверхностью Σ0. Энергия

Э =
∫
V

Π(ε) dV −
∫
O2

p · u dO
(
u
∣∣
O1

= 0
)

— (9.3.2)
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это не функционал, а значение на истинном решении. Для виртуально рас-
ширившейся полости

Э + δЭ =
∫

V−δV

Π(ε+ δε) dV −
∫
O2

p · (u+ δu) dO. (9.3.3)

объём полости увеличился на δV , а границей стала поверхность Σ1. Изме-
нение энергии

δЭ =
∫

V−δV

(
Π(ε+ δε)−Π(ε)

)
dV −

∫
δV

Π(ε) dV −
∫
O2

p · δu dO. (9.3.4)

Поверхностный интеграл можно эффектно преобразовать. На O1 δu =
0, на O2 n · τ = n · (τ + δτ ) = p, на Σ1 n · (τ + δτ ) = 0. Поэтому∫

O2

p · δu dO =
∫

O+Σ1

n · (τ + δτ ) · δu dO =

=
∫

V−δV

[
∇ · (τ + δτ ) · δu+ (τ + δτ )··δε

]
dV, (9.3.5)

причём подчёркнутое выражение равно нулю (равновесие без объёмных
сил). В (9.3.4) получаем

δЭ =
∫

V−δV

[
Π(ε+ δε)−Π(ε)− (τ + δτ )··δε

]
dV −

∫
δV

Π dV. (9.3.6)

Отметим, что это написано не по правилам исчисления бесконечно ма-
лых. Но всё верно, малые разного порядка здесь смешиваются. Используя
формулу Тейлора

Π(ε+ δε) = Π(ε) + τ ··δε+
1
2
δτ ··δε+ . . . (τ = ∂Π/∂ε), (9.3.7)

преобразуем (9.3.6):

δЭ = −1
2

∫
V−δV

δτ ··δε dV −
∫
δV

Π dV,

∫
V−δV

δτ ··δε dV =
∫

O+Σ1

n · δτ · δu dO = −
∫
Σ1

n · τ · δu dO ⇒

⇒ δЭ =
1
2

∫
Σ1

n · τ · δu dO −
∫
δV

Π dV. (9.3.8)
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Далее — предельный переход от полости к трещине. Равен нулю объ-
ём полости между берегами разреза (и его приращение δV ). Поверхность
Σ1 = Σ0 + δΣ, где δΣ есть узкая полоска из виртуальных продвижений
фронта — с двумя берегами (+ и −). Вводя нормаль N к δΣ в обычном
смысле, получим

n
∣∣∣
δΣ±

= ∓N , δЭ = −1
2

∫
δΣ

N · τ · δu
∣∣∣+
−
dO. (9.3.9)

Учтено, что τ — для непродвинутого фронта и непрерывен на δΣ.
В интеграле по узкой полоске∫

δΣ

(. . .) dO =
∫
Γ

dl

δs∫
0

(. . .) dx1 (9.3.10)

можно использовать асимптотические формулы для τ и u. При этом в τ
надо считать θ = 0, а в δu

∣∣ = (u+ δu)
∣∣− θ = ±π. Результатом интегриро-

вания будет (9.3.1), причём

G =
1
2µ
[
K2

3 + (1− ν)
(
K2

1 +K2
2

)]
. (9.3.11)

Это — трещинодвижущая сила. Она положительна — рост трещины
всегда «энергетически выгоден» для факторов Э (внешних сил и упругих
внутренних). Любая трещина губительна для упругого тела. К счастью,
есть ещё неупругие внутренние силы у фронта трещины, от которых воз-
никает некая сила сопротивления G∗. Трещина не растёт при G < G∗.

Использование этого критерия прочности — большой шаг вперед от
старых представлений (п. 9.1). «Трещиностойкость» G∗ важнее прочности
на разрыв σ∗; эти величины напрямую не связаны, материал с большей σ∗
может иметь меньшую G∗ [24]. Гриффитс в роли G∗ видел поверхностную
энергию, но более поздние исследования других авторов выявили преиму-
щественный вклад работы пластической деформации.

Два серьёзных вопроса остаются без ответа. Первый: при замене в за-
даче о растяжении p на −p K1 меняет знак, а G — нет. Но ведь трещина не
должна расти от сжатия. . . Второй: сдвиговые напряжения (K2 и K3) дают
вклад в G не меньший, чем растяжение (K1), хотя представляются значи-
тельно менее опасными. Возможно, следует выделить в G∗ три слагаемых
и формулировать критерий так:

K1 < K1∗, |K2| < K2∗, |K3| < K3∗. (9.3.12)
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Критерий с K1 хорошо известен.

9.4 Учёт сил сцепления

Сингулярность в напряжениях на фронте трещины получена в рамках ли-
нейной теории упругости, где u и τ должны быть малыми. Не стоит пре-
увеличивать масштаб этого противоречия, сингулярности встречаются во
всех разделах линейной математической физики.

Г. И. Баренблатт показал (1960 г.), что сингулярность на фронте исчеза-
ет при учёте сил сцепления между берегами. Нагрузка на берегах в задаче
о растяжении равна p(x) − q(x), где q — силы сцепления (локализованы у
вершины). Коэффициент интенсивности равен нулю:

1√
πl

l∫
−l

(p− q)

√
l + x

l − x
dx ≡ K1 −K1∗ = 0. (9.4.1)

Имеется в виду предельное состояние, когда q определяется лишь свой-
ствами материала.

Вместе с КИН исчезает и
√
r в выражении перемещений. Это значит,

что очертания берегов не параболические, а с плавным переходом в ось
x1, что естественно.

Сходные соображения представлены Дагдейлом, Леоновым и Панасю-
ком (около 1960 г.). У этих авторов q = const, но лишь на участке некото-
рой длины a у фронта. Величина a находится из равенства K1 = 0. Пред-
ложен особый «деформационный» критерий роста трещины: расхождение
берегов на расстоянии a от фронта должно увеличиться до δ∗ (const). В
результате оказывается, что при бесконечно малой длине трещины разру-

шающая нагрузка стремится не к ∞
(
p
√
πl = K1∗

)
, а к q. У Дагдейла q —

это теоретическая прочность, у Леонова и Панасюка — предел текучести.
Выкладки этих авторов есть во многих книгах [65, 32].

9.5 J-интеграл и определение КИН

В двумерных задачах с трещиной J-интеграл Райса имеет вид

J =
∫
C

(
Πn1 − n · τ · ∂1u

)
dl. (9.5.1)
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x
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x
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C

Рис. 32

Он рассматривается на разомкнутых контурах, на-
чинающихся на одном берегу и заканчивающихся
на другом (рис. 32). Это одно из самых известных
понятий механики трещин. Оказывается, трещина
начинает расти, когда J достигает критического
значения J∗.

Для выяснения смысла J сначала убедимся,
что на любом замкнутом контуре ∂F (не охваты-
вающем вершину), интеграл равен нулю. Используем теорему о диверген-
ции:

J =
∮
∂F

(
Πn1 − n · τ · ∂1u

)
dl =

∫
F

(
∂1Π−∇ · τ · ∂1u− τ ··∂1ε

)
dF ;

∂1Π =
∂Π
∂ε
··∂1ε = τ ··∂1ε, ∇ · τ = 0 ⇒ J = 0. (9.5.2)

Далее покажем, что на всех разомкнутых контурах как на рис. 32 зна-
чения J одинаковы. Добавим второй контур — бо́льший. Вместе с «гори-
зонтальными» отрезками на берегах получается замкнутый контур, на нём∮

= 0. Но на берегах n1 = 0, n · τ = 0 — вклада в интеграл нет. Учитывая,
что в

∮
орт n направлен наружу, получаем желаемое.

И самое важное:

J = G — (9.5.3)

равен трещинодвижущей силе. Для доказательства можно считать контур
окружностью и воспользоваться асимптотическими формулами. При анти-
плоской деформации

Π =
1
2µ

K2
3

2πr
, n1 = cos θ, n · τ =

K3√
2πr

sin
θ

2
k,

∂1u =
(

cos θ∂r −
1
r

sin θ∂θ

)
K3

µ

√
2r
π

sin
θ

2
k ⇒ (9.5.3).

Равенство (9.5.3) всё проясняет, но некоторые авторы отмечают и дру-
гое: J определяет поток энергии внутрь контура и позволяет оценить роль
физической нелинейности (автор этих строк к их числу не относится).

Прикладное значение J-интеграла — в возможности определения КИН
(или G). Обычный численный метод конечных элементов не позволяет
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Рис. 33

выявить особенность — аппроксимация не допус-
кает. Однако МКЭ вполне эффективен вдали от
фронта, там и надо брать контур интегрирова-
ния. . .

Поскольку КИН являются основными расчёт-
ными неизвестными, представляет интерес новый
вариационный принцип с независимым варьиро-
ванием перемещений и коэффициентов интенсив-
ности [32]. В простом случае антиплоской дефор-
мации (рис. 33) функционал имеет вид

Э(u, v,K) =
∫
F

(Π(∇u)− fu) dF −
∫
C2

pu dl + e(K),

u
∣∣∣
C1

= u1, u
∣∣∣
C0

= KU + v. (9.5.4)

Варьируется не только поле перемещений u, но и КИН (K), а также пере-
мещение вершины v. Область интегрирования F не содержит окрестности
вершины с границей C0. Энергия этой окрестности представлена слагае-
мым e(K), вычисляемым по асимптотическому выражению U из (9.2.4).

Проварьируем (9.5.4):

δЭ =
∫
F

(τ · ∇δu− fδu) dF −
∫
C2

pδu dl + e′(K)δK =

= −
∫
F

(∇ · τ + f)δu dl +
∫
C2

(n · τ − p) δu dl +

+

e′ − ∫
C0

N · τU dl

 δK −
∫
C0

N · τ dlδv. (9.5.5)

Вариационное уравнение δЭ = 0 содержит в себе не только обычные урав-
нения баланса и силовые граничные условия, но и уравнения

e′ =
∫
C0

N · τU dl,
∫
C0

N · τ dl = 0, (9.5.6)

служащие для определения K и v.
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9.6 Рост трещин

Численные решения, а также доступные аналитические показали эф-
фективность принципа. В [32] описана трёхмерная постановка с трещиной
произвольной геометрии. Это альтернатива известному подходу с сингу-
лярными конечными элементами [77].

9.6 Рост трещин

С продвижением фронта меняются КИН и трещинодвижущая сила. Если
они увеличиваются, рост трещины лавинообразен. Так будет при
K1 = p

√
πl, K2 = K3 = 0. Но возможна иная ситуация, когда КИН умень-

шаются; при этом фронт может остановиться. Например, в плоской за-
даче о растяжении с сосредоточенными силами на берегах

p(x) = Tδ(x), K1 = T/
√
πl — (9.6.1)

согласно (9.2.10). Трещина начинает расти при T = K1∗
√
πl и сразу оста-

навливается.
Вообще, если в конструкции обнаружена трещина, её можно обезвре-

дить установкой дополнительных упругих элементов ради убывания КИН
с продвижением фронта (стяжек, заплаток и др.).

До сих пор считалось, в частности, что трещина не растёт при G <
G∗ = const. Однако в реальности обнаружен и медленный докритический
рост с меньшими нагрузками. Для моделирования этого предлагается за-
менитьG∗ на «R-кривую» — возрастающую функцию продвижения фронта
R(l̃) [38]. При медленном росте

G−R = 0, d(G−R)/ dl < 0. (9.6.2)

Если же «производная» положительна, рост лавинообразен.
Много неприятностей доставляет усталостный рост при циклической

нагрузке. Проведено множество экспериментальных исследований и пред-
ложен ряд эмпирических зависимостей для описания роста. Отметим хотя
бы уравнение

dl

dn
= C(∆K)m , (9.6.3)

где l(n) — размер трещины как функция числа циклов, ∆K — перепад
КИН, C и m — постоянные [36]. При растяжении плоскости с прямым
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Разрушение

разрезом

dl

dn
= Dlm/2, D ≡ C

(
∆p
√
π
)m ⇒ l1−m/2 − l

1−m/2
0 =

(
1− m

2

)
Dn,

(9.6.4)
где l0 — начальная длина. Поскольку m > 2, подчёркнутое слагаемое ис-
чезает при l→∞ — получаем выражение числа циклов до разрушения

n∗ = l
1−m/2
0

/
D
(m

2
− 1
)
. (9.6.5)

9.7 Длительная прочность и накопление повре-
ждений

Успешно развивающаяся механика трещин не может описать все виды
разрушений. Важны экспериментальные исследования длительной проч-
ности: образец выдерживается в испытательной машине с растягивающим
напряжением σ до разрушения через время t∗(σ). Это монотонно убываю-
щая функция; t∗(0) = ∞, t∗(∞) = 0.

Сразу возникает вопрос о «времени жизни» T∗ при переменном напря-
жении σ(t). Ответ содержится в «формуле накопления повреждений» [36,
40]:

T∗∫
0

dt

t∗(σ)
= 1 (9.7.1)

(при σ = const будет T∗ = t∗(σ)).
Нет удовлетворительного ответа на аналогичный вопрос при сложном

напряжённом состоянии. «Эквивалентное напряжение» может быть σe =
σ1 при растяжении и σe = 0 при сжатии.

Для описания повреждений в точке вводятся мера повреждённости
0 < ψ(r, t) 6 1: для «нового» материала ψ = 1, а при полном разрушении
ψ → 0 (лёд на озере поздней весной). Знающий математическую физику
читатель едва ли примет столь неопределённое понятие. Необходимо хотя
бы кинетическое уравнение [36]

ψ̇ = f(ψ, τ , . . .) (9.7.2)

для скорости накопления повреждений. Очевидно f < 0; не выписаны
возможные другие аргументы (не только температура).
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9.7 Длительная прочность и накопление повреждений

При растяжении предложено

ψ̇ = f(ψ, σ) = −A
(
σ

ψ

)n
. (9.7.3)

Немного проясняется смысл ψ: часть связей в материале рвётся, для остав-
шихся напряжением будет σ/ψ. Уравнение интегрируется:

1
n+ 1

(
1− ψn+1

)
= A

t∫
0

σn dt. (9.7.4)

Для σ(t) = const находим «время жизни»:

ψ = 0 ⇒ t∗(σ) = 1/(n+ 1)Aσn — (9.7.5)

приемлемая аппроксимация кривой длительной прочности. Но тогда при
переменном напряжении из (9.7.4) следует (9.7.1) — уже успех.

В книге [36] представлено много решённых задач о накоплении повре-
ждений в дисках, балках и др.
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Глава 10

Реология

10.1 Реологические модели

Все тела сопротивляются нагрузке посредством деформации, но законы
деформации оказываются более сложными, чем в упругом теле. Помимо
упругих свойств всегда — в той или иной степени — проявляются свой-
ства вязкости и пластичности. Как отмечалось в гл. 8, эффекты «чистой»
пластичности не зависят от скорости деформирования; появление этой за-
висимости означает вязкость.

Рис. 34

Сочетание трёх свойств удобно рассматри-
вать на одномерных реологических моделях [83].
Основными являются три элемента — упру-
гий (винтовая пружина), вязкий (гидравлический
амортизатор) и пластический (пластинки с су-
хим трением на фрикционной накладке). Схема-
тическое изображение — на рис. 34. Они называ-
ются элементами Гука (H), Ньютона (N) и Сен-
Венана (StV).

Законы деформирования, т. е. связь напряжения σ с деформацией ε:

H: σ = Eε; N: σ = b ε̇

StV: σ = k sgn ε̇ =
{

k, ε̇ > 0
−k, ε̇ < 0 — (10.1.1)

с модулем Юнга E, коэффициентом вязкости b и пределом текучести k.
Из трёх основных элементов можно создавать комбинации с последова-

тельным и параллельным соединением. При последовательном соединении
двух элементов σ = σ1 = σ2, ε = ε1 + ε2. Для параллельного соединения
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10.1 Реологические модели

σ = σ1 + σ2, ε = ε1 = ε2. На рис. 35 представлены модели Кельвина —
Фойгта (a), Максвелла (b), Прандтля (c) , Бингама (d).

a b c d

Рис. 35

Законы деформирования лег-
ко записываются для вязкоупругих
материалов:

a: σ = Eε+ b ε̇;

b: ε̇ =
σ̇

E
+
σ

b
. (10.1.2)

Упруго-пластическому материалу
Прандтля соответствует система
уравнений

ε =
σ

E
+ εp, σ = k sgn ε̇p. (10.1.3)

Сложнее с материалом Бингама:

ε =
σ

E
+ ε2, σ = b ε̇2 + k sgn ε̇2. (10.1.4)

Без математических выкладок ясно, что материал Кельвина — Фойгта
— твёрдое тело, жёсткость которого возрастает со скоростью деформиро-
вания. Материал Максвелла — жидкость, текущая при любой постоянной
нагрузке. Материал Прандтля, будучи упругим при малых нагрузках, ста-
новится жидкостью при больших. Представляя материал Бингама, часто
говорят о жидкой краске: её обязательное свойство текучести должно ис-
чезать при малой нагрузке.

Но как перейти к произвольному напряжённо-деформированному со-
стоянию? Для упруго-пластических материалов это показано в гл. 8. Ком-
бинация трёх свойств выглядит просто лишь в случае изотропии: шаровые
части (σ и θ) связаны как в упругом теле, а для девиаторов используются
соотношения типа (10.1.1):

H: S = 2µe, N: S = 2ηė, StV: ė =
{

0, τ(S) < k
λS, τ = k

. (10.1.5)

Здесь η — коэффициент вязкости, а в модели пластичности использован
ассоциированный закон с нормой Мизеса

(
τ =

√
S··S/2

)
.

Реологические элементы с последовательными или параллельными со-
единениями редко можно выделить в реальных телах. Правда, в компо-
зиционных материалах вроде армированных пластиков или суглинков это
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Реология

возможно. Но в любом случае метод реологических моделей позволяет по-
лучать приемлемые определяющие уравнения без грубых нарушений зако-
нов природы. Параметры элементов (µ, η, k) можно находить по экспери-
ментальным данным.

10.2 Линейная вязкоупругость

Комбинируя упругие и вязкие элементы, можно получить множество мо-
делей линейной вязкоупругости. Связь девиаторов напряжений и деформа-
ций выражается линейными дифференциальными операторами. Например,

a

1

1

2

2

b

Рис. 36

в «стандартном материале»

TσṠ + S = 2µ
(
Tεė+ e

)
. (10.2.1)

Здесь две постоянные времени — ползуче-
сти Tε и релаксации Tσ .

Соотношение (10.2.1) описывает две мо-
дели на рис. 36. В модели «a»

S = 2µ2e+ S
1
, ė =

1
2µ1

Ṡ
1

+
1
2η
S

1
,

откуда следует (10.2.1) с параметрами µ =
µ2, Tσ = η/µ1, Tε = η

(
µ−1

1 + µ−1
2

)
. Для

модели «b»

e =
1

2µ2
S + e

1
, S = 2µ1e1

+ 2ηė
1

⇒

⇒ µ = µ1µ2/(µ1 + µ2), Tσ = η/(µ1 + µ2), Tε = η/µ1.

Заметим, что Tσ < Tε (релаксация быстрее ползучести).
Рассмотрим ползучесть — рост деформаций при постоянной нагрузке.

В (10.2.1) S = S
0
1(t), e =

(
S

0
/2µ

)
Π(t); функцию ползучести Π(t) найдём

операционным методом (п. 1.4):

Tσ +
1
p

= (p Tε + 1) Π(p) ⇒ Π =
1
p
− 1− Tσ/Tε

p+ 1/Tε
⇒

⇒ Π(t) = 1(t)−
(

1− Tσ
Tε

)
e−t/Tε — (10.2.2)

монотонно возрастающая функция, Π(0) = Tσ/Tε, Π(∞) = 1.
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10.2 Линейная вязкоупругость

Аналогично исследуем релаксацию — падение напряжений при задан-
ной постоянной деформации:

e = e
0
1(t), S = 2µe

0
R(t), (p Tσ + 1)R = Tε +

1
p

⇒

⇒ R(t) = 1(t) +
(
Tε
Tσ
− 1
)
e−t/Tσ . (10.2.3)

Функция монотонно убывает от R(0) = Tε/Tσ до R(∞) = 1.
При произвольном деформировании

S(p) = 2µR(p) p e(p) ⇒ S(t) = 2µ

t∫
0

R(t− τ) ė(τ) dτ — (10.2.4)

по теореме о свёртке (1.4.19, гл. 1).
Становится очевидным принцип соответствия: решение задачи линей-

ной вязкоупругости в изображениях получается из решения для обычного
упругого тела заменой µ на µ̂ = µ pR(p). При этом сохраняется объёмный
модуль K = E/(1− 2ν), поэтому в изображениях

Ê = 3Kµ̂/(K + µ̂), ν̂ = (K − 2µ̂)/2(K + µ̂). (10.2.5)

Например, прогиб консольной балки u = Fl3/3EJ (F — сила на конце,
l — длина, J — момент инерции сечения). Заменив E на Ê из (10.2.5), можно
получить связь изображений прогиба и силы.

При гармонических колебаниях все величины имеют вид u(t) = ũeiωt,
где ũ — комплексная амплитуда; полагая p = iω и используя принцип
соответствия, получим решение для амплитуд. В стандартном материале

µ̃ = µ(1 + iωTε)/(1 + iωTσ). (10.2.6)

У комплексных жесткостей важны не только модули, но и аргументы.
Например, работа деформирования за период при одноосном растяжении-
сжатии

A =

2π/ω∫
0

σε̇ dt =

2π/ω∫
0

|σ̃| sin(ωt+ α) |ε̃|ω cosωt dt = π|σ̃||ε̃| sinα (10.2.7)

(σ̃ = Ẽε̃, Ẽ = |Ẽ|eiα). Фазовый сдвиг (аргумент Ẽ) в стандартном мате-
риале исчезает на малых и больших частотах.
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Реология

Интегральное соотношение (свёртка) (10.2.4) характерно для наследствен-
ной механики, в которой вообще

τ (t) =

t∫
0

4C(t− θ)··ε(θ) dθ. (10.2.8)

Принцип соответствия здесь остаётся в силе.

10.3 Пластические материалы

a

2 1

b

s

e

Рис. 37

Представление о материале Прандтля (с иде-
альной пластичностью) в п. 10.1 такое же,
как в гл. 8. Но в случае упрочнения воз-
никает альтернатива — вместо подвижной
поверхности текучести использовать услож-
нённую реологическую модель.

Одна из таких моделей показана на
рис. 37, a. Для неё

ė =
1

2µ1

(
Ṡ − 2µ2ė

)
+
{

0, τ(S − 2µ2e) < k
λ(S − 2µ2e), τ = k

. (10.3.1)

На рис. 37, b — диаграмма растяжения. Имеем материал с линейным упроч-
нением, причём не изотропным, а трансляционным. Поверхность текуче-
сти (в пространстве напряжений) движется как твёрдое тело с центром в
точке S = 2µ2e. Соответственно, будет и эффект Баушингера.

Реологическая модель обобщённого материала Прандтля получается
параллельным соединением:

S =
∑

S
i
, ė =

1
2µi

Ṡ
i
+
{

0, τ(S
i
) < ki

λS
i
, τi = ki

. (10.3.2)

На рис. 37 — частный случай с k2 →∞. Диаграмма растяжения — ломаная.
Если число «плеч» велико и параметры µi, ki медленно меняются с ростом
индекса, то суммирование превратится в интегрирование, а диаграмма рас-
тяжения станет гладкой (выпуклой) линией. Такая модель используется для
описания внутреннего трения в металлах (но упрочнение за площадкой те-
кучести — вне её рамок).
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10.4 Идеальная жидкость

В приближённых расчётах колебаний упруго-пластических тел приме-
няется метод гармонической линеаризации. Представление о нём даёт сле-
дующий пример:

mü+ h sgn u̇+ cu = p sinωt — (10.3.3)

вынужденные колебания груза на пружине с сухим трением. Нелинейная
функция f(x) заменяется линейной с помощью ряда Фурье:

x = a sinϕ, f(x) = A1 sin(ϕ) +A2 sin 2ϕ+ · · · ≈ Kx,

K =
1
πa

2π∫
0

f(a sinϕ) sinϕdϕ — (10.3.4)

для нечётной f(x). Коэффициент линеаризации K зависит от амплитуды a.
Для f(x) = sgnx имеем K = 4/πa. Уравнение (10.3.3) становится линейным
по форме и решается методом комплексных амплитуд:

mü+ hKu̇+ cu = p sinωt, u = Im
p eiωt

c−mω2 + iωhk
=

= U sin(ωt− α), U =
p√

(c−mω2)2 + ω2h2K2

; K =
4

πωU
. (10.3.5)

Подчёркнутое выражение U — это ещё не ответ, надо учесть зависимость
K(U). Ответ будет

U =
√
p2 − (4h/π)2

/
|c−mω2| (10.3.6)

и U = 0 при p < 4h/π.
Уравнение (10.3.3) решается точно, поскольку h sgn u̇ = ±h. Результат за-

метно отличается от (10.3.6), но отказываться от гармонической линеаризации
не стоит.

10.4 Идеальная жидкость

Свойство текучести, в разной степени присущее всем реальным телам,
в этой модели выражено максимально. Касательных напряжений нет —
тензор напряжений шаровой:

τ = −pE. (10.4.1)
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В несжимаемой жидкости плотность ρ = const, давление p не выражается
через другие величины. В сжимаемой жидкости

p = p(ρ, T ) — (10.4.2)

функция плотности и температуры. Частным случаем является уравнение
Клапейрона — Менделеева

pµ = ρRT (10.4.3)

(µ — молярная масса, R — газовая постоянная).
Используется пространственное описание (3.1.2, гл. 3) с материальной

производной по времени (3.1.7, гл. 3). Уравнение баланса импульса (3.5.6, гл. 3)
принимает вид

−∇p+ f = ρ (∂tv + v · ∇v) . (10.4.4)

Полную систему уравнений механики идеальной жидкости составляют
(10.4.2), (10.4.4), а также (3.4.3, гл. 3) (баланс массы) и (3.8.2, гл. 3) (баланс энергии
— для определения температуры). Последнее не нужно при изотермиче-
ском процессе.

Используя преобразование (3.3.5, гл. 3), перепишем (10.4.4):

−∇p+ f = ρ
(
∂tv +∇

(
v2/2

)
+ 2w × v

)
. (10.4.5)

Считая процесс изотермическим, введём «функцию давления»

P (p) =
∫

dp

ρ(p)
⇒ ∇P =

1
ρ
∇p. (10.4.6)

Тогда при потенциальных массовых силах в (10.4.5) будет

1
ρ
f = −∇Π, ∇

(
v2

2
+ P + Π

)
+ ∂tv + 2w × v = 0. (10.4.7)

Выражение в скобках — интеграл Бернулли — постоянно при стаци-
онарном безвихревом течении (∂tv = 0, w ≡ ∇ × v/2 = 0). Если же
выполнено лишь условие стационарности, интеграл постоянен на линиях
тока (dR ‖ v) и вихревых линиях (dR ‖ w).

Возьмём ротор (∇×) от обеих частей (10.4.7):

∂tw +∇× (w × v) = 0. (10.4.8)

Это эволюционное уравнение для вектора вихря w («угловой скорости» —
см. п. 3.3). Из него следует, что если в некий момент времени везде было
w = 0, то это сохранится и в последующем.
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Для безвихревого течения можно ввести потенциал скоростей и полу-
чить из (10.4.7) интеграл Лагранжа — Коши:

v2/2 + P + Π + ∂tϕ = const . (10.4.9)

Рассмотрим акустическое приближение: малыми одного порядка счи-
таются v, p̃ = p− p0, ρ̃ = ρ− ρ0. Ноликом обозначены давление и плот-
ность в состоянии покоя; объёмных сил нет. Из (10.4.2), (10.4.4) и (3.4.3, гл. 3)
получим

p̃ = c2ρ̃, c2 ≡ dp

dρ
, −∇p̃ = ρ0v̇, ρ̇̃ = −ρ0∇·v ⇒ c2∆p̃ = p̈̃ . (10.4.10)

Возмущения являются волновыми процессами со скоростью звука c; ло-
кальную производную (∂t) можно отождествить с материальной.

Для несжимаемой жидкости при потенциальном течении

∇ · v = ∆ϕ = 0. (10.4.11)

Решив это уравнение Лапласа, можно далее найти давление с помощью
интеграла Лагранжа — Коши.

С уравнением (10.4.11) связано классическое представление о присоеди-
нённых массах для твёрдого тела в жидкости. Скорость на поверхности
тела v = vc + ω × r, а кинетическая энергия T =

(
mv2

c + ω · I ·ω
)
/2.

Для (10.4.11) получаем задачу Неймана с условием ∂nϕ = vn, решение будет
линейной функцией vc и ω, а кинетическая энергия жидкости — квадратич-
ной формой от этих аргументов. Увлекаемая телом жидкость просто меняет
инерционные характеристики тела (массу, тензор инерции и эксцентриси-
тет). Присоединённые массы тел простой формы давно известны [86].

Однако это представление может соответствовать реальности лишь для
достаточно плавных движений, когда не проявляются эффекты сжимаемо-
сти.

Проста и очень хорошо развита теория плоских потенциальных тече-
ний несжимаемой жидкости. В этом случае вводится «функция тока»:

∇ · v = 0 ⇒ v = ∇ψ × k (10.4.12)

(орт k перпендикулярен плоскости течения). Поскольку v = ∇ϕ, имеем
условия Коши — Римана для вещественной и мнимой частей регулярной
функции комплексного переменного ϕ + iψ = f(z). Задавая простые вы-
ражения f (дробно-рациональные, логарифмические), можно получить ат-
лас соответствующих течений. Конформное отображение и интегральная
формула Коши позволяют строить решения для обтекания тел различной
формы.
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10.5 Вязкая жидкость

Воду обычно считают идеальной жидкостью, и на твёрдой поверхности
ставят единственное условие vn = 0 — нормальная компонента скорости.
Но ближе к действительности v = 0; обеспечить это векторное условие
можно в модели вязкой жидкости.

Вместо (10.4.1) принимается

τ = −pE + 2η∇vS . (10.5.1)

Вязкость η зависит от температуры, но в изотермическом процессе посто-
янна. Для несжимаемой жидкости p является самостоятельной неизвест-
ной, а тензор скоростей деформаций ∇vS — девиатором. Подстановка (10.5.1)
в (10.4.4) приводит к уравнению Навье — Стокса

−∇p+ η∆v + f = ρ(∂tv + v · ∇v). (10.5.2)

При малой вязкости старшие производные проявляются лишь в тон-
ком пограничном слое (см. п. 1.6 — метод сращивания асимптотических
разложений), вне его жидкость ведёт себя как идеальная.

Пример: стационарное плоское течение в полосе |y| 6 h между непо-
движными берегами. Естественно предположить, что скорость направлена
по оси x: v = v(x, y)i. Тогда, согласно (10.4.12) и (10.5.2),

∂xv = 0, −∂xp+ η∆v = ρv∂xv, ∂yp = 0. (10.5.3)

Отсюда следует

η v′′(y) = p′(x) = −C = const, v =
C

2η
(
h2 − y2

)
, p = −Cx+ const .

(10.5.4)
Величина C есть перепад давления на единицу длины, он связан с «объ-
ёмным» расходом жидкости

Q = 2

h∫
0

v dy = 4Ch3/3η. (10.5.5)

Распределение скоростей v(y) называется параболой Пуазейля.
Результаты математического моделирования течений жидкости могут

расходиться с реальностью. Поэтому необходимы экспериментальные ис-
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следования. Физические модели течений строятся с соблюдением крите-
риев подобия: безразмерные комбинации давлений, скоростей и других па-
раметров должны быть равны. Наиболее известно число Рейнольдса

Re =
ρvh

η
. (10.5.6)

Экспериментально обнаружено, что при достаточно большом значении
Re (порядка 103) течение теряет устойчивость, превращаясь в случайный
процесс — наступает турбулентность. Объяснение этого остаётся за рам-
ками классической механики сплошной среды. Но разработаны приклад-
ные методы расчёта осреднённых величин в турбулентных течениях.

10.6 Ползучесть металлов

Это нелинейное явление, вязкоупругие модели здесь неприменимы. Оно
особенно заметно при высоких температурах, ограничивая возможности
длительной эксплуатации лопаток и дисков паровых турбин и других аг-
регатов.

tO

A

B

C

D
e

Рис. 38

На рис. 38 показана зависимость деформации
образца от времени при одноосном растяжении.
Скачок OA — это упругая или упруго-пластическая
деформация. Выпуклый вверх участок AB — пер-
вая стадия ползучести. Далее вторая стадия BC —
установившаяся ползучесть, ε̇ = const. На третьей
стадии CD ε̇ возрастает (некоторые авторы счита-
ют это кажущимся явлением, связанным с ростом
напряжения от поперечного сужения) [81].

При установившейся ползучести зависимость ε̇
от напряжения σ резко нелинейна. Предлагаются варианты [81]:

ε̇ = v1(σ) = εn(σ/σn)n , v2(σ) =


0, σ < σn

εn

(
σ

σn
− 1
)n

, σ > σn
,

v3(σ) = εee
σ/σe , v4(σ) = 2εe shσ/σe. (10.6.1)

Показатель степени n = 8÷ 12. Параметры εn, σn и др. зависят от темпе-
ратуры, так что ε̇ возрастает с T .
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Для описания одномерной ползучести предложены три теории: старе-
ния, течения и упрочнения. Соответствующие уравнения имеют вид

ε = ε(σ, t) (a), ε̇ = ε̇(σ, t) (b), ε̇ = ε̇(ε, σ) (c). (10.6.2)

Но явная зависимость от времени означает вмешательство некоего внеш-
него сильного фактора. Такого нет, поэтому предпочтительнее вариант (c)
— упрочнение.

Уточним: в (10.6.2) следует считать ε = εp — за вычетом начальной де-
формации. Этим пренебрегают, если деформация ползучести значительна.

Для описания первой стадии ползучести полагают [81]

ε̇ = ε−αf(σ) ⇒ ε = [f(σ) t/m]m , m = 1/(α+ 1). (10.6.3)

В начале 20-го века нашли α = 2 ⇒ m = 1/3. На второй стадии вместо
(10.6.3) имеем более простое ε̇ = v(σ) (смена стадий — при падении ε̇ до
значения v).

При сложном напряжённом состоянии в стадии установившейся пол-
зучести полагают

ε̇ = ∂φ/∂τ . (10.6.4)

«Потенциал скоростей ползучести» φ для изотропного материала зависит
от тех же аргументов, что в теории пластичности — норм Мизеса или Трес-
ка.

Пример: плоская деформация трубы под действием внутреннего дав-
ления, несжимаемый материал. Скорость u = u(r)er направлена по ради-
усу в цилиндрических координатах. Имеем ε̇r = u′, ε̇ϕ = u/r,

εr + εϕ = 0 ⇒ u = C/r2 . (10.6.5)

Считая потенциал функцией от нормы Мизеса φ(τ), в (10.6.4) получим

ε̇ = λ(τ)S, λ ≡ φ′(τ)/2τ . (10.6.6)

При плоской деформации ε̇z = 0 ⇒ Sz = 0. Но тогда

σz =
1
2
(σr + σϕ) =

1
3

tr τ , Sr =
1
2
(σr − σϕ) = −Sϕ, τ = Sϕ . (10.6.7)

Посредством (10.6.5) и (10.6.6) можно далее найти зависимость τ(r):

C

r3
= λSϕ = λ(τ) τ ⇒ τ(r) . (10.6.8)
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Осталось проинтегрировать уравнение равновесия:

σ′r +
1
r
(σr − σϕ) = 0 ⇒ σ′r =

2τ
r

⇒ p = 2

b∫
a

τ(r)
r

dr (10.6.9)

(при граничных условиях σr(a) = −p, σr(b) = 0 на внутреннем и наруж-
ном радиусах).

Уточним вид λ(τ), считая известной зависимость ε̇ = v(σ) при одно-
мерной установившейся ползучести. Имеем

τ = σ ii, S =
σ

3
(ii− jj − kk), τ =

σ√
3
,

ε̇ = λ

(
σ√
3

)
σ

3
= v(σ) ⇒ λ(τ) =

√
3 v(τ

√
3)/τ . (10.6.10)

В случае степенного закона v = v0σ
n в (10.6.8) и (10.6.9) будет

τ(r) = Ar−3/n , A ≡ 1√
3

(
C

v0
√

3

)1/n

, p =
2
3
An
(
a−3/n − b−3/n

)
.

(10.6.11)
По этим соотношениям находится величина C, определяющая скорость
ползучести.
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