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2 ‡ÔÂÎfl 2006 „. ËÒÔÓÎÌËÎÓÒ¸ 100 ÎÂÚ ÒÓ ‰Ìfl Á‡˘ËÚ˚ Ù‡ÌˆÛÁÒÍËÏ Û˜ÂÌ˚Ï
åÓËÒÓÏ îÂ¯Â ‚˚‰‡˛˘ÂÈÒfl ‰ÓÍÚÓÒÍÓÈ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËË, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÓÌ ‚ÔÂ‚˚Â
(‚ ‡ÏÍ‡ı ÒËÒÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÁÛ˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ˆËÈ) ‚‚ÂÎ
‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ÅÓÎÂÂ 90 ÎÂÚ ÔÓ¯ÎÓ Ú‡ÍÊÂ Ò ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËË ‚ 1914 „. îÂÎËÍÒÓÏ ï‡ÛÒ‰ÓÙÓÏ
ÁÌ‡ÏÂÌËÚÓÈ ÍÌË„Ë "éÒÌÓ‚˚ ÚÂÓËË ÏÌÓÊÂÒÚ‚", ‚ ÍÓÚÓÓÈ ËÏ ·˚Î‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌ‡ ÚÂÓËfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

å˚ ÔÓÒ‚fl˘‡ÂÏ ‰‡ÌÌ˚È ùÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ë˜ÂÒÍËÈ ÒÎÓ‚‡¸ Ò‚ÂÚÎÓÈ Ô‡ÏflÚË ˝ÚËı
‚ÂÎËÍËı Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚ Ë Ëı ‰ÓÒÚÓÈÌÓÈ ÊËÁÌË ‚ ÚflÊÂÎ˚Â ‚ÂÏÂÌ‡ ÔÂ‚ÓÈ
ÔÓÎÓ‚ËÌ˚ ïï ÒÚÓÎÂÚËfl.

        
åÓËÒ îÂ¯Â (1878–1973) ‚‚ÂÎ

‚ Ó·‡˘ÂÌËÂ ‚ 1906 „. ÚÂÏËÌ eåcart
(ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡)

îÂÎËÍÒ ï‡ÛÒ‰ÓÙ (1868–1942) ‚‚ÂÎ
‚ Ó·‡˘ÂÌËÂ ‚ 1914 „. ÚÂÏËÌ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó





èÂ‰ËÒÎÓ‚ËÂ

èÓÌflÚËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ‚Ó ‚ÒÂÈ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓÈ ‰ÂflÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË. Ç ÔÓ‚ÒÂ‰ÌÂ‚ÌÓÈ ÊËÁÌË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˚˜ÌÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÒÚÂÔÂÌ¸
·ÎËÁÓÒÚË ‰‚Ûı ÙËÁË˜ÂÒÍËı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ËÎË Ë‰ÂÈ (Ú.Â. ‰ÎËÌÛ, ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ËÌÚÂ‚‡Î,
ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ, ‡ÁÎË˜ËÂ ‡Ì„Ó‚, ÓÚ˜ÛÊ‰ÂÌÌÓÒÚ¸ ËÎË Û‰‡ÎÂÌÌÓÒÚ¸), ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í
ÚÂÏËÌ ÏÂÚËÍ‡ Á‡˜‡ÒÚÛ˛ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Í‡Í ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ÏÂ˚ ËÎË
ËÁÏÂÂÌËfl. Ç Ì‡¯ÂÈ ÍÌË„Â, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı „Î‡‚, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÚËı ÚÂÏËÌÓ‚, ÍÓÚÓÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‡·ÒÚ‡ÍˆË˛
ËÁÏÂÂÌËfl. å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÌflÚËfl ÏÂÚËÍË (Ú.Â. ÙÛÌÍˆËË d(x, y) ËÁ X  × X
‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ ÛÒÎÓ‚ËflÏ d(x, y)  � 0
Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË x = y, d(x, y) = d(x, y) Ë d(x, y) �  d(x, z) + d(z, y)) Ë
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ·˚ÎË ‚‚Â‰ÂÌ ÔÓ˜ÚË ‚ÂÍ Ì‡Á‡‰ å. îÂ¯Â (‚
1906 „.) Ë î. ï‡ÛÒ‰ÓÙÓÏ (‚ 1914 „.) ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ-
„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ìÔÓÏflÌÛÚÓÂ ‚˚¯Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡
d(x, y) �  d(x , z) + d(z, y) ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÛÊÂ Û Ö‚ÍÎË‰‡. ÅÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl Ó·˚˜ÌÓ Í‡Í Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÏÂÚËÍË |x–y| Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË Ëı ÍÎ‡ÒÒ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(‰Ó·‡‚¸ÚÂ ÏÂÛ) Ë ·‡Ì‡ıÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (‰Ó·‡‚¸ÚÂ ÌÓÏÛ Ë ÔÓÎÌÓÚÛ).

é‰Ì‡ÍÓ, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò ä. åÂÌ„Â‡ (ÍÓÚÓ˚È ‚ 1928 „. ‚‚ÂÎ ÔÓÌflÚËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ „ÂÓÏÂÚË˛) Ë ã.å. ÅÎ˛ÏÂÌÚ‡Îfl (1953 „.), ËÌÚÂÂÒ Í‡Í Í ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï,
Ú‡Í Ë Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï ÂÁÍÓ ÔÓ‚˚¯‡ÂÚÒfl. ÑÛ„ÓÈ
ÚÂÌ‰ÂÌˆËÂÈ ÒÚ‡ÎÓ ÚÓ, ˜ÚÓ ÏÌÓ„ËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÚÂÓËË ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ Ëı Ó·Ó·˘ÂÌËfl
ÒÚ‡·ËÎËÁËÓ‚‡ÎËÒ¸ Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ùÚÓÚ ÔÓˆÂÒÒ ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚÒfl Ë ÒÂÈ˜‡Ò, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË, ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ‡Ì‡ÎËÁÛ, ÚÂÓËË ÔË·ÎËÊÂÌËÈ.

åÂÚËÍË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÚ‡ÎË ‚‡ÊÌ˚Ï ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓÏ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ‚ Ò‡Ï˚ı
‡ÁÌ˚ı Ó·Î‡ÒÚflı Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÂÂ ÔËÎÓÊÂÌËÈ, ‚ÍÎ˛˜‡fl „ÂÓÏÂÚË˛, ÚÂÓË˛
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÛ, ÚÂÓË˛ ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl, ÚÂÓË˛ „‡ÙÓ‚, ÍÎ‡ÒÚÂÌ˚È
‡Ì‡ÎËÁ, ‡Ì‡ÎËÁ ‰‡ÌÌ˚ı, ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËÂ Ó·‡ÁÓ‚, ÚÂÓË˛ ÒÂÚÂÈ, Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛
ËÌÊÂÌÂË˛, ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÛ˛ „‡ÙËÍÛ, Ï‡¯ËÌÌÓÂ ÁÂÌËÂ, ‡ÒÚÓÌÓÏË˛, ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˛,
ÏÓÎÂÍÛÎflÌÛ˛ ·ËÓÎÓ„Ë˛ Ë ÏÌÓ„ËÂ ‰Û„ËÂ ÓÚ‡ÒÎË Ì‡ÛÍË. ëÓÁ‰‡ÌËÂ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ
Û‰Ó·Ì˚ı ÏÂÚËÍ ÒÚ‡ÎÓ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ ‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎÂÈ. éÒÓ·ÂÌÌÓ
ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓ ‚Â‰ÛÚÒfl ÔÓËÒÍË Ú‡ÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ
·ËÓÎÓ„ËË, ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËË Â˜Ë Ë Ó·‡ÁÓ‚, ‚˚·ÓÍÂ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. çÂÂ‰ÍË ÒÎÛ˜‡Ë,
ÍÓ„‰‡ Ó‰ÌË Ë ÚÂ ÊÂ ÏÂÚËÍË ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡ ‚ Ú‡ÍËı ÒÓ‚Â-
¯ÂÌÌÓ ‡ÁÌ˚ı ÒÙÂ‡ı, Í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÎÓ‚‡ÏË Ë ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ ·ËÓÎÓ„ËË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‚ ÚÂÓËË ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl Ë ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡ – Ò ÔÓÔÛÒÍ‡ÏË ËÎË ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó Ú‡ÒÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ç‡ÍÓÔÎÂÌÌ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ Ó·¯ËÌ‡ Ë ‡ÁÓÁÌÂÌÌ‡, ˜ÚÓ
‡·ÓÚ‡Ú¸ Ò ÌÂÈ ÒÚ‡ÎÓ ÔÓ˜ÚË ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ˚ı
‚Â·-Ò‡ÈÚÓÏ "Google" ‚‚Ó‰ËÏ˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓ ÚÂÏ‡ÚËÍÂ "‡ÒÒÚÓflÌËÂ", "ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
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ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó" Ë "ÏÂÚËÍ‡" ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ 300 ÏÎÌ (Ú.Â. ÓÍÓÎÓ 4% Ó·˘Â„Ó Ó·˙ÂÏ‡
‚‚Ó‰ËÏ˚ı ‰‡ÌÌ˚ı), 12 ÏÎÌ Ë 6 ÏÎÌ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ë ˝ÚÓ ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡ ‚ÒÂÈ ÔÂ˜‡ÚÌÓÈ
ËÌÙÓÏ‡ˆËË, ˆËÍÛÎËÛ˛˘ÂÈ ‚ÌÂ ÒÂÚË àÌÚÂÌÂÚ, ËÎË ÚÓ„Ó "ÌÂ‚Ë‰ËÏÓ„Ó" Ï‡ÒÒË‚‡
Ò‚Â‰ÂÌËÈ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËıÒfl ‚ ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ı ‰Îfl ÔÓËÒÍ‡ ·‡Á‡ı ‰‡ÌÌ˚ı. èË ˝ÚÓÏ ‚Òfl ˝Ú‡
Ó·¯ËÌ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı ‚ÂÒ¸Ï‡ ‡Á·ÓÒ‡Ì‡ ÔÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡Ï, ‡ ‚
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‡·ÓÚ‡ı ÔÓ·ÎÂÏ‡ÚËÍ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Í‡Ò‡ÂÚÒfl Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ÒÔÂˆËÙË˜ÂÒÍËı
ÔÂ‰ÏÂÚÓ‚, ˜ÚÓ „Ó‚ÓËÚ¸ Ó ÂÂ ‰ÓÒÚÛÔÌÓÒÚË ‰Îfl ÌÂÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÓ‚ ÌÂ ÔËıÓ‰ËÚÒfl.

Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÏÌÓ„ËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎË, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË Ò‡ÏË ‡‚ÚÓ˚, ÒÚ‡‡˛ÚÒfl
Ì‡Í‡ÔÎË‚‡Ú¸ Ë ı‡ÌËÚ¸ ‰‡ÌÌ˚Â Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
ÒÙÂ‡Ï Ì‡Û˜ÌÓÈ ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚË. Ç ÛÒÎÓ‚Ëflı ‡ÒÚÛ˘ÂÈ ÔÓÚÂ·ÌÓÒÚË ‚ ÏÂÊ‰ËÒˆËÔÎË-
Ì‡ÌÓÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÂ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó·˘Â„Ó ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı Ë ÏÂÚËÍ‡ı
‡‚ÚÓ˚ Â¯ËÎË ‡Ò¯ËËÚ¸ Ò‚Ó˛ ÎË˜ÌÛ˛ ÍÓÎÎÂÍˆË˛ Ë ÒÓÁ‰‡Ú¸ Ì‡ ÂÂ ·‡ÁÂ
"ùÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ë˜ÂÒÍËÈ ÒÎÓ‚‡¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ". ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â Ï‡ÚÂË‡Î˚ ·˚ÎË
ÔÓ˜ÂÔÌÛÚ˚ ËÁ ËÁ‰‡ÌËÈ ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡, ‚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÂÂ
ËÁ "å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ‰ËË" ([Öå98]), "åË‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË" ([Weis99]),
"èÎ‡ÌÂÚ˚ "å‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡" ([êå]) Ë "ÇËÍËÔÂ‰ËË" ([WFE]). é‰Ì‡ÍÓ „Î‡‚Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌË-
ÍÓÏ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ‰Îfl ÒÎÓ‚‡fl fl‚ËÎ‡Ò¸ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì‡fl ÎËÚÂ‡ÚÛ‡.

èÓÏËÏÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‡‚ÚÓ˚ ‚ÍÎ˛˜ËÎË ‚ ÍÌË„Û ÏÌÓ„Ó Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı
ÔÓÌflÚËÈ (ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‚ „Î. 1) Ë Ô‡‡‰Ë„Ï, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘Ëı ÔËÏÂÌflÚ¸ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË
Ï‡ÎÓÔÓÌflÚÌ˚Â ‰Îfl ÌÂÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÓ‚ ÚÂÏËÌ˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â ‚ „ÓÚÓ‚ÓÏ ‰Îfl
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ‚Ë‰Â. ÇÒÂ ˝ÚÓ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‚ ÒÓ‚Â-
¯ÂÌÌÓ ËÌÓÏ ÍÓÌÚÂÍÒÚÂ ÏÓÊÂÚ ‰‡Ú¸ ÚÓÎ˜ÓÍ ÌÓ‚˚Ï ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflÏ.

Ç Ì‡¯Â ‚ÂÏfl, ÍÓ„‰‡ ˜ÂÁÏÂÌ‡fl ÒÔÂˆË‡ÎËÁ‡ˆËfl Ë ÚÂÏËÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ·‡¸Â˚
‚Â‰ÛÚ Í ‡ÁÓ·˘ÂÌË˛ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎÂÈ, Ì‡¯ ÒÎÓ‚‡¸ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚ ÒÍÓÂÂ ˆÂÌÚÓ-
ÒÚÂÏËÚÂÎ¸ÌÛ˛ Ë Ó·˙Â‰ËÌËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆËË, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡fl ‰ÓÒÚÛÔÌÓÒÚ¸ Ë ·ÓÎÂÂ
¯ËÓÍËÈ Ó·ÁÓ ËÌÙÓÏ‡ˆËË, ÌÓ ·ÂÁ ÒÍ‡Ú˚‚‡ÌËfl Í Ì‡Û˜ÌÓÈ ÔÓÔÛÎflËÁ‡ˆËË ÔÂ‰ÏÂ-
Ú‡. ùÚÓ ÒÚÂÏÎÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ Ò·‡Î‡ÌÒËÓ‚‡Ú¸ ËÁÎ‡„‡ÂÏ˚È
Ï‡ÚÂË‡Î ÔÂ‰ÓÔÂ‰ÂÎËÎÓ ÒÚÛÍÚÛÛ Ë ÒÚËÎ¸ ÍÌË„Ë.

Ñ‡ÌÌ˚È ÒÔ‡‚Ó˜ÌËÍ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÔÂˆË‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ˚È ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ-
‰Ë˜ÂÒÍËÈ ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ÒÎÓ‚‡¸. éÌ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ 28 „Î‡‚ ‚ ÒÂÏË ˜‡ÒÚflı ÔËÏÂÌÓ
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó„Ó Ó·˙ÂÏ‡. ç‡Á‚‡ÌËfl ˜‡ÒÚÂÈ ÔÂ‰Ì‡ÏÂÂÌÌÓ ‰‡Ì˚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ‚
‡Ò˜ÂÚÂ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ˜ËÚ‡ÚÂÎ¸ Ò‡ÏÓÒÚÓflÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚·ÂÂÚ ÚÂÏ‡ÚËÍÛ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ËÌÚÂÂÒÓ‚ Ë ÍÓÏÔÂÚÂÌÚÌÓÒÚË. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ˜‡ÒÚË II, III Ë IV, V
ÔÓÚÂ·Û˛Ú ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl ÁÌ‡ÌËÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ˜ËÒÚÓÈ Ë
ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ ˜‡ÒÚË VII ·Û‰ÂÚ ‰ÓÒÚÛÔÌÓ
Î˛·ÓÏÛ ÌÂÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÛ.

ÉÎ‡‚˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û ÔÂÂ˜ÌflÏË ÚÂÏ‡ÚËÍ ÔÓ ‡ÁÎË˜Ì˚Ï Ó·Î‡ÒÚflÏ
Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ËÎË ÔËÎÓÊÂÌËflÏ, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ˜ËÚ‡Ú¸Òfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡.
èË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË „Î‡‚‡ ËÎË ‡Á‰ÂÎ ÏÓ„ÛÚ ÔÂ‰‚‡flÚ¸Òfl Í‡ÚÍËÏ ‚‚Â‰ÂÌËÂÏ –
˝ÍÒÍÛÒÓÏ ÔÓ ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔÓÌflÚËflÏ. èÓÏËÏÓ Ú‡ÍËı ÔÂ‰ËÒÎÓ‚ËÈ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ı‡‡ÍÚÂ-
Ì˚ı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ Ë Ó·Î‡ÒÚÂÈ ÔËÏÂÌÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‰‡ÂÚÒfl ‚ ÚÂÍÒÚÂ ÒÍÓÂÂ Í‡Í
ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ. Ä‚ÚÓ˚ ÒÚ‡‡ÎËÒ¸, ÔÓ ÏÂÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË, ÛÔÓÏËÌ‡Ú¸ ÚÂı, ÍÚÓ ÔÂ‚˚Ï
‚‚ÂÎ ÚÓ ËÎË ËÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔË ˝ÚÓÏ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ‡fl Ó·¯ËÌ‡fl
·Ë·ÎËÓ„‡ÙËfl ËÏÂÂÚ ˆÂÎ¸˛ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÚ¸ Û‰Ó·Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‰Îfl ·˚ÒÚÓ„Ó ÔÓËÒÍ‡.

ä‡Ê‰‡fl ËÁ „Î‡‚ ÍÓÏÔÓÌÛÂÚÒfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÏÂÊ‰Û ÂÂ ‡Á‰ÂÎ‡ÏË
ÔÓÒÎÂÊË‚‡Î‡Ò¸ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ¸. ÇÒÂ Á‡„ÓÎÓ‚ÍË ‡Á‰ÂÎÓ‚ Ë ÍÎ˛˜Â‚˚Â ÚÂÏËÌ˚
‚˚ÌÂÒÂÌ˚ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ‚ ÔÂ‰ÏÂÚÌ˚È ÛÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ (ÓÍÓÎÓ 1500 ÔÛÌÍÚÓ‚) Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚
ÊËÌ˚Ï ¯ËÙÚÓÏ, ÂÒÎË ÚÓÎ¸ÍÓ Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÌÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÍÓÌÚÂÍÒÚ‡. ùÚÓ
Ó·ÎÂ„˜‡ÂÚ ÔÓËÒÍ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ ÔÓ ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ‚ÌÛÚË „Î‡‚˚ Ë ÔÓ ‡ÎÙ‡‚ËÚÛ ‚ Ò‡ÏÓÏ
ÛÍ‡Á‡ÚÂÎÂ. íÂÍÒÚ˚ ‚‚Â‰ÂÌËÈ Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì˚ Ì‡ Û‰Ó·ÒÚ‚Ó ‰Îfl
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˜ËÚ‡ÚÂÎfl Ë Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. éÌË ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ‚Á‡ËÏÓ-
Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ÏË ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÌ˚ı ÊËÌ˚Ï ¯ËÙÚÓÏ ÚÂÍÒÚÓ‚˚ı ÒÒ˚ÎÓÍ
(ÔÓ ÚËÔÛ ÙÓÏ‡Ú‡ HTML Ò „ËÔÂÒÒ˚ÎÍ‡ÏË) Ì‡ ÒıÓÊËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl.

åÌÓ„Ó ËÌÚÂÂÒÌ˚ı Ò‚Â‰ÂÌËÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‚ ˝ÚÓÏ ·ËÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÏ ÒÔ‡‚Ó˜ÌËÍÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÈ "äÚÓ ÂÒÚ¸ ÍÚÓ". èËÏÂ‡ÏË Á‡ÌflÚÌ˚ı ÚÂÏËÌÓ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚÌÓÒfl˘ÂÂÒfl
Í ‚ÂÁ‰ÂÒÛ˘ÂÏÛ Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ‚˚‡ÊÂÌËÂ "Í‡Í ‚ÓÓÌ‡ ÎÂÚ‡ÂÚ" (Ú.Â. ÔÓ
ÔflÏÓÈ ÎËÌËË), "ÏÂÚËÍ‡ ˆ‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Ï‡„‡ÁËÌ‡" (Í‡Ú˜‡È¯ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË Ò ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì˚Ï ÔÓÒÂ˘ÂÌËÂÏ ÚÓ˜ÍË "ˆ‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Ï‡„‡ÁËÌ‡"),
"ÏÂÚËÍ‡ ıÓ‰‡ ÍÓÌfl" Ì‡ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍÂ, "ÏÂÚËÍ‡ „Ó‰ËÂ‚‡ ÛÁÎ‡", "ÏÂÚËÍ‡
·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡", ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡, "ÔÓÍÛÒÚÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ", "ÏÂÚËÍ‡ ÎËÙÚ‡",
"ÔÓ˜ÚÓ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡", ıÓÔ-ÏÂÚËÍ‡ àÌÚÂÌÂÚ‡, Í‚‡ÁË-ÏÂÚËÍ‡ „ËÔÂÒÒ˚ÎÓÍ WWW,
"ÏÓÒÍÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡", "‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ·‡ÍÓ‚Ó‰‡".

äÓÏÂ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ò ÙË-
ÁË˜ÂÒÍËÏ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂÏ (ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‚ ˜‡ÒÚË VI). éÌË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÓÚ
1,6 × 10–35 Ï (‰ÎËÌ‡ èÎ‡ÌÍ‡) ‰Ó 7,4 × 1026 Ï (ÓˆÂÌË‚‡ÂÏ˚Â ‡ÁÏÂ˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ
ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ, ÓÍÓÎÓ 46 × 1060 ‰ÎËÌ èÎ‡ÌÍ‡).

äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÏÂÚËÍ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔÂÂ˜ËÒÎËÚ¸ Ëı ‚ÒÂ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ.
é‰Ì‡ÍÓ ‡‚ÚÓ˚ ·˚ÎË ‚‰ÓıÌÓ‚ÎÂÌ˚ ÔËÏÂÓÏ ÛÒÔÂ¯ÌÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı
ÒÎÓ‚‡ÂÈ ÔÓ ‰Û„ËÏ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÂÂ˜ÌflÏ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï ÔÓÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ, ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï, ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Ï ÔÓˆÂÒÒ‡Ï, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡ÚÎ‡ÒÓ‚ ÙÛÌÍˆËÈ,
„ÛÔÔ, ÙÛÎÎÂÂÌÓ‚ Ë Ú.Ô. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ó·¯ËÌÓÒÚ¸ ÚÂÏ‡ÚËÍË Á‡˜‡ÒÚÛ˛ ‚˚ÌÛÊ‰‡Î‡
‡‚ÚÓÓ‚ ËÁÎ‡„‡Ú¸ Ï‡ÚÂË‡Î ‚ Î‡ÍÓÌË˜ÌÓÈ ÙÓÏÂ Û˜Â·ÌÓ„Ó ÔÓÒÓ·Ëfl.

ùÚÓÚ ÒÎÓ‚‡¸ ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ Ì‡ Ì‡Û˜Ì˚ı ‡·ÓÚÌËÍÓ‚, Á‡ÌËÏ‡˛˘ËıÒfl
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflÏË Ò ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂÏ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ËÁÏÂÂÌËÈ, Ë ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÂ Ì‡
ÒÚÛ‰ÂÌÚÓ‚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÌÚÂÂÒÛ˛˘ËıÒfl Ì‡ÛÍÓÈ fl‰Ó‚˚ı ˜ËÚ‡ÚÂÎÂÈ.

Ä‚ÚÓ˚ ÔÓÔ˚Ú‡ÎËÒ¸ Óı‚‡ÚËÚ¸, ÔÛÒÚ¸ ‰‡ÊÂ ÌÂ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛, ‚ÂÒ¸ ÒÔÂÍÚ ÔËÍÎ‡‰-
ÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÔÓÌflÚËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl. é‰Ì‡ÍÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÌÂ Ì‡¯ÎË
ÓÚ‡ÊÂÌËfl ‚ ÍÌË„Â ÎË·Ó ÔÓ ÔË˜ËÌÂ ÌÂı‚‡ÚÍË ÏÂÒÚ‡ (ËÁ-Á‡ ˜ÂÁÏÂÌÓÈ ÒÔÂˆËÙËÍË
ËÎË ÒÎÓÊÌÓÒÚË ÔÂ‰ÏÂÚ‡), ÎË·Ó ÔÓ ÌÂ‰ÓÒÏÓÚÛ ‡‚ÚÓÓ‚. Ç ˆÂÎÓÏ Ó·˙ÂÏ ÚÂÍÒÚ‡ Ë
Ò·‡Î‡ÌÒËÓ‚‡ÌÌÓÒÚ¸ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËfl (Ú.Â. ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓÈ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÒÚË
ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÔÓ ÚÓÈ ËÎË ËÌÓÈ ÚÂÏÂ) fl‚ËÎËÒ¸ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ÚÛ‰ÌÓÒÚ¸˛. å˚ ·Û‰ÂÏ
·Î‡„Ó‰‡Ì˚ ˜ËÚ‡ÚÂÎflÏ, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚ÒÍ‡ÊÛÚÒfl Á‡ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ‚ ÒÎÓ‚‡¸ Í‡ÍËı-ÎË·Ó
ÔÓÔÛ˘ÂÌÌ˚ı ËÎË ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ. Ç ÍÓÌˆÂ ÍÌË„Ë ‰Îfl ÎË˜Ì˚ı Á‡ÏÂÚÓÍ
˜ËÚ‡ÚÂÎÂÈ Ì‡ ˝ÚÛ ÚÂÏÛ Á‡ÂÁÂ‚ËÓ‚‡ÌÓ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ˜ËÒÚ˚ı ÒÚ‡ÌËˆ.

Ä‚ÚÓ˚ ‚˚‡Ê‡˛Ú ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸ ÏÌÓ„ËÏ Î˛‰flÏ Á‡ ÓÍ‡Á‡ÌÌÛ˛ ÔË Ì‡ÔËÒ‡ÌËË
‰‡ÌÌÓ„Ó ÒÎÓ‚‡fl ÔÓÏÓ˘¸ Ë ‚ ÔÂ‚Û˛ Ó˜ÂÂ‰¸ Ü‡ÍÛ ÅÂÈ·Â‰ÂÛ, å˝Ú¸˛ Ñ˛ÚÛÛ,
ùÏÏ‡ÌÛ˝Î˛ ÉÂÂ, Ü‡ÍÛ äÛÎÂÌÛ, ÑÊËÌ ïÓ ä‚‡ÍÛ, ïËÓ¯Ë å‡˝ı‡‡, ëÂ„Â˛
ëÔÂÍÚÓÓ‚Û, ÄÎÂÍÒÂ˛ ëÓÒËÌÒÍÓÏÛ Ë ñÁflÌ¸ˆ‡ÌÛ óÊÛ‡Ì„Û.
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ó‡ÒÚ¸ I

åÄíÖåÄíàäÄ  êÄëëíéüçàâ



ÉÎ‡‚‡ 1

é·˘ËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl

1.1. ÅÄáéÇõÖ  éèêÖÑÖãÖçàü

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ

èÛÒÚ¸ ï  – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï × ï  →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚ-
Òfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ËÎË ÌÂÔÓıÓÊÂÒÚ¸˛) Ì‡ ï, ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl
ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) d(x, y) ≥ 0 (ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚ¸);
2. d(x, y) = d(y, x) (ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚ¸);
3. d(x, ı) = 0 (ÂÙÎÂÍÒË‚ÌÓÒÚ¸).
Ç ÚÓÔÓÎÓ„ËË Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÒËÏÏÂÚËÍÓÈ. ÇÂÍÚÓ ÓÚ ı  Í Û,

‰ÎËÌ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ‡‚ÌflÂÚÒfl d(x, y), Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂÂÌÂÒÂÌËÂÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‡‚ÌÓÂ
Í‚‡‰‡ÚÛ ÏÂÚËÍË, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÌÒÓÏ.

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d ÙÛÌÍˆËfl, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ÔË x ≠ y  Í‡Í D (x, y)  =
= d(x, y) + c , „‰Â Ò = maxx, y, z ∈ X(d(x, y) – d(x , z) – d(y, z)), Ë D(x, ı) = 0, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂÏ d.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸

èÛÒÚ¸ ï  – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl s : ï × ï  → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ Ì‡ ï, ÂÒÎË s fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ, Ë
‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó s(x, y) ≤ s(x, x), ÍÓÚÓÓÂ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ı = y.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË, ‰‡˛˘ËÏË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÌÂÔÓıÓÊÂÒÚ¸) d ËÁ ÔÓ‰Ó·-
ÌÓÒÚË s, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ 1 Ò‚ÂıÛ, fl‚Îfl˛ÚÒfl

d s d
s

s
d s d s d s d s= − = − = − = − = = −1

1
1 2 1 2,  ,   ,   ( ),   arccos , ln  (ÒÏ. „Î. 4).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï ×  ï →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡ ï, ÂÒÎË d  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ, ÂÙÎÂÍÒË‚ÌÓÈ, Ë ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈  X ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d  ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, x) = 0 Ë ÒÚÓ„ÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) „‡‡ÌÚËÛ˛Ú, ˜ÚÓ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ.
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åÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï ×  ï →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï, ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl:
1. d(x, y) ≥ 0 (ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚ¸);
2. d(x, y) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y (‡ÍÒËÓÏ‡ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË

Ò‡ÏÓÏÛ ÒÂ·Â);
3. d(x, y) = d(y, x) (ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚ¸);
4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X , d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ

ÏÂÚËÍÓÈ d.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒıÂÏ‡
åÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒıÂÏÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ.

ê‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ê‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ÏÂÚËÍË: ‰Îfl d ‰ÓÔÛÒÚËÏÓ

ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ∞.

èÓ˜ÚË-ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË-

ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

0 � d(x, y) ≤ C(d(x, z1) + d(z1, z2) +…+ d(zn, y))

‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ, ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÂ ë > 1, ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y, z1, …, zn ∈  X.

åÂÚËÍ‡ ÛÔÓ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. åÂÚËÍ‡ d  Ì‡ ï  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ

ÛÔÓ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË, ÂÒÎË ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ë > 0 Ë ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚
ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ x = x0, x1, ..., xt = y, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d(xi–1,
xi) ≤ C ÔË i = 1, …, t, Ë

d(x, y) ≥ d(x0, x1) + d(x1, x2) + ... + d(xt–1, xt) – C,

Ú.Â. ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ d(x, y) ≤ 
i

t

i id x x
=

−∑
1

1( , ) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl

‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ó¯Ë·ÍË.

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÛÒÚ¸ ï  – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl s : ï × ï  → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ï, ÂÒÎË d fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Ë ÂÙ-
ÎÂÍÒË‚ÌÓÈ.

ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï ×  ï →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï, ÂÒÎË d  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Ë ÂÙ-
ÎÂÍÒË‚ÌÓÈ, Ë ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X  ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
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ä‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ ÄÎ¸·ÂÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ d  Ì‡ ï ÒÓ ÒÎ‡·ÓÈ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚ¸˛: ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d(x, y) = d(y, x) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
x = y.

ëÎ‡·ÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï ÒÓ ÒÎ‡·ÓÈ
ÒËÏÏÂÚËÂÈ: ‰Îfl Î˛·˚ı x, y X ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) = 0 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d(y, ı) = 0.

ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï ×  ï →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï, ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) ≥ 0,
ÍÓÚÓÓÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y, Ë ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈
X ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

d(y, x) ≤ d(x, z) + d(z, y).

ä‚‡ÁËÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ
Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ d.

ÑÎfl Î˛·ÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍË d ÙÛÌÍˆËË max{d(x, y), d(y, x)}, min{d(x, y), d(y, x)}

Ë 
d x y d y x( , ) ( , )+

2
 fl‚Îfl˛ÚÒfl (˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË) ÏÂÚËÍ‡ÏË.

çÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ï, ÍÓÚÓÓÂ
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÛÒËÎÂÌÌÓÈ ‚ÂÒËË ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡: ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}.

2k-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
2k-„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ

2k-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

1

0
≤ < ≤
∑ ≤
i j n

i j i jb b d x x( , )

‰Îfl ‚ÒÂı b  ∈  � n Ò 
i

n

ib
=
∑ =

1

0  Ë 
i

n

ib k
=
∑ =

1

2 ,  Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚

x1, ..., xn ∈  X.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï , ÍÓÚÓÓÂ

fl‚ÎflÂÚÒfl 2k-„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ‰Îfl Î˛·Ó„Ó k ≥ 1, Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÓÚ-
Ëˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡

1

0
≤ < ≤
∑ ≤
i j n

i j i jb b d x x( , )

‰Îfl ‚ÒÂı b ∈  �n Ò 
i

n

ib
=
∑ =

1

0  Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x1, ..., xn ∈  X.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡, ÌÂ fl‚ÎflflÒ¸ ÔË ˝ÚÓÏ
ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ. ä˝ÎË ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl L2-ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d2 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡.

(2k + 1)-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
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(2k + 1)-„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï, ÍÓÚÓÓÂ Û‰Ó‚-
ÎÂÚ‚ÓflÂÚ (2k + 1)-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

1

0
≤ < ≤
∑ ≤
i j n

i j i jb b d x x( , )

‰Îfl ‚ÒÂı b  ∈  �n Ò  
i

n

ib
=
∑ =

1

1 Ë 
i

n

ib k
=
∑ = +

1

2 1, Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚

x1, ..., xn ∈  X.
(2k+1)-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Ò k =1 fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜Ì˚Ï ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸-

ÌËÍ‡. (2k+1)-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ÎÂ˜ÂÚ 2k-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó.

ÉËÔÂÏÂÚËÍ‡
ÉËÔÂÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl (2k+1)-„Ó-

Ì‡Î¸Ì˚Ï ‰Îfl Î˛·Ó„Ó k ≥ 1, Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ „ËÔÂÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

1

0
≤ < ≤
∑ ≤
i j n

i j i jb b d x x( , )

‰Îfl ‚ÒÂı b ∈  �n Ò 
i

n

ib
=
∑ =

1

1,  Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x1, ..., xn ∈  X. ã˛·‡fl

„ËÔÂÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡. ã˛·‡fl
L1-ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂÏÂÚËÍÓÈ.

ê-ÏÂÚËÍ‡
ê-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï  ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ [0, 1],

ÍÓÚÓ‡fl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÍÓÂÎflˆËÓÌÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) – d (x, z)d(z, y).

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 1–d(x, y) ≥ (1–d(x , z))(1–d(z, y )) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ
‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸, ÒÍ‡ÊÂÏ, ‰ÓÒÚË˜¸ ı ËÁ Û ˜ÂÂÁ z ÎË·Ó ‡‚Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÂ (1–d(x, z))(1–d(z,
y)) (ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ‰ÓÒÚË˜¸ z ËÁ ı  Ë Û ËÁ z ), ÎË·Ó ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÂÂ
(ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÂÎflˆËfl).

åÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ ê-ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl òÂÌ·Â„‡ (ÒÏ. „Î. 4).

èÚÓÎÂÏÂÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
èÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï , Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÌÂ‡-

‚ÂÌÒÚ‚Û èÚÓÎÂÏÂfl (‰ÓÍ‡Á‡ÌÌÓÏÛ èÚÓÎÂÏÂÂÏ ‰Îfl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡): ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y, u, z ∈  X

d(x, y)d(u, z) ≤ d(x, u)d(y, z) + d(x, z)d(y, u).

èÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V,||.||), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ||x–y|| fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ.
çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ;
Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (ÒÏ. „Î. 6) fl‚ÎflÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ.
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àÌ‚ÓÎ˛ÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X \z, dz), „‰Â 
 
d x y

d x y

d x d y
( , )

( , )

( , ) ( , )
,=

z z
 fl‚ÎflÂÚÒfl

ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈  X ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ([FoSC06]).

ÑÎfl Î˛·ÓÈ ÏÂÚËÍË d ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
([FoSC06]).

ëÎ‡·‡fl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡
ëÎ‡·ÓÈ ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ë-ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

d Ì‡ ï, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÂ ë ≥ 1, ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

0 < d(x, y) ≤ C max{d(x, z), d(z, y)}

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X, ı ≠ Û. ÑÎfl Ú‡ÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d(x, y) =

=  inf ( ,  ),d i
i

iz z∑ +1  „‰Â  ËÌÙËÏÛÏ  ·ÂÂÚÒfl  ÔÓ  ‚ÒÂÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ

x = z0, ..., zn+1), fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ.
íÂÏËÌ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔËÎÓÊÂÌËflı ‰Îfl

Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÒÂ‚‰ÓÏÂÚËÍË, Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔÓ˜ÚË-ÏÂÚËÍË, ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÍÓÚÓ-
ÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï, ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ò Ó¯Ë·ÍÓÈ Ë Ú.Ô.

ìÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡
ìÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï,

ÍÓÚÓ‡fl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒËÎÂÌÌÓÈ ‚ÂÒËË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡:

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}

‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ‰‚‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ËÁ d(x, y), d(z, y) Ë
d(x, z) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

åÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÂÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÂ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (ÒÏ. „Î. 4) dα fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ α . ã˛·‡fl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û
˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ. åÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl î‡ËÒ‡ (ÒÏ. „Î. 4) ÏÂÚËÍË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ.

åÂÚËÍ‡ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ
åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ (ËÎË Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ), ÂÒÎË ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÛÒËÎÂÌÌ‡fl ‚ÂÒËfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡: ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z, u ∈  X

d(x, y) + d(z, u) ≤ max{d(x, z) + d(y, u), d(x, u) + d(y, z)}.

ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ËÁ ÚÂı ÒÛÏÏ d(x, y) + d(z, u), d(x, z) + d(y, u) Ë d(x, u) + d(y, z) ‰‚Â
Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

åÂÚËÍ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Â‚Ó‚Ë‰ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ë l1-ÏÂÚËÍÓÈ.

äÛÒÚ‡ÌËÍÓ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ‚ÒÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ
fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË, Ú.Â. ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) + d(u, z) = d (x, u) + d(y, z) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó
ÔË Î˛·˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı u, x, y, z ∈  X.
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åÂÚËÍ‡ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ
åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı

ÚÓ˜ÂÍ, ÂÒÎË, ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X ËÁ ÚÂı ÒÛÏÏ

d(x, y) + d(z, u), d(x, z) + d(y, u), d(x, u) + d(y, z)

ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ‰‚Â (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÂ) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.
åÂÚËÍ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ ÚÓ„‰‡ Ë

ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÈ ‰Â‚Ó‚Ë‰ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ .

�-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÖÒÎË δ ≥ 0, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl �-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË

ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ �-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÉÓÏÓ‚‡ (Â˘Â Ó‰ÌÓ ÓÒ-
Î‡·ÎÂÌËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ): ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z, u ∈  X

d(x, y) + d(z, u) ≤ 2δ + max{d(x, z) + d(y, u), d(x, u) + d(y, z)}.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl δ-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡

 
( . ) min ( . ) ,  ( . )x y x yx x x0 0 0

≥ { } −z z δ

‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X Ë ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x0 ∈  X, „‰Â ( , )x y x0
= 

1

2 0( ( , )d x x +  d x y d x y( , ) ( , ))0 −  –

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡ ÚÓ˜ÂÍ ı Ë Û ËÁ ï ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·‡ÁÓ‚ÓÈ ÚÓ˜ÍË x0 ∈  X.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl 0-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ

ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ. ä‡Ê‰ÓÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ËÏÂ˛˘ÂÂ ‰Ë‡ÏÂÚ D, fl‚ÎflÂÚÒfl D-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ. n-
ÏÂÌÓÂ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ln 3-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÉÓÏÓ‚‡
èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ x0 ∈  X .

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÉÓÏÓ‚‡ (ËÎË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ ÉÓÏÓ‚‡, ÍÓ‚‡Ë‡Ì-
ÚÌÓÒÚ¸˛) (.)x0

 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

( . ) ( ( , ) ( , ) ( , )).x y d x x d x y d x yx0

1

2 0 0= + −

ÖÒÎË (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÂ‚ÓÏ, ÚÓ ( . )x y x0
=  d x x y0[ ,  ] .( )  ÖÒÎË (X,d) –

ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÂ˚, Ú.Â. d(x, y) = µ(x∆y) ‰Îfl ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ ÏÂ˚ µ Ì‡
ï , ÚÓ (x.y)ø = µ(x ∩ y). ÖÒÎË d fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡, Ú.Â.
d x y( , ) = d x yE

2 ( , )  ‰Îfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n, ÚÓ (ı.Û)0 ·Û‰ÂÚ
Ó·˚˜Ì˚Ï ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ Ì‡ �n (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl î‡ËÒ‡,
„Î. 4).

1.2. éëçéÇçõÖ  èéçüíàü,  ëÇüáÄççõÖ  ë  êÄëëíéüçàÖå,
à  óàëãéÇõÖ  àçÇÄêàÄçíõ

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. åÂÚË˜ÂÒÍËÏ ¯‡ÓÏ

(ËÎË Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ¯‡ÓÏ) Ò ˆÂÌÚÓÏ x0 ∈  X Ë ‡‰ËÛÒÓÏ r > 0
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó B x r( , )0 = { : ( , ) }.x X d x x r∈ ≤0  éÚÍ˚Ú˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
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¯‡ÓÏ Ò ˆÂÌÚÓÏ x0 ∈  X Ë ‡‰ËÛÒÓÏ r > 0 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó B(x0, r) =
= {x0 ∈  X : d(x0, x) < r}.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒÙÂÓÈ Ò ˆÂÌÚÓÏ x0 ∈  X Ë ‡‰ËÛÒÓÏ r > 0 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
S(x0, r) = {x0 ∈  X : d(x0, x) = r}.

ÑÎfl ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ Ì‡ n-ÏÂÌÓÏ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
(V,|| ⋅ ||) ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ B n = x X x∈ ≤{ }: 1  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ¯‡ÓÏ, ‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Sn–1 = {x ∈  V  : || x || = 1} – Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÓÈ (ËÎË Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
„ËÔÂÒÙÂÓÈ). Ç ‰‚ÛÏÂÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ (ÓÚÍ˚Ú˚È
ËÎË Á‡ÏÍÌÛÚ˚È) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‰ËÒÍÓÏ (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÚÍ˚Ú˚Ï ËÎË
Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï).

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl – ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ì‡ ï, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl ÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡ ï.
ÖÒÎË (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÓÚÍ˚ÚÓÂ

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ ï Í‡Í ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ (ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ËÎË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó
˜ËÒÎ‡) ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ¯‡Ó‚ B(x, r) = {y ∈  X : d(x, y) < r}, x ∈  X, r  ∈  � ,
r > 0. á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÂÔÂ¸ Í‡Í ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡. åÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ Ì‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı
ÓÚÍ˚Ú˚ı ‚ ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚. íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ËÁ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

åÂÚËÁ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÚÂÓÂÏ˚ – ÚÂÓÂÏ˚, ‰‡˛˘ËÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÏÂÚËÁÛÂ-
ÏÓÒÚË ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÚÂÏËÌ ÏÂÚËÍ‡ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÒÍÓÂÂ Ì‡ Ò‚flÁ¸ Ò ÏÂÓÈ, ÌÂÊÂÎË Ò
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í fl‰Û ‚‡ÊÌÂÈ¯Ëı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ,
Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË ˜ËÒÂÎ, ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË ÙÛÌÍˆËÈ, ÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍÓÈ Ú‡ÌÁËÚË‚ÌÓÒÚË.

á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ËÌÚÂ‚‡Î

èÛÒÚ¸ x, Û ∈  X – ‰‚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d). á‡Ï-
ÍÌÛÚ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÓÏ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

I(x, y) = {z ∈  X : d(x, y) = d(x, z) + d(z, y)}.

éÒÌÓ‚ÌÓÈ „‡Ù ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
éÒÌÓ‚ÌÓÈ „‡Ù (ËÎË „‡Ù ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) – „‡Ù Ò

ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ıÛ fl‚ÎflÂÚÒfl Â·ÓÏ, ÂÒÎË I(x, y) = {x, y}, Ú.Â. ÌÂ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸ÂÈ ÚÓ˜ÍË z  ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ·˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
d(x, y) = d(x, z) + d(z, y).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚Ï
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ I(x, x')
Ë y ∈  X\I(x, x') ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ x" ∈  X(x, x') Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ d(y, x") > d(x, x').

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ

íË ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË x, y, z ∈  X ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ó·‡ÁÛ˛Ú
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, ÂÒÎË Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ËÌÚÂ‚‡Î˚ I (x, y), I(z, x)
Ë I(z, x) ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Ó·˘Ëı ÍÓÌˆÂ‚˚ı ÚÓ˜Í‡ı.
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åÓ‰ÛÎflÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ÚÂı

‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y, z ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ u ∈  I(x, y) ∩  I(y, z) ∩  I(z, x).
çÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÏÂ¯Ë‚‡Ú¸ ˝ÚÓ Ò ÏÓ‰ÛÎflÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÒÏ. „Î. 10) Ë ÏÂÚËÍÓÈ

ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ (ÒÏ. „Î. 6).

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ
óÂÚ˚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË x, y, z, u  ∈  X ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, ÂÒÎË x, z  ∈  I(y, u)
Ë y , u  ∈  I(x, z). ÑÎfl Ú‡ÍÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ·Û‰ÛÚ ËÏÂÚ¸ ÏÂÒÚÓ
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d(x, y) = d(z, u) Ë d(x, u) = d (y, z).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎ‡·Ó ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı
ÚÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y, z  ∈  X  Ò y ∈  I(x, z) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ u  ∈  X, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ
x, y, z, u Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ.

ë‚flÁÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË Â„Ó ÌÂÎ¸Áfl ‡Á·ËÚ¸

Ì‡ ‰‚‡ ÌÂÔÛÒÚ˚ı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ (ÒÏ. ë‚flÁÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, „Î. 2).
ÅÓÎÂÂ ÒËÎ¸Ì˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÛÚ¸ – Ò‚flÁÌÓÒÚ¸, ÔË ÍÓÚÓÓÈ Î˛·˚Â ‰‚Â

ÚÓ˜ÍË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÔÛÚÂÏ.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍË‚‡fl
åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍË‚‡fl (ËÎË ÔÓÒÚÓ ÍË‚‡fl) γ ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X,d)

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ γ : I →  X ËÌÚÂ‚‡Î‡ I ËÁ �  ‚ ï .
äË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰Û„ÓÈ  (ËÎË ÔÛÚÂÏ, ÔÓÒÚÓÈ ÍË‚ÓÈ), ÂÒÎË ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ. äË‚‡fl γ : [a, b] → X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÊÓ‰‡ÌÓ‚ÓÈ ÍË‚ÓÈ (ËÎË ÔÓÒÚÓÈ
Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÍË‚ÓÈ), ÂÒÎË ÓÌ‡ ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ Ò‡ÏÛ ÒÂ·fl Ë γ(a) = γ(b).

ÑÎËÌ‡ l(γ) ÍË‚ÓÈ γ : [a, b] → X ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

  

l d t t n a t t b
i n

i i n( ) sup ( ( ),  ( )) : ,  ... .γ γ γ= ∈ = < < =










≤ ≤
−∑

1
1 0�

ëÔflÏÎflÂÏ‡fl ÍË‚‡fl – ˝ÚÓ ÍË‚‡fl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(X,d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ë-Í‚‡ÁË‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÌÂÍÓÚÓÓÈ
ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ C  ≥ 1, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ x, y ∈  X  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡
ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ëd(x, y). ÖÒÎË ë = 1, ÚÓ ˝Ú‡ ‰ÎËÌ‡ ‡‚Ì‡
d(x, y), Ú.Â. ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ (ËÎË ÒÚÓ„Ó ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ)
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl
ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ Í‡Ú˜‡È¯‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍË‚‡fl, Ú.Â. ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
‚ÎÓÊÂÌËÂ � ‚ ï.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ (ËÎË Í‡Ú˜‡È¯ËÏ ÔÛÚÂÏ) [x, y] ÓÚ ı  ‰Ó Û fl‚ÎflÂÚÒfl
ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ γ : [a, b] → X Ò γ(a) = x Ë γ(b) = y.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔflÏ‡fl – „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÊ‰Û
‰‚ÛÏfl Î˛·˚ÏË ÂÂ ÚÓ˜Í‡ÏË; ÓÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ
‚ÒÂ„Ó � ‚ ï . åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÎÛ  ̃ Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÍÛ„ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ
ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ‚ÎÓÊÂÌËfl ‚ ï ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ �≥0 Ë ÓÍÛÊÌÓÒÚË
S(0, r).
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ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‰‚Â Î˛·˚Â ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ. éÌÓ
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍË ÔÓÎÌ˚Ï, ÂÒÎË Í‡Ê‰˚È Ú‡ÍÓÈ ÓÚÂÁÓÍ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰‰Û„ÓÈ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔflÏÓÈ.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸

ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë ÔÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å   ⊂  X ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó å  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï (ËÎË
‚˚ÔÛÍÎ˚Ï), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ ËÁ å ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ Ëı
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ å; ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË Ú‡ÍÓÈ ÓÚÂÁÓÍ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ
·ÎËÁÍËı ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å.

ê‡‰ËÛÒÓÏ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÒÚË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ r, Ú‡ÍÓÂ
˜ÚÓ ‰Îfl ‰‚Ûı Î˛·˚ı ÚÓ˜ÂÍ ËÁ å, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍÓÚÓ˚ÏË <r, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ Ëı „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛
ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ å.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ
Í‡Ê‰˚È ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ Ëı „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ å. ÑÎfl
‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  X ‡‰ËÛÒÓÏ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‰ËÛÒ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ‚ÔÓÎÌÂ
‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ¯‡‡ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ı.

Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÅÛÁÂÏ‡Ì‡

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ
ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ (ËÎË „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍË‚ÎÂÌÌ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ), ÂÒÎË ‰Îfl
Î˛·˚ı ÚÂı ÚÓ˜ÂÍ x, y, z  ∈  X  Ë ÒÂ‰ËÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ m(x, z) Ë m(y, z) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl
ÛÒÎÓ‚ËÂ

d m x m y d x y( ( , ),  ( , )) ( , ).z z ≤ 1

2

ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ D(c1, c2) ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏË ÓÚ-
ÂÁÍ‡ÏË Ë c1 = [a1, b1] fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ. (ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ, ÂÒÎË ÛÒÎÓ‚ËÂ
f(λx + (1 – λ )y) ≤ λ f(x) + (1 – λ)f(y) ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ı, Û Ë λ ∈  (0, 1).)

èÎÓÒÍ‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÎÓÒ‡ {(x, y) ∈  �2: 0 < x < 1} fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ
ÉÓÏÓ‚Û, ÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ. Ñ‚Â Î˛·˚Â ÚÓ˜ÍË ÔÓÎÌÓ„Ó
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ, Ò‚flÁ‡Ì˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ
ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ (ÅÛÁÂÏ‡Ì, 1948), ÂÒÎË ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÎÓÌflÂÚÒfl
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ.

ã˛·ÓÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ëÄí(0) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ÒÏ. „Î. 6) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ Ë Î˛·ÓÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ëÄí(0) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ, ÌÓ Ó·‡ÚÌÓÂ ÌÂ‚ÂÌÓ.

Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓ åÂÌ„ÂÛ

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ åÂÌ„ÂÛ, ÂÒÎË ‰Îfl
‰‚Ûı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡ z ∈  X , ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ
d(x, y) = d(x, z) + d(z, y), Ú.Â. ÛÒÎÓ‚ËÂ |I(x, y)| > 2 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‰Îfl Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ I (x, y) = {z ∈  X : d(x, y) = d(x, z) + d(z, y)}. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
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ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ åÂÌ„ÂÛ, ÂÒÎË Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ z
fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl d-‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ (åÂÌ„Â, 1928), ÂÒÎË
‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ I(x, y) ⊂  M. îÛÌÍˆËfl
f : M → � , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ d -‚˚ÔÛÍÎÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â M ⊂  X , Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
d-‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ , ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈  I(x, y) ⊂  M ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

 
f

d y

d x y
f x

d x

d x y
f y( )

( , )

( , )
( )

( , )

( , )
( ).z

z z≤ +

ëÂ‰ËÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂ‰ËÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï (ËÎË

‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ËÏ ÒÂ‰ËÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡ z ∈  X, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÒÂ‰ËÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ m(x, y), ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ

‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d(x, y) = d(x, z) + d(z, y) Ë 
  
d x d x y( , ) ( , ).z = 1

2
éÚÓ·‡ÊÂÌËÂ m : ï × ï   → X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂ‰ËÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ

(ÒÏ. ëÂ‰ËÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó); ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ‚˚¯Â ÚÓ˜Í‡ z
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

èÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ÒÂ‰ËÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓ.

ò‡Ó‚‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
ëÂ‰ËÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ¯‡Ó‚Ó

‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d m x y d x d y( , ),  max ( , ),  ( , )z z z( ) ≤ { }
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó ÒÂ‰ËÌÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl m(x, y).

ò‡Ó‚‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ‚ÎÂ˜ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ‚ÔÓÎÌÂ ‚˚ÔÛÍÎ˚,
Ë, ‚ ÒÎÛ˜‡Â „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Ì‡Ó·ÓÓÚ.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
 

( ,  ( , ) )�2

1

2

d x y x y
i

i i= −
=
∑  ¯‡Ó‚Ó ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÌÂ

fl‚ÎflÂÚÒfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
ëÂ‰ËÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ

‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË

  
d m x y d x d y( ( , ), ) ( ( , ) ( , )).z z z≤ +1

2

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÒÛÊÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl d(x, ⋅ ), x ∈  X Ì‡ Í‡Ê‰˚È
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ¯‡Ó‚Û˛ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ Ë, ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ, Ì‡Ó·ÓÓÚ.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X  Ë Î˛·Ó„Ó λ  ∈  (0, 1) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡
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z = z(x, y, λ) ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d(x, y) = d(x, z) + d(z, y) Ë d(x, z) = λd(x, y). åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓ åÂÌ„ÂÛ.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË
Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ z(x, y, λ) fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X Ë λ ∈  (0, 1).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÎ¸ÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË
‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X Ë Î˛·˚ı  λ1, λ2 ∈  (0, 1) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl
ÚÓ˜Í‡ z = z(x, y, λ ) ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d(z(x, y, λ1), z(x, y, λ2) = |λ1–λ2|d(x, y). ëËÎ¸Ì‡fl
ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸, Ë Í‡Ê‰ÓÂ ÔÓÎÌÓÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ åÂÌ„ÂÛ, fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÎ¸ÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍË
‚˚ÔÛÍÎ˚Ï.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï (å‡Ì‰ÂÎ-
ÍÂÌ, 1983), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X Ë Î˛·˚ı λ, µ > 0, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ
d(x, y) < λ  + µ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡ z ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d(x, z) < λ  Ë d(z, y) < µ,
Ú.Â. z ∈  B(x, λ) ∩ B(y, µ). åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÔÓ˜ÚË ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸.

Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë, ÂÒÎË ‰Îfl

Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó λ  ∈  (0, 1) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡
z = z(x, y, λ) ∈  X, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(z(x, y, λ), u) ≤ λd(x, u) + (1 – λ)d(y, u) ËÏÂÂÚ
ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı u   ∈  X. ã˛·ÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë,
Ò z(x, y, λ) = λd + (1 – λ)y.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë, ÂÒÎË z(x, y, λ ) ∈  M ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y ∈  X Ë λ ∈  [0, 1]. í‡Í‡ı‡¯Ë ‰ÓÍ‡Á‡Î ‚ 1970 „., ˜ÚÓ ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â,
‚˚ÔÛÍÎÓÏ ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë, ‚ÒÂ Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚, ÓÚÍ˚Ú˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ
¯‡˚ Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë, fl‚Îfl˛Ú-
Òfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë.

ÉËÔÂ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ ÏÂÚË-

˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎÓ Ë Â„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ Ó·Î‡‰‡˛Ú ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ïÂÎÎË,
Ú.Â. Î˛·‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl Á‡Í˚Ú˚ı ¯‡Ó‚ ‚ ï ËÏÂÂÚ ÌÂÔÛÒÚÓÂ
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ – ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ l lm
∞ ∞,   Ë L∞ fl‚Îfl˛ÚÒfl „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË, ‡ l2 – ÌÂÚ.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl
èÛÒÚ¸ ε > 0. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl (ËÎË ε-˝ÌÚÓÔËfl) Hε(M, X) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡

M ⊂  ï ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl (äÓÎÏÓ„ÓÓ‚, 1956) Í‡Í
Hε(M, X) = log2Nε(M, X),

„‰Â Nε(M, X) fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÚÓ˜ÂÍ ‚ ε-ÒÂÚË (ËÎË ε-Ì‡Í˚ÚËË)
‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (M, d), Ú.Â. ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÚÓ˜ÂÍ, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ
Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÓÚÍ˚Ú˚ı ε-¯‡Ó‚ Ò ˆÂÌÚ‡ÏË ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı Ì‡Í˚‚‡ÂÚ å.

èÓÌflÚËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÚÓÔËË ‰Îfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ
‚‡ÊÌÂÈ¯Ëı ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë Î˛·Ó„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ q > 0

ÔÛÒÚ¸ Nx(q) ·Û‰ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ò ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ, ÌÂ ÔÂ-
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‚ÓÒıÓ‰fl˘ËÏ q, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ ‰Îfl Ì‡Í˚ÚËfl ï (ÒÏ. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl).

óËÒÎÓ lim
ln( ( )

ln( / )q

N q

q→0 1
 (ÂÒÎË ÓÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛

(ËÎË ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó–Å‡ÎË„‡Ì‰‡, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÛÔ‡ÍÓ-
‚Ó˜ÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛, ·ÓÍÒ-‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï.

ÖÒÎË ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â ÔÂ‰ÂÎ‡ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÚÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
ÔÓÌflÚËfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË:

1. óËÒÎÓ lim
ln( ( )

ln( / )q

N q

q→0 1
 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌËÊÌÂÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ (ËÎË

ÌËÊÌÂÈ ·ÓÍÒ-‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ èÓÌÚfl„ËÌ‡–òÌËÂÎÏ‡Ì‡, ÌËÊÌÂÈ
‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó).

2. óËÒÎÓ lim
ln( ( )

ln( / )q

N q

q→0 1
 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂıÌÂÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ (ËÎË

˝ÌÚÓÔË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–íËıÓÏËÓ‚‡, ‚ÂıÌÂÈ
·ÓÍÒ-‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛).

çËÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÔflÚ¸ ÔËÏÂÓ‚ ‰Û„Ëı, ÏÂÌÂÂ ÁÌ‡˜ËÏ˚ı ÔÓÌflÚËÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
‡ÁÏÂÌÓÒÚË, ‚ÒÚÂ˜‡˛˘ËÂÒfl ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ.

1. (Å‡ÁËÒÌ‡fl) ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ  ̧ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, – ÏËÌË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Â„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡, Ú.Â. Â„Ó Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ÔÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ Ò ‡‚Ì˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ‰Ó ‚ÒÂı
ÚÓ˜ÂÍ ËÁ S.

2. (ê‡‚ÌÓ·Ó˜Ì‡fl) ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ –
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Â„Ó ˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, Ú.Â. Ú‡-
ÍÓ„Ó, ˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â Â„Ó ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ‡‚ÌÓÓÚÒÚÓflÚ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. ÑÎfl
ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ˝Ú‡ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ‡‚Ì‡ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ
ÔÓÔ‡ÌÓ Í‡Ò‡˛˘ËıÒfl Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÔÂÂÌÓÒÓ‚ Â„Ó Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ¯‡‡.

3. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó Ò > 1 ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸  ̨ (ÔÓ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û) dimc (X) ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

(V, || ⋅ ||), Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÎÓÊÂÌËÂ f : X → V Ò 
1

c
d x y( , ) ≤ f x f y( ) ( )− ≤

≤  d x y( , ).

4. (Ö‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ)  ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ  ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛  ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó  ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ n Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚‡ � n, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ (X, f(d)) fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, „‰Â
ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ËÏ ÙÛÌÍˆËflÏ f(t)
ÓÚ t ≥ 0.

5. ëÚÂÔÂÌ¸˛ ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÒÚË ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ
µ2

22σ
,  „‰Â µ Ë σ2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÂ‰ÌËÏ Ë ÓÚÍÎÓÌfl˛˘ËÏÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË Â„Ó „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚

‡ÒÒÚÓflÌËÈ; ‰‡ÌÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ‚˚·ÓÍË ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÔË ÔÓËÒÍÂ
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ·ÎËÁÓÒÚË.

ê‡Ì„ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

ê‡Ì„ÓÏ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸-
Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, || ⋅ ||), Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ (V, || ⋅ ||) → (X,d).
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Ö‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡Ì„ÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl
‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ n-ÏÂÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ ÌÂÏ, Ú.Â. Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ �n → (X,d).

ä‚‡ÁËÂ‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡Ì„ÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ n-ÏÂÌÓÈ Í‚‡ÁËÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ ÌÂÏ, Ú.Â. Â‚ÍÎË‰Ó‚‡
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ ‚ ÌÂÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËfl �n →  (X,d). ê‡Ì„
Î˛·Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ , „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ‡‚ÂÌ 1.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë Î˛·˚ı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı p, q > 0 ÔÛÒÚ¸

M Xp
q ( ) =

i
i

p
A

=

+∞

∑ ( )
1

diam( ) , „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ Ò˜ÂÚÌ˚Ï ÔÓÍ˚ÚËflÏ {Ai}i

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ò ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ Ai ÏÂÌ¸¯Â q . ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ (ËÎË ‡ÁÏÂ-
ÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡-ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÂÏÍÓÒÚË, Ù‡ÍÚ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸)
dimHaus(X,d) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf : lim ( ) .p M X
q

p
q

→
=






0

0

ã˛·ÓÂ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡,
‡‚ÌÛ˛ 0; ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ ‰Îfl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n ‡‚Ì‡ n.

ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Â„Ó ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ Ò‚ÂıÛ Ë ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ
‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÒÌËÁÛ.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Â„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl

‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ (ËÎË ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÎÂ·Â„Ó‚‡ ÔÓÍ˚ÚËfl) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf dim ( , ) ,
′

′{ }d
X d

Haus

„‰Â d' – Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡fl d, ‡ 
 
dim
Haus

 – ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸

ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡.
Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ n, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó
ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ÔÓÍ˚ÚËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓ‰ÔÓÍ˚ÚËÂ
(Ú.Â. ÔÓ‰‡Á‰ÂÎÂÌËÂ), Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÌË Ó‰Ì‡ ËÁ ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ
·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ n + 1 ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ï.

î‡ÍÚ‡Î
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Î˛·Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ

Â„Ó ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡. î‡ÍÚ‡ÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó,
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ˝ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓ„ËÏ. (èÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ å‡Ì‰ÂÎ¸·ÓÈÚ
ÓÔÂ‰ÂÎËÎ Ù‡ÍÚ‡Î Í‡Í ÚÓ˜Â˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò ÌÂˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛
ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡). ç‡ÔËÏÂ, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ä‡ÌÚÓ‡, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í ÍÓÏÔ‡ÍÚ-
ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ � , d(x, y) = |x–y|), Ó·Î‡‰‡ÂÚ ‡Á-

ÏÂÌÓÒÚ¸˛ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ 
ln

ln
;

2

3
 (ÒÏ. ‰Û„Û˛ ä‡ÌÚÓÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ÌÂÏ ‚ „Î. 11, 18).

ÑÛ„ÓÈ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ Ù‡ÍÚ‡Î, ÍÓ‚Â ëÂÔËÌÒÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ [0,1] × [0,1], fl‚ÎflÂÚ-
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Òfl  ÔÓÎÌ˚Ï  „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ  ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ  ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ  ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(�2, d(x, y) = ||x–y||1).

íÂÏËÌ Ù‡ÍÚ‡Î ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl
Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË (Ú.Â., „Û·Ó „Ó‚Ófl, ÔÓ‰Ó·Ëfl ÔË Î˛·ÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·Â) Ó·˙ÂÍÚ‡
(Ó·˚˜ÌÓ – ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n).

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÄÒÒÛ‡‰–ç‡„‡Ú‡
ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÄÒÒÛ‡‰‡–ç‡„‡Ú˚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ n (ËÎË ∞, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ n ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ),
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë > 0, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı s > 0 ËÏÂÂÚÒfl
ÔÓÍ˚ÚËÂ ï Â„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ò ‰Ë‡ÏÂÚ‡ÏË ≤ë s, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ‰Ë‡ÏÂÚ‡ ≤s ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚÒfl Ò ≤n + 1 ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ÔÓÍ˚ÚËfl.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÄÒÒÛ‡‰‡–ç‡„‡Ú˚ ·Û‰ÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
d – ÏÂÚËÍ‡ Û‰‚ÓÂÌËfl.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ Â„Ó
‡ÁÏÂÌÓÒÚË ÄÒÒÛ‡‰‡–ç‡„‡Ú˚.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Û‰‚ÓÂÌËfl
ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ Û‰‚ÓÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡Ë-

ÏÂÌ¸¯ÂÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ N (ËÎË ∞, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ N ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ), Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ
Í‡Ê‰˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ (ËÎË, ÒÍ‡ÊÂÏ, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡) ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÔÓÍ˚Ú ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÌÂ ·ÓÎÂÂ 2N ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ¯‡Ó‚ (ËÎË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚) Ò ÔÓÎÓ‚ËÌÌ˚Ï ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ. ÖÒÎË (X,d) ËÏÂÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÛ˛ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
Û‰‚ÓÂÌËfl, ÚÓ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÇÓÎ¸·Â„‡–äÓÌfl„ËÌ‡
ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÇÓÎ¸·Â„‡–äÓÌfl„ËÌ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ C > 1 (ËÎË ∞, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ C ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ), ‰Îfl
ÍÓÚÓÓÈ ï Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏÂÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl, Ú.Â. ·ÓÂÎÂ‚ÒÍÓÈ ÏÂÓÈ µ, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ

µ ≤ µ( ( , )) ( , ))B x r C B r2

‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  X Ë r > 0. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏÂÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl, Ë Î˛·‡fl ÔÓÎÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
Û‰‚ÓÂÌËfl Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏÂÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl.

äÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ ä‡„Â‡–êÛÎ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡Ë-
ÏÂÌ¸¯‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ò > 1 (ËÎË ∞ , ÂÒÎË Ú‡ÍÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ Ò ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ), ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ

B x r c B x r( , ) ( , )2 ≤

‰Îfl ‚ÒÂı x  ∈  X  Ë r  > 0. ÖÒÎË ÓÌ‡ ÍÓÌÂ˜Ì‡ (ÒÍ‡ÊÂÏ, ‡‚Ì‡ t), ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË Û‰‚ÓÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÒÓÒÚ‡‚ËÚ 4t.

ÄÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
èÓÌflÚËÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ·˚ÎÓ

‚‚Â‰ÂÌÓ ÉÓÏÓ‚˚Ï. ùÚÓ – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ n , Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó s > 0
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ D = D(s) Ë ÔÓÍ˚ÚËÂ ï Â„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ò ‰Ë‡ÏÂÚ‡ÏË,
ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl˘ËÏË D , ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ‰Ë‡ÏÂÚ‡ ≤s ÔÂ-
ÂÒÂÍ‡ÂÚÒfl Ò ≤n + 1 ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ÔÓÍ˚ÚËfl.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÉÓ‰ÒËÎ–å‡ÍÍÂfl
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) ËÏÂÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÉÓ‰ÒËÎ–å‡ÍÍÂfl n ≥ 0, ÂÒÎË

ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ˝ÎÂÏÂÌÚ x0 ∈  X Ë ‰‚Â ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ Ò  Ë ë , Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ
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ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ckn ≤ |{x ∈  X : d(x, x0) ≤ k}| ≤ Ckn ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡
k � 0. Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ·˚ÎÓ ‚‚Â‰ÂÌÓ ‚ [GoMc80] ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ÏÂÚËÍË ÔÛÚË
Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡. Å˚ÎÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË „ÛÔÔ‡ �n ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ
Ì‡ ‚Â¯ËÌ‡ı „‡Ù‡ ÚÓ˜ÌÓ Ë Ò ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ Ó·ËÚ, ÚÓ ‰‡ÌÌ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
‡‚Ì‡ n.

ÑÎËÌ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÑÎËÌÓÈ îÂÏÎËÌ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÏÂÌ‡fl ‚ÌÂ¯Ìflfl

ÏÂ‡ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ Ì‡ X.
ÑÎËÌÓÈ ïÂÈÍÏ‡Ì‡ lng(Y) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  X ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl sup ( ) : , .lng M M M M{ ′ ′ ⊂ ′ < ∞}  á‰ÂÒ¸ lng(∅ ) = 0 Ë, ‰Îfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó

ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M' ⊂  X, lng(M') = min ( , ),d x x
i

n

i i
=

−∑
1

1  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ

ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ x0, ..., xn, Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ {xi : i = 0, 1, ..., n} = M'.
ÑÎËÌÓÈ òÂıÚÏ‡Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

inf ai
i

n
2

1=
∑  ÔÓ ‚ÒÂÏ Ú‡ÍËÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ a1, ..., an ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, ˜ÚÓ

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ï0, …, ïn ‡Á·ËÂÌËÈ ï ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ-
‚‡ÏË:

1. ï0 = {X} Ë ïn = {{x} : x ∈  X};
2. ïi ÔÓ‰‡Á·Ë‚‡ÂÚ ïi–1 ‰Îfl i = 1, …, n;
3. ÑÎfl i = 1,…, n  Ë B, C ⊂  A ∈  Xi–1 Ò B, C ∈  Xi ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÂ

ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f ËÁ Ç Ì‡ ë, ˜ÚÓ d(x, f)(x)) ≤ ai ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  B.

íËÔ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
íËÔ ÔÓ ÖÌÙÎÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ‡‚ÂÌ , ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl

ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ 1 ≤ ë < ∞, ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó n ∈  � Ë Í‡Ê‰ÓÈ ÙÛÌÍˆËË f : {–1,1}n → X ËÏÂÂÚ
ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ε

ε ε
∈ −
∑ −( ) ≤
{ , }

( ),  ( )  
1 1 n

d f fp

≤ −
= ∈ −

− + −∑ ∑C d f fp

j

n
p

j j n j j n
n1 1 1

1 1 1 1 1

ε

ε ε ε ε ε ε ε ε
{ , }

( ( , ..., , , ..., ),  ( , ..., , , ..., )).

Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||) ÚËÔ‡  ÔÓ ÖÌÙÎÓ ËÏÂÂÚ ÚËÔ  ÔÓ ê‡‰ÂÏ‡ıÂÛ,
Ú.Â. ‰Îfl ‚ÒÂı ı1,…,ın ∈  V ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ε

ε
∈ − = =
∑ ∑ ∑≤
{ , }

.
1 1 1 1n

j j
j

n
p

p

j

n

j

p
x C x

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ˆÂÔ¸˛ å‡ÍÓ‚‡

Ì‡ ï fl‚ÎflÂÚÒfl ˆÂÔ¸ å‡ÍÓ‚‡ �l l{ } =
∞

0
 Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÓÒÚÓflÌËÈ {ı1,…,ım} ⊂  X

c Ú‡ÍËÏ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ÔÂÂÌÓÒÓÏ m × m Ï‡ÚËˆ˚ ((aij)) ˜ÚÓ P(Zl+1 = xj : Zl = xj) = aij Ë

P(Z0 = xi) = 
1

m
 ‰Îfl ‚ÒÂı ˆÂÎ˚ı 1 ≤ i, j ≤ m Ë l  ≥ 0. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d)
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ËÏÂÂÚ ÚËÔ  ÔÓ å‡ÍÓ‚Û (ÅÓÎÎ, 1992), ÂÒÎË supT Mp(X, T) < ∞ , „‰Â Mp(X, T) – Ú‡Í‡fl

Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ C > 0, ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ˆÂÔË å‡ÍÓ‚‡ 
  

�l l{ } =
∞

0

Ì ‡  ï ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl, ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÓÊË‰‡ÂÏÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ (ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl)

  �[ ]X = xp x
x
∑ ( )  ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ï, ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

  � �d Z Z TC d Z Zp
T

p p( , ) ( , ).0 1 0≤

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÚËÔ‡   ÔÓ å‡ÍÓ‚Û ËÏÂÂÚ ÚËÔ  ÔÓ ÖÌÙÎÓ.

ëËÎ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò s ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÌÂ-

ÌÛÎÂ‚˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË dx,y. Ö„Ó ÒËÎ‡ ÂÒÚ¸ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ t, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı
ˆÂÎ˚ı p, q ≥ 0 c p + q ≤ t ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ fpq(s) ÒÚÂÔÂÌË, ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl˘ÂÈ

min{p, q}, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ( ) ( )d dij
p

ij
q2 2( )( ) = f dpq ij( ) .2( )( )

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î
ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  X  ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X,d)

ÔËÏÂ˚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ Ì‡ å ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÌËÊÂ.

-˝ÌÂ„Ëfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ 
x y M x y

pd x y, , ( , )
;

∈ ≠
∑ 1

 Ó·˚˜ÌÓ  = 1,2.

ëÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ 
1

1M M
d x y

x y M
−( ) ∈

∑
,

( , ).

àÌ‰ÂÍÒ ÇËÌÂ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å (ÔËÏÂÌflÂÏ˚È ‚ ıËÏËË) ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ 
1

2
x y M

d x y
,

( , ).
∈

∑
ñÂÌÚ Ï‡ÒÒ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å ÂÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ x ∈  M, ÏËÌËÏËÁËÛ˛˘‡fl

ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î 
y M

d x y
∈
∑ 2 ( , ).

óËÒÎÓ ‚ÒÚÂ˜Ë
óËÒÎÓÏ ‚ÒÚÂ˜Ë (ËÎË ˜ËÒÎÓÏ ÉÓÒÒ‡, Ï‡„Ë˜ÂÒÍËÏ ˜ËÒÎÓÏ) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ r(X,d) (ÂÒÎË
Ú‡ÍÓÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ), Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ˆÂÎÓ„Ó n Ë Î˛·˚ı (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ
‡ÁÎË˜Ì˚ı) x1,...,xn ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ x ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó

r X d d x xi
i

n

( , ) ( , ).=
=
∑1

2
1

ÖÒÎË ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ˜ËÒÎÓ ‚ÒÚÂ˜Ë r(X,d) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÚÓ
„Ó‚ÓflÚ, ˜ÚÓ (X,d) ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒÂ‰ÌÂ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ë Â„Ó Ï‡„Ë˜ÂÒÍ‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
  

r X d

X d

( , )

( , )
,

diam
 „‰Â diam(X,d) = max ( , )

,x y X
d x y

∈
 – ‰Ë‡ÏÂÚ (X,d).

ä‡Ê‰ÓÂ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ Ò‚flÁÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ
ÒÂ‰ÌÂ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl. Ö‰ËÌË˜Ì˚È ¯‡ {x  ∈  V : ||x|| ≤ 1} ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(V, || ⋅ ||) ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒÂ‰ÌÂ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ò ˜ËÒÎÓÏ ‚ÒÚÂ˜Ë 1.
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èÓfl‰ÓÍ ÍÓÌ„Û˝ÌÚÌÓÒÚË

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÔÓfl‰ÍÓÏ ÍÓÌ„Û˝ÌÚÌÓÒÚË n , ÂÒÎË
Í‡Ê‰ÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÌÂ fl‚Îfl˛˘ÂÂÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË
‚ÎÓÊËÏ˚Ï ‚ (X,d), ËÏÂÂÚ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÌÂ ·ÓÎÂÂ n ÚÓ˜ÂÍ, ÍÓÚÓÓÂ
ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚ÎÓÊÂÌÓ ‚ (X,d).

ê‡‰ËÛÒ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

èÛÒÚ¸ (X,d) – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë M ⊂  X. åÂÚË˜ÂÒÍËÏ
‡‰ËÛÒÓÏ (ËÎË ‡‰ËÛÒÓÏ) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌÙËÏÛÏ ‡‰ËÛÒÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı
¯‡Ó‚, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı å, Ú.Â. inf sup ( , ).

x M y M
d x y

∈ ∈
 çÂÍÓÚÓ˚Â ‡‚ÚÓ˚ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ‡‰ËÛÒÓÏ

ÔÓÎÓ‚ËÌÛ ‰Ë‡ÏÂÚ‡.
ê‡‰ËÛÒÓÏ ÔÓÍ˚ÚËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  X  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl max min ( , ),

x X y M
d x y

∈ ∈
 Ú.Â. Ì‡Ë-

ÏÂÌ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ R, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÓÚÍ˚Ú˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ‡‰ËÛÒ‡ R c ˆÂÌÚ‡ÏË ‚
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ı å ÔÓÍ˚‚‡˛Ú ï. Ö„Ó Ì‡Á˚‚‡˛Ú Â˘Â ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚ ï Í å. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ε-ÔÓÍ˚ÚËÂÏ, ÂÒÎË Â„Ó ‡‰ËÛÒ
ÔÓÍ˚ÚËfl ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ε. ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ m  ÏË-
ÌËÏ‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÒÒÚÓflÌÌ‡fl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËfl ‡ÁÏÂ‡ m  ÂÒÚ¸ m-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ò
Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ‡‰ËÛÒÓÏ ÔÓÍ˚ÚËfl.

ê‡‰ËÛÒÓÏ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ r, ˜ÚÓ
ÓÚÍ˚Ú˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ‡‰ËÛÒ‡ r Ò ˆÂÌÚ‡ÏË ‚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ı å fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl, Ú.Â. min min ( , ) .

y X y M
d x y r

∈ ∈
> 2  åÌÓÊÂÒÚ‚Ó å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ε-ÛÔÎÓÚÌÂÌËÂÏ, ÂÒÎË Â„Ó ‡‰ËÛÒ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl ÌÂ ÏÂÌÂÂ ε. ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ m Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÒÒÚÓflÌÌ‡fl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËfl ‡ÁÏÂ‡ m  ÂÒÚ¸ m-ÔÓ‰ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ò Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ ‡‰ËÛÒÓÏ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl.

ê‡ÁÏÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ε-ÔÓÍ˚ÚËfl ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ ‡ÁÏÂ‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó

  

ε
2

-ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl. 
  

ε
2

-ÛÔÎÓÚÌÂÌËÂ  å fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ‡Ò¯ËflÂÏ˚Ï, ÂÒÎË M ∪  {x} ÌÂ fl‚ÎflÂÚ-

Òfl 
ε
2

-ÛÔÎÓÚÌÂÌËÂÏ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X\M, Ú.Â. å fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ε-ÒÂÚ¸˛.

ùÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ

èÛÒÚ¸ (X,d) – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ùÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚÓÏ ÚÓ˜ÍË
x ∈  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ e x( ) = max ( , ).

y X
d x y

∈
 óËÒÎ‡ max ( )

x X
e x

∈
 Ë min ( )

x X
e x

∈
 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ Ë ‡‰ËÛÒÓÏ (X,d).
íÓ˜ÍË x ∈  X Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï Â(ı) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÂËÙÂËÈÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË.

åÌÓÊÂÒÚ‚‡ {x ∈  X : e(x) ≤ e(z) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈  X} Ë x X d x y
y X

∈{ ≤
∈
∑: ( , )

  y X

d y
∈
∑ ( , )z

‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈  X } Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ˆÂÌÚÓÏ (ËÎË
ˆÂÌÚÓÏ ˝ÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ‡, ˆÂÌÚÓÏ) Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂ‰Ë‡ÌÓÈ (ËÎË ˆÂÌÚÓÏ
‡ÒÒÚÓflÌËfl) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d).

k-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl M ⊂  X k-ÏÂ‰Ë‡ÌÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÏËÌËÏËÁËÛÂÚ ÒÛÏÏÛ

x X

d x M
∈
∑ ( , ),  „‰Â d(x,M) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
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åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ‰Ë‡ÏÂÚ
åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ‰Ë‡ÏÂÚ (ËÎË ‰Ë‡ÏÂÚ, ¯ËËÌ‡) diam(M) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M  ⊆  X

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sup ( , ).
,x y M

d x y
∈

É‡Ù ‰Ë‡ÏÂÚ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å  ËÏÂÂÚ ‚Â¯ËÌ‡ÏË ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË x ∈  M  Ò d(x,y) =
= diam(M) ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó y   ∈  M, ‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â·Â – Ô‡˚ Â„Ó ‚Â¯ËÌ Ì‡
‡ÒÒÚÓflÌËË diam(M) ‚ (X,d).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ), ÂÒÎË ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó x ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ – Â„Ó ‡ÌÚËÔÓ‰, Ú.Â.
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ x' ∈  X, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ËÌÚÂ‚‡Î I(x,x') ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ï.

ïÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ˜ËÒÎ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ D-ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ˜ËÒÎÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ „‡Ù‡ D -‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl (X,d),
Ú.Â. „‡Ù‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Â·Â {xy :d(x,y) ∈  D}. é·˚˜ÌÓ
(X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ë D = {1} (ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ ÅÂÌ‰‡–èÂÎÂÒ‡)
ËÎË D = [1–ε, 1+ε] (ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ „‡Ù‡ ε-Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl).

ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÔÓÎËıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ˜ËÒÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˆ‚ÂÚÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÓÍ‡¯Ë‚‡ÌËfl ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ x ∈  X Ú‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ ˆ‚ÂÚ‡ ëi ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÎÓ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ di,
˜ÚÓ·˚ ÌËÍ‡ÍËÂ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ËÁ ëi ÌÂ Ì‡ıÓ‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË di.

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ t > 0  ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ t-‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˆ‚ÂÚÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÓÍ‡¯Ë‚‡ÌËfl
‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ x ∈  X Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ≤t ËÏÂ˛Ú ‡ÁÌ˚Â
ˆ‚ÂÚ‡.

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ t > 0 t-Ï ˜ËÒÎÓÏ Å‡·‡Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˆ‚ÂÚÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÓÍ‡¯Ë‚‡ÌËfl ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ x ∈  X Ú‡Í,
˜ÚÓ·˚ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ò |D| ≤ t ˆ‚ÂÚ‡ Î˛·˚ı
‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍÓÚÓ˚ÏË ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ D, ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÎË.

éÚÌÓ¯ÂÌËÂ òÚÂÈÌÂ‡
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë V ⊂  X – Â„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ

ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÎÌ˚È ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚È „‡Ù G = (V,E) Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
‚Â¯ËÌ V Ë ‚ÂÒ‡ÏË Â·Â d(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı x,y ∈  V.

éÒÚÓ‚Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ í „‡Ù‡ G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁ |V| – 1 Â·‡,
Ó·‡ÁÛ˛˘ÂÂ ‰ÂÂ‚Ó Ì‡ V, Ò ‚ÂÒÓÏ d(T), ‡‚Ì˚Ï ÒÛÏÏÂ ‚ÂÒÓ‚ Â„Ó Â·Â. èÛÒÚ¸ MSTV –
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÓÒÚÓ‚ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó „‡Ù‡ G, Ú.Â. ÓÒÚÓ‚ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÒ‡
d(MSTV).

åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó òÚÂÈÌÂ‡ Ì‡ V ÂÒÚ¸ Ú‡ÍÓÂ ‰ÂÂ‚Ó SMTV, ˜ÚÓ Â„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ-
‚Ó ‚Â¯ËÌ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ï, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÏ V,  Ë d SMTV( ) =
=  inf ( ).

:M X V M
Md MST

⊂ ⊂
éÚÌÓ¯ÂÌËÂ òÚÂÈÌÂ‡ S t(X,d) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

Í‡Í

inf
( )

( )
.

V X

V

V

d SMT

d MST⊂
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ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ËÏÂÂÏ 
1

2
1≤ ≤St X d( , ) .  ÑÎfl

l2-ÏÂÚËÍË (Ú.Â. Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË) Ì‡ �2, ÓÌÓ ‡‚ÌÓ 
3

2
, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‰Îfl l

1-ÏÂÚËÍË Ì‡ �2 ÓÌÓ ‡‚ÌÓ 
2

3
.

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ·‡ÁËÒ
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ·‡ÁËÒÓÏ ï, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ: d(x,s) =
d(y,s) ‰Îfl ‚ÒÂı s ∈  M  ‚ÎÂ˜ÂÚ x = y. ÑÎfl x ∈  X ˜ËÒÎ‡ d(x,s), s ∈  M Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ı.

ëÂ‰ËÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë y, z ∈  X – ‰‚Â Â„Ó

‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË. ëÂ‰ËÌÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ·ËÒÒÂÍÚËÒÓÈ) ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {x ∈  X : d(x,y) = d(x,z)} ÒÂ‰ËÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ ı.

ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ n-ÚÓ˜Â˜ÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ·ËÒ-
ÒÂÍÚËÒ˚, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ ÒÂ‰ËÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ Ó‚ÌÓ n
ÚÓ˜ÂÍ. 1-íÓ˜Â˜ÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ·ËÒÒÂÍÚËÒ˚ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl
ÒÂ‰ËÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË (ÒÏ. ëÂ‰ËÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸).

îÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl
îÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ËÎË ÎÛ˜Â‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl) ÂÒÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ì‡

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X,d) (Ó·˚˜ÌÓ Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �n)
f X: ,→ ��0  ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï, Ú.Â. f(tx) = tf(f) ‰Îfl ‚ÒÂı t ≥ 0 Ë ‚ÒÂı x ∈

X.
îÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl f Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ,  ÂÒÎË f(x) = f(–x),

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË f(x) > 0 ‰Îfl ‚ÒÂı ı ≠ 0 Ë ‚˚ÔÛÍÎÓÈ, ÂÒÎË f(x + y) ≤ f(x) + f(y) c
f(0) = 0.

ÖÒÎË ï = �n, ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {x ∈  �n : f(x) < 1} Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‚ÂÁ‰Ì˚Ï ÚÂÎÓÏ; ÓÌÓ
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl. á‚ÂÁ‰ÌÓÂ ÚÂÎÓ ·Û‰ÂÚ Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
Ì˚Ï, ÂÒÎË f ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡, ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡˜‡Î‡
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÂÒÎË f ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡, Ë ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË f – ‚˚ÔÛÍÎ‡.

Ç˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl
èÛÒÚ¸ B ⊂  �n – ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl ‚ Ò‚ÓÂÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚË

Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. Ç˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ËÎË ËÁÏÂËÚÂÎÂÏ, ÙÛÌÍˆËÂÈ
‡ÒÒÚÓflÌËfl åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó) dB(x,y) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl
‰Îfl x ≠ y Í‡Í

inf{α > 0 : y – x ∈ α B}.

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í 
y x

x

−
−

2

2z
,  „‰Â

z – Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ „‡ÌËˆ˚ ∂(x + B), ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘‡fl ÎÛ˜Û, ‚˚ıÓ‰fl˘ÂÏÛ ËÁ ı Ë
ÔÓıÓ‰fl˘ÂÏÛ ˜ÂÂÁ Û. èË ˝ÚÓÏ B = {x ∈  �n : dB(0, x) ≤ 1} Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl
x ∈  ∂B . Ç˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ, ÂÒÎË
Ç – ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ, ÚÂÚ‡˝‰‡Î¸ÌÓÈ, ÂÒÎË ˝ÚÓ ÚÂÚ‡˝‰, Ë Ú.‰.

ÖÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ç ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÚÓ
dB fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (ÒÏ. „Î. 6), Â‰ËÌË˜Ì˚È ¯‡ ÍÓÚÓÓÈ ÂÒÚ¸ Ç.
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ùÎÂÏÂÌÚ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë M ⊂  X  – Â„Ó ÔÓ‰-

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. íÓ„‰‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ u0 ∈  M Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl
Í ‰‡ÌÌÓÏÛ ˝ÎÂÏÂÌÚÛ x ∈  X, ÂÒÎË d x u( , )0 = inf ( , ),

u M
d x u

∈
 Ú.Â. ÂÒÎË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ d(x, u0)

fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ  d(x, M).
åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÂÍˆËfl (ËÎË ÓÔÂ‡ÚÓ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl, ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ

·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÚÓ˜ÍË) ÂÒÚ¸ ÏÌÓ„ÓÁÌ‡˜ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÒÚ‡‚fl˘ÂÂ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ
Í‡Ê‰ÓÏÛ ˝ÎÂÏÂÌÚÛ d(x ∈  X) ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ËÁ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl).

åÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ óÂ·˚¯Â‚‡ (ËÎË ÒÂÎÂÍÚËÛÂÏ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ) ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X , ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x  ∈  X. èÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÔÓÎÛ-óÂ·˚¯Â‚‡, ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÌÂ ·ÓÎÂÂ
Ó‰ÌÓ„Ó Ú‡ÍÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡, Ë ÔÓÍÒËÏËÌ‡Î¸Ì˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÌÂ ÏÂÌÂÂ
Ó‰ÌÓ„Ó Ú‡ÍÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡.

ê‡‰ËÛÒÓÏ óÂ·˚¯Â‚‡ ‰Îfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl inf sup ( , ),
x X y M

d x y
∈ ∈

 ‡ ˆÂÌÚÓÏ

óÂ·˚¯Â‚‡ ‰Îfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å – ˝ÎÂÏÂÌÚ x0 ∈  X, Â‡ÎËÁÛ˛˘ËÈ ‰‡ÌÌ˚È ËÌÙËÏÛÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M   ⊂  X ‡ÒÒÚÓflÌÌ˚Ï

ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl fM : X → �  ≥ 0, „‰Â f xM ( ) = inf ( , )
u M

d x u
∈

 ÂÒÚ¸

‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ d(x,M) (ÒÏ. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÂÍˆËfl).
ÖÒÎË „‡ÌËˆ‡ Ç(å) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡, ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ

gM ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í g xM ( ) = −
∈
inf ( , )

( )u B M
d x u  ‰Îfl x ∈  M Ë Í‡Í g xM ( ) = inf ( , )

( )u B M
d x u

∈

‚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡flı. ÖÒÎË å fl‚ÎflÂÚÒfl (Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï Ë ÓËÂÌÚËÛÂÏ˚Ï) ÏÌÓ„Ó-
Ó·‡ÁËÂÏ ‚ �n, ÚÓ gM ·Û‰ÂÚ Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ |∇ g| = 1 ‰Îfl Â„Ó
„‡‰ËÂÌÚ‡ ∇ .

ÖÒÎË ï  = � n Ë ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ u(x)
c d(x,M) = d(x,u(x)), (Ú.Â. å ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó óÂ·˚¯Â‚‡), ÚÓ ||x–u(x)|| Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ÔË ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËË ‰‚ËÊÂÌËfl
Ó·ÓÚÓÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ÛÒÚÓÈÒÚ‚ (å ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ) Ë,
„Î‡‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ÔË Ó·‡·ÓÚÍÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ (‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â å fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ËÎË ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚ı ÔËÍÒÂÎÂÈ Ó·‡Á‡). èË ï = � n

„‡Ù {x, fM(x)) : x  ∈  X) ‰Îfl d ( x,M) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å.

ÑËÒÍÂÚÌ‡fl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡
ÑËÒÍÂÚÌ‡fl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÂÒÚ¸ Ô‡‡, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ ÌÂÔÛÒÚÓ„Ó ÏÂ-

ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d), Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó Ù‡ÁÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ë
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl f : X → X, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌ˚Ï Á‡ÍÓÌÓÏ. ÑÎfl
Î˛·Ó„Ó x ∈  X Â„Ó Ó·ËÚ‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {fn(x)}n, „‰Â fn(x) = f(fn–1(x))
Ò f0(x) = x. é·ËÚ‡ x ∈  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË fn(x) = x ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó n >
0.

é·˚˜ÌÓ ‰ËÒÍÂÚÌ˚Â ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl (Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÚÂÓËË
ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl) ‚ ÍÓÌÚÂÍÒÚÂ ÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ; ÚÂÓËfl ı‡ÓÒ‡, ÒÓ Ò‚ÓÂÈ ÒÚÓÓÌ˚,
Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸Ì˚ÏË ÒËÒÚÂÏ‡ÏË.
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ÄÚÚ‡ÍÚÓ – Ú‡ÍÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ä  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï , ˜ÚÓ ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ ÓÚÍ˚Ú‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ U ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä , Ó·Î‡‰‡˛˘‡fl Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ
lim ( ( ), )
n

nd f b A
→∞

= 0 ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó b  ∈  U , Ú.Â. Ä ÔËÚfl„Ë‚‡ÂÚ ‚ÒÂ ·ÎËÁÎÂÊ‡˘ËÂ

Ó·ËÚ˚. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â d (x,A) = inf ( , )
y A

d x y
∈

 ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ

Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
ÑËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ı‡ÓÚË˜ÂÒÍÓÈ (ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ËÎË ÔÓ ÑÂ‚‡ÌË),

ÂÒÎË ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ (Ú.Â. ï ËÏÂÂÚ ÔÎÓÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ò
ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏË Ó·ËÚ‡ÏË) Ë Ú‡ÌÁËÚË‚ÌÓÈ (Ú.Â. ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÌÂÔÛÒÚ˚ı
ÓÚÍ˚Ú˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä, Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ n , ˜ÚÓ
f A Bn ( ) /) .∩ ≠ 0

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å1 Ë å2

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡  ï Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌ˚ÏË (‡‚ÌÓÓÚÒÚÓfl˘ËÏË), ÂÒÎË ‰Îfl
Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  M1 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ y ∈  M2 Ò d(x,y), ‡‚Ì˚Ï ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ ÏÂÊ‰Û
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË å1 Ë å2. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÂÒÚ¸ ‡Á·ËÂÌËÂ
� ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ì‡ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ‚Á‡ËÏÌÓ ˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌ˚Â Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ Ù‡ÍÚÓ-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó X/� Ì‡ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, ‰Îfl
ÍÓÚÓÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÂÚËÂÈ.

ëÚÛÍÚÛ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡
èÛÒÚ¸ (X, d, x0) – ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-

‚Ó (X, d) Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ x0 ∈  X. ëÚÛÍÚÛÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡ Ì‡ ÌÂÏ
fl‚ÎflÂÚÒfl (ÚÓ˜Â˜ÌÓ) ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ft(t ∈  � ≥ 0) ‡ÒÚflÊÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï,
ÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÚÓ˜ÍÛ ı0, Ú‡Í ˜ÚÓ d(ft(x,y), ft(y)) = td(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı ı, Û
Ë ft ⋅ fs = fts.

Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ Ú‡ÍÛ˛ ÒÚÛÍÚÛÛ ‰Îfl ‡ÒÚflÊÂÌËÈ ft(x) =
= tx(t ∈  � ≥ 0). Ö˘Â Ó‰ÌËÏ ÔËÏÂÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ ÍÓÌÛÒ Ì‡‰ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÛÒ‡, „Î.9).

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÌÛÒ
åÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÍÓÌÛÒÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓÎÛÏÂÚËÍ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

Vn = {1,…,n}.

å‡ÚËˆ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
èÛÒÚ¸ (X = {x1,…,xn}, d) – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. Ö„Ó Ï‡ÚËˆ‡

‡ÒÒÚÓflÌËÈ – ˝ÚÓ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl n × n Ï‡ÚËˆ‡ ((dij)), „‰Â dij = d(xi, xj) ‰Îfl Î˛·˚ı
1 ≤ i, j ≤ n.

å‡ÚËˆ‡ ä˝ÎË–åÂÌ„Â‡
èÛÒÚ¸ (X = {x1,…,xn}, d) – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. å‡ÚËˆÂÈ ä˝ÎË–

åÂÌ„Â‡ ‰Îfl ÌÂ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl (n+1) × (n+1) Ï‡ÚËˆ‡

CM X d
e

e DT( , ) ,= 





0

„‰Â D  = (dij)) ÂÒÚ¸ Ï‡ÚËˆ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d ), ‡ Â–n-‚ÂÍÚÓ, ‚ÒÂ
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ‡‚Ì˚ 1. éÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ Ï‡ÚËˆ˚ CM(X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ ä˝ÎË–åÂÌ„Â‡.
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å‡ÚËˆ‡ É‡ÏÏ‡
èÛÒÚ¸ v1,…,vk – ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. å‡ÚËˆÂÈ É‡ÏÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl

ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl k × k Ï‡ÚËˆ‡

 
G k i j( , ... ) ,v v v v1 = ( )( )

ÔÓÔ‡Ì˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ  ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ v1,…,vk.
k × k Ï‡ÚËˆ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,

ÍÓ„‰‡ ˝ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ É‡ÏÏ‡. k × k Ï‡ÚËˆ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ – Ï‡ÚËˆ‡ É‡ÏÏ‡ Ò ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË.

G(v1,…,vk) = 
  

1

2
2(( ( , )))dE i jv v +  dE j

2
0( , )v v −  dE i j

2 ( , ))),v v  Ú.Â. ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

〈 ,〉  ÂÒÚ¸ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÉÓÏÓ‚‡ ‰Îfl Í‚‡‰‡Ú‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl dE
2 .

k × k Ï‡ÚËˆ‡ (( ( , )))dE i j
2 v v  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡; ‚ÒÂ Ú‡ÍËÂ k × k

Ï‡ÚËˆ˚ Ó·‡ÁÛ˛Ú (ÌÂÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚) Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ ‚ÒÂı Ú‡ÍËı
‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ k-ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â.

éÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ Ï‡ÚËˆ˚ É‡ÏÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ É‡ÏÏ‡; Â„Ó
‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‡‚Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÛ k-ÏÂÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ô‡‡ÎÎÂÎÓÚÓÔ‡, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó Ì‡
v1,…,vk.

àÁÓÏÂÚËfl
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ ï ‚ Y, ÂÒÎË ÓÌ‡ ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡ Ë ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ËÏÂÂÚ
ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó dY(f(x), f(y)) = dX(x,y).

àÁÓÏÂÚËÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ. Ñ‚‡ ÏÂÚË-
˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË (ËÎË ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ËÁÓ-
ÏÓÙÌ˚ÏË), ÂÒÎË ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÂÚËfl.

ë‚ÓÈÒÚ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÂÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ÏË ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ËÁÓÏÂÚËÈ (ÔÓÎÌÓÚ‡, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ Ë Ú.Ô.), Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÏÂÚsË˜ÂÒÍËÏË
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË (ËÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ÏË).

àÁÓÏÂÚËÂÈ ÔÛÚË (ËÎË ÎËÌÂÈÌÓÈ ËÁÓÏÂÚËÂÈ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ï ‚ Y (ÌÂ
Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ), ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÂ ‰ÎËÌÛ ÍË‚˚ı.

ÜÂÒÚÍÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÜÂÒÚÍËÏ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ (ËÎË ÔÓÒÚÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚËfl (X,d) Ì‡ ÒÂ·fl.
ÑÎfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl f ÙÛÌÍˆËfl ÔÂÂÌÂÒÂÌËfl df (x) ‡‚Ì‡ df (x, f(x)). èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ f

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÔÓÒÚ˚Ï, ÂÒÎË inf ( )
x X

fd x
∈

= d x f x( , ( ))0 0  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó x0 ∈  X,

Ë Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ‚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡flı. èÓÎÛÔÓÒÚÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË inf ( )

x X
fd x

∈
=0 Ë ÓÒÂ‚˚Ï (ËÎË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ) ‚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı

ÒÎÛ˜‡flı. èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂÂÌÓÒÓÏ äÎËÙÙÓ‰‡, ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl ÔÂÂ-
ÌÂÒÂÌËfl df (x) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  X.

ëËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï , ÂÒÎË ‰Îfl

ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË p  ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÒËÏÏÂÚËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË,
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Ú.Â. Ú‡ÍÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ fp ˝ÚÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ˜ÚÓ fp(fp(x)) = x ‰Îfl
‚ÒÂı x ∈  X, Ë  fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ fp.

é‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï  (ËÎË ÒËÎ¸ÌÓ-

Ú‡ÌÁËÚË‚Ì˚Ï), ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰˚ı ‰‚Ûı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚
Y = {y1, ..., ym} Ë Z = {z1, ..., zm} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ï , ÓÚÓ-
·‡Ê‡˛˘ÂÂ Y  ‚ Z. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓ˜Â˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï,
ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ, ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘ÂÂ Ó‰ÌÛ ËÁ
˝ÚËı ÚÓ˜ÂÍ ‚ ‰Û„Û˛. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚
ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËË Ò ‰‡ÌÌÓÈ Ú‡ÌÁËÚË‚ÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ ÒËÏÏÂÚËÈ.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍË Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï É˛Ì-
·‡ÛÏ–äÂÎÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË {d(x, z) : z ∈  X} = {d(y, z) : z ∈  X} ‰Îfl
Î˛·˚ı x, y ∈  X.

ê‡ÒÚflÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë r – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ. îÛÌÍˆËfl f : X → X  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÚflÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË d(f(x),
f(y)) = rd(x,y) ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏÓÂ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ‰‡ÌÌÓÈ

ÏÂÚËÍË (ÒÏ. „Î. 4).

ÉÓÏÂÓÏÓÙÌ˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
Ñ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, dï) Ë (Y, dY) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚ÏË (ËÎË

ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË), ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ ËÁ ï ‚ Y, Ú.Â. Ú‡Í‡fl
·ËÂÍÚË‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y, ˜ÚÓ f Ë f–1 ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ (ÔÓÓ·‡Á Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚ Y fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚Ï ‚ ï).

Ñ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, dï) Ë (Y, dY) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ
ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ·ËÂÍÚË‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y , ˜ÚÓ f  Ë f–1

fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË. (îÛÌÍˆËfl g ·Û‰ÂÚ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ δ > 0, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı
x, y ∈  X ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ dX(x,y) < δ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó dY(g(x), f(y)) < ε; ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ, ÂÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ï ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ.)

äÓÌÙÓÏÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. éÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : X → Y

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı x ∈  X

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂ‰ÂÎ lim
( ( ), ( ))

( , )
,

y x

Yd f x f y

d x y→
 ÍÓÚÓ˚È fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï Ë ÔÓÎÓÊË-

ÚÂÎ¸Ì˚Ï.

ä‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ÉÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ f : X → Y

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï (ËÎË ë-Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï) ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÓ-
·‡ÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

lim sup
max ( ( ), ( )) : ( , )

min ( ( ), ( )) : ( , )r

Y X

Y X

d f x f y d x y r

d f x f y d x y r
C

→

≤{ }
≥{ } ≤

0
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‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X . ç‡ËÏÂÌ¸¯‡fl Ú‡Í‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ‡ÒÚflÊÂÌËÂÏ.

ä‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï, ÂÒÎË, ÍÓÏÂ
ÚÓ„Ó, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë', Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ

max ( ( ), ( )) : ( , )

min ( ( ), ( )) : ( , )

d f x f y d x y r

d f x f y d x y r
CY X

Y X

≤{ }
≥{ } ≤

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  X Ë ‚ÒÂı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı r.
äÓÌÙÓÏÌ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) (è‡ÌÒ˛, 1989)

fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÙËÏÛÏÓÏ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ ÔÓ ‚ÒÂÏ Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ Ò – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X, dï) Ë

(Y, dY) ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ (ËÎË
Ò-ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï, ÂÒÎË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÛÔÓÏflÌÛÚ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ Ò), ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d f x f y cd x yY X( ( ),  ( )) ( , )≤

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.
Ò-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÏ, ÂÒÎË Ò  = 1, Ë ÒÊË-

Ï‡˛˘ËÏ, ÂÒÎË Ò < 1.

ÅË-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ Ò > 1 – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. íÓ„‰‡ ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X,

dï) Ë (Y, dY) ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ (ËÎË
Ò-·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ, Ò - ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ), ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ r, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

rd x y d f x f y crd x yX Y X( , ) ( ( ),  ( )) ( , ).≤ ≤

ä‡Ê‰ÓÂ ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ.

ç‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ò, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ f fl‚ÎflÂÚÒfl Ò-·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËÂÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÒÍ‡ÊÂÌËÂÏ f.

ÅÛ„‡ÈÌ ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ k-ÚÓ˜Â˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò-‚ÎÓÊËÏÓ ‚
ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ËÒÍ‡ÊÂÌËÂÏ O(lnk). àÒÍ‡ÊÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡ ‰Îfl
ÍË‚˚ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‰ÎËÌ˚ ‰Û„Ë Í ‰ÎËÌÂ ıÓ‰˚.

Ñ‚Â ÏÂÚËÍË d1 Ë d2 Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ Ò  Ë ë, ˜ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
cd1(x,y) ≤ d2(x,y) ≤ Cd1(x,y) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X, Ú.Â. ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÂÒÚ¸ ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ (X, d1) ‚ (X, d2).

ê‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ‰‚Â
ÌÂÛ·˚‚‡˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË g1 Ë g2 ËÁ �  ≥ 0 ‚ ÒÂ·fl Ò lim ( )

r
ig r

→∞
= ∞  ‰Îfl i  = 1, 2, ˜ÚÓ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

g d x y d f x f y g d x yX Y X1 2( ( , ) ( ( ),  ( )) ( ( , ))≤ ≤

ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.
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ÅË-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÂÒÚ¸ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ò
ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË g1 Ë g2.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ ê‡ÏÒÂfl
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ � ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (Ó·˚˜ÌÓ lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚),

‰‡ÌÌÓ„Ó ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ n ≥ 1 Ë ‰‡ÌÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ Ò ≥ 1 ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
˜ËÒÎÓ ê‡ÏÒÂfl (ËÎË Ò-ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ ê‡ÏÒÂfl) RM(c, n) fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ
ˆÂÎ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ m , Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÏ n-ÚÓ˜Â˜ÌÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
ËÏÂÂÚÒfl ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÁÏÂÓÏ m, ÍÓÚÓÓÂ Ò-‚ÎÓÊËÏÓ ‚ Ó‰ÌÓ ËÁ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ËÁ � (ÒÏ. [BLMN05]).

Ò-ËÁÓÏÓÙËÁÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ãËÔ¯ËˆÂ‚‡ ÌÓÏ‡ || ⋅ ||Lip Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚ı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ f : X → Y ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

f
d f x f y

d x yx y X x y

Y

X
Lip

, ,
sup

( ( ), ( ))

( , )
.=

∈ ≠

Ñ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï Ë Y  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ò-ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : X → Y, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ||f||Lip||f–1|| ≤ c.

ä‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËfl
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËÂÈ (ËÎË (ë,Ò)-Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËÂÈ), ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â
˜ËÒÎ‡ ë > 0 Ë c ≥ 0, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ

C d x y c d f x f y Cd x y cX Y X
− − ≤ ≤ +1 ( , ) ( ( ),  ( )) ( , ) ,

Ë 
  
Y B f x c

X
dY

= ∪
∈z

( ( ), ),  Ú.Â. ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË y ∈  Y ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ x ∈  X, ˜ÚÓ

dY(y,f(x)) ≤ c.
ä‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËfl Ò ë = 1 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Û·ÓÈ ËÁÓÏÂÚËÂÈ (ËÎË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ

ËÁÓÏÂÚËÂÈ). ëÏ. ê‡Ì„ Í‚‡ÁËÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ÉÛ·ÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

„Û·˚Ï ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÛ·˚‚‡˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË ρ1, ρ2: [0, ∞) → [0, ∞),
Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ ρ1(dX(x,y) ≤  (dY(f(x), ρ2(dX(x,y)) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X Ë lim , .

t
t

→∞
= +∞ρ

åÂÚËÍË d1 Ë d 2  Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „Û·Ó ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ÌÂÛ·˚‚‡˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË f, g: [0, ∞) → [0, ∞ ), ˜ÚÓ d1 ≤ f(d2) Ë
d2 ≤ g(d1).

ëÊËÏ‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÒÊËÏ‡˛˘ËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ (ËÎË  ÒÊ‡ÚËÂÏ, ÒÚÓ„Ó ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÏ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ) ÂÒÎË dY(f(x), f(y)) < dX(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X.

ä‡Ê‰ÓÂ ÒÊ‡ÚËÂ ËÁ ÔÓÎÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ ÒÂ·fl ËÏÂÂÚ Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ.

çÂÒÚfl„Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X, dï) Ë (Y, dY) ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÌÂÒÚfl„Ë‚‡˛˘ËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË dY(f(x), f(y)) < dX(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.
ä‡Ê‰‡fl ÌÂÒÚfl„Ë‚‡˛˘‡fl ·ËÂÍˆËfl ËÁ ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡ ÒÂ·fl ÂÒÚ¸ ËÁÓÏÂÚËfl.
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ìÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X, dï) Ë (Y, dY) ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ (ËÎË ÌÂ‡Ò¯Ëfl˛˘ËÏÒfl, ÔÓÎÛÒÊËÏ‡˛˘ËÏ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ), ÂÒÎË dY(f(x), f(y)) ≤ dX(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

ã˛·ÓÂ Ò˛˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : X → Y  fl‚ÎflÂÚÒfl
ËÁÓÏÂÚËÂÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ (X, dï) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èÓ‰ÏÂÚËfl ÂÒÚ¸ ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Ó·‡Á Î˛·Ó„Ó ÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ¯‡‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ¯‡ÓÏ ÚÓ„Ó ÊÂ ‡‰ËÛÒ‡.

Ñ‚‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä  Ë Ç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl (ÔÓ
ÉÓÛ˝ÒÛ) ÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl f : A → X ,
g : b → X Ë Ú‡ÍÓÂ Ï‡ÎÓÂ ε > 0, ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ Ä Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ε ÓÚ
ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ç , Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ Ç Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ε  ÓÚ
ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë |d (x, g(f(x))) – d(y, f(g(y)))| ≤ ε ‰Îfl ‚ÒÂı x  ∈  A
Ë y ∈  B.

ä‡ÚÂ„ÓËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚
ä‡ÚÂ„ÓËfl Ψ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÍÎ‡ÒÒ‡ ObΨ, ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl

Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË Í‡ÚÂ„ÓËË, Ë ÍÎ‡ÒÒ‡ åorΨ, ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÏÓ-
ÙËÁÏ‡ÏË Í‡ÚÂ„ÓËË. ùÚË ÍÎ‡ÒÒ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï ÌËÊÂ
ÛÒÎÓ‚ËflÏ.

1. ä‡Ê‰ÓÈ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÈ Ô‡Â Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ä Ë Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ç(Ä,Ç)
ÏÓÙËÁÏÓ‚.

2. ä‡Ê‰˚È ÏÓÙËÁÏ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û H (A, B).
3. äÓÏÔÓÁËˆËfl f ⋅ g ‰‚Ûı ÏÓÙËÁÏÓ‚ f : A → B, g : C → D ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡, ÂÒÎË B = C, ‚

˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ ·Û‰ÂÚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú¸ H(A, D).
4. äÓÏÔÓÁËˆËfl ÏÓÙËÁÏÓ‚ ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚Ì‡.
5. ä‡Ê‰ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ç(Ä, Ä) ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ Ú‡ÍÓÈ

ÏÓÙËÁÏ idA, ˜ÚÓ f ⋅ idA = f Ë idA ⋅ g = g ‰Îfl Î˛·˚ı ÏÓÙËÁÏÓ‚ f : X → Y Ë g : A → Y.
ä‡ÚÂ„ÓËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÏ‡fl Met (ÒÏ. [Isbe64]) – ˝ÚÓ

Í‡ÚÂ„ÓËfl, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚˚ÒÚÛÔ‡˛Ú Í‡Í Ó·˙ÂÍÚ˚, ‡
ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl – Í‡Í ÏÓÙËÁÏ˚. Ç ‰‡ÌÌÓÈ Í‡ÚÂ„ÓËË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó
Ó·˙ÂÍÚ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡; ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌ‡ Ò Â„Ó Ì‡ÚflÌÛÚÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ. åÓÌÓÏÓÙËÁÏ‡ÏË ‚ Met
fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Â ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl, ‡ ËÁÓÏÓÙËÁÏ‡ÏË –
ËÁÓÏÂÚËË.

àÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó

ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÎÓÊÂÌËfl f : X →  X' ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d) ‚ ‰Û„ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï', d') ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f' ËÁ X' ‚ ï Ò
 f ' ⋅ f = idX , Ú.Â. ï ÂÒÚ¸ ÂÚ‡ÍÚ ï'. ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ï fl‚ÎflÂÚÒfl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Ï
ÂÚ‡ÍÚÓÏ, Ú.Â. ÂÚ‡ÍÚÓÏ Í‡Ê‰Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ‚ ÍÓÚÓÓÂ ÓÌÓ
‚ÎÓÊËÏÓ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Ï
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎÓ.

àÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡
èÓÌflÚËÂ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍË fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ÔÓÔÓÎÌÂÌËfl

äÓ¯Ë. èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË
‚ÎÓÊËÏÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( ˆ , ˆ);X d  ÂÒÎË ‚ÁflÚ¸
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Î˛·ÓÂ Ú‡ÍÓÂ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ f X X: ˆ ,→  ‰Îfl ÌÂ„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌ-

ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , )X d  ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ( ˆ , ˆ),X d
ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ f (X), ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ ï . éÌÓ ËÁÓ-
ÏÂÚË˜ÂÒÍË ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ì‡ÚflÌÛÚÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ Ò‚ÓÂÈ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ç‡ÚflÌÛÚÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ
ê‡Ò¯ËÂÌËÂ (ï', d') ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ÚflÌÛÚ˚Ï

‡Ò¯ËÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍË d" Ì‡ X', Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ ÛÒÎÓ‚ËflÏ
d"(x1, x2) = d(x1, x2) ‰Îfl ‚ÒÂı x1, x2 ∈  X Ë d"(y1, y2) ≤ d'(y1, y2) ‰Îfl ‚ÒÂı y1, y2 ∈  X', ËÏÂÂÏ
d"(y1, y2) = d'(y1, y2) ‰Îfl ‚ÒÂı y1, y2 ∈  X'.

ç‡ÚflÌÛÚ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡ – ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÂ Ì‡ÚflÌÛÚÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ ï,
Ú.Â. ÓÌ‡ ÒÓ‰ÂÊËÚ, Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ËÁÓÏÂÚËÈ, Í‡Ê‰ÓÂ Ì‡ÚflÌÛÚÓÂ
‡Ò¯ËÂÌËÂ ï, ÌÓ Ò‡Ï‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Ì‡ÚflÌÛÚÓ„Ó ‡Ò¯ËÂÌËfl ÌÂ ËÏÂÂÚ.

ç‡ÚflÌÛÚ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚

ÌÂÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �X = {f : X → �}. ç‡ÚflÌÛÚ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡ T(X,d) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(ï, d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó T(X,d) = {f ∈  �X : f(x) = =  sup( ( , ) ( ))

y X
d x y f y

∈
−  ‰Îfl

‚ÒÂı x ∈  X}, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓÈ Ì‡ T(X,d) ÌÓÏÓÈ f f x
x X

=
∈

sup ( ).

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ {hx ∈  T(X, d) : hx(y) = d(y,x)}
ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ T0(X, D) = {f ∈  T(X, d) : 0 ∈  f(X)}. àÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡fl
Ó·ÓÎÓ˜Í‡ ( , )X d  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌ‡ Ò
Ì‡ÚflÌÛÚÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ T(X,d) Í‡Í

X T X d x hX T X d hX y d f y x→ → ∈ =( , ),  ( , ) : ( ) ( ( ), ).

ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ï = {x1, x2}, ÚÓ T (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ‚‡ÎÓÏ ‰ÎËÌ˚ d(x1, x2).
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ Ò‚ÓÂÈ Ì‡ÚflÌÛÚÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ç‡ÚflÌÛÚÛ˛ ÎËÌÂÈÌÛ˛ Ó·ÓÎÓ˜ÍÛ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d) ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó
‰Ë‡ÏÂÚ‡ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌ˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ. ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍÓ„Ó
ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÑÂÒÒ‡ (ËÎË ÍÓÏ·ËÌ‡ÚÓÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛)
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d).

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl (ÔÓ íËÚÒÛ, 1977) ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï

‰ÂÂ‚ÓÏ (ËÎË �-‰ÂÂ‚ÓÏ), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ‰Û„‡ ÓÚ
ı Í Û Ë ˝Ú‡ ‰Û„‡ – „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‰ÂÂ‚ÓÏ (ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÎË˜‡Ú¸ ÓÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡ ‚ ‡Ì‡ÎËÁÂ ‰‡ÌÌ˚ı,
ÒÏ. „Î. 17).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÛÚ¸-Ò‚flÁÌ˚Ï Ë 0-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û
(Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ).

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ‰ÂÂ‚¸fl ÂÒÚ¸ ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‰Â‚ÓÔÓ‰Ó·Ì˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏË. ÑÂ‚ÓÔÓ‰Ó·Ì˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ
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ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ‰ÂÈÒÚ
‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ‰ÂÂ‚¸fl fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË Ë Ì ˙
ÂÍÚË‚Ì˚ÏË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ÒÂ‰Ë ‰Â‚ÓÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

ÖÒÎË (ï, d) – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ Ì‡ÚflÌÛÚ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl
Ó·ÓÎÓ˜Í‡ í(ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ Ë ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í
Â·ÂÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÚÂÓÂÚËÍÓ-„‡ÙÓ‚ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÔÓÎÌ˚Ï ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎÓ Ë Î˛·˚Â ‰‚Â Â„Ó ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ.

èÎÓÒÍÓÒÚ¸ �2 Ò Ô‡ËÊÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ë ÏÂÚËÍÓÈ ÎËÙÚ‡ (ÒÏ. „Î. 19) fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔËÏÂ‡ÏË �-‰ÂÂ‚‡.

1.3. éÅôàÖ  êÄëëíéüçàü

ÑËÒÍÂÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑËÒÍÂÚÌ‡fl (ËÎË ÚË‚Ë‡Î¸Ì‡fl) ÏÂÚËÍ‡ d ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï,

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í d(x, y) = 1 ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X (Ë d(x, x) = 0). åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÄÌÚË‰ËÒÍÂÚÌ‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
ÄÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï,

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í d(x, y) = 0 ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

ùÍ‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ t ˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í d(x, y) = t ‰Îfl ‚ÒÂı
‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X (Ë d(x, ı) = 0).

(1, 2)-Ç-ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï (1, 2)-Ç-ÏÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó x ∈  X ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ y ∈  X Ò d(x, y) = 1 ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ Ç, ‡ ‚ÒÂ ‰Û„ËÂ
‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡‚Ì˚ 2. (1, 2)-Ç-ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÂ˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ „‡Ù‡ Ò Ï‡Í-
ÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ ‚Â¯ËÌ, ‡‚ÌÓÈ Ç.

àÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
àÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛÊÂÌËÂ

d' ÏÂÚËÍË d (Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï) Ì‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï' ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X', d') Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d), ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‡Ò¯ËÂÌËÂÏ (X', d').

ÑÓÏËÌËÛ˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ d Ë d1 – ÏÂÚËÍË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï. ÉÓ‚ÓËÚÒfl, ˜ÚÓ d1 ‰ÓÏËÌËÛÂÚ Ì‡‰ d, ÂÒÎË

d1(ı, Û) ≥ d(x, y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Â ÏÂÚËÍË
Ñ‚Â ÏÂÚËÍË d1 Ë d2 Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÓÌË

ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛ Ì‡ ï , Ú.Â., ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË x0 ∈  X
ÓÚÍ˚Ú˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ x0, Á‡‰‡ÌÌ˚È ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ d1, ÒÓ‰ÂÊËÚ
ÓÚÍ˚Ú˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ Ò ÚÂÏ ÊÂ ˆÂÌÚÓÏ, ÌÓ Á‡‰‡ÌÌ˚È ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ d2,
Ë Ì‡Ó·ÓÓÚ.



44 ó‡ÒÚ¸ I. å‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ

Ñ‚Â ÏÂÚËÍË d1 Ë d2 ·Û‰ÛÚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó
ε > 0 Ë Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ δ > 0, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ËÁ d1(x,y) ≤ δ ÒÎÂ‰ÛÂÚ d2(x,y) ≤ ε Ë
Ì‡Ó·ÓÓÚ, ËÁ d2(x,y) ≤ δ ÒÎÂ‰ÛÂÚ d1(x,y) ≤ ε.

ÇÒÂ ÏÂÚËÍË Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË; ÓÌË ÔÓ-
ÓÊ‰‡˛Ú ‰ËÒÍÂÚÌÛ˛ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛.

èÓÎÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xn}n,

xn ∈  X ÒıÓ‰ËÚÒfl Í  x* ∈  X, ÂÒÎË lim ( , ) ,
n

nd x x
→∞

∗ = 0  Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ

n0 ∈  �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ d(xn, x*) < ε ‰Îfl Î˛·Ó„Ó n > n0.
èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xn}n, xn ∈  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ äÓ¯Ë, ÂÒÎË

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ n0 ∈  �, ˜ÚÓ d(xn, xm) < ε ‰Îfl Î˛·˚ı m, n > n0.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË Í‡Ê‰‡fl Â„Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ äÓ¯Ë ÒıÓ‰ËÚÒfl. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

èÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d ) Â„Ó ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂÏ äÓ¯Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X*, d*) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â X* ‚ÒÂı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ äÓ¯Ë, „‰Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xn}n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝Í‚Ë-
‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ {yn}n, ÂÒÎË lim ( , ) .

n
n nd x y

→∞
= 0  åÂÚËÍ‡ d* ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

d x y d x y
n

n n
∗ ∗ ∗

→∞
( , ) lim ( , )

‰Îfl Î˛·˚ı x*, y* ∈  X, „‰Â {xn}n (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, {yn}n) – Î˛·ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ ÍÎ‡ÒÒ‡
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË x* (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ y*).

èÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë (X*, d*) fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ËÁÓÏÂÚËË
ÔÓÎÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‚ ÍÓÚÓÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d)
‚ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

èÓÔÓÎÌÂÌËÂÏ äÓ¯Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (� , |x–y|) ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ
fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ‚‡fl ÔflÏ‡fl (�, |x–y|). Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂÏ
äÓ¯Ë ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V , || ⋅ ||) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚
||x–y||. ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛ ÌÓÏ˚ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl x x x= ( , ).

é„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) d Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë > 0, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ d(x,y) ≤ C ‰Îfl Î˛·˚ı x,
y ∈  X.

í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË d – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ D Ì‡ ï , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

D x y
d x y

d x y
( , )

( , )

( , )
,=

+1
 Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡ Ë ë = 1.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÇÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl

Í‡Ê‰Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ε-ÒÂÚ¸, Ú.Â. ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X ,
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Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË ‰Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó (ÒÏ. ÇÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, „Î. 2).

ÇÒflÍÓÂ ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï
Ë ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

CÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ ÒÓ‰ÂÊËÚ

Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÎÓÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÌÂÍÓÂ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÓ„ÛÚ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡Ú¸Òfl ‚ÒÂ Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ˚.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
ÓÌÓ ‚ÚÓË˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌÓ, Ë ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡.

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚ
åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚ (ËÎË ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) – ÏÂÚ-

Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÒflÍ‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ äÓ¯Ë Ë ˝ÚË ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒıÓ‰fl˘ËÏËÒfl.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ
‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ Ë ÔÓÎÌÓÂ. èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ Ë Á‡ÏÍÌÛÚÓ.

ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï (ËÎË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚ-

Ì˚Ï), ÂÒÎË Î˛·ÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ ‚ ˝ÚÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï. ÇÒflÍÓÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï.

Ò-‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ä‡Ê‰˚È ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ ‡‰ËÛÒ‡ r ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

ËÏÂÂÚ ‰Ë‡ÏÂÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ 2r. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò-‡‚ÌÓÏÂÌÓ
ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï, 0 < c ≤ 1, ÂÒÎË ˝ÚÓÚ ‰Ë‡ÏÂÚ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÌÂ ÏÂÌÂÂ 2Òr .

êç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl êç ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÄÚÒÛ‰ÊË), ÂÒÎË Î˛·‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ËÁ ÌÂ„Ó ‚ ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ.

ä‡Ê‰˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚ fl‚ÎflÂÚÒfl êç ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÇÒflÍÓÂ
êç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï.

èÓÎ¸ÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÓÎ¸ÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÂ ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ëÛÒÎËÌ‡, ÂÒÎË
ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÔÓÎ¸ÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÈÍ‡ (ËÎË mm-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎ¸ÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
(X, d) Ò ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÓÈ µ, Ú.Â. ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ µ Ì‡ ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ σ-‡Î„Â·Â  � ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

µ(Ø) = 0, µ(X) = µ(∪ nAn) = µ( )Ann∑  ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ËÎË Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË

ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚  An ∈  �.
èÛÒÚ¸ (X, τ) – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. σ-‡Î„Â·ÓÈ  Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ � ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, Ó·Î‡‰‡˛˘‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:
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0≥÷ ∈  @, X\U ∈  �  ‰Îfl U ∈  � Ë ∪ nAn ∈  � ‰Îfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ËÎË Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË
{An}n, An ∈  �. σ-‡Î„Â·‡ Ì‡ ï, ÍÓÚÓ‡fl ÒÓÓÚÌÓÒËÚÒfl Ò ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ Ì‡ ï, Ú.Â. ‚ÍÎ˛-
˜‡ÂÚ ‚ÒÂ ÓÚÍ˚Ú˚Â Ë Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ
σ-‡Î„Â·ÓÈ  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï . ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ·ÓÂÎÂ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ σ-‡Î„Â·ÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚
 ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, ||⋅ ||) ÏÂÚËÍ‡

ÌÓÏ˚ Ì‡ V ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| x–y ||

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || x–y ||) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ,
ÂÒÎË ÓÌÓ ÔÓÎÌÓÂ. èËÏÂ‡ÏË ÏÂÚËÍ ÌÓÏ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl lp- Ë Lp-ÏÂÚËÍË, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÔÛÚË
 ÇÓÁ¸ÏÂÏ Ò‚flÁÌÓÈ „‡Ù G = (V,E). Ö„Ó ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË dpath Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

V, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ‰ÎËÌ‡ (Ú.Â. ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Â·Â) Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË,
ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Â„Ó ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ı Ë Û „‡Ù‡ G (ÒÏ. „Î. 15).

åÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl
 ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó (ÛÌ‡Ì˚ı) ÓÔÂ‡ˆËÈ

Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl � Ì‡ ï. åÂÚËÍÓÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡
Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï  Ë Â·ÓÏ ıÛ , ÂÒÎË Û ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ ı
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÓÔÂ‡ˆËÈ ‚ �.

åÂÚËÍ‡ „‡ÎÂÂË
ä‡ÏÂÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï (˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Í‡ÏÂ‡ÏË),

ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ n ÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ~i, 1 ≤ i ≤ n. É‡ÎÂÂfl – Ú‡Í‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Í‡ÏÂ ı1,…, ım, ˜ÚÓ ıi ~j xi+1 ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó i Ë ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó j, Á‡‚ËÒfl˘Â„Ó
ÓÚ i. åÂÚËÍ‡ „‡ÎÂÂË ÂÒÚ¸ ‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ‰ÎËÌ‡
Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ „‡ÎÂÂË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ ı Ë y ∈  X (Ë Í‡Í ∞, ÂÒÎË ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ x Ë y
„‡ÎÂÂË ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ). åÂÚËÍ‡ „‡ÎÂÂË fl‚ÎflÂÚÒfl (‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ) ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË
„‡Ù‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï Ë Â·ÓÏ ıÛ, ÂÒÎË ı ~i  y ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó 1 ≤ i ≤ n.

êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
 ÇÓÁ¸ÏÂÏ Ò‚flÁÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ „Î‡‰ÍÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn. Ö„Ó ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı
ÙÓÏ ((gij)) Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn, ÍÓÚÓ˚Â „Î‡‰ÍÓ
ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ. ÑÎËÌ‡ ÍË‚ÓÈ γ  Ì‡ Mn ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‡Í

g dx dxij i ji j,
,∑∫γ
 ‡ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ËÌÓ„‰‡ ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı Î˛·˚Â ‰‚Â
ÚÓ˜ÍË x, y ∈  Mn (ÒÏ. „Î. 7).

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-

fl˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚Ë˛
d(x, z) = d(x, y) + d(y, z)

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y, z, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ‚ ˝ÚÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË
Ì‡ Ó·˘ÂÈ ÔflÏÓÈ. óÂÚ‚ÂÚ‡fl ÔÓ·ÎÂÏ‡ ÉËÎ¸·ÂÚ‡ (1900 „.) ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÍÎ‡Ò-
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ÒËÙËÍ‡ˆËË Ú‡ÍËı ÏÂÚËÍ; ˝ÚÓ Ò‰ÂÎ‡ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n = 2 ([Amba76]);
ÒÏ. „Î. 6.

ä‡Ê‰‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ  ̊ Ì‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ. ä‡Ê‰‡fl ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂÏÂÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl

ÇÓÁ¸ÏÂÏ n ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X1, d2), (X2, d 2),…, (Xn, dn). åÂÚËÍÓÈ
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË X1 × X2 × …× Xn =
= {x = (x1, x2,…, xn): x1 ∈  Xn} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ÓÚ d1,…,dn (ÒÏ. „Î. 4).

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ dH Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

|{i : 1 ≤ i ≤ n, xi ≠ yi}|

ç‡ ·ËÌ‡Ì˚ı ‚ÂÍÚÓ‡ı x, y ∈  {0,1}n ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë l1-ÏÂÚËÍ‡
ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

åÂÚËÍ‡ ãË

èÛÒÚ¸ m, n �, m ≥  2. åÂÚËÍÓÈ ãË dLee Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡   �m
n =

= … −{ , , , } ,0 1 1m n  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

1≤ ≤
∑ − − −

i n
i i i ix y m x ymin{| |, | |},

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , )dLeem

n∑  fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ˝ÎÎËÔ-

ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË
èÛÒÚ¸ Á‡‰‡ÌÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÏÂÓÈ (Ω , �, µ). èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜Â-

ÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË (ËÎË ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÏÂ˚) d∆ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
�µ = {A ∈  � : µ(�) < ∞}, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

µ(A∆B),
„‰Â A∆B = (A ∪  B)\(A ∩ B) – ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä  Ë B ∈  �µ.
ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d∆(A, B) = 0 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ µ(A∆B) = 0,
Ú.Â. ÍÓ„‰‡ Ä Ë Ç ÔÓ˜ÚË ‚Ò˛‰Û ‡‚Ì˚. éÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Îflfl ‰‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A, B ∈  �µ, ÂÒÎË
µ(A∆B) = 0, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂ¯Â–
çËÍÓ‰ËÏ‡–ÄÓÌÁflÌ‡, ÏÂÚËÍÛ  ÏÂ˚).

ÖÒÎË µ – Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ, Ú.Â. µ(A) = | A | fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‚
Ä, ÚÓ d∆(A, B) = | A∆B |. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â | A∆B | = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ä = Ç.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊÓÌÒÓÌ‡ ÏÂÊ‰Û k-ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ‡‚ÌÓ 
A B

k A B
∆
2

= − ∩| | .

åÂÚËÍ‡ ùÌÓÏÓÚÓ–ä‡ÚÓÌ‡
 ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ë ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ k, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ 2k ≤ | X |, ÚÓ

ÏÂÚËÍÓÈ ùÌÓÏÓÚÓ–ä‡ÚÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ÏË
Ô‡‡ÏË (ï1, ï2) Ë (Y1, Y2) ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl k-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï,
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í

min{| X1\Y1 | + | X2\Y2 |, | X1\Y2 | + | X2\Y1 |}.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ òÚÂÈÌ„‡ÛÁ‡
ÑÎfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÏÂÓÈ (Ω , � , µ) ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ òÚÂÈÌ„‡ÛÁ‡ dSt Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �µ = {A ∈  � : µ(�) < ∞}, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

µ
µ

µ
µ

( )

( )

( )

( )
,

A B

A B

A B

A B

∆
∪

= − ∩
∪

1

ÂÒÎË µ(A  ∪  B) > 0  (Ë ‡‚Ì‡fl 0, ÂÒÎË µ(A) = µ(B) = 0). éÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ËÁ � µ; ÔË ˝ÚÓÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚
Ä, Ç  ∈  �µ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË µ(A∆B) = 0.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡ÌËÏÓÚÓ) 
| ( ) |

| ( ) |

A B

A B

∆
∪

 fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚Ï

ÒÎÛ˜‡ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl òÚÂÈÌ„‡ÛÁ‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ‰Îfl Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ µ(A) = | A |
(ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡ , „Î. 4).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ

d(x, A) ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ä ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
inf
y A∈

d x y( , ).

ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó ÌÂÔÛÒÚÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÔ‡-
‚Â‰ÎË‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚‡Ë‡ÌÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡: d(x, A) ≤ d (x,y) + d(x, A)
(ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ).

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜Â˜ÌÓÈ ÏÂ˚ µ(ı) Ì‡ ï  Ë ÙÛÌÍˆËË ¯Ú‡ÙÓ‚  ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï

Í‚‡ÌÚÓ‚‡ÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó B ⊂  X, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ p d x B d x( ( , )) ( )µ∫  fl‚ÎflÂÚÒfl

Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

 
ing

x A y B
d x y

∈ ∈,
( , ).

Ç ‡Ì‡ÎËÁÂ ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
Ò‚flÁ¸˛, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í supx∈ A,y∈ Bd(x, y) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ Ò‚flÁ¸˛.

ï‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ‰ ‚ Û-

ÒÚÓÓÌÌËÏ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) dHaus Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÒÓ‚ÓÍÛÔ-
ÌÓÒÚË � ‚ÒÂı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

max{ddHaus (A, B), ddHaus(B, A)},

„‰Â ddHaus(A, B) = maxx∈ A miny∈ Bd(x, y) fl‚ÎflÂÚÒfl ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ËÎË Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌËÏ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) ÓÚ Ä Í Ç. àÌ˚ÏË
ÒÎÓ‚‡ÏË, ddHaus(A, B) ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ε (Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
ÅÎfl¯ÍÂ), Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl ε-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ Ä  ÒÓ‰ÂÊËÚ Ç, ‡ Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl
ε-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ Ç ÒÓ‰ÂÊËÚ Ä. åÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ‡‚ÌÓ ddHaus(A, B)

  
sup
x X

d x A d x B
∈

−| ( , ) ( , ) |,
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„‰Â d(x, A) = miny∈ Ad(x, y) fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
ï‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚  ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl.

ÖÒÎË ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌËÚ¸ Ì‡ ÌÂÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â Á‡ÏÍ-
ÌÛÚ˚Â ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ÚÓ ddHaus(A, B) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ,
Ú.Â. ÓÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ÑÎfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä Ë Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï,
ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı, ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Ëı Á‡Ï˚Í‡ÌËflÏË. ÖÒÎË ï ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ÚÓ ddHaus
fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï.

ï‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó Lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó L p-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ([Badd92])

ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

( | ( , ) ( , ) | ) ,d x A d x B P p

x X

−
∈
∑

1

„‰Â d(x, A) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ. é·˚˜Ì‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡
ÏÂÚËÍ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛  = ∞.

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ G-ÏÂÚËÍ‡
 ÇÓÁ¸ÏÂÏ „ÛÔÔÛ (G , ⋅, e), ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Û˛ Ì‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X, d).

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ G-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä
Ë Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  
min ( ( ), ( )),
,g g G

d g A g B
1 2

1 2∈ Haus

„‰Â dHaus – ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡. ÖÒÎË d(g(x), g(y)) = d(x, y) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó g ∈  G
(Ú.Â. ÏÂÚËÍ‡ d ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í G), ÚÓ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
·Û‰ÂÚ ‡‚Ì‡ ming∈ G dHaus(A), g(B).

åÂÚËÍ‡ ÉÓÏÓ‚‡–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡
åÂÚËÍÓÈ ÉÓÏÓ‚‡–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÁÓÏÂÚ-

Ë˜ÂÒÍËı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

inf dHaus(f(X), g(Y))

‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ X* Ë Y* Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË X Ë Y ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, „‰Â dHaus –
ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‡ ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï å
Ë ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËflÏ f : X → M, g : Y → M. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÉÓÏÓ‚‡–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡.

åÂÚËÍ‡ îÂ¯Â
èÛÒÚ¸ (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

� ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ f : A → X, g : B → X, …, „‰Â Ä, Ç, … fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË �n, „ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚ÏË [0,1]n ‰Îfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n ∈  �.

èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ îÂ¯Â dF Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

inf sup
σ

σ
x A

d f x g x
∈

( ( ), ( ( ))),

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÏ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ‡Ï σ : A →
→ B. éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÏÂÚËÍÛ îÂ¯Â Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË
f* = {g : dF(g, f) = 0}.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ dBM ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË V Ë W

Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ln inf || || || ||,
T

T T⋅ −1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ËÁÓÏÓÙËÁÏ‡Ï T : V → W. éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ
Ú‡ÍÊÂ Í‡Í ln d(V,W), „‰Â ˜ËÒÎÓ d(V,W) ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ d ≥ 1, Ú‡ÍÓÂ
˜ÚÓ B T B dBW

n
V
n

W
n⊂ ⊂( )  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ó·‡ÚËÏÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl

T : V → W. á‰ÂÒ¸ ( ) { :|| || }B x V xV
n

V= ∈ ≤ 1  Ë ( ) { :|| || }B x W xW
n

W= ∈ ≤ 1  fl‚Îfl˛ÚÒfl
Â‰ËÌË˜Ì˚ÏË ¯‡‡ÏË ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (V,|| ⋅||V ) Ë (W,|| ⋅ ||W) ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ.

dBM(V,W) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ V Ë W  ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚, Ë ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Xn ‚ÒÂı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË n-ÏÂÌÓ„Ó ÌÓÏËÓ‚‡Ì-
ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „‰Â V ~ W, ÂÒÎË ÓÌË ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚. è‡‡ (Xn, dBM) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Ï ÍÓÏÔ‡ÍÚÓÏ Å‡Ì‡ı‡–
å‡ÁÛ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÎÛÁÍËÌ‡–ï‡·‡Ó‚‡ (ËÎË ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡-
å‡ÁÛ‡) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

inf{|| || :| det | } inf{|| || :| det | }.T T T TX Y Y X→ →= ⋅ =1 1

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ íÓÏ˜‡Í–Ö„ÂÏ‡Ì‡ (ËÎË ÒÎ‡·ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡) ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  max} ( ), ( )},γ γY X X Yid id

„‰Â ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ U : X → Y ˜ÂÂÁ γZ U( )  Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl inf || || || || .W Vk k∑  á‰ÂÒ¸

ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏ U W Vk k= ∑  ‰Îfl Vk : X → Z Ë Vk : Z →Y,
‡ idz ÂÒÚ¸ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡.

êêêê‡‡‡‡ÒÒÒÒÒÒÒÒÚÚÚÚÓÓÓÓflflflflÌÌÌÌËËËËÂÂÂÂ    ääää‡‡‡‡‰‰‰‰ÂÂÂÂÚÚÚÚÒÒÒÒ‡‡‡‡
èÓÔÛÒÍ (ËÎË ‡Á˚‚) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ï  Ë Y

·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V,|| ⋅ ||) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

gap(X,Y) = max{δ(X, Y), δ(Y,X)},

„‰Â δ(X,Y) = sup{infy∈ Y ||x–y||: x ∈  X, ||x || = 1} (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Á˚‚‡, „Î. 12 Ë
åÂÚËÍ‡ ‡Á˚‚‡, „Î. 18).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡‰ÂÚÒ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË V Ë W fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ (ÔÓ ä‡‰ÂÚÒÛ, 1975) Í‡Í

  
inf , ),
, ,

( ) ( )
Z f g

f V g WB Bgap(

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï Z Ë ‚ÒÂÏ ÎËÌÂÈÌ˚Ï
ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËflÏ f : V → Z Ë g : W → Z; Á‰ÂÒ¸ Bf(V) Ë Bg(W) ÒÛÚ¸ Â‰ËÌË˜Ì˚Â
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ f(V) Ë g(W) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

çÂÎËÌÂÈÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ä‡‰ÂÚÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡–
ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ ÏÂÊ‰Û ·‡Ì‡ıÓ‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË U Ë W:

  
inf ( ( ), ( )),
, ,Z f g

V Wd f B g BHaus
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„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï Z Ë ‚ÒÂÏ ËÁÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËflÏ f : V → Z Ë g : W → Z; Á‰ÂÒ¸ dHaus – ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÛÚË ä‡‰ÂÚÒ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË V Ë W
Á‡‰‡ÂÚÒfl (ÔÓ éÒÚÓ‚ÒÍÓÏÛ, 2000) Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ (ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÛÚË
ä‡‰ÂÚÒ‡) ‚ÒÂı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı V Ë W (Ë Í‡Í ∞, ÂÒÎË Ú‡ÍËı ÍË‚˚ı ÌÂÚ).

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  (X, dX) Ë (Y, dY). ãËÔ¯ËˆÂ‚‡ ÌÓÏ‡ || ⋅ ||Lip

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : X → Y  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
|| || sup

( ( ), ( ))

( , )
., ,f

d f x f y

d x yx y X x y
Y

X
Lip = ∈ ≠

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË (X, dX) Ë (Y, dY)
Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  
ln || || || || ,inf Lip Lip

f
f f⋅ −1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ·ËÂÍÚË‚Ì˚Ï ÙÛÌÍˆËflÏ f : X → Y. ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÓÌÓ
fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÙËÏÛÏÓÏ ˜ËÒÂÎ ln α , Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ ·ËÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û (X, dX) Ë (Y, dY) Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË exp(-α ), exp(α). éÌÓ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ Ë, ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl
ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚ı ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÌËÏ. éÌÓ
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ú‡ÍÊÂ Ò „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı
ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚  �+

n  ËÁ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ-
‚ÎÂÌËÂÏ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË ı Ò Òı,Ò > 0.

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË
ÑÎfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÔÓÎÛÌÓÏ‡ ãËÔ¯Ëˆ‡  || ⋅ ||Lip

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ f : X → � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
|| || sup

| ( ) ( ) |

( , )
., ,⋅ = −

∈ ≠Lip x y X x y
f x f y

d x y

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË µ Ë ν Ì‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

 

sup ( ).
|| ||f

fd
Lip ≤

−∫
1

µ ν

ÖÒÎË µ  Ë ν  – ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌ˚Â ÏÂ˚, ÚÓ ˝ÚÓ – ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡–å˝ÎÎÓÛÁ‡–
åÓÌÊ‡–Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡.

ÄÌ‡ÎÓ„ÓÏ ÎËÔ¯ËˆÂ‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÓÒÚÓflÌËÈ
ÛÌËÚ‡ÌÓÈ ë*-‡Î„Â·˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡.

Å‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÔÛÒÚ¸ (B(X), ||µ–ν||TV ·Û‰ÂÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, „‰Â Ç(ï) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Â„ÛÎflÌ˚ı ·ÓÂÎÂ‚˚ı ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌ˚ı
ÏÂ Ì‡ ï Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÌÓÒËÚÂÎÂÏ Ë ||µ–ν||TV – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÓÏ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ

ÔÓÎÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËÂÈ | ( ) ( ) | ,p p d
X

µ ν λ−∫  „‰Â p(µ) Ë p ( ν) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË

ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÏÂ µ Ë ν ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ σ-ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÏÂ˚ 
µ ν+

2
.
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åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) ·Û‰ÂÚ ·‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ β > 0 Ë ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : B(X) → X ËÁ Ç(ï) Ì‡ ï, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d(f(µ), f(ν)) ≤ βdiam(supp(µ + ν))|| µ–ν ||TV

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı ÏÂ µ, ν ∈  B(X).
ä‡Ê‰ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d = || x–y ||) ÂÒÚ¸ ·‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË-

˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ β ‡‚ÌÓ 1, Ë ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f(µ)

fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜Ì˚Ï ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ˚ xd x
X

µ( ).∫  ã˛·ÓÂ ‡‰‡Ï‡‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(Ú.Â. ÔÓÎÌÓÂ ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ·Û‰ÂÚ ·‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍËÏ Ò Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ β,
‡‚Ì˚Ï 1, Ë ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ f(µ) ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÏËÌËÏÛÏ‡ ÙÛÌÍˆËË

g y d x y d xf

X
( ) ( , ) ( )= ∫ 2 µ  Ì‡ ï.

äÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ V ·Û‰ÂÚ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË, ·ÓÎÂÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ,

ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ), ‡ V� – Â„Ó
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı
ÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓ‚ f Ì‡ V. ëÎ‡·‡fl* ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl (ËÎË ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÉÂÎ¸Ù‡Ì‰‡) Ì‡
V ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ò‡Ï‡fl ÒÎ‡·‡fl (Ú.Â. Ò Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÓÚÍ˚Ú˚ı
ÏÌÓÊÂÒÚ‚) ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ì‡ V�, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  V ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Fx : V� → �,
Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ Fx(f) = f(x) ‰Îfl ‚ÒÂı f ∈  V�, ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ) ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (Ä, 

 
p− ) Ò ‚˚‰ÂÎÂÌÌ˚Ï

˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ Â, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ, ÍÓÚÓÓÂ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

1) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó a ∈  A ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ r ∈  �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ 
  
a rep− ;

2) ÂÒÎË a ∈  A Ë 
  
a rep−  ‰Îfl ‚ÒÂı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı r ∈  �, ÚÓ 

 
a p− 0  (‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÒÚ¸).

éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Ò‡ÏÓÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÛÌËÚ‡ÌÓÈ C*-‡Î„Â·˚, Â‰ËÌË˜-
Ì˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÎÛÊËÚ ÔÓfl‰ÍÓ‚‡fl Â‰ËÌËˆ‡. á‰ÂÒ¸ C*-‡Î„Â·‡  fl‚ÎflÂÚÒfl
·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ‡Î„Â·ÓÈ Ì‡‰ �, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÈ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚Ì˚Ï ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËÂÏ. éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÌËÚ‡ÌÓÈ, ÂÒÎË ËÏÂÂÚ Â‰ËÌËˆÛ (˝ÎÂÏÂÌÚ, ÌÂÈÚ‡Î¸Ì˚È
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÏÌÓÊÂÌËfl); Ú‡ÍËÂ C*-‡Î„Â·˚ ‚ÂÒ¸Ï‡ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Â˘Â
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚ÏË ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË. íËÔË˜-
Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ÛÌËÚ‡ÌÓÈ C*-‡Î„Â·˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡Î„Â·‡ ÎËÌÂÈÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ „ËÎ·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÍÓÚÓÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË
Á‡ÏÍÌÛÚÓ ‚ ÚÓÔÓÎÓ„ËË ÌÓÏ˚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ë Á‡ÏÍÌÛÚÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‡ˆËË
‚ÁflÚËfl ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÒÚÓflÌËÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ 
 
( , , )A ep−  fl‚ÎflÂÚÒfl

ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ S A f A f( ) { :|| || }= ∈ ′ =+ 1  ÒÓÒÚÓflÌËÈ, Ú.Â. ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÛÌÍ-
ˆËÓÌ‡ÎÓ‚ f  Ò || f || = f(e ) = 1. äÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
êËÙÙÂÎfl – ˝ÚÓ Ô‡‡ (Ä, || ⋅ ||Lip), „‰Â 

  
 ( , , )A ep−  ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ

Â‰ËÌËˆ˚ Ë || ⋅ ||Lip – ÔÓÎÛÌÓÏ‡ Ì‡ Ä  (ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚ [0, +∞]), Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl
ÎËÔ¯ËˆÂ‚ÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

1) ‰Îfl a ∈  A ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó || a ||Lip = 0 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
a ∈  �e;
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2) ÏÂÚËÍ‡ 
  
d f g f a g aa A aLip Lip

( , ) sup | ( ) ( ) |:|| ||= −∈ ≤ 1  ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

ÒÓÒÚÓflÌËÈ S(A) Â„Ó ÒÎ‡·Û˛* ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ó·˚˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  (S(A), dLip).

ÖÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ 
  
 ( , , )A ep−  fl‚ÎflÂÚÒfl C*-‡Î„Â·ÓÈ, ÚÓ dLip ÂÒÚ¸

ÏÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡, Ë ÂÒÎË, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, C*-‡Î„Â·‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÈ, ÚÓ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (S(A), dLip) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÌÌÌÂÂÂÂÍÍÍÍÓÓÓÓÏÏÏÏÏÏÏÏÛÛÛÛÚÚÚÚ‡‡‡‡ÚÚÚÚËËËË‚‚‚‚ÌÌÌÌ˚̊̊̊ÏÏÏÏ    ÏÏÏÏÂÂÂÂÚÚÚÚËËËË˜̃̃̃ÂÂÂÂÒÒÒÒÍÍÍÍËËËËÏÏÏÏ
ÔÔÔÔÓÓÓÓÒÒÒÒÚÚÚÚ‡‡‡‡ÌÌÌÌÒÒÒÒÚÚÚÚ‚‚‚‚ÓÓÓÓÏÏÏÏ....

Ç˚‡ÊÂÌËÂ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓfl‚ËÎÓÒ¸ ÔÓÚÓÏÛ, ˜ÚÓ
ÏÌÓ„ËÂ ˝ÍÒÔÂÚ˚ ‚ Ó·Î‡ÒÚË Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ „‡‚ËÚ‡ˆËË Ë ÚÂÓËË ÒÚÛÌ Ò˜ËÚ‡˛Ú
„ÂÓÏÂÚË˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË ‚·ÎËÁË ‰ÎËÌ˚ èÎ‡ÌÍ‡ ÒıÓÊÂÈ Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ
Ú‡ÍËı ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚ı ë*-‡Î„Â·. ç‡ÔËÏÂ, ÚÂÓËfl ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÎfl
ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı (Í‚‡ÌÚÓ‚˚ı) ‡ÒÒÚÓflÌËflı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÂÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÌÂ ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú, Ú.Â. ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓ˜ÌÓ ËÁÏÂËÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ
˜‡ÒÚËˆ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ Ó‰ÌÓÈ ÓÒË.

ìÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (U, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ‰Îfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ �

ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÂÒÎË Î˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (M, dM ) ËÁ �
fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ ‚ (U , d), Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÓÚÓ·‡ÊÂ-
ÌËÂ f : M → U, ÍÓÚÓÓÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ dM(x, y) = d(f(x , f(y) ‰Îfl Î˛·˚ı x,
y ∈  M.

ä‡Ê‰ÓÂ ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚ÎÓÊÂÌÓ (ÔÓ îÂ¯Â, 1909) ‚ (ÌÂÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ) ·‡Ì‡ıÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó l∞. àÏÂÌÌÓ, d(x, y) = supi | d(x, ai) – d(y, ai) |, „‰Â ÂÒÚ¸ (a1,…,ai,...)
ÔÎÓÚÌÓÂ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï.

 ä‡Ê‰ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚ÎÓÊËÏÓ (ÔÓ äÛ‡ÚÓ‚ÒÍÓÏÛ,
1935) ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L∞(X) Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : X → � Ò ÌÓÏÓÈ
supx∈ X| f(x) |.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ì˚ÒÓÌ‡ ÂÒÚ¸ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÔÓÎÌÓÂ ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó,
ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı ÒÂÔ‡‡-
·ÂÎ¸Ì˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚ ÍÛ· fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ÍÎ‡ÒÒ‡
ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÒÓ Ò˜ÂÚÌÓÈ ·‡ÁÓÈ.

É‡ÙË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ„Ó „‡Ù‡ ù‰Â¯‡–êÂÌË (ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÏÓ„Ó Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÂÎ p ≡ 1(mod4), Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ Ô‡‡ pq
·Û‰ÂÚ Â·ÓÏ, ÂÒÎË  – Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚È ‚˚˜ÂÚ ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ q) fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ËÎË Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË, ÔËÌËÏ‡˛˘ËÏË ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl 0, 1 ËÎË 2. éÌÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‰ËÒÍÂÚÌ˚È ‡Ì‡ÎÓ„ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ì˚ÒÓÌ‡.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ �, ËÌ‰ÛˆËÛ˛˘‡fl Ó·˚˜ÌÛ˛ (ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÛ˛) ÚÓÔÓ-
ÎÓ„Ë˛, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ (�, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl
‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ïÓÎ¯ÚËÌÒÍËÈ, 1978). Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ln

∞  fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı
ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ï, d) Ò | X | ≤ n  + 2 (ÇÛÎ¸Ù, 1967). Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı
ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ï, d) Ò  | X | ≤ n + 1; ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ f(t) : �≥0 →  �, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ d(f , g) = sup{t : f(t) ≠  g(t)}, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (Ä. ãÂÏËÌ, Ç. ãÂÏËÌ, 1996).
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ìÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ë ‰Îfl ‰Û„Ëı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ
ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ÔÓÏËÏÓ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ‚ÎÓÊÂÌËÈ), Ì‡ÔËÏÂ ‰Îfl ·Ë-
ÎËÔ¯ËˆÂ‚‡ ‚ÎÓÊÂÌËfl Ë ‰Û„Ëı. í‡Í, Î˛·ÓÂ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È Ó·‡Á Í‡ÌÚÓÓ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ò Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ | x–y |, ÛÌ‡ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÌÓÈ ÓÚ �.

äÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
äÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – Ô‡‡ (ï, d), „‰Â ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÍËÏ

Ì‡·ÓÓÏ ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚Ì˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ (Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ ÒÎÓ‚‡ Ì‡‰ ÌÂÍÓÚÓ˚Ï ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ),
‡ d – ‡Î„ÓËÚÏ ÔÂ‚‡˘ÂÌËfl Î˛·ÓÈ Ô‡˚ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ‚ ÍÓÌÒÚÛÍ
ÚË‚ÌÓÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ d(x, y) Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ d ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï.

ùÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ {xn}n∈ � – ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÎÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d), Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {xn : n ∈  �} fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÚÌ˚Ï ‚ (ï, d).
èÛÒÚ¸ �(m, n, k) – Í‡ÌÚÓÓ‚Ó ˜ËÒÎÓ ÚÓÈÍË (n, m, k) ∈  �3, a {qk}k∈ �, ‡ – ÙËÍÒË-
Ó‚‡ÌÌ‡fl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ‡fl ÌÛÏÂ‡ˆËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ.

íÓÈÍ‡ (X, d,{xn}n∈ �  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
([Hemm02]), ÂÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {�(n,m,k):d(xm, xn) < qk} fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÍÛÒË‚ÌÓ ÔÂÂ-
˜ËÒÎËÏ˚Ï. éÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‡‰‡ÔÚ‡ˆË˛ ‚‚Â‰ÂÌÌÓ„Ó ÇÂÈı‡ÛıÓÏ ÔÓÌflÚËfl
‚˚˜ËÒÎflÂÏÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ËÎË ÂÍÛÒË‚ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡).



ÉÎ‡‚‡ 2

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, τ)) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ò ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ τ, Ú.Â. ÒËÒÚÂ-
ÏÓÈ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

1)  X ∈  τ, 0/  ∈  τ;
2) ÂÒÎË Ä, B ∈  τ, ÚÓ Ä ∩ B ∈  τ;
3) ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ {Aα}α, ÂÒÎË ‚ÒÂ A∝  ∈  τ, ÚÓ  ∪ α Aα ∈  τ.
åÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÁ τ  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË, ‡ Ëı ‰ÓÔÓÎÌÂÌËfl

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË. Å‡ÁÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËË τ  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡
ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ËÁ ·‡Á˚. ë‡Ï‡fl „Û·‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ËÏÂÂÚ ‰‚‡ ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ (ÔÛÒÚÓÂ
Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï) Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÈ (ËÎË ‡ÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÈ) ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ.
ç‡Ë·ÓÎÂÂ ‰ÂÚ‡Î¸Ì‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ÒÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÚÍ˚Ú˚ı Ë
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ.

Ç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X, d) ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÓÚÍ˚Ú˚È ¯‡ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
B(x,r) = {y ∈  X : d(x,y) < r}, „‰Â x ∈  X (ˆÂÌÚ ¯‡‡) Ë r ∈  �, r > 0 (‡‰ËÛÒ ¯‡‡).
èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ (ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ËÎË
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡) ÓÚÍ˚Ú˚ı ¯‡Ó‚, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó U ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl
Î˛·ÓÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  U ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ε > 0, Ú‡ÍÓÂ
˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË y ∈  X, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ ÛÒÎÓ‚Ë˛ d(x,y) < ε, ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl
ÛÒÎÓ‚ËÂ y ∈  U. ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ, Ò
ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ (ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ, ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ d)
ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ‚ÒÂı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ‚ÒÂ„‰‡ ÂÒÚ¸ T4
(ÒÏ. ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÌËÊÂ). íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó,
ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ËÁ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl – ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ì‡ ï, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰‡ÌÌ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰‡ÊÂ
í0. ä‚‡ÁËÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ì‡ ï, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl Í‚‡ÁË-
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï.

èÛÒÚ¸ (X, τ ) – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. íÓ„‰‡ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸˛ ÚÓ˜ÍË x ∈  X
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ, ‚ Ò‚Ó˛
Ó˜ÂÂ‰¸, ÒÓ‰ÂÊËÚ ı. á‡Ï˚Í‡ÌËÂÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Â„Ó ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ. éÚÍ˚ÚÓÂ
ÔÓÍ˚ÚËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  ÂÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ‡ � ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚, Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ
ÍÓÚÓ˚ı ‡‚ÌÓ ï; Â„Ó ÔÓ‰ÔÓÍ˚ÚËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÍ˚ÚËÂ �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È
Ó·˙ÂÍÚ ËÁ � fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˙ÂÍÚÓÏ ËÁ �; Â„Ó ÔÓ‰‡Á‰ÂÎÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÍ˚ÚËÂ �,
Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È Ó·˙ÂÍÚ ËÁ �  ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÂÍÓÂ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ ËÁ �.
ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï, ÂÒÎË
Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  ËÏÂÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸, ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘Û˛Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ò
ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ˝ÚËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚. èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A ⊂  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÎÓÚÌ˚Ï,
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ÂÒÎË ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ÌÂÔÛÒÚÓÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ Ò Í‡Ê‰˚Ï ÌÂÔÛÒÚ˚Ï ÓÚÍ˚Ú˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÂÒÎË Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÏ Â„Ó Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‡ÏÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï. Ç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X, d) ÔÎÓÚÌ˚Ï
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ·Û‰ÂÚ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A ⊂  X, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó ε > 0
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ y ∈  A, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ d(x, y) < ε. ãÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ·‡ÁÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  X fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó 	  ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ ÚÓ˜ÍË ı, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ˜ÍË ı
ÒÓ‰ÂÊËÚ ÌÂÍËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ 	 .

îÛÌÍˆËfl ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ ‰Û„ÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ-
˚‚ÌÓÈ, ÂÒÎË ÔÓÓ·‡Á Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ·Û‰ÂÚ ÓÚÍ˚Ú˚Ï. ÉÛ·Ó
„Ó‚Ófl, ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó x ∈  X ‚ÒÂ ·ÎËÁÍËÂ Í ı ÚÓ˜ÍË ÓÚÓ·‡Ê‡˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍË, ·ÎËÁÍËÂ Í
f(x). îÛÌÍˆËfl f ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, dX) ‚ ‰Û„ÓÂ (Y, dY) ·Û‰ÂÚ
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ c ∈  X, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó
˜ËÒÎ‡ ε ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ δ, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‚ÒÂ x ∈  X,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û dX(x, c) < δ, ·Û‰ÛÚ Ú‡ÍÊÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û
dY(f(x), f(y)) < ε. îÛÌÍˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ I, ÂÒÎË ÓÌ‡
ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ËÌÚÂ‚‡Î‡ I.

èË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÌËÊÂ ÍÎ‡ÒÒ˚ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (‰Ó T4) ‚ÍÎ˛˜‡˛Ú
Î˛·˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

í0 -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í0-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡) ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, τ), Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl í0-‡ÍÒËÓÏ‡ ÓÚ‰ÂÎËÏÓÒÚË: ‰Îfl Í‡Ê‰˚ı
‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó U, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ x ∈  U Ë y ∉  U ËÎË
y ∈  U Ë y ∉  U (Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ÓÚÎË˜ËÏ˚ÏË).

í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ), Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ‚˚ÔÓÎ-

ÌflÂÚÒfl í1--‡ÍÒËÓÏ‡ ÓÚ‰ÂÎËÏÓÒÚË: ‰Îfl Í‡Ê‰˚ı ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ  x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡
Ú‡ÍËı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ U Ë V , ˜ÚÓ x ∈  U  Ë y ∉  U ËÎË y ∈  V Ë x ∉  V (Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â
ÚÓ˜ÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË). í 1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl í0-ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

í2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡Á‰ÂÎÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) –

ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ ), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚Ë˛ í2-‡ÍÒËÓÏ˚:
Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  X ËÏÂ˛Ú ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË. í2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
‚ÒÂ„‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

êÂ„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
êÂ„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl

ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÒÓ‰ÂÊËÚ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÚÓÈ ÊÂ ÚÓ˜ÍË.

í3-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í3 -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÇËÂÚÓËÒ‡, Â„ÛÎflÌÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
Ë Â„ÛÎflÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÇÔÓÎÌÂ Â„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÇÔÓÎÌÂ Â„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó íËıÓÌÓ‚‡) ÂÒÚ¸

ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Î˛·ÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ä  Ë
Î˛·ÓÂ x ∉  A fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË.
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Ñ‚‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡Á‰Â-
ÎÂÌÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : X → [0,1], Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ f(x) = 0 ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó  x ∈  A, Ë f(y) = 1 ‰Îfl Î˛·Ó„Ó y ∈  B.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åÛ‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åÛ‡ ÂÒÚ¸ Â„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ‡Á‚ËÚËÂÏ.
ê‡Á‚ËÚËÂ – ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {	n}n ÓÚÍ˚Ú˚ı ÔÓÍ˚ÚËÈ, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ‰Îfl

Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X Ë Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó ı, ËÏÂÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ n,
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ St(x, 	n) = ∪ {U ∈  	n : x ∈  U}, Ú.Â. {St(x, 	n)}n

fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡ÁÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ ‰Îfl ı.

çÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
çÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó –ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‰Îfl Î˛·˚ı

‰‚Ûı ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä  Ë Ç ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡ ÓÚÍ˚Ú˚ı
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ U Ë V, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Ë  A  ⊂  U Ë B ⊂  V.

í4-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í4 -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó íËÚÒ‡, ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÓÏ Ë ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d)
fl‚ÎflÂÚÒfl í4-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÇÔÓÎÌÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÇÔÓÎÌÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ˝ÚÓ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓ-

ÓÏ Î˛·˚Â ‰‚‡ ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÏÂ˛Ú ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË.
åÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË ‚ ï, ÂÒÎË Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÌËı ÌÂ ÔÂÂ-

ÒÂÍ‡ÂÚÒfl Ò Á‡Ï˚Í‡ÌËÂÏ ‰Û„Ó„Ó.

í5-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í5-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ‚ÔÓÎÌÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸

ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï Ë í1-ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. í5-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl í4-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

ëÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ëÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚

ÍÓÚÓÓÏ ËÏÂÂÚÒfl Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÎÓÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ

Í‡Ê‰ÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÍ˚ÚËÂ ËÏÂÂÚ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÍ˚ÚËÂ.

èÂ‚Ë˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂ‚Ë˜ÌÓ-ÒÂÚÌ˚Ï, ÂÒÎË Í‡Ê‰‡fl Â„Ó

ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ Ò˜ÂÚÌÓÈ ·‡ÁÓÈ. ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‚Ë˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌ˚Ï.

ÇÚÓË˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÚÓË˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌ˚Ï, ÂÒÎË Â„Ó ÚÓÔÓ-

ÎÓ„Ëfl Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò˜ÂÚÌÓÈ ·‡ÁÓÈ.
ÇÚÓË˜ÌÓ-ÒÂÚÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡ ‡Á‰ÂÎËÏ˚, ÔÂ‚Ë˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌ˚ Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡.
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ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ·˚Ú¸ ‚ÚÓË˜ÌÓ-ÒÂÚÌ˚ÏË, ·˚Ú¸ ÒÂÔ‡‡-
·ÂÎ¸Ì˚ÏË Ë ·˚Ú¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡  fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË.

Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n Ò Â„Ó Ó·˚˜ÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÚÓË˜ÌÓ-
Ò˜ÂÚÌ˚Ï.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Å˝‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Å˝‡ ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ

Î˛·Ó„Ó Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ‚Ò˛‰Û ÔÎÓÚÌ˚ı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ‚Ò˛‰Û ÔÎÓÚÌÓ.

ë‚flÁÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl

Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ Ô‡˚ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÌÂÔÛÒÚ˚ı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚flÁÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚ÒflÍ‡fl
ÚÓ˜Í‡ x ∈  X Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ·‡ÁÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ Ò‚flÁÌ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÛÚ¸-Ò‚flÁÌ˚Ï (ËÎË 0-Ò‚flÁÌ˚Ï),
ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÛÚ¸ τ  ÓÚ ı  Í Û, Ú.Â. ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl γ : [0,1] → X Ò γ(x) = 0, γ(y) = 1.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌ˚Ï (ËÎË 1-Ò‚flÁÌ˚Ï),
ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ó‰ÌÓÈ ˜‡ÒÚË Ë ÌÂ ËÏÂÂÚ ÍÛ„ÓÓ·‡ÁÌ˚ı "‰˚" ËÎË "Û˜ÂÍ", ËÎË,
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÂÒÎË Í‡Ê‰‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÍË‚‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï  fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÚfl„Ë‚‡ÂÏÓÈ, Ú.Â. ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌ‡ ‰Ó Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÂÂ ÚÓ˜ÂÍ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË.

è‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË Î˛·ÓÂ Â„Ó

ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÍ˚ÚËÂ ËÏÂÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰‡Á·ËÂÌËÂ. ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï.

ãÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚ÒflÍ‡fl

Â„Ó ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ·‡ÁÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ.
ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ‚ÒflÍ‡fl Ï‡Î‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓıÓÊ‡ Ì‡ Ï‡ÎÛ˛ ˜‡ÒÚ¸
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. Ö‚ÍÎË‰Ó‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ � p-‡‰Ë˜ÂÒÍËı ˜ËÒÂÎ Ú‡ÍÊÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚.

ÇÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÍ˚ÚÓ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Î˛·Ó„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
‡ÁÏÂ‡.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ r ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÚÍ˚Ú˚ı ¯‡Ó‚ ‡‰ËÛÒ‡ r, Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ‡‚ÌÓ ï.

äÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚ÒflÍÓÂ

ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÍ˚ÚËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ËÏÂÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÍ˚ÚËÂ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ï
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

äÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡, ‚ÔÓÎÌÂ
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË Ë Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÍÓÏÔ‡ÍÚ-
Ì˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ÔÓÎÌÓÂ Ë ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ. èÓ‰ÏÌÓ-
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ÊÂÒÚ‚Ó Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ Ë Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ fl‰ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı Ò‚ÓÈÒÚ‚, ÍÓÚÓ˚Â ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Û
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÒÚË ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÌÓ ÌÂ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ ‰Îfl Ó·˘Ëı ÚÓÔÓÎÓ-
„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. í‡Í, ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÍ‚ÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï (Í‡Ê‰‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒıÓ‰fl˘ÂÈÒfl ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛) ËÎË Ò˜ÂÚÌÓ
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï (Í‡Ê‰ÓÂ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÍ˚ÚËÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓ‰-
ÔÓÍ˚ÚËÂÏ), ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï (Í‡Ê‰‡fl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÚÒÚ‚Â fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ), ËÎË ÒÎ‡·Ó Ò˜ÂÚÌ˚Ï
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (Í‡Ê‰ÓÂ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ó·Î‡‰‡ÂÚ
ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ).

ãÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ

(ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ) ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó V, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÓÔÂ‡ˆËflÏË ÒÎÓÊÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ Ë ÛÏÌÓÊÂÌËfl
‚ÂÍÚÓ‡ Ì‡ ÒÍ‡Îfl. éÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË Â„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl
Ó·Î‡‰‡ÂÚ ·‡ÁÓÈ, ‚ÒflÍËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ÍÓÚÓÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ä ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ V Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  A Ë
Î˛·Ó„Ó t ∈  [0,1] ÚÓ˜Í‡ tx + (1–t)y ∈  A, Ú.Â. ‚ÒflÍ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÓÚÂÁÍ‡, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Â„Ó ı Ë
Û, ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Ä.

ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V,|| x–y ||) Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ)
‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ || x–y || fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ; ‚ÒflÍ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ·‡ÁÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ
ËÁ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚.

ë˜ÂÚÌÓ-ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ë˜ÂÚÌÓ-ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (V, τ ), ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÍÓÚÓÓ„Ó Á‡‰‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
ÒÓ‚ÏÂÒÚÌ˚ı ÌÓÏ || ⋅ ||1,… ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ, ÂÒÎË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xn}n
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ V, fl‚Îfl˛˘‡flÒfl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÓÏ || ⋅ ||i Ë
|| ⋅ ||j, ÒıÓ‰ËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ˝ÚËı ÌÓÏ, ÚÓ ÓÌ‡ ·Û‰ÂÚ ÒıÓ‰ËÚ¸Òfl Í
ÌÛÎ˛ Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Û„ÓÈ. ë˜ÂÚÌÓ-ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ë Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ Í‡Í

1

2 1
1

n
n

n

n

x y

x y=

∞

∑ −
+ −
|| ||

|| ||
.

ÉËÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÉËÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï , τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â CL(X) ‚ÒÂı ÌÂÔÛÒÚ˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı (ËÎË,
·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. íÓÔÓÎÓ„Ëfl „ËÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ. èËÏÂ‡ÏË Ú‡ÍÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËË Û‰‡‡-ÔÓÏ‡ı‡ ÏÓ„ÛÚ
ÒÎÛÊËÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÇËÂÚÓËÒ‡ Ë ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl îÂÎÎ‡. èËÏÂ‡ÏË Ú‡ÍÓÈ ÒÎ‡·ÓÈ
ÚÓÔÓÎÓ„ËË „ËÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ Ë
ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ç‡ÈÒÏ‡Ì‡.

ÑËÒÍÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÑËÒÍÂÚÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ) Ò

‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(X, d) Ò ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ: d(x, x) = 0, Ë d(x, Û) = 1 ‰Îfl x ≠ y.
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ÄÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÄÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ ) Ò

‡ÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) Ò ‡ÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ: d(x, Û) = 0 ‰Îfl Î˛·˚ı x,y ∈  X.

åÂÚËÁÛÂÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓ

ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. åÂÚËÁÛÂÏ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡
fl‚Îfl˛ÚÒfl í2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ë Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË (‡ ÁÌ‡˜ËÚ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ÏË Ë ‚ÔÓÎÌÂ
Â„ÛÎflÌ˚ÏË) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÂ‚Ë˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï, ÂÒÎË Î˛·‡fl
Â„Ó ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏÂÚËÁÛÂÏÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸˛.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÂÚËÁÛÂÏ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl τ� Ì‡ ï, ·ÓÎÂÂ „Û·‡fl, ˜ÂÏ τ.

çËÊÂ ‰‡Ì˚ ÚË ÔËÏÂ‡ ‰Û„Ëı Ó·Ó·˘ÂÌËÈ ÏÂÚËÁÛÂÏ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.
å-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åÓËÚ˚ – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ), ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f Ì‡ ÏÂÚËÁÛÂÏÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (Y, τ�) , Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ f Á‡ÏÍÌÛÚÓ Ë f1(y) Ò˜ÂÚÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó y∈  Y.

M1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÂ‰Â‡ –ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ) Ò ·‡ÁÓÈ, ÒÓı‡-
Ìfl˛˘ÂÈ σ-Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ (ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÏÂ˛Ú σ -ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜Ì˚Â
·‡Á˚).

σ-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó éÍÛflÏ˚ – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ) Ò σ-ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ
ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒÂÚ¸˛, Ú.Â. Ú‡ÍËÏ ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ 	  ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ˜ÚÓ ‰Îfl
‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  U („‰Â U – ÓÚÍ˚ÚÓ) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ U� ∈  	 , ˜ÚÓ x ∈  U� ⊂  U
(·‡Á‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÚ¸˛, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚).
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é·Ó·˘ÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚

çÂÍÓÚÓ˚Â Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÔÓÌflÚËfl ÏÂÚËÍË, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË ÔÓÌflÚËfl Í‚‡ÁËÏÂÚËÍË,
ÔÓ˜ÚË-ÏÂÚËÍË, ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË, ·˚ÎË ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‚ „Î. 1. Ç ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ó·Ó·˘ÂÌËfl, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ, ÚÂÓËÂÈ ‚ÂÓflÚ-
ÌÓÒÚÂÈ, ‡Î„Â·ÓÈ Ë Ú.Ô.

3.1. m-åÖíêàäà

m-ïÂÏËÏÂÚËÍ‡ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : Xm+1 → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl m-ıÂÏË-
ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË d ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡, Ú.Â. d(x1,…,xn+1) ≥ 0 ‰Îfl ‚ÒÂı x1,…, xn+1 ∈  X, ÂÒÎË d
‚ÔÓÎÌÂ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡, Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ d(x1,…, xm+1) = d(xπ(1),…, xπ(m+1))
‰Îfl ‚ÒÂı x1,…, xm+1 ∈  X Ë Î˛·ÓÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË π ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ {1,…, m+1}, ÂÒÎË d
ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ÌÛÎ˛, Ú.Â.  d(x1,…, xm+1) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x1,…, xm+1 ÌÂ
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÔ‡ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË, Ë ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x1,…, xm+2 ∈  X  ÙÛÌÍˆËfl d
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ m-ÒËÏÔÎÂÍÒÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û:

d x x d x x x xm i i m
i

m

( , , ) ( , , , , , ).1 1 1 1 1 2
1

1

… ≤ … …+ − + +
=

+

∑

2-ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl d : X → � 2-ÏÂÚËÍÓÈ,
ÂÒÎË d ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡, ‚ÔÓÎÌÂ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡, ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ÌÛÎ˛ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÚÂÚ‡˝‰‡

d x x x d x x x d x x x d x x x( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ).1 2 3 4 2 3 1 4 4 1 2 4≤ + +

ùÚÓ – Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚È ÒÎÛ˜‡È m = 2 ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ m-ıÂÏËÏÂÚËÍË.

(m, s)-ÒÛÔÂÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë s – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ.
îÛÌÍˆËfl d : Xm+1 → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl (m, s)-ÒÛÔÂÏÂÚËÍÓÈ ([DeDu03]), ÂÒÎË d ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡, ‚ÔÓÎÌÂ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡, ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ÌÛÎ˛ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ (m, s)-ÒËÏÔ-
ÎÂÍÒÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û:

d x x d x x x xm i i m
i

m

( , , ) ( , , , , , ).1 1 1 1 1 2
1

1

… ≤ … …+ − + +
=

+

∑

(m, s)-ÒÛÔÂÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl m-ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË s ≥ 1.
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3.2. çÖéèêÖÑÖãÖççõÖ  åÖíêàäà

çÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

çÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË G-ÏÂÚËÍ‡) Ì‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ)
‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V ÂÒÚ¸ ·ËÎËÌÂÈÌ‡fl (‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ –
ÒÂÒÍËÎËÌÂÈÌ‡fl) ÙÓÏ‡ G Ì‡ V, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl G V × V �(�), Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı
x, y, z ∈  V Ë Î˛·˚ı ÒÍ‡ÎflÓ‚ α, β ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

    G x y G x G y G x y G x G y( , ) ( , ) ( , )  ( , ) ( , ) ( , )α β α β α β α β+ = + + = +z z z z z zË  

„‰Â α = + = −a bi a bi  Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÒÓÔflÊÂÌËÂ).
ÖÒÎË G – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÙÓÏ‡, ÚÓ ˝ÚÓ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ V Ë Â„Ó ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚‚Â‰ÂÌËfl ÌÓÏ˚ Ë
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ Ì‡ V. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl Ó·˘ÂÈ ÙÓÏ˚ G ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÌË ÌÓÏ˚, ÌË ÏÂÚËÍË, Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍË Ò‚flÁ‡ÌÌÓÈ Ò G, Ë ÚÂÏËÌ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl
ÏÂÚËÍ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ÔÓÏËÌ‡ÂÚ Ó ÚÂÒÌÓÈ Ò‚flÁË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì˚ı ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÓÏ Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË ‚ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
(ÒÏ. „Î. 7 Ë 26).

è‡‡ (V, G) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. äÓÌÂ˜-
ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ËÎËÌÂÈÌ˚Ï ÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ç, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ
G -ÏÂÚËÍÓÈ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚Ï ÔËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl J-ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

èÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (V, G) Ò ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï, ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ËÎË ÌÂÈÚ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ G(x, x) > 0, G(x, x) < 0 ËÎË G(x, x) = 0 ‰Îfl
‚ÒÂı x → L.

ùÏËÚÓ‚‡ G-ÏÂÚËÍ‡

ùÏËÚÓ‚‡ G -ÏÂÚËÍ‡ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ GH Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ‚ÂÍÚÓ-
ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V , Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x ,   y ∈  V ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

G x y G y xH H( , ) ( , ),=  „‰Â α = + = −a bi a bi  ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÒÓÔflÊÂÌËÂ.

êÂ„ÛÎflÌ‡fl G-ÏÂÚËÍ‡

êÂ„ÛÎflÌ‡fl G -ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ G Ì‡ „ËÎ¸-
·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç Ì‡‰ �, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl Ó·‡ÚËÏ˚Ï ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ
í ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

G(x, y) = 〈T(x), y〉 ,

„‰Â 〈 ,〉  – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ ç.
ùÏËÚÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓ Ì‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç – ·ËÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ í

Ì‡ ç, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È Ì‡ Ó·Î‡ÒÚË ÔÎÓÚÌÓÒÚË D(T) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ç ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ 〈 T(x), y〉  =
= 〈x, T(y)〉  ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  D(T). é„‡ÌË˜ÂÌÌ˚È ˝ÏËÚÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓ ÎË·Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ
Ì‡ ‚ÒÂÏ ç, ÎË·Ó ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌ Ì‡ ‚ÒÂ ç Ë ÚÓ„‰‡ í = í*. ç‡
ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ˝ÏËÚÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì ˝ÏËÚÓ‚ÓÈ
Ï‡ÚËˆÂÈ (( )) (( )).a aij ji=
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J-ÏÂÚËÍ‡
J-ÏÂÚËÍ‡ – ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ G  Ì‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç Ì‡‰ ë, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÌÂÍËÏ ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚Ì˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ J
Ì‡ ç ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

G(x, y) = 〈J(x), y〉 ,
„‰Â 〈 ,〉  – ÂÒÚ¸ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ ç.

àÌ‚ÓÎ˛ÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ – ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ç Ì‡ ç, Í‚‡‰‡Ú ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl
ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ. àÌ‚ÓÎ˛ÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ J ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ J = P+ – P–, , „‰Â ê+ Ë ê –  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË
ÔÓÂÍˆËflÏË ‚ ç, ‡ P+ + P– = H. ê‡Ì„ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË J-ÏÂÚËÍË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
min{dim P+, dim P–}.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (H, G) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl J-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. J-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï
‡Ì„ÓÏ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ èÓÌÚfl„ËÌ‡.

3.3. íéèéãéÉàóÖëäàÖ  éÅéÅôÖçàü

ó‡ÒÚË˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ó‡ÒÚË˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (å˝Ú¸˛Á, 1992) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ô‡‡ (X,

d), „‰Â ï – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ‡ d – ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl
d : X × X → �, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ d(x, x) ≤ d(x, y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X (Ú.Â. Î˛·ÓÂ Ò‡ÏÓ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
x(x. x), Ï‡ÎÓ), ı = Û, ÂÒÎË d(x, x) = d(x, y) = d(y, y) = 0 (í0 – ‡ÍÒËÓÏ‡ ÓÚ‰ÂÎËÏÓÒÚË) Ë
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) – d(z, z)

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X (ÒËÎ¸ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÖÒÎË d fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÚÓ d(x, y) – d(x, x) ·Û‰ÂÚ Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ

Ë (X, d) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÓ, ÂÒÎË Ï˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÏ x yp−  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ

ÚÓ„‰‡  d(x, y) – d(x, x) = 0.

ëıÓ‰ÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ ï  – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d  : X × X → �  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÒıÓ‰ÒÚ‚ÓÏ Ì‡ ï , ÂÒÎË d  ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ Ë ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÎË·Ó
d(x, x) ≤ d(x, y) – ‚ Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒıÓ‰ÒÚ‚ÓÏ ‚ÔÂÂ‰ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, ÎË·Ó
d(x, x) ≥ d(x, y) – ÚÓ„‰‡ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒıÓ‰ÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á‡‰.

ÇÒflÍÓÂ ÒıÓ‰ÒÚ‚Ó d ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÚÓ„ËÈ ˜‡ÒÚË˜Ì˚È ÔÓfl‰ÓÍ � Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ï ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Á‡‰‡ÌËfl {x, y} �  {u, ν} ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d(x, y) < d(u, ν ).

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡ Ì‡Á‡‰ d ÒıÓ‰ÒÚ‚Ó ‚ÔÂÂ‰ – d ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÚÓÚ ÊÂ ˜‡ÒÚË˜Ì˚È
ÔÓfl‰ÓÍ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �-‡ÒÒÚÓflÌËfl
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó � -‡ÒÒÚÓflÌËfl  ÂÒÚ¸ Ô‡‡ (X, f), „‰Â ï – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡ f fl‚ÎflÂÚÒfl τ-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÄÏË–åÛÚ‡‚‡ÍËÎfl Ì‡ ï, Ú.Â. ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ f : X × X → � , Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x  ∈  X Ë Î˛·ÓÈ
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË U ÚÓ˜ÍË ı ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ε > 0 c ÛÒÎÓ‚ËÂÏ {y ∈  X : f(x, y) < ε} ⊂  U.

ã˛·ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (X, d) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó τ-‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl
ÚÓÔÓÎÓ„ËË τ f, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: A ∈  τf, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈  X
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ε > 0, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ {y ∈  X : f(x, y) < ε} ⊂  A. é‰Ì‡ÍÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÏÂÚË-
ÁÛÂÏ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ τ-‡ÒÒÚÓflÌËfl. τ-ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ f(x, y) ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‰ÓÎÊÌÓ
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·˚Ú¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ËÎË Ó·‡˘‡Ú¸Òfl ‚ ÌÛÎ¸ ‰Îfl x = y; Ì‡ÔËÏÂ, e| x–y  | fl‚ÎflÂÚÒfl
τ-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ï = � Ò Ó·˚˜ÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·ÎËÁÓÒÚË

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·ÎËÁÓÒÚË (ÖÙÂÏÓ‚Ë˜, 1936) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ò ·ËÌ‡Ì˚Ï ÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÂÏ δ Ì‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ê(ï) ‚ÒÂı Â„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ÍÓÚÓÓÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
flÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

1) ÄδÇ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÇδÄ (ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚ¸);
2) Äδ(Ç ∪  ë) ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÄδÇ ËÎË Äδë (‡‰‰ËÚË‚ÌÓÒÚ¸);
3) ÄδA ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ A ≠ 0/  (ÂÙÎÂÍÒË‚ÌÓÒÚ¸).
éÚÌÓ¯ÂÌËÂ δ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ·ÎËÁÓÒÚ¸ (ËÎË ÒÚÛÍÚÛÛ ·ÎËÁÓÒÚË) Ì‡ ï. ÖÒÎË ÄδÇ

ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl, ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Û‰‡ÎÂÌÌ˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË.
ÇÒflÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·ÎËÁÓÒÚË: ÓÔÂ‰ÂÎËÏ,

˜ÚÓ ÄδÇ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d(A, B) = infx∈ A,y∈ Bd(x, y) = 0.
ã˛·‡fl ·ÎËÁÓÒÚ¸ Ì‡ ï ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ (‚ÔÓÎÌÂ Â„ÛÎflÌÛ˛) ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛ Ì‡ ï Á‡‰‡ÌËÂÏ

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Á‡Ï˚Í‡ÌËfl cl : P(X) → P(X) ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ
cl(A) = {x ∈  X : {x}δA}.

ê‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

í‡ÍËÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (Ò ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÒÚÛÍÚÛ‡ÏË) ‰‡˛Ú
Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÏÂÊ‰Û ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ÏË.

ê‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (Ç˝ÈÎ¸, 1937) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï  Ò ‡‚ÌÓ-
ÏÂÌÓÒÚ¸˛ (ËÎË ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ) 	 – ÌÂÔÛÒÚ˚Ï ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï × ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÓÍÛÊÂÌËflÏË Ë Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ-
‚‡ÏË:

1) Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï × ï, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁ 	, ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	;
2) ‚ÒflÍÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ËÁ 	 ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	;
3) Í‡Ê‰ÓÂ  ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó  V  ∈  	   ÒÓ‰ÂÊËÚ  ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸,  Ú.Â.  ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó  {(x, x):

x ∈  X} ⊂  ï × ï;
4) ÂÒÎË V ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	, ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {(y, x) : (x, y) ∈  V} ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	;
5) ÂÒÎË V  ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ V� ∈  	 , ˜ÚÓ (x, z) ∈  V ‚Ó ‚ÒÂı

ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ (x, y), (y, z) ∈  V�.
ä‡Ê‰ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

éÍÛÊÂÌËÂ ‚ (ï, d) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï  × ï, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Vε =
= {(x, y) ∈  X × X : d(x, y) < ε}  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó
˜ËÒÎ‡ ε. ÑÛ„ËÏ ·‡ÁÓ‚˚Ï ÔËÏÂÓÏ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓÔÓ-
ÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ „ÛÔÔ˚.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË (ïÂËı, 1974) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ÒÓ ÒÚÛÍÚÛ-
ÓÈ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË, Ú.Â. ÌÂÔÛÒÚÓÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸˛ 	 ÒÂÏÂÈÒÚ‚ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ÏË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË, ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ-
‚‡ÏË:

1) Í‡Ê‰ÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó, ÔÓ‰‡Á‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó Ó ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË;

2) Í‡Ê‰ÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó Ò ÌÂÔÛÒÚ˚Ï ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔË·ÎË-
ÊÂÌÌÓÒÚË;
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3) V ∈  	, ÂÒÎË {cl(A): A ∈  V} ∈  	, „‰Â Òl(A) = {x ∈  X : {{x}, A ∈  	};
4)   0/ ,∈ 	  ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ê(ï) ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  ÌÂ

fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË;
5) ÂÒÎË {A ∪  B : A ∈  �∞, B ∈  �ε ∈  	, ÚÓ �∞ ∈ 	 ËÎË �ε ∈ 	.
ê‡‚ÌÓÏÂÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-

‚‡ÏË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌËÈ
ùÚË ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‰‡˛Ú Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚,

ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌËÈ (ãÓÛ, 1989) ÂÒÚ¸ Ô‡‡ (ï, D), „‰Â ï  – ÌÂÍÓÚÓ-

ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ‡ D  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl
X × P(X) → [0, ∞] („‰Â ê(ï) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï), Û‰Ó‚ÎÂÚ-
‚Ófl˛˘‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  X Ë ‚ÒÂı A, B ∈  P(X) ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

1) D(x,{x}) = 0;
2) D(x,{x}) = ∞;
3) D(x, A ∪  B) = min{D(x, A), D(x, B)};
4)  D(x, A) ≤ D(x, Aε) + ε ‰Îfl Î˛·˚ı ε ∈  [0, ∞], „‰Â Aε = {x : D(x, A) ≤ ε} ÂÒÚ¸ "ε-¯‡"

Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ı.
ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Î˛·ÓÂ ‡Ò¯ËÂÌÌÓÂ

Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌËÈ Ò D(x, A),
fl‚Îfl˛˘ËÏÒfl Ó·˚˜Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

ÖÒÎË Ï˚ ËÏÂÂÏ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(ï, d) Ë ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó � Â„Ó ÌÂÔÛÒÚ˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl Å˝‰‰ÎË–
åÓÎ˜‡ÌÓ‚‡ ‰‡ÂÚ ËÌÒÚÛÏÂÌÚ ‰Îfl ‰Û„Ó„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl. ùÚÓ – ÙÛÌÍˆËfl D  : X ×� → �,
ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÌËÊÌÂÈ ÔÓÎÛÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÂÂ ÔÂ‚ÓÈ ÔÂÂÏÂÌ-
ÌÓÈ, ËÁÏÂÂÌÌÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÚÓÓÈ, Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‰‚ÛÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:
F = {x ∈  X : D(x, F) ≤ 0} ‰Îfl F ∈  � Ë D(x, F1) ≥ D(x, F2) ‰Îfl x ∈  X ‚ÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡ F1,
F2 ∈ � Ë F1 ⊂  F2.

ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl D(x, {y}) = D(y, {x}) Ë D(x, F) ≤ D(x, {y}) + D({y}F) ‰Îfl
‚ÒÂı x, y ∈  X Ë ‚ÒÂı F ∈  � ‰‡˛Ú Ì‡Ï ‡Ì‡ÎÓ„Ë ÒËÏÏÂÚËË Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡. ëÎÛ˜‡È D(x, F) = d(x, F) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˚˜ÌÓÏÛ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û
ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d); ÒÎÛ˜‡È D(x, F) = d(x, F)
‰Îfl x ∈  X\F Ë D(x, F) = –d(x, F\F) ‰Îfl x ∈  X ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÓ
ÁÌ‡ÍÓÏ („Î. 1).

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ·ÓÌÓÎÓ„Ëfl
èÛÒÚ¸ ï – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ÅÓÌÓÎÓ„ËÂÈ Ì‡ ï ·Û‰ÂÚ Î˛·ÓÂ

ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó � ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) ∪ A∈ � A = X;
2) � fl‚ÎflÂÚÒfl Ë‰Â‡ÎÓÏ, Ú.Â. ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚Â Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl

Â„Ó Ó·˙ÂÍÚÓ‚;
ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó � fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ·ÓÌÓÎÓ„ËÂÈ ([Beer99]), ÂÒÎË, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó,

ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÛÒÎÓ‚Ëfl;
3) � ÒÓ‰ÂÊËÚ Ò˜ÂÚÌÛ˛ ·‡ÁÛ;
4) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ä ∈  � ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ä� ∈  �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä

ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä�.
åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ·ÓÌÓÎÓ„Ëfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÈ, ÂÒÎË � ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ê(ï)

‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï; Ú‡Í‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ·ÓÌÓÎÓ„Ëfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
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ÒÂÏÂÈÒÚ‚Û Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË. ÑÎfl ‚ÒflÍÓ„Ó
ÌÂÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÏÂÚËÁÛÂÏÓ„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÓ„‡-
ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡fl Ò ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ. çÂÚË‚Ë‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
·ÓÌÓÎÓ„Ëfl Ì‡ Ú‡ÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ï  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Û Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÌÂÍÓÂÈ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÂ. çÂÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ
ÏÂÚËÁÛÂÏÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ï  ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ÏÌÓ„Ó
ÌÂÚË‚Ë‡Î¸Ì˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ·ÓÌÓÎÓ„ËÈ.

3.4. áÄ  èêÖÑÖãÄåà  óàëÖã

ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÓÌflÚËÂ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ

ÔÓÌflÚËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [ScSk83]) ÔÓ ‰‚ÛÏ Ì‡Ô‡-
‚ÎÂÌËflÏ: ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË Ë ÒÛÏÏ‡ ‚
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Â ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÓÔÂ‡ˆË˛ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡.

îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ Ä – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË,
ÌÂÒÛ˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ [0, ∞]. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó a ∈   [0, ∞] Á‡‰‡‰ËÏ
εa ∈  A Í‡Í εa(x) = 1, ÂÒÎË x  > a  ËÎË x = ∞  Ë ε a = 0, ËÌ‡˜Â. îÛÌÍˆËË ‚ Ä  ·Û‰ÛÚ
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌ˚: ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ F  ≤ G, ÂÒÎË F(x) ≤ G(x) ‰Îfl ‚ÒÂı x ≥ 0. äÓÏÏÛ-
Ú‡ÚË‚Ì‡fl Ë ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚Ì‡fl ÓÔÂ‡ˆËfl τ Ì‡ Ä Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‡ˆËÂÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡,
ÂÒÎË ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ τ(F , ε0) = F ‰Îfl Î˛·Ó„Ó F ∈  A, Ë τ(F, E) ≤ τ(G, H),
ÂÒÎË Ö ≤ G, F ≤ ç.

ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ˝ÚÓ ÚÓÈÍ‡ (ï, d, τ ), „‰Â ï   –
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, d – ÙÛÌÍˆËfl X × X → A Ë τ  – ÓÔÂ‡ˆËfl ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl
Î˛·˚ı p, q, r ∈  X ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) d(p, q) = ε0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ p = q;
2) d(p, q) = d(q, p);
3) d(p, r) ≤ τ(d(p, q), d(q, r)).
çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 3 ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, ÂÒÎË τ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜Ì˚Ï

ÒÎÓÊÂÌËÂÏ Ì‡ �.
ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ı ≥ 0 ÁÌ‡˜ÂÌËÂ d(p, q) ‚ ÚÓ˜ÍÂ ı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡ÌÓ Í‡Í

"‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û  Ë q ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ı"; åÂÌ„Â ÔÂ‰ÎÓÊËÎ
‚ 1942 „. Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ‰‡ÌÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚ÓÏ.  Ç ˝ÚÓÚ ÊÂ ÔÂËÓ‰ ·˚ÎË ‚‚Â‰ÂÌ˚ ÔÓÌflÚËfl ÌÂ˜ÂÚÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó
(‡ÒÔÎ˚‚˜‡ÚÓ„Ó) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ [Bloc99]).

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ (G, +, ≤) – ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ‡fl ÔÓÎÛ„ÛÔÔ‡
(ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì‡fl), ËÏÂ˛˘‡fl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ 0. îÛÌÍˆËfl
d : X × X → G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) d(x, y) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y;
2) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X;
3)  d x y d y x( , ) ( , ),  = „‰Â  α  fl‚ÎflÂÚÒfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚Ì˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂ-

ÌËÂÏ G, ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÏ ÔÓfl‰ÓÍ.
è‡‡ (X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
ÖÒÎË ÛÒÎÓ‚ËÂ 2 Ë ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ "ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡" ‚ ÛÒÎÓ‚ËË 1 ÒÌËÏ‡˛ÚÒfl, Ï˚ ÔÓÎÛ-

˜‡ÂÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ  (X, d).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÔÓÒÚÓÂÌËË
ÉÛÔÔ‡ äÓÍÒÚÂ‡ – „ÛÔÔ‡ (W, ⋅,1) ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË { , ,w1 …

w w w i j nn i j
mij: ( ) , , }.= ≤ ≤1 1  á‰ÂÒ¸ M = ((m ij)) – Ï‡ÚËˆ‡ äÓÍÒÚÂ‡, Ú.Â. ÔÓËÁ-

‚ÓÎ¸Ì‡fl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl (n × n)-Ï‡ÚËˆ‡, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ m = 1, a ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl –
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡ ËÎË ∞. ÑÎËÌ‡ l(x) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈  W ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ
˜ËÒÎÓ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ w1,…, wn, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ı.

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó (W,⋅,1) – „ÛÔÔ‡ äÓÍÒÚÂ‡. è‡‡ (X, d)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓÂÌËÂÏ Ì‡‰ (W,⋅,1), ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl d : X × X → W, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ÔÓÒÚÓÂÌËË, Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

1) d(x, y) = 1 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y;
2) d(x, y) = (d(x, y))–1;
3) ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ~i, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ x ~i y, ÂÒÎË d(x, y) = 1 ËÎË wi, ÂÒÚ¸ ÓÚÌÓ-

¯ÂÌËÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË;
4) ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó x ∈  X Ë ÍÎ‡ÒÒ‡ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ë ËÁ ~i ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ

x ∈  C, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ d(x, y) Í‡Ú˜‡È¯ÂÂ (Ú.Â. Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ‰ÎËÌ˚) Ë d(x, y�) = d(x, y)wi ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó y� ∈  C, y� ≠ y.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË Ì‡ ÔÓÒÚÓÂÌËË d� ÂÒÚ¸ Ó·˚˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl
Í‡Í l(d(x, y)). ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ d� – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Ì‡ „‡ÙÂ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï Ë
ıÛ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â·‡, ÂÒÎË d(x, y) = wi ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó 1 ≤ i ≤ n. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË Ì‡
ÔÓÒÚÓÂÌËË ÂÒÚ¸ ÓÒÓ·˚È ÒÎÛ˜‡È ÏÂÚËÍË „‡ÎÂÂË (Í‡ÏÂÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ï).

ÅÛÎÂ‚Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÅÛÎÂ‚‡ ‡Î„Â·‡ (ËÎË ·ÛÎÂ‚‡ Â¯ÂÚÍ‡) ÂÒÚ¸ ‰ËÒÚË·ÛÚË‚Ì‡fl Â¯ÂÚÍ‡ (B, ∨ , ∧ ) Ò

Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ 0 Ë Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ 1, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ
x ∈  B Ó·Î‡‰‡ÂÚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ x,  Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ  x x x x∨ = ∧ =1 0 .Ë  

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë (B, ∨ , ∧ ) – ·ÛÎÂ‚‡ ‡Î„Â·‡. è‡‡ (X, d)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÛÎÂ‚˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡‰ Ç , ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl
d : X × X → B Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

1) d(x, y) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y;
2) d(x, y) ≤ d(x, z) ∨  d(z, y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ-

„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ, ÚÓ˜ÍË ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÌ‡·ÊÂÌ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË
ËÁ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ‡Î„Â·˚, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚ÌÓÈ Ë Ò Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ.

åÓ‰ÛÎ¸ Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ,
Â„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÔÛÚÂÏ Á‡ÏÂÌ˚ ÔÓÎfl Ì‡ ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚ÌÛ˛ ‡Î„Â·Û Ò Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ. ÄÙÙËÌÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ. Ç ‡ÙÙËÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı Ì‡‰ ‡Î„Â·‡ÏË ÏÓÊÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ˝ÏËÚÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‰Îfl ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚ı ‡Î„Â· ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‰‡ÊÂ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚ ÛÌËÚ‡Î¸ÌÓÏ ÏÓ‰ÛÎÂ
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈x, y〉 , ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÓ
Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ 〈x, y〉  = J(〈 y, x〉), „‰Â J fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚Ì˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ ‡Î„Â·˚, ‡
‚Ó ‚ÚÓÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ 〈 x, y〉  = 〈y, x〉 ,

n-åÂÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ
Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı ÔÓ‰ÏÓ‰ÛÎÂÈ (n + 1)-ÏÂÌÓ„Ó ÛÌËÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl Ì‡‰ ˝ÚÓÈ ‡Î„Â·ÓÈ.
Ç‚Â‰ÂÌËÂ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl 〈x, y〉  ‚ ÛÌËÚ‡Î¸ÌÓÏ ÏÓ‰ÛÎÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Á‡‰‡Ú¸ ‚
ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÏ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ˝ÏËÚÓ‚Û ËÎË,
‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÈ ‡Î„Â·˚, Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÛ˛ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÛ˛ Ë „ËÔÂ·Ó-
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ÎË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ. åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ ÚÓ˜ÂÍ ˝ÚËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÂÒÚ¸
‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ W = 〈x, x〉–1 〈x, y〉  〈y, y〉–1 〈x, y〉 . ÖÒÎË W – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ
˜ËÒÎÓ, ÚÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ w, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó W = cos2w, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ı Ë
Û ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ.

ó‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ (G , ≤) – ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ g0, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ G� = G\{g0} ÌÂÔÛÒÚÓ, Ë ‰Îfl
Î˛·˚ı g1, g2 ∈  G� ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ g3 ∈  G�, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ  g3 ≤ g1 Ë g3 ≤ g2.

ó‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl d : X × X → G, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl
Î˛·˚ı x, y ∈  X ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) = g0 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x =y.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡.
1. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó g1 ∈  G� ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ g2 ∈  G�, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X ËÁ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d(x, y) ≤ g2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) ≤ g1.
2. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó g1 ∈  G ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú g2, g3 ∈  G�, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈  X  ËÁ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ d(x, y) ≤ g2 Ë  d(y, z) ≤ g2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (y, x) ≤ g1.
3. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó g1 ∈  G� ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ g2 ∈  G, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈  X ËÁ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ d(x, y) ≤ g2 Ë d(y, z) ≤ g2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(y, x) ≤ g1.
4. G� ÌÂ ËÏÂÂÚ ÔÂ‚Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡.
5. d(x, y) = d(y, x) ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X.
6. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó g1 ∈  G� ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ g2 ∈  G�, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y  ∈  X ËÁ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ d(x, y) <* g 2 Ë d(y, z) <* g 1  ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, z) <* g 1; Á‰ÂÒ¸ p <* q
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÎË·Ó p < q, ÎË·Ó  ÌÂ Ò‡‚ÌËÏÓ Ò q.

7. éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÓfl‰Í‡ < fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ Ì‡ G.
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ‚˚¯Â Ò‚ÓÈÒÚ‚ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl: ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ

‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÔÔÂÚ‡, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl 1 Ë 2; ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÎÏÂÒ‡ ÔÂ‚Ó„Ó ÚËÔ‡, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl 4, 5 Ë 6; ˜‡ÒÚË˜ÌÓ
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÎÏÂÒ‡ ‚ÚÓÓ„Ó ÚËÔ‡, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl 3, 4,
Ë 5; ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÂÔ‡–îÂ¯Â , ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl 3, 4, 5 Ë 7.

àÏÂÌÌÓ, ÒÎÛ˜‡È G  = �≥0 ‡ÒÒÚÓflÌËfl äÛÂÔ‡–îÂ¯Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ V-ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Û îÂ¯Â, Ú.Â. Ô‡Â (X, d), „‰Â ï  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë d(x, y) – ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl
ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl d : X × X → � (ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ı Ë Û), Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ d(x, y) = 0
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y, Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : � → �
Ò limt→0f(t) = 0 ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ: ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X Ë ‚ÒÂı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı r
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó {d(x, y), d(y, z)} ≤ r ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÌÂ‡ÂÌÒÚ‚‡ d(x, z) ≤ f(r).



ÉÎ‡‚‡ 4

åÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÏ‡ÎÓ ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÌÓ‚˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (ÏÂÚËÍ), ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÛÊÂ
ËÏÂ˛˘ËÂÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÏÂÚËÍË). åÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú
ÔÓÎÛ˜‡Ú¸ ÌÓ‚˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ÓÚ Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ (ËÎË Á‡‰‡ÌÌ˚ı
‡ÒÒÚÓflÌËÈ) Ì‡ Ó‰ÌÓÏ Ë ÚÓÏ ÊÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï. Ç Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. çËÊÂ, ‚ ‡Á‰. 4.1 ÔË‚Ó‰flÚÒfl
‚‡ÊÌÂÈ¯ËÂ ÔËÏÂ˚ Ú‡ÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ.

èË Ì‡ÎË˜ËË ÏÂÚËÍË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÌÓ‚Û˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡
ÌÂÍÓÚÓÓÏ ‡Ò¯ËÂÌËË ï; ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ËÏÂfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÏÂÚËÍ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı ï1,…, ïn, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÓ‚Û˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ‡Ò¯ËÂÌËË
ï1,…, ïn. èËÏÂ˚ Ú‡ÍËı ‡ÔÂ‡ˆËÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ‡Á‰. 4.2.

ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ì‡ ‰Û„Ëı ÒÚÛÍÚÛ‡ı,
Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ï, Ì‡ÔËÏÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. éÒÌÓ‚Ì˚Â
‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÚËÔ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‚ ‡Á‰. 4.3.

4.1. åÖíêàäà  çÄ  íéå  ÜÖ  åçéÜÖëíÇÖ

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ Í‡Í

ÙÛÌÍˆËfl ‰‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ (ËÎË ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ) Ì‡ ï .
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ËÏÂfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ f(x) ÓÚ

x ≥ 0, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ¯Í‡ÎÓÈ, Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (X, d), ÏÓÊÌÓ
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰Û„ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (X, df), Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ¯ÍÓÎËÓ‚‡ÌËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎflfl df(x, y) = f(d(x, y)).
ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (X, d) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ¯Í‡Î‡ f,
˜ÚÓ (X, df) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n.

ÖÒÎË (X, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡ f – ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡fl
ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ò f(0) = 0 Ë ÌÂ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ f�, ÚÓ (X, df)
·Û‰ÂÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. ÏÂÚËÍ‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËfl).

åÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ f(d) ÂÒÚ¸
ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÌÂÛ·˚‚‡˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË f : �≥0 → �≥0.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌËfl – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï , ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl

ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ, Ú.Â. ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË (ËÎË
Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ) Ì‡ ï . Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌËfl ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸
ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d (ËÎË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ d1 Ë d2) Ì‡ ï  Î˛·ÓÈ ËÁ
ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÌËÊÂ ÓÔÂ‡ˆËÈ (Á‰ÂÒ¸ t > 0):

1) td(x, y) (t-¯Í‡ÎËÓ‚‡ÌËfl ÏÂÚËÍ‡, ËÎË ‡ÒÚflÌÛÚ‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÔÓ‰Ó·Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡);
2) min{t, d(x, y)} (t-ÛÒÂ˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡);
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3) max{t, d(x, y)} ‰Îfl ı ≠ Û (t-‰ËÒÍÂÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡);
4) d(x, y) + t ‰Îfl x ≠ y (t-ÔÂÂÌÂÒÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡);

5
1

)  
( , )

( , )
;

d x y

d x y+

6)  dp x y
d x y

d x p d y p d x y
( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , )
,=

+ +
 „‰Â – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ ï (ÏÂÚ-

ËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡);
7) max{d1(x, y), d2(x, y)};
8) αd1(x, y) + βd2(x, y), „‰Â (ÒÏ. ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÌÛÒ, „Î. 1).

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d  Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï  Ë Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M  ⊂  X

Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡  dM Ì‡ ï ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

    
d x y

d x y

d x y d x d y
M

M

( , )
( , )

( , ) ( ( , ) ( , ))
.=

+ +∈infz z z

àÏÂÌÌÓ dM(x, y) Ë tt 1-ÛÒÂ˜ÂÌËÂ {1, dM(x, y)} fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ÏË. åÂÚËÍ‡
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡ ÂÒÚ¸ dM(x, y) Ò å, ÒÓÒÚÓfl˘ËÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË,
ÒÍ‡ÊÂÏ, ; ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡ (ÒÏ. „Î. 23) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‚ ÒÎÛ˜‡Â d(x, y) = |x∆y|, p = 0/ .

åÂÚËÍ‡ aÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
èÛÒÚ¸ f : � → � – ‰‚‡Ê‰˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡fl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Á‡‰‡ÌÌ‡fl

‰Îfl ı ≥ 0, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ f(0) = 0, f�(x) > 0 ‰Îfl ‚ÒÂı ı ≥ 0 Ë f�(x) ≤ 0 Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ı ≥ 0.
(f fl‚ÎflÂÚÒfl ‚Ó„ÌÛÚÓÈ Ì‡ [0, ∞]; ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË f(x + y) ≤ f(x) + f(y).)

ÖÒÎË (X, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl df ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

f(d(x, y)).

åÂÚËÍË  df Ë d – ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚.  ÖÒÎË  d  ÂÒÚ¸  ÏÂÚËÍ‡  Ì‡  ï,  ÚÓ, Ì ‡ÔËÏÂ,

αd(α  > 0), dα(0 < 1), ln(1 + d), arcsinh d, arccosh (1 + d ) Ë 
d

d1 +
 ·Û‰ÛÚ ÏÂÚËÍ‡ÏË

ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï.

åÂÚËÍ‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
èÛÒÚ¸ 0 < α  ≤ 1. ÖÒÎË ‰‡ÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d), ÚÓ ÏÂÚËÍ‡

ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒÌÂÊËÌÍË) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡
ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

(d(x, y))α.

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d Ì‡ ï Ë Î˛·Ó„Ó α > 1 ÙÛÌÍˆËfl dα fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â
ÚÓÎ¸ÍÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ï. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó α
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d – ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ (ÄÒÒÛ‡‰,
1983) ÏÂÚËÍ‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl dα ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‚ÎÓÊÂÌËÂ ‚
ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó 0 < α  ≤ 1 (ÒÏ. ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl „Î. 1).

åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl  òÂÌ·Â„‡
èÛÒÚ¸ λ  > 0. ÖÒÎË (X, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÓ·‡-

ÁÓ‚‡ÌËfl òÂÌ·Â„‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï,
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ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1 – Â–λd(x,y).

åÂÚËÍË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl òÂÌ·Â„‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ê-ÏÂÚËÍ‡ÏË („Î. 1),
ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÌÂ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ‡ ÛÒËÎÂÌÌÓÈ ‚ÂÒËÂÈ ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ Ó·‡ÚÌÓ„Ó Ó·‡Á‡
ÑÎfl ‰‚Ûı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X, dX), (Y, dY) Ë ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl

g : X → Y ÏÂÚËÍ‡ Ó·‡ÚÌÓ„Ó Ó·‡Á‡ (ËÁ (Y, dY) ÔÓ ) Ì‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

dY(g(x), g (y)).

ÖÒÎË (X, dX ) Ë (Y, dY) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ó·‡ÚÌÓ„Ó Ó·‡Á‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ g-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl.

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ ÚÓ˜ÂÍ ı, Û

ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ, ËÌÚÂÌ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‚ÌÛÚ-
ÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ), D Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ËÁ d
Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË
ı Ë y ∈  X.

åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ‰ÎËÌ˚, ÒÏ.
„Î. 6), ÂÒÎË ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ Ò‚ÓÂÈ ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl  î‡ËÒ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) Ë ÚÓ˜ÍË z ∈  X ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ î‡ËÒ‡

ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Dz Ì‡ X\{z}, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í Dz(x, x) = 0, Ë ‰Îfl
‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X\{z} – Í‡Í

Dz(x, y) = C – (x•y)z,

„‰Â ë  ÂÒÚ¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ‡ 
  
( . ) ( ( , ) ( , ) ( , ))x y d x d y d x yz z z= + =1

2
 ÂÒÚ¸

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡ (ÒÏ. „Î. 1). èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ î‡ËÒ‡ ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË
C ≥ maxx,y∈ X\{z} d(x, z). íÓ˜ÌÂÂ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ C0 ∈  (maxx,y∈ X\{z},x≠y (x.y)z,
maxx∈ X\{z}d(x, z)], ˜ÚÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ î‡ËÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ë ≥ ë0. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ. Ç ÙËÎÓ„ÂÌÂÚËÍÂ, „‰Â ÓÌÓ ·˚ÎÓ
ÔËÏÂÌÂÌÓ ‚ÔÂ‚˚Â, ÚÂÏËÌ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ î‡ËÒ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË
d(x, y) – d(x, z).

åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚ÌÓ„Ó
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) Ë ÚÓ˜ÍÛ z ∈  X. åÂÚËÍÓÈ ËÌ‚ÓÎ˛-

ÚË‚ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ dz Ì‡ X \{z},
Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í

d x y
d x y

d x d yz z z
( , )

( , )

( , ) ( , )
.=

éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈ X ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d ÂÒÚ¸
ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ([FoSC06]).
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4.2. åÖíêàäà  çÄ  êÄëòàêÖçàüï  ÑÄççéÉé  åçéÜÖëíÇÄ

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡Ò¯ËÂÌËfl
ÖÒÎË d ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Vn  =  {1,…, n} Ë α  ∈  � , α  > 0, ÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ-

‰Û˛˘ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡Ò¯ËÂÌÌËfl (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [DeLa97]).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ò¯ËÂÌÌËfl ÒÂÎÂÍˆËË   gat = gatα

d  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Vn+1 =
= {1,…, n+1}, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:

1) gat(1, n + 1) = α;
2) gat(i,n + 1) = α + d(1, i), ÂÒÎË 2 ≤ i ≤ n;
3) gat(i, j) = d(i, j),  ÂÒÎË 1 ≤ i < j ≤ n.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ   gat0

d  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 0-‡Ò¯ËÂÌËÂÏ cÂÎÂÍˆËË ËÎË ÔÓÒÚÓ
0-‡Ò¯ËÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl d. ÖÒÎË α ≥ max2≤i≤n d(1, i), ÚÓ ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

‡Ò¯ËÂÌÌËfl   ant = antα
d  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Vn+1, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ-

‚ËflÏË:
1) ant(1, n + 1) = α;
2) ant(i, n + 1) = α – d(1, i), ÂÒÎË 2 ≤ i ≤ n;
3) ant(i, j) = d(i, j), ÂÒÎË 1 ≤ i < j ≤ n.
ÖÒÎË α  ≥ max1≤i,j≤n d(i,j), ÚÓ ÔÓÎÌÓÂ ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ò¯ËÂÌÌËfl

  Ant = Antα
d  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ V2n = {1,…,2n}, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:

1) Ant(i,n + i) = α, ÂÒÎË 1 ≤ i ≤ n;
2) Ant(i,n + j) = α – d(i, j), ÂÒÎË 1 ≤ i ≠ j ≤ n;
3) Ant(i, j) = d(i, j), ÂÒÎË 1 ≤ i ≠ j ≤ n;
4) Ant(n + i,n + j) = d(i,j), ÂÒÎË 1 ≤ i ≠ j ≤ n.
éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔËÏÂÌÂÌËfl ÓÔÂ‡ˆËË ‡ÌÚËÔÓ-

‰‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ò¯ËÂÌËfl n ‡Á, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò d.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ò¯ËÂÌËfl   sph = sphα

d  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Vn+1, Á‡‰‡-
‚‡ÂÏÓÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:

1) sph(i,n + 1) = α, ÂÒÎË 1 ≤ i ≤ n;
2) sph(i, j) = d(i, j), ÂÒÎË 1 ≤ i < j ≤ n.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 ÒÛÏÏ˚
èÛÒÚ¸ d1 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï1, d2 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï2 Ë

X1 ∩ X2 = {x0}. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 ÒÛÏÏ˚ d1 Ë d2 ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ X1 ∪  X2, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:

  

d x y

d x y x y X

d x y x y X

d x x d x y x X y X

( , )

( , ), , ,

( , ), , ,

( , ) ( ), , .

=
∈
∈

+ ∈ ∈








1 1

2 2

0 0 1 2

ÂÒÎË

ÂÒÎË

ÂÒÎË

Ç ÚÂÓËË „‡ÙÓ‚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 ÒÛÏÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ
ÓÔÂ‡ˆËË 1 ÒÛÏÏ˚ ‰Îfl „‡ÙÓ‚.

åÂÚËÍ‡ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘Â„ÓÒfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (Xt, dt), t ∈  T – ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. åÂÚËÍÓÈ ÌÂÔÂÂ-

ÒÂÍ‡˛˘Â„ÓÒfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍ‡ ‡Ò¯ËÂÌËfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ∪ tXt × {t},
Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

d((x, t1), (y, t2)) = dt(x, y)

‰Îfl  t1 = t2,   Ë d((x, t1), (y, t2)) = ∞ –  ËÌ‡˜Â.
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åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (X1, d ), (X2, d2),…, (Xn, dn) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. íÓ„‰‡ ÏÂÚËÍ‡

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË X1 × X2 ×…× Xn =  {x = (x1,
x2,…,xn) : x1 ∈  X1,…, xn ∈  Xn} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ÓÚ d1,…,dn. èÓÒÚÂÈ¯ËÂ
ÏÂÚËÍË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í

1)  d x yi i ii

n
( , );

=∑ 1

2)  ( ( )) ,  ;d x y pi
p

i i
p

i

n
1

1
1

=∑ < < ∞

3) max1≤i≤n di(xi, yi);
4) min1≤i≤n{di(xi,,yi};

5) 
1

2 1
1

i
i

n
i i i

i i i

d x y

d x y=
∑ +

( , )

( , )
.

èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚Â ÏÂÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË Ë ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ‰Îfl
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

ÖÒÎË  X1 =… = Xn = �, Ë d1 = … = dn = d, „‰Â d(x, y) = | x, y | fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ � , ÚÓ ‚ÒÂ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÏÂÚËÍË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ËÌ‰ÛˆËÛ˛Ú
Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛ Ì‡ n-ÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �n. éÌË ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò Â‚ÍÎË-
‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �n, ÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ ÂÈ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �n Ò Â‚ÍÎË-
‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ � ×…× � n
ÍÓÔËÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ  (� , d) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

d x yi ii

n 2

1
( , ).

=∑
åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl îÂ¯Â
èÛÒÚ¸ (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ d. èÛÒÚ¸ X∞ = X ×…× X… = {x = (x1,…, xn,…): x1 ∈  Xn,…} – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ‰Îfl ï.

åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl îÂ¯Â ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ì‡ X∞, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

A d x yn n n
n

( , ),
=

∞

∑
1

„‰Â An
n=

∞

∑
1

 fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·˚Ï ÒıÓ‰fl˘ËÏÒfl fl‰ÓÏ, ÒÓÒÚÓfl˘ËÏ ËÁ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. é·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl An n= 1

2
.  åÂÚËÍ‡ (ËÌÓ„‰‡ ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÏÂÚË-

ÍÓÈ îÂ¯Â) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ {xn}n ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı
(ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ˜ËÒÂÎ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

A
x y

x yn
n n

n nn

| |

| |
,

−
+ −=

∞

∑ 1
1

„‰Â An
n=

∞

∑
1

 fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·˚Ï ÒıÓ‰fl˘ËÏÒfl fl‰ÓÏ Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË,
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fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl îÂ¯Â ‰Îfl Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÍÓÔËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡

�(�). é·˚˜ÌÓ ·ÂÂÚÒfl A
nn = 1

!
 ËÎË An n= 1

2
.

åÂÚËÍ‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÍÛ·‡

ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚ ÍÛ· I χ0  ÂÒÚ¸ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÍÓÔËÈ ËÌÚÂ-

‚‡Î‡ [0,1], ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ 2
1

−

=

∞

−∑ i
i i

i

x y| | (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl

îÂ¯Â). Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎflÚ¸ (Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ‡) Ò
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ó·‡ÁÛÂÏ˚Ï ‚ÒÂÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-

ÌÓÒÚflÏË {xn}n ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ 0
1≤ ≤x
nn ,  „‰Â ÏÂÚËÍ‡ Á‡‰‡Ì‡

Í‡Í ( ) .x yn nn
−

=

∞∑ 2

1

åÂÚËÍ‡ ÍÓÒÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ‰‚‡ ÔÓÎÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‰ÎËÌ˚ (ÒÏ. „Î. 1) Ë f : X → � –

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl. ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÍË‚ÓÈ γ : [a, b]  → X × Y
‡ÒÒÏÓÚËÏ ÂÂ ÔÓÂÍˆËË γ1 : [a, b] → Y Ë Ì‡ ï  Ë Y, Ë ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ‰ÎËÌÛ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

| | ( ) ( ( )) | | ( ) .′ + ′∫ γ γ γ1
2 2

1 2
2t f t t dt

a

b

åÂÚËÍÓÈ ÍÓÒÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ X × Y, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í
ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ËÁ X× Y
(ÒÏ.[BuIv01]).

4.3. åÖíêàäà  çÄ  ÑêìÉàï  åçéÜÖëíÇÄï

àÏÂfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d), ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÏÂÊ‰Û ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË Ú‡ÍËÏË ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËflÏË ·Û‰ÛÚ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ d(x, A) = infy∈ A d(x, y),
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ x ∈  X Ë ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ A  ⊂  X, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË inax∈ A,y∈ B d(x, y), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï , ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ï.
ìÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‚ „Î. 1. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ
ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‰Û„Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ˝ÚÓ„Ó ÚËÔ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔflÏ˚ÏË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔflÏ˚ÏË ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ‚ �3, „‰Â ‚

Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ·ÂÛÚÒfl ÒÍÂ˘Ë‚‡˛˘ËÂÒfl ÔflÏ˚Â, Ú.Â. ‰‚Â ÔflÏ˚Â, ÌÂ ÎÂÊ‡˘ËÂ
‚ Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔflÏ˚ÏË – ˝ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ÓÚÂÁÍ‡ Ëı Ó·˘Â„Ó
ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl‡, ÍÓÌˆ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ÎÂÊ‡Ú Ì‡ ÔflÏ˚ı. ÑÎfl Ë l1 Ë l2, Á‡‰‡ÌÌ˚ı
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË l1 : x = pt, t ∈  �  Ë l2 : x  = r + st, t ∈  � , ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË
‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

| , |

|| ||
,

〈 − × 〉
×

r p q s

q s 2

„‰Â × – ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �3, 〈 ,〉  – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �3, || ⋅||2 –
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡. ÑÎfl x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó x × y =
= (x2y3 – x3y2, x3y1 – x1y3, x1y2 – x2y1).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔflÏÓÈ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔflÏÓÈ ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û

ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, „‰Â ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÔflÏ‡fl.
Ç �2 ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ z = (z1, z2) Ë ÔflÏÓÈ l: ax1 + bx2 + c 0 ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl

ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

  

| |
.

a b c

a b

z z1 2
2 2

+ +

+
Ç �3 ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ z = (z1, z 2, z 3) Ë ÔflÏÓÈ l: x  = p  + qt, t ∈  �

‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

  

|| ( ) ||

|| ||
,

q p

q

× − z 2

2

„‰Â × – ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �3 Ë || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û

ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ �3, „‰Â ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ (z1, z 2, z 3)  Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ α : ax1 + bx2 + cx3 + d  = 0
‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

| |
.

a b c d

a b c

z z z1 2 3

2 2 2

+ + +

+ +

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÚ˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÚ˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË – ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û

ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ (� , | n – m |), ‡ ËÏÂÌÌÓ ÏÂÊ‰Û ˜ËÒÎÓÏ n ∈  � Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÂÎ P ⊂  �. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡
‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û n Ë ·ÎËÊ‡È¯ËÏ Í ÌÂÏÛ ÔÓÒÚ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ˆÂÎÓ„Ó
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ˆÂÎÓ„Ó ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û

ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ (�, | x – y |), ‡ ËÏÂÌÌÓ, ÏÂÊ‰Û ˜ËÒÎÓÏ x ∈  � Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ � ⊂  �, Ú.Â. minn∈ Z  | x – n |.

ÅÛÁÂÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚
ÖÒÎË (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ·ÛÁÂÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚ-

ËÍÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ (ÒÏ. [Buse55]) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÌÂÔÛÒÚ˚ı
Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

sup | ( , ) ( , ) | ,( , )

x X

d p xd x A d x B e
∈

−−

„‰Â  – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ‡ d(x, A) = miny∈ d d(x,y) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

ÇÏÂÒÚÓ ‚ÂÒÓ‚Ó„Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl e–d(p,x) ÏÓÊÌÓ ‚ÁflÚ¸ Î˛·Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Û·˚‚‡˛˘Û˛ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·˚ÒÚÓ (ÒÏ. ï‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó Lp-
‡ÒÒÚÓflÌËÂ, „Î. 21).

î‡ÍÚÓ-ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (X, d) – ‡Ò¯ËÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (Ú.Â. ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò

ÏÂÚËÍÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ∞) Ë ~ ÂÒÚ¸ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ



76 ó‡ÒÚ¸ I. å‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ

˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ì‡ ï . íÓ„‰‡ Ù‡ÍÚÓ-ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â X X= / ~  ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı
x y X, ∈  Í‡Í

 

d x y d x y
m

i i
i

m

( , ) inf ( , ),=
∈

=
∑

�
1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ x1, y1, x2, y2, y2,…, xm, ym Ò

1 ∈ ∈x y ym,  Ë yi ~ xi+1 ‰Îfl i = 1,2,…, m – 1. èË ˝ÚÓÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d x y d x y( , ) ( , )≤
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X Ë d fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ X  Ì‡ Ò Ú‡ÍËÏ
Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ.
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åÂÚËÍË Ì‡ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ‡ı

Ç ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ÍÎ‡ÒÒ˚ ÏÂÚËÍ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚ı Ì‡
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ‡ı Í‡Í ÌÓÏ‡ ‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡ÏË. í‡Í‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ „ÛÔÔÓÈ (Ò „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÌÓÏÓÈ), ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (Ò ‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÌÓÏÓÈ ËÎË ÔÓÒÚÓ ÌÓÏÓÈ), ‚ÂÍÚÓÌÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ
(Ò ÌÓÏÓÈ êËÒÒ‡), ÔÓÎÂÏ (Ò ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ) Ë Ú.Ô.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚
åÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, +, 0), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl

Í‡Í
|| x + (– y) || = || x – y ||,

„‰Â || ⋅ || – ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G , Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl | ⋅ ||: G → �, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  G
ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x || ≥ 0 c || x || = 0 Ò ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || x || = || – x ||;
3) || x + y || ≤ || x || + || y || (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ d fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ, Ú.Â.  d(x, y) = d(x +

z, y + z) ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈  G. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, Î˛·‡fl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl (‡‚ÌÓ
Í‡Í Ë Î˛·‡fl ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl) ÏÂÚËÍ‡ d  Ì‡ G
ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ Ì‡ G Í‡Í
|| x || = d(x, 0).

åÂÚËÍ‡ F-ÌÓÏ˚
ÇÂÍÚÓÌÓÂ (ËÎË ÎËÌÂÈÌÓÂ) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ  �  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó V ,

ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËflÏË ÒÎÓÊÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ + : V  × V → V Ë ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÒÍ‡Îfl
⋅: F × V → V, Ú‡ÍËÏË ˜ÚÓ (V, +, 0) Ó·‡ÁÛÂÚ ‡·ÂÎÂ‚Û „ÛÔÔÛ („‰Â 0 ∈  V ÂÒÚ¸ ÌÛÎ¸-
‚ÂÍÚÓ), ‡ ‰Îfl ‚ÒÂı ‚ÂÍÚÓÓ‚ x, y ∈  V Ë Î˛·˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ a, b ∈  � ËÏÂ˛Ú
ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡: 1 ⋅ x = x („‰Â 1 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ
ÔÓÎfl �), (ab) ⋅ x = a ⋅ (b ⋅ x), (a + b) ⋅ x = a ⋅ x + b ⋅ x Ë a ⋅ (x + y) = a ⋅ x + a ⋅ y. ÇÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï
‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÇÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı
˜ËÒÂÎ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ .

åÂÚËÍ‡ F-ÌÓÏ˚ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| x – y ||F,

„‰Â || ⋅ ||F fl‚ÎflÂÚÒfl F-ÌÓÏÓÈ Ì‡ V, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËÂÈ || ⋅ ||F : V → � Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x,
y ∈  V Ë ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ ‡ Ò | a | = 1 ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x ||F ≥ 0 Ò || x ||F = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || ax ||F = || x ||F;
3) || x + y||F ≤ || x ||F + || y ||F (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
F-ÌÓÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl -Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, ÂÒÎË || ax ||F = | a |p || x ||F.
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åÂÚËÍ‡ F-ÌÓÏ˚ d fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡, Ú.Â. d(x, y) =
= d(x + z, y  + z) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  V. à Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÂÒÎË d fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡ Ì‡ V, ÚÓ || x ||F = d(x, 0) fl‚ÎflÂÚÒfl F-ÌÓÏÓÈ Ì‡ V.

F*-ÏÂÚËÍ‡
F*-ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ F-ÌÓÏ˚  || x  –  y ||F Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ)

‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÒÍ‡Îfl Ë ÒÎÓÊÂÌËfl
‚ÂÍÚÓÓ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ || ⋅ ||F. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ || ⋅ ||F ÂÒÚ¸
ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||F : V → � Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı Ë ‚ÒÂı x, y, xn ∈  V ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ ‡, ‡n
ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x ||F ≥ 0 c || x ||F = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || ax ||F = || x ||F  ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ c | a | = 1;
3) || x + y||F ≤ || x ||F + || y ||F;
4) || anx ||F  → 0 ÂÒÎË an → 0;
5) || axn ||F → 0, ÂÒÎË xn → 0;
6) || anxn ||F → 0 ÂÒÎË  an → 0, xn  → 0.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || x – y  | |F ) Ò F*-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl F*-ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, F*-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, d)
Ò Ú‡ÍÓÈ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡ d , ˜ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÒÍ‡Îfl Ë
ÒÎÓÊÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË.

åÓ‰ÛÎflÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl F*-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||F), ‚ ÍÓÚÓÓÏ F-
ÌÓÏ‡ | ⋅ ||F ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || inf : ,x
x

F = > 



 <








λ ρ
λ

λ0

Ë ρ ÂÒÚ¸ ÏÓ‰ÛÎfl ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ V, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl ρ : V → [0, ∞], ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y, xn ∈  V Ë ‚ÒÂı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ a, an ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) ρ(x) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) ÂÒÎË ρ(ax) = ρ(x), ÚÓ | a | = 1;
3) ÂÒÎË ρ(ax + by) ≤ ρ(x) + ρ(y), ÚÓ a + b = 1;
4) ρ(anx) → 0, ÂÒÎË an → 0 Ë ρ(x) < ∞;
5) ρ(axn) → 0, ÂÒÎË ρ(xn) → 0 (Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌËfl);
6) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈  V ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ k > 0, ˜ÚÓ ρ(kx) < ∞.
èÓÎÌÓÂ F*-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl F-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ãÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ

F-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ‚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó îÂ¯Â.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

|| x – y ||,

„‰Â || ⋅ || fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ Ì‡ V, Ú.Â. Ú‡ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ || ⋅ ||: V → �, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  V
Ë Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ ‡ ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x || ≥ 0 Ò || x || = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || ax || = | a | || x ||;
3) || x + y || ≤ || x || + || y || (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÌÓÏ‡ || ⋅ || fl‚ÎflÂÚÒfl 1-Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ F-ÌÓÏÓÈ. ÇÂÍÚÓÌÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ËÎË
ÔÓÒÚÓ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
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ç‡ Î˛·ÓÏ ‰‡ÌÌÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ÒÂ ÌÓÏ˚ ˝Í‚Ë-
‚‡ÎÂÌÚÌ˚. ÇÒflÍÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï.
ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚ÎÓÊÂÌÓ ‚ ÌÂÍÓ-
ÚÓÓÂ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Í‡Í Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó.

çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

d x y
x

x

y

y
( , )

|| || || ||
.= −

å‡ÎË„‡Ì‰‡ Á‡ÏÂÚËÎ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒËÎÂÌËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ‚ ÌÓÏË-
Ó‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı: ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  V ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

(2 – d(x, – y)) min{|| x ||, || y ||} ≤ || x || + || y || – || x + y|| ≤ (2 – d(x, –y)) {|| x ||, || x ||}.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÛÌÓÏ˚
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔ-

ÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

|| x – y ||,

„‰Â || ⋅ || fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ (ËÎË ÔÂ‰ÌÓÏÓÈ) Ì‡ V, Ú.Â. Ú‡ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ
|| ⋅ ||: V → � , ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  V Ë Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ ‡ ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x || ≥ 0 Ò || 0 || = 0;
2) || ax || = | a |  || x ||;
3) || x + y || ≤ || x || + || y ||  (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÇÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. åÌÓ„ËÂ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Â ‚ÂÍÚÓÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Ì‡ÔËÏÂ
·‡Ì‡ıÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í Ù‡ÍÚÓ-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓ ÔÓ‰-
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ ÌÛÎ¸.

ä‚‡ÁËÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó V, Ì‡
ÍÓÚÓÓÏ Á‡‰‡Ì‡ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡. ä‚‡ÁËÌÓÏÓÈ Ì‡ V Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ || : → �, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÚÂÏ ÊÂ ‡ÍÒËÓÏ‡Ï, ˜ÚÓ Ë ÌÓÏ‡, Á‡ ËÒÍÎ˛-
˜ÂÌËÂÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, ÍÓÚÓÓÂ Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÒÎ‡·˚Ï ÛÒÎÓ-
‚ËÂÏ: ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë > 0, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  V ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

|| x + y || ≤ C)|| x || + || y ||)

(ÒÏ. èÓ˜ÚË-ÏÂÚËÍ‡, „Î. 1). èËÏÂÓÏ Í‚‡ÁËÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ-
ÓÂ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï, ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÎÂ·Â„Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L p(Ω) Ò
0 < p < 1, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| || ( | ( ) | ) , ( )./f f x dx f Lp p
p= ∈∫ 1 Ω

Ω

Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË Ç-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || x – y||) Ì‡ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ || x – y||.
ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (V, || ⋅ ||).
Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÓÏ‡ || ⋅ || Ì‡ V  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ÌÓÏÓÈ. èËÏÂ‡ÏË
·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl:

1)     l lp
n

p- ,   -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡,∞  1 ≤ p ≤ ∞, n ∈  �;
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2) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ë ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl ˜ËÒÎÓ‚˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ Ò ÌÓÏÓÈ || x || =
= supn | xn |;

3) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ë0 ˜ËÒÎÓ‚˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÒıÓ‰flÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔÓ
ÌÓÏÂ | x || = maxn | xn ||;

4) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó C pa b
p

[ , ],1 ≤ ≤ ∞  ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ [a, b] Ò Lp-ÌÓÏÓÈ

|| || ( | ( ) | ) ;f f t dtp
p p

a

b
= ∫

1

5) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëä ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ÍÓÏÔ‡ÍÚÂ ä Ò ÌÓÏÓÈ || f || =
= maxt∈ K | f(t)|;

6) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (C[a,b])n ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ [a, b] Ò ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË ‰Ó

ÔÓfl‰Í‡ n ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Ò ÌÓÏÓÈ || || max | ( ) |;( )f f tn a t bk

n k= ≤ ≤=∑ 0

7) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Cn[Im] ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ‚ m-ÏÂÌÓÏ ÍÛ·Â Ë ÌÂ-
ÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ı ‰Ó ÔÓfl‰Í‡ n ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Ò ÌÓÏÓÈ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÓfl‰Í‡ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ n;

8) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó M[a,b] Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ [a, b] Ò ÌÓÏÓÈ

  
|| || | ( ) | inf sup | ( ) |;

, ( ) [ , ] \
f f t f t

a t b e e t a b e
= =

≤ ≤ = ∈
ess sup

µ 0

9) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ä (∆) ÙÛÌÍˆËÈ, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏË ‚ ÓÚÍ˚ÚÓÏ
Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆  = {z ∈  �: | z | < 1} Ë ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ‚ Á‡Í˚ÚÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆  Ò
ÌÓÏÓÈ 

  
|| || max | ( ) |;f f= ∈z

z∆
10) ÎÂ·Â„Ó‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞;
11) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Wk,p(Ω), Ω ⊂  �n, 1 ≤ p ≤ ∞ ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ Ω, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ

f Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ k ËÏÂ˛Ú ÍÓÌÂ˜ÌÛ˛ Lp-ÌÓÏÛ, c

ÌÓÏÓÈ || || || || ;,
( )f fk p
i

i

k
=

=∑ 00

12) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÓ‡ Äê ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ Ò ÌÓÏÓÈ

|| || sup | ( ) | .
–

f f t
t

=
∞< <+∞

äÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚ÓÏ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó. åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (ÒÏ. „Î. 6). Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·‡fl lp-ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó.

ÇÒÂ n-ÏÂÌ˚Â ·‡Ì‡ıÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÔ‡ÌÓ ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË: Ëı
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚‚Ó‰ËÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡
dBM(V, W) = ln infT || T || ⋅ || T–1 ||, „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓ‡Ï, ÍÓÚÓ˚Â
Â‡ÎËÁÛ˛Ú ËÁÓÏÓÙËÁÏ  T : V → W.

lp-ÏÂÚËÍ‡
lp-ÏÂÚËÍ‡ dlp

,  1 ≤ p ≤ ∞ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ �n (ËÎË Ì‡ �n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl

Í‡Í
|| x – y ||p,

„‰Â lp-ÌÓÏ‡ || ⋅  ||p Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| ||  ( | | ) .x xp i
p p

i

n

=
=
∑

1

1
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ÑÎfl p = ∞ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ || || lim | | max | | .x x xp i
p

i

np
i n i∞ →∞ = ≤ ≤= =∑ 1 1  åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
  
( , )�n

ld
p

 ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í lp
n  Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl lp

n -

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
lp-ÏÂÚËÍ‡, 1 ≤ p ≤ ∞  Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ x xn n= =

∞{ } 1  ‰ÂÈÒÚ-

‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ˜ËÒÂÎ, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÒÛÏÏ‡ | |xi
p

i=

∞∑ 1
 (‰Îfl p = ∞ ÒÛÏÏ‡

ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ | |)xii=

∞∑ 1
 fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

( | | ) .x yi i
p p

i

−
=

∞

∑
1

1

ÑÎfl p = ∞ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ maxi≥1|xi – yi |. ùÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ
Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í lp

∞  Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl lp
∞-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl l1 –, l2- Ë l∞-ÏÂÚËÍË; l2-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ú‡ÍÊÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. l2-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ {xn}n

‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ˜ËÒÂÎ, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı | | ,xii

2

1=

∞∑ < ∞  ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Ú‡ÍÊÂ

Í‡Í „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡. ç‡ � ‚ÒÂ lp-ÏÂÚËÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
| x – y |.

Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡
Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÔËÙ‡„ÓÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ "Í‡Í ÎÂÚ‡ÂÚ

‚ÓÓÌ‡") dE – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ( ) ( ) .x y x y x yn n= = − +…+ −2 1 1
2 2

ùÚÓ Ó·˚˜Ì‡fl l2-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, dE), ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ
�n, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ). àÌÓ„‰‡ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ "Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó" Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ÚÂı-
ÏÂÌ˚È ÒÎÛ˜‡È n = 3, ‚ ÔÓÚË‚Ó‚ÂÒ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‰Îfl n  = 2. Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡
ÔflÏ‡fl (ËÎË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔflÏ‡fl) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔË n = 1, Ú.Â. fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (� , | x – y |) Ò Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ÒÏ. „Î. 12).

Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ (Ë
‰‡ÊÂ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ), Ú.Â. dE(x, y) = || x – y || = || x   –   y ||2 =
=  〈 − − 〉x y x y, ,  „‰Â 〈x, y〉  ÂÒÚ¸ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n, ÍÓÚÓÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ (‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚) ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÙÓÏÛÎÓÈ
〈 〉 = ∑x y g x yij i ii j

, .
,

 Ç ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ËÏÂÂÏ 〈 〉 = ∑x y g x yij i ii j
, ,

,
 „‰Â

gij = 〈ei, ej〉  Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ((gij)) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ n × n Ï‡ÚËˆÂÈ.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó,
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‡ÍÒËÓÏ‡ÏË Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

ìÌËÚ‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ìÌËÚ‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ l2-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

�n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || | | | | .x y x y x yn n− = − +…+ −2 1 1
2 2
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åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, || x – y ||2)  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÌËÚ‡Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÓÏ (ËÎË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ). ÑÎfl n = 1 ÔÓÎÛ˜ËÏ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ (ËÎË ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Ä„‡Ì‰‡), Ú.Â. ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(� , | z – u |) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl | z – u |; | | | |z z z z z= + = +1 2 1
2

2
2i  Á‰ÂÒ¸

fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ÏÓ‰ÛÎÂÏ (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 12).

Lp-ÏÂÚËÍ‡

Lp-ÏÂÚËÍ‡  dLp
, 1 ≤ p ≤ ∞ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ Lp(Ω, �, µ), Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| f – g ||p

‰Îfl Î˛·˚ı f, g ∈  Lp(Ω, �, µ). åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
  
( ( , , ), )L dp Lp

Ω � µ  Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ÎÂ·Â„Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ).
á‰ÂÒ¸ Ω – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë � fl‚ÎflÂÚÒfl σ-‡Î„Â·ÓÈ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚‡ Ω , Ú.Â. ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡Ï:

1) Ω ∈  �;
2) ÂÒÎË A ∈  �, ÚÓ Ω\A ∈  �;

3) ÂÒÎË     A A A Ai i i= ∪ ∈ ∈=
∞

1  c   ÚÓ  � �,  .

îÛÌÍˆËfl µ : � →  �≥0  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÓÈ Ì‡ � , ÂÒÎË ÓÌ‡ ‡‰‰ËÚË‚Ì‡, Ú.Â.

µ µ( ) ( )∪ =≥ ≥∑i i i iA A1 1
 ‰Îfl ‚ÒÂı ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ A i ∈  �,

Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ µ( /) .0 0=  èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÏÂÓÈ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ÚÓÈÍÓÈ
(Ω, �, µ).

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË f : Ω → �(�) ÂÂ Lp-ÌÓÏ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || ( ) ( ) .f f dp
p p= 



∫ ω µ ω

Ω

1

èÛÒÚ¸ Lp(Ω, � , µ) = Lp(Ω)  Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ f : Ω → �(�),
ÍÓÚÓ˚Â Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚Ë˛ || f ||p < ∞. ëÚÓ„Ó „Ó‚Ófl, Lp(Ω, �, µ)  ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ
ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËÈ, „‰Â ‰‚Â ÙÛÌÍˆËË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚, ÂÒÎË ÓÌË
ÔÓ˜ÚË ‚Ò˛‰Û Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚, Ú.Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ÓÌË ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl, Ó·Î‡‰‡ÂÚ
ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÏÂÓÈ. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó L∞(Ω, �, µ) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË
ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : Ω → �(�), ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓ˜ÚË ‚Ò˛‰Û
Ó„‡ÌË˜ÂÌ˚.

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÔËÏÂÓÏ Lp-ÏÂÚËÍË fl‚ÎflÂÚÒfl dLp
 Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

  Lp ( , , ),Ω � µ  „‰Â Ω – ÓÚÍ˚Ú˚È ËÌÚÂ‚‡Î (0,1), � – ·ÓÂÎÂ‚‡ σ-‡Î„Â·‡ Ì‡ (0,1) Ë µ –
ÎÂ·Â„Ó‚‡ ÏÂ‡. ùÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í Lp(0,1)
Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Lp(0,1)-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Lp-ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C a b[ , ] ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ-
‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ [a, b]:

d f g f x g x dxL
p

a

b p

p
( , ) ( ) ( ) .

/

= −








∫

1
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ÑÎfl p d f g f x g xL a x b= ∞ = −
∞ ≤ ≤ ( , ) max | ( ) ( ) |.  ùÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡-

˘ÂÌÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í C a b
p

[ , ] Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl C a b
p

[ , ]-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
ÖÒÎË Ω  = �, �  = 2Ω fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ω  Ë µ – Í‡-

‰ËÌ‡Î¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ (Ú.Â. µ( ) | |,A A=  ÂÒÎË Ä – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ω Ë µ(A) = ∞ –

ËÌ‡˜Â), ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  L dp Lp
( , , | | ),Ω Ω2 ⋅( ) Ë lp

∞-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ‚-

Ô‡‰‡˛Ú.
ÖÒÎË Ω  = Vn ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ n ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚,  � = 2Vn , Ë µ fl‚ÎflÂÚÒfl

Í‡‰ËÌ‡Î¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ, ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L V dp n
V

L
n

p
( , , | | ),2 ⋅( ) Ë lp

n -

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÏÂÚËÍË
lp-ÏÂÚËÍ‡ Ë lq-ÏÂÚËÍ‡, 1 < p , q  < ∞ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË, ÂÒÎË 1/p +

+ 1/q = 1.
Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Â˜¸ Ë‰ÂÚ Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

( , || || ),V V⋅  ËÌÚÂÂÒ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î˚ ËÁ V ‚
ÓÒÌÓ‚ÌÓÂ ÔÓÎÂ (�  ËÎË �). ùÚË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î˚ Ó·‡ÁÛ˛Ú ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
( , || || ),′ ⋅ ′V V  Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V. çÓÏ‡
|| ||⋅ ′V  Ì‡ V' Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í || || sup | ( ) |.|| ||T T xV x′ ≤= 1

çÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ l lp
n

p
∞( ) fl‚ÎflÂÚÒfl

lq
n  (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ lp

∞). çÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ l ln
1 1

∞( )
fl‚ÎflÂÚÒfl ln

∞  (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ l∞
∞). çÂÔÂ˚‚Ì˚Â ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ‰Îfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ ë (ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ Ò l�-ÏÂÚËÍÓÈ) Ë
C0 (ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ Ò l�-ÏÂÚËÍÓÈ)

ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ë‰ÂÌÚËÙËˆËÓ‚‡Ì˚ Ò l1
∞ .

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ (ËÎË ÔÂ‰„ËÎ¸·ÂÚÓ˚Ï ÔÓÒÚ‡Ì-

ÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , || || )V x y−  Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ
(ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ 〈 〉x y,
Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||x y−  ÒÚÓËÚÒfl Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÌÓÏ˚ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl || || , .x x x= 〈 〉
ëÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉,  Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ (‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÛ-
ÚÓ‡ÎËÌÂÈÌÓÈ) ÙÓÏÓÈ Ì‡ V, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËÂÈ 〈 〉, :  V V× → � �( ),  Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y, z ∈  V Ë ‚ÒÂı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ α, β ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) 〈 〉 ≥x x, 0  c 〈 〉x x,  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;

2) 〈 〉 = 〈 〉x y y x, , ,  „‰Â α = + = −a bi a bi  ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÒÓÔflÊÂÌËÂ;
3) 〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉α β α βx y x y, , , .z z z
ÑÎfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Ú‡ÍÊÂ ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ, ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ .
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çÓÏ‡ || ||⋅  ‚ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ( , || ||)V ⋅  ÔÓÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  V ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

|| || || || (|| || || || ).x y x y x y+ + − = +2 2 2 22

ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ, ÍÓ-

ÚÓÓÂ, Í‡Í ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï. íÓ˜ÌÂÂ „Ó‚Ófl, „ËÎ¸·Â-
ÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , || ||)H x y−  Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ
〈  , 〉 , Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||x y−  ÒÚÓËÚÒfl ÔÓ ÌÓÏÂ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl

|| || , .x x x= 〈 〉  ã˛·ÓÂ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.
èËÏÂÓÏ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÎÛÊËÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-

ÌÓÒÚÂÈ x xn n= { }  ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ˜ËÒÂÎ, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ | |xi
i

2

1=

∞

∑  ÒıÓ‰ËÚÒfl

ÔÓ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÈ Í‡Í

| | .

/

x yi i
i

−










=

∞

∑ 2

1

1 2

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‰Û„Ëı ÔËÏÂÓ‚ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË Î˛·ÓÂ
L2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë Î˛·ÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ-
‚Â‰ÂÌËÂÏ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·ÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚Ï.

èflÏÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‰‚Ûı „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÓÏ ãËÛ‚ËÎÎfl (ËÎË ‡Ò¯ËÂÌÌ˚Ï „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó êËÒÒ‡ (ËÎË ‚ÂÍÚÓÌ‡fl Â¯ÂÚÍ‡) ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ

‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  ( , ),VRi
p−  ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1. ëÚÛÍÚÛ‡ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡
ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ˚, Ú.Â. ËÁ   x yp−  ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ x + z p−  y + z, ‡ ËÁ x   f  0, a ∈ �, a > 0 ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ ax f  0.

2. ÑÎfl ‰‚Ûı Î˛·˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x y VRi, ∈  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ x y VRi∧ ∈  Ë
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ (ÒÏ. „Î. 10).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ VRi, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

|| || ,x y Ri−

„‰Â || ||⋅ Ri  ÂÒÚ¸ ÌÓÏ‡ êËÒÒ‡ Ì‡ VRi, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÌÓÏ‡, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x y VRi, ∈  ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó | | | |,x yp−  „‰Â | | ( ) ( ),x x x= − ∨  ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó || || || || .x yRi Ri≤

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , || || )VRi Ri⋅  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ êËÒÒ‡.
Ç ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÌÓÚ˚ ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ .

äÓÏÔ‡ÍÚ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ dBM ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl n-ÏÂÌ˚ÏË ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ( , || || )V V⋅  Ë ( , || || )W W⋅  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

ln inf || || || ||,
T

T T⋅ −1
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„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ËÁÓÏÓÙËÁÏ‡Ï T V W: .→  éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Xn ‚ÒÂı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË n-ÏÂÌ˚ı ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚, „‰Â V ~ W ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌË ËÁÓÏÓÙÌ˚. íÓ„‰‡ Ô‡‡
( , )BMX dn  fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Ï ÍÓÏ-
Ô‡ÍÚÓÏ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡.

î‡ÍÚÓ-ÏÂÚËÍ‡
Ç ÒÎÛ˜‡Â ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ( , || || )V V⋅  Ò ÌÓÏÓÈ || ||⋅ V  Ë Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï

ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ W ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V ÔÛÒÚ¸ ( / , || || )/V W V W⋅  ·Û‰ÂÚ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÏÂÊÌ˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ x W x w w W+ = + ∈{ : }, x  ∈  V Ò Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏÓÈ
|| || inf || || ./x W x wV VW w W V+ = +∈

î‡ÍÚÓ-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ V/W, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| ( ) ( ) || ./x W y W V W+ − +

åÂÚËÍ‡ ÚÂÌÁÓÌÓÈ ÌÓÏ˚
ÑÎfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ( , || || )V V⋅  Ë ( , || || )W W⋅  ÌÓÏ‡ || ||⋅ ⊗  Ì‡ ÚÂÌ-

ÁÓÌÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË V W⊗  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÂÌÁÓÌÓÈ ÌÓÏÓÈ (ËÎË ÍÓÒÒ-ÌÓÏÓÈ),
ÂÒÎË || || || || || ||x y x yV W⊗ =⊗  ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎÓÊËÏ˚ı ÚÂÌÁÓÓ‚ x y⊗ .

åÂÚËÍ‡ ÚÂÌÁÓÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ V W⊗ ,  Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| || .z − ⊗t

ÑÎfl Î˛·˚ı z z∈ ⊗ = ⊗ ∈ ∈∑V W x y x V y Wj j j j
j

, ,  ,   ÂÂ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÌÓÏ‡ (ËÎË

π-ÌÓÏ‡) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í || || inf || || || || ,prz = ∑ x yj V j W
j

 „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ

‚ÒÂÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏ z ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚ ‡ÁÎÓÊËÏ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚. ùÚÓ Ò‡Ï‡fl ·ÓÎ¸¯‡fl
ÚÂÌÁÓÌ‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ V W⊗ .

åÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË
åÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÎÂ �, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| ||,x y−

„‰Â || ||⋅  – ‚‡Î˛‡ˆËfl Ì‡ �, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl   || ||: ,⋅ →� �  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  � ËÏÂ˛Ú
ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || ||x ≥ 0  Ò || ||x = 0  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || || || || || ||;xy x y=
3) || || || || || ||x y x y+ ≤  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÖÒÎË || || max{|| || || ||},x y x y+ ≤  ÚÓ ‚‡Î˛‡ˆËfl || ||⋅  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÈ.

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË ·Û‰ÂÚ ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ. èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ
‚‡Î˛‡ˆËË fl‚ÎflÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ÌÓÏËÓ‚‡ÌËÂ || || : || ||tr tr⋅ =0 0  Ë || ||tr⋅ = 1 ‰Îfl

  x ∈ � \ { },0  ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚˚Ï.
Ç Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÌ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÓÌflÚËfl ‚‡Î˛‡ˆËË. í‡Í,

Ì‡ÔËÏÂ, ÙÛÌÍˆËfl ν : { }� �→ ∪ ∞  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ, ÂÒÎË ν ν( ) ,  ( ) ,x ≥ = ∞0 0

ν ν ν( ) ( ) ( )xy x y= +  Ë ν ν ν( ) min{ ( ), ( )}x y x y+ ≥  ‰Îfl ‚ÒÂı   x y, .∈ �  Ç‡Î˛‡ˆË˛ || ||⋅
ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ËÁ ÙÛÌÍˆËË ν  ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ || || ( )x x= αν  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÙËÍÒË-
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Ó‚‡ÌÌÓ„Ó 0 < α  < 1 (ÒÏ. p-‡‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 12). Ç‡Î˛‡ˆËfl äÛ¯‡Í‡ | |Krs⋅
Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl   | | : ,Krs⋅ →� �  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ | | ,  | |Krs Krsx x≥ =0 0  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0, | | | | | |Krs Krs Krsx x y=  Ë | | max{| | , | | }Krs Krs Krsx y C x y+ ≤  ‰Îfl ‚ÒÂı

  x y, ∈ � Ë ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ë, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ
‚‡Î˛‡ˆËË. ÖÒÎË C ≥ 2, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚‡Î˛‡ˆËË || ||,⋅  ÍÓÚÓÓÂ
·Û‰ÂÚ ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚˚Ï, ÂÒÎË ë ≤ 1. Ç ˆÂÎÓÏ Î˛·‡fl ‚‡Î˛‡ˆËfl | |Krs⋅  ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡

ÌÂÍÓÚÓÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËË || ||,⋅  Ú.Â. | |Krs⋅ p  ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ p > 0. à Ì‡ÍÓÌÂˆ, ‰Îfl ÛÔÓfl-
‰Ó˜ÂÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚ ( , , , ),G e⋅ ≤  ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÈ ÌÛÎÂÏ, ‚‡Î˛‡ˆËfl äÛÎÎ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl   | |: ,⋅ →� G  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ | |x = 0  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x  = 0,
| | | | | |xy x y=  Ë | | max{| |, | |}x y x y+ ≤  ‰Îfl Î˛·˚ı  x y, .∈ �  ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËË || ||⋅  (ÒÏ. é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 3).

åÂÚËÍ‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó fl‰‡

èÛÒÚ¸ � – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÎÂ Ë ÔÛÒÚ¸   � 〈 〉−x 1  – ÔÓÎÂ ÒÚÂÔÂÌÌ˚ı

fl‰Ó‚ ‚Ë‰‡   w x xm
m

i= + + + + ∈−α α α α... ..., .0 1 �  èË Á‡‰‡ÌÌÓÏ l > 1 ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚‡

‚‡Î˛‡ˆËfl || ||⋅  Ì‡ � 〈 〉−x 1  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| ||
,   ,

,     .
w

l w

w

m

=
≠

=







ÂÒÎË

ÂÒÎË

0

0 0

åÂÚËÍ‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó fl‰‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË   || ||w − v  Ì‡  � 〈 〉−x 1 .
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ „ÂÓÏÂÚËË

ÉÂÓÏÂÚËfl ‚ÓÁÌËÍÎ‡ Í‡Í Ó·Î‡ÒÚ¸ ÁÌ‡ÌËÈ, Ò‚flÁ‡ÌÌ‡fl Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË
‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. ùÚÓ ·˚Î‡ Ó‰Ì‡ ËÁ ‰‚Ûı Ó·Î‡ÒÚÂÈ, ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Ó‚‡‚¯Ëı ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ
Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ, ‚ÚÓ‡fl Á‡ÌËÏ‡Î‡Ò¸ ËÁÛ˜ÂÌËÂÏ ˜ËÒÂÎ. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl „ÂÓÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍËÂ ÍÓÌˆÂÔˆËË ‰ÓÒÚË„ÎË ‚ÂÒ¸Ï‡ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl ‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÒÚË Ë ÒÎÓÊÌÓÒÚË
Ó·Ó·˘ÂÌËÈ.

6.1.  ÉÖéÑÖáàóÖëäÄü  ÉÖéåÖíêàü

Ç Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÔÓÌflÚËÂ "„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ" fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl "ÔflÏ‡fl
ÎËÌËfl" ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ËÒÍË‚ÎÂÌÌÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. Ñ‡ÌÌ˚È ÚÂÏËÌ Á‡ËÏÒÚ‚Ó‚‡Ì
ËÁ „ÂÓ‰ÂÁËË, Ì‡ÛÍË, Á‡ÌËÏ‡˛˘ÂÈÒfl ËÁÏÂÂÌËÂÏ ‡ÁÏÂ‡ Ë ÙÓÏ˚ áÂÏÎË.

èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍË‚‡fl γ
ÂÒÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl γ : I → X, „‰Â I – ËÌÚÂ‚‡Î (Ú.Â. ÌÂÔÛÒÚÓÂ Ò‚flÁÌÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó) ‚ �. ÖÒÎË γ fl‚ÎflÂÚÒfl r ‡Á ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ, ÚÓ ÓÌ‡
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ ÍË‚ÓÈ ÍÎ‡ÒÒ‡ Cr; ÂÒÎË r  = ∞, ÚÓ γ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Î‡‰ÍÓÈ
ÍË‚ÓÈ.

ÇÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÍË‚‡fl ÎËÌËfl ÏÓÊÂÚ ÔÂÂÒÂÍ‡Ú¸ Ò‡ÏÛ ÒÂ·fl. äË‚‡fl ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚-
‚‡Ú¸Òfl ÔÓÒÚÓÈ ÍË‚ÓÈ (ËÎË ‰Û„ÓÈ, ÔÛÚÂÏ), ÂÒÎË ÓÌ‡ ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ Ò‡ÏÛ ÒÂ·fl,
Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ. äË‚‡fl γ: [a, b] →  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÊÓ‰‡ÌÓ‚ÓÈ ÍË‚ÓÈ
(ËÎË ÔÓÒÚÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÍË‚ÓÈ), ÂÒÎË ÓÌ‡ ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÒÂ·fl Ë γ(‡) = γ(b).

ÑÎËÌ‡ (ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡‚Ì‡ ∞) l(γ) ÍË‚ÓÈ (γ: [a, b] → X ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sup ( ( ), ( )),d t ti i
i

n

γ γ−
=
∑ 1

1

 „‰Â ‚ÂıÌflfl „‡Ì¸ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ‡Á·ËÂÌËflÏ

a t t t bn= < < < =0 1 ... ,  n ∈  �  ÓÚÂÁÍ‡ [ , ].a b  äË‚‡fl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ. ÑÎfl Î˛·ÓÈ Â„ÛÎflÌÓÈ ÍË‚ÓÈ γ: [a, b] → X Á‡‰‡‰ËÏ Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚È
Ô‡‡ÏÂÚ s ÍË‚ÓÈ γ Í‡Í s s t l

a t
= =( ) ( | ),

[ , ]
γ  „‰Â l

a t
( | )

[ , ]
γ  ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ ˜‡ÒÚË γ,

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ËÌÚÂ‚‡ÎÛ [a, t]. äË‚‡fl Ò Ú‡ÍÓÈ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËÂÈ
γ = γ(s) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍË‚ÓÈ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË (ËÎË Ô‡‡ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ‰ÎËÌÓÈ
‰Û„Ë, ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ); ÔË ‰‡ÌÌÓÈ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËË ‰Îfl Î˛·˚ı t t I1 2, ∈  ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
l t tt t( | ) | |[ , ]γ

1 2 2 1= −  Ë l b a( ) | | .γ = −
ÑÎËÌ‡ Î˛·ÓÈ ÍË‚ÓÈ γ: [a, b] → X ‡‚Ì‡ ÔÓ ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û ÂÂ

ÍÓÌˆÂ‚˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË: l d a b( ) ( ( ), ( )).γ γ γ≥  äË‚‡fl γ, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ l d a b( ) ( ( ), ( )),γ γ γ=
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ (ËÎË Í‡Ú˜‡È¯ËÏ ÔÛÚÂÏ) ÓÚ ı = γ(‡) ‰Ó Û = γ(b)
Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í [x, y]. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ ÂÒÚ¸ Í‡Ú˜‡È¯ËÈ
ÔÛÚ¸ ÏÂÊ‰Û Â„Ó ÍÓÌˆÂ‚˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË; ÓÌ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ [a, b]
‚ ï. Ç ˆÂÎÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ÓÚÂÁÍË ÏÓ„ÛÚ Ë ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡Ú¸, ÍÓÏÂ ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó
ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ÓÚÂÁÓÍ ÒÓÒÚÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ
ÓÚÂÁÓÍ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË, ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌ.
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ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍË‚‡fl, ÍÓÚÓ‡fl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ Ó·Â
ÒÚÓÓÌ˚ Ë ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í ÓÚÂÁÓÍ, Ú.Â. ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚Ò˛‰Û fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏË-
Á‡ÚÓÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl. íÓ˜ÌÂÂ „Ó‚Ófl, ÍË‚‡fl γ: � → X ‚ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡-
ˆËË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó t ∈ � ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚ¸ U, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı t1, t2 ∈ U ËÏÂÂÏ d t t t t( ( ), ( )) | | .γ γ1 2 1 2= −  í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
Î˛·‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl ÂÒÚ¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ ‚ÒÂ„Ó � ‚ ï. ÉÂÓ‰Â-
ÁË˜ÂÒÍÛ˛ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔflÏÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d t t t t( ( ), ( )) | |γ γ1 2 1 2= −
‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı t1, t2 ∈ �. í‡Í‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
‚ÎÓÊÂÌËÂÏ ‚ÒÂÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ � ‚ ï . ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ·ÓÎ¸¯ËÏ ÍÛ„ÓÏ, ÂÒÎË ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ
ÍÛ„‡ S r1 0( , )  ‚ ï. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ÏÓ„ÛÚ Ë ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡Ú¸.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË

Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ‚ ï ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ, Ú.Â. ‰Îfl
Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÂÚËfl ÓÚÂÁÍ‡ [ , ( , )]0 d x y  ‚ ï. ã˛·ÓÂ
ÔÓÎÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë Î˛·ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl „ÂÓ-
‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ „ÂÓ‰ÂÁË-
˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË Î˛·˚Â ‰‚Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÎËÁÍËÂ ÚÓ˜ÍË ‚
ï ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ; ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl D-„ÂÓ-
‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË < D ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË) ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ „ÂÓ‰Â-

ÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÂÁÍ‡ (Ú.Â. Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË.

àÌÚÂÌ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÒflÍËÂ ‰‚Â

ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ. íÓ„‰‡ ËÌÚÂÌ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÔÓÓÊ-
‰ÂÌÌ‡fl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡) D  Ì‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂ-
Ï˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  X.

åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ‰ÎËÌ˚), ÂÒÎË
ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ Ò‚ÓÂÈ ËÌÚÂÌ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ D. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò
‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰ÎËÌ˚ (ËÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÛÚÂÈ, ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ).

ÖÒÎË, ÍÓÏÂ ÚÓ„Ó, Î˛·‡fl Ô‡‡ ÚÓ˜ÂÍ ı, Û ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ÍË‚ÓÈ ‰ÎËÌ˚
d(x, y), ÚÓ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ, ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
‰ÎËÌ˚ (ï, d) – „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰ÎËÌ˚ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı x, y ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl

ÚÓ˜Í‡ z ∈  X (ε-ÒÂ‰ËÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡), ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d x d y d x y( , ), ( , ) ( , ) .z z ≤ +1

2
ε

ã˛·ÓÂ ÔÓÎÌÓÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰ÎËÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÏÓÈ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‡Ò¯ËÂÌËfl „ÂÓ‰ÂÁË-
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˜ÂÒÍËı, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚ı Í‡Í ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ Í‡Ú˜‡È¯ËÂ ÎËÌËË, fl‚Îfl˛ÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË.
í‡Í‡fl „ÂÓÏÂÚËfl ÂÒÚ¸ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË (ÒÏ. [Buse55]).

íÓ˜ÌÂÂ „Ó‚Ófl, G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:
1. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï (ËÎË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï), Ú.Â. ‚ÒÂ Â„Ó

ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚.
2. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ åÂÌ„ÂÛ, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X ÒÛ˘Â-

ÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡   z z∈ ≠X x y,  , , ˜ÚÓ  d x d y d x y( , ) ( , ) ( , ).z z+ =
3. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‡Ò¯ËflÂÏ˚Ï, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó a X∈  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ

r > 0 , ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ı, Û ‚ ¯‡Â Ç(a, r) ËÏÂÂÚÒfl Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ z,
ÓÚÎË˜‡˛˘‡flÒfl ÓÚ ı Ë Û, ˜ÚÓ d x y d y d x( , ) ( , ) ( , ).+ =z z

4. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ò¯ËflÂÏ˚Ï Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, Ú.Â., ÂÒÎË ‚ Ô. 3 ‚˚¯Â ‰Îfl
‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ z1 Ë z2 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó  d y d y( , ) ( , ),z z1 2=  ÚÓ   z z1 2= .

ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÓÚÂÁÍÓ‚ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚ-
ÌÓÒÚ¸˛ Ë ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸˛ åÂÌ„Â‡: Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ‚˚ÔÛÍ-
ÎÓ„Ó ÔÓ åÂÌ„ÂÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ ‚ ï.
ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÓ ‡ÍÒËÓÏÓÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÏÓÒÚË:
ÂÒÎË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ åÂÌ„ÂÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ
‡Ò¯ËflÂÏ˚Ï, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl ‰‡ÌÌ˚È „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ
ÓÚÂÁÓÍ. ç‡ÍÓÌÂˆ, Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ‰ÓÔÛ˘ÂÌËÂ ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË, ˜ÚÓ ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÛ˛
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ.

ÇÒÂ ËÏ‡ÌÓ‚˚ Ë ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.
é‰ÌÓÏÂÌÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔflÏ‡fl ÎËÌËfl ËÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ
·ÓÎ¸¯ÓÈ ÍÛ„. ã˛·ÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ ÏÌÓ„Ó-
Ó·‡ÁËÂÏ.

ÇÒflÍÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ıÓ‰Ó‚ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚˚‰ÂÎÂÌÌ˚ı „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÓÚÂÁÍÓ‚, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â
ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ú‡ÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ (ÒÏ. [BuPh87]).

ÑÂÁ‡„Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

ÑÂÁ‡„Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÓÎ¸ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı
‚˚ÔÓÎÌfl˛Ú Ó·˚˜Ì˚Â ÔflÏ˚Â. ùÚÓ ÁÌ‡˜ËÚ, ˜ÚÓ ï ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ÓÚÓ·-
‡ÊÂÌÓ ‚ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �Pn Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚÒfl ‚ ÔflÏÛ˛ ÎËÌË˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �Pn. ã˛·ÓÂ ï ,
ÓÚÓ·‡ÊÂÌÌÓÂ ‚ �Pn, ÎË·Ó ‰ÓÎÊÌÓ ÔÓÍ˚‚‡Ú¸ ‚ÒÂ �Pn (‚ Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÒÂ
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ï fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ·ÓÎ¸¯ËÏË ÍÛ„‡ÏË Ó‰ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚), ÎË·Ó
ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÓÚÍ˚ÚÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ An.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÁ‡„Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1. ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, ÔÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ ‰‚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË, fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ-
‚ÂÌÌÓÈ.

2. ÑÎfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n = 2 Ó·Â ÚÂÓÂÏ˚ ÑÂÁ‡„‡ (ÔflÏ‡fl Ë Ó·‡ÚÌ‡fl) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚,
‡ ‰Îfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n > 2 Î˛·˚Â ÚË ÚÓ˜ÍË ËÁ ï ÎÂÊ‡Ú ‚ Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

ëÂ‰Ë ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ‰ÂÁ‡„Ó‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË
fl‚Îfl˛ÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ Ë ̋ ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. èËÏÂÓÏ
ÌÂËÏ‡ÌÓ‚‡ ‰ÂÁ‡„Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÎÛÊËÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÍÓÚÓÓÂ
ÏÓÊÂÚ Ò˜ËÚ‡Ú¸Òfl ÔÓÚÓÚËÔÓÏ ‚ÒÂı ÌÂËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚˚
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.
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G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡
G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ

˜ÂÂÁ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÔÓıÓ‰ËÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, Ë ‚ÒÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ –
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ·ÓÎ¸¯ËÂ ÍÛ„Ë Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ‰ÎËÌ˚.

ä‡Ê‰ÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ËÏÂÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, ÔÓıÓ-
‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË, fl‚ÎflÂÚÒfl ËÎË G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ˝ÎÎËÔÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡, ËÎË ÔflÏ˚Ï G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èflÏÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èflÏ˚Ï G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ

„ÎÓ·‡Î¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Î˛·ÓÈ ÂÂ ÓÚÂÁÓÍ ÓÒÚ‡‚‡ÎÒfl
Í‡Ú˜‡È¯ËÏ ÔÛÚÂÏ. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‰Îfl ‰‚Ûı Î˛·˚ı x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚È „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ı Ë Û, Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
ÔflÏ‡fl, ÍÓÚÓÓÈ ı Ë Û ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú.

ÇÒflÍ‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl ‚ ÔflÏÓÏ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔflÏ‡fl,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ÂÂ ÚÓ˜Í‡ÏË. ã˛·ÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ
ÔflÏÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

ÇÒÂ Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌ˚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ (‚ÍÎ˛-
˜‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó Ë „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡), „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ „ÂÓÏÂÚËË Ë
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ÚËÔ‡ Ó‰‡ g > 1
(‚ ÒÎÛ˜‡Â Ëı ÏÂÚËÁ‡ˆËË ÏÂÚËÍÓÈ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔflÏ˚ÏË G-ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË

ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ Ë �-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó δ ≥ 0.
ã˛·ÓÂ ÔÓÎÌÓÂ Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÂÍˆËÓÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ k ≤ –a2

ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û Ò δ = ln
.

3

a
 Ç‡ÊÌ˚Ï

ÍÎ‡ÒÒÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û fl‚Îfl˛ÚÒfl
„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ „ÛÔÔ˚, Ú.Â. „ÛÔÔ˚ Ò ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı, ÒÎÓ‚‡Ì‡fl
ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÚÓ˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl δ-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó δ ≥ 0. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ –
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, Ò δ = 0.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ·Û‰ÂÚ δ-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ 4δ-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ êËÔÒÛ, Ú.Â. Í‡Ê‰˚È ËÁ Â„Ó „ÂÓ-
‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ (ÒÓÂ‰ËÌÂÌËÂ ÚÂı „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÓÚÂÁÍÓ‚ [x, y], [x, z],
[y, z]) fl‚ÎflÂÚÒfl 4δ-ÚÓÌÍËÏ (ËÎË 4δ-ÒÎ‡·˚Ï) ıÛ‰˚Ï: Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÒÚÓÓÌ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡
Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ 4δ-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‰‚Ûı ‰Û„Ëı ÒÚÓÓÌ (4δ-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
A ⊂  X ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó { : inf ( , ) }).b X d b aa A∈ <∈ 4δ

ä‡Ê‰ÓÂ ëÄí(k) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò k < 0 fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û.
ä‡Ê‰ÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n fl‚ÎflÂÚÒfl ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ë ·Û‰ÂÚ
„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl n = 1.

ëÄí(k) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ å2 – Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÂ

‰‚ÛÏÂÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ k, Ú.Â. 2-ÒÙÂ‡ Sk
2  Ò k > 0,

Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ �2 Ò k = 0 ËÎË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Hk
2  Ò k < 0. èÛÒÚ¸ Dk

Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‰Ë‡ÏÂÚ å2, Ú.Â. D
kk = π

,  ÂÒÎË k > 0, Ë Dk = ∞, ÂÒÎË k ≤ 0.
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íÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ í ‚ ï  ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÚÂı ÚÓ˜ÂÍ ‚ ï, ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÔÓÔ‡ÌÓ ÚÂÏfl
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏË ÓÚÂÁÍ‡ÏË; ÓÚÂÁÍË ÔË ˝ÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÚÓÓÌ‡ÏË ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍ‡. ÑÎfl ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ T ⊂  X ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ˚Ï c í ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓÏ ‚ å2 ·Û‰ÂÚ
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ T' ⊂  M2 ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ fT, ÍÓÚÓÓÂ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ
Í‡Ê‰Û˛ ÒÚÓÓÌÛ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ í  Ì‡ ÒÚÓÓÌÛ í'. íÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ í Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ëÄí(k) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÉÓÏÓ‚‡ (ëÄí – ÔÂ‚˚Â ·ÛÍ‚˚ Ù‡ÏËÎËÈ ä‡Ú‡Ì (Cartan),
ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ó‚, íÓÔÓÌÓ„Ó‚), ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰˚ı x, y ∈  T ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d x y d f x f y
M T T( , ) ( ( ), ( )),≤ 2

„‰Â fT – ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏÓÏÛ Ò í ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÛ ‚ å2.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ í fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓÎ¸ ÊÂ "ÚÓÌÍËÏ", Í‡Í Ë
ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ˚È ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‚ å2.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ÂÒÚ¸ ëÄí(k) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÂÒÎË ÓÌÓ – Dk-„ÂÓ-
‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ (Ú.Â. Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË < Dk ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ) Ë ‚ÒÂ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍË í Ò ÒÛÏÏÓÈ ÒÚÓÓÌ < 2Dk Û‰Ó‚ÎÂÚ-
‚Ófl˛Ú ëÄí(k) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û.

ã˛·ÓÂ ëÄí(k1) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ëÄí(k2) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÂÒÎË k1< k2. ã˛·ÓÂ
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl CÄí(–∞) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl ëÄí(k)
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı k ∈  �.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ó‚‡ Ò ÍË‚ËÁÌÓÈ, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ò‚ÂıÛ k (ËÎË ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ
ëÄí(k ) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ), ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê-
‰‡fl ÚÓ˜Í‡ p ∈  X ËÏÂÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ U, Ú‡ÍÛ˛ ˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  U
ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ Ë ëÄí(k) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y, z  ∈  U. êËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ÂÒÚ¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ëÄí(k) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÒÂÍˆËÓÌÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡ ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ k.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ó‚‡ Ò ÍË‚ËÁÌÓÈ, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÒÌËÁÛ k – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ p ∈  X ËÏÂÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ U, Ú‡ÍÛ˛
˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  U ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ, Ë Ó·‡ÚÌÓÂ
ëÄí(k) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d x y d f x f y
M T T( , ) ( ( ), ( )),≥ 2

„‰Â fT ÂÒÚ¸ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏÓÏÛ ‰Îfl í ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÛ ‚
å2, ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  U.

Ñ‚‡ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡ÍÓÏ (≤ ËÎË ≥)
‚˚‡ÊÂÌËfl d x y d f x f y

M T T( , ) ( ( ), ( )).≥ 2  ÖÒÎË k = 0, ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍË‚ÎÂÌÌ˚ÏË Ë ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍË‚ÎÂÌÌ˚ÏË
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ; ÓÌË Ú‡ÍÊÂ ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÁÌ‡Í‡ÏË
(≤ ËÎË ≥, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ) ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË

2
1

2
2 2 2 2d m x y d x d y d x y( , ( , )) ( ( , ) ( , ) ( , )),z z z− + +

„‰Â ‚ÌÓ‚¸ x, y, z fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÂÏfl Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË U ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó p ∈
X Ë m(x, y) ÂÒÚ¸ ÒÂ‰ËÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ I(x, y).

Ç ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï „ÂÓ‰ÂÁË-
˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl. ã˛·ÓÂ ëÄí(0) ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ Ë ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï (ÒÏ. „Î. 1), ‡ Ó·‡ÚÌÓÂ
ÌÂ‚ÂÌÓ. íÓ ÊÂ Ò‡ÏÓÂ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚, ÌÓ ‚ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ÒÂ ÚË ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË
ÒÂÍˆËÓÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. Ö‚ÍÎË‰Ó‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡,
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Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ë ‰ÂÂ‚¸fl fl‚Îfl˛ÚÒfl ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË. èÓÎÌ˚Â
ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‡‰‡Ï‡Ó‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

É‡ÌËˆ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÌ˚Â ÔÓÌflÚËfl „‡ÌËˆ˚ ∂ï ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d).

çËÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÎË¯¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Ó·˘Â„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡. é·˚˜ÌÓ, ÂÒÎË
(ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÚÓ X X∪ ∂  – Â„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ.

1. à‰Â‡Î¸Ì‡fl „‡ÌËˆ‡. èÛÒÚ¸ (ï, d) – „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡
γ1 Ë γ2 – ‰‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÎÛ˜‡, Ú.Â. „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ Ò ËÁÓÏÂÚËÂÈ �≥0 ‚ ï. ùÚË ÎÛ˜Ë
·Û‰ÛÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË
(ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚËÍÂ d) ÍÓÌÂ˜ÌÓ, Ú.Â. ÂÒÎË sup ( ( ), ( )) .

t
d t t

≥
< ∞

0

1 2γ γ  É‡ÌËˆ‡ ‚

·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË (ËÎË Ë‰Â‡Î¸Ì‡fl „‡ÌËˆ‡) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ∂∞ X
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ γ∞  ‚ÒÂı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÎÛ˜ÂÈ.

ÖÒÎË (ï, d) – ÔÓÎÌÓÂ ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ íËÚÒ‡ (ËÎË ‡ÒËÏÔÚÓ-
ÚË˜ÂÒÍËÈ Û„ÓÎ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËfl) Ì‡ ∂∞ X  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

2
2

arcsin
ρ





‰Îfl ‚ÒÂı γ γ∞ ∞ ∞∈∂1 2, ,X  „‰Â ρ γ γ=
→+∞
lim ( ( ), ( )).

t t
d t t

1 1 2  åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ∂∞ X, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ

ÏÂÚËÍÓÈ íËÚÒ‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÌËˆÂÈ íËÚÒ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï.
ÖÒÎË ( , , )X d x0  – ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÎÌÓÂ ëÄí(-1) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ„‰‡ ÏÂÚËÍ‡

ÅÛ‰ÓÌ‡ (Ò ·‡ÁÓ‚ÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ ı0) Ì‡ ∂∞ X  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

e ( . )− x y

‰Îfl Î˛·˚ı x y X, ,∈∂ ∞  „‰Â (ı.Û) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡ ( . ) .x y x0
 ëÙÂ‡

‚Ë‰ËÏÓÒÚË (X, d) ‚ ÚÓ˜ÍÂ x0 ∈  X ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÏÂÚË-
˜ÂÒÍËı ÎÛ˜ÂÈ, ËÒıÓ‰fl˘Ëı ËÁ x0.

2. É‡ÌËˆ‡ ÉÓÏÓ‚‡. ÖÒÎË Á‡‰‡ÌÓ ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(X, d, x0), ÚÓ Â„Ó „‡ÌËˆ‡ ÉÓÏÓ‚‡ (Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Å‡ÍÎË Ë äÓÍÍÂÌ‰ÓÙ‡ ‚ 2005 „.
ÒÎÛ˜‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ∂G X  ÍÎ‡ÒÒÓ‚
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ ÉÓÏÓ‚‡. èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ x xi= ( )  ‚
ï  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ ÉÓÏÓ‚‡, ÂÒÎË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡
( . )x xi j x0

→ ∞  ÔË i j, .→ ∞  Ñ‚Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÉÓÏÓ‚‡ ı Ë Û  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl

˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ˆÂÔ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ ÉÓÏÓ‚‡

x k kk , ,0 ≤ ≤ ′  Ú‡Í ˜ÚÓ x x y xk= = ′0 ,   Ë lim inf .
,i j

i
k

j
kx x

→∞

−( ) = ∞1  ‰Îfl 0 ≤ ≤ ′k k .

Ç ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, (X, d)
ÒÙÂ‡ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ·‡ÁÓ‚ÓÈ ÚÓ˜ÍË x0 Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁÓ-
ÏÓÙÌÓÈ Ò‚ÓÂÈ „‡ÌËˆÂ ÉÓÏÓ‚‡  ∂G ,X  ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌ‡ Ò ∂G .X

3. g-É‡ÌËˆ‡. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ Xd  ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ (X, d) Ë, ‡ÒÒÏ‡Ú-

Ë‚‡fl ï  Í‡Í ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Xd ,  Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ‡ÁÌÓÒÚ¸ X Xd \  Í‡Í ∂Xd . èÛÒÚ¸
( , , )X l x0  – ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰ÎËÌ˚, Ú.Â. Â„Ó ÏÂÚËÍ‡
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ l ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d). Ç ÒÎÛ˜‡Â ËÁÏÂËÏÓÈ
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ÙÛÌÍˆËË g : ,� �≥ ≥→0 0  g-„‡ÌËˆ‡ ( , , )X d x0  (Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Å‡ÍÎË Ë äÓÍÍÂÌ‰ÓÙ‡ ‚
2005 „. ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ „‡ÌËˆ˚ Ë „‡ÌËˆ˚ îÎÓÈ‰‡) ÂÒÚ¸ ∂ = ∂ ∂g lX X Xσ \ , „‰Â

σ
γ

( , ) inf ( ) ( )x y g dl= ∫ z z  ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X (Á‰ÂÒ¸ ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÏÂÚË-

˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍ‡Ï γ =[ , ]).x y
4. É‡ÌËˆ‡ ïÓ˜ÍËÒ‡. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ( , , )X d x0  Â„Ó „‡ÌËˆÂÈ ïÓ˜ÍËÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

∂H ( , )X x0  ËÁÓÏÂÚËÈ  f X: �≥ →0  Ò f x( ) .0 0=  É‡ÌËˆ˚ ∂H
x X0  Ë ∂H

x X1  fl‚Îfl˛ÚÒfl
„ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚ÏË ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı x x X0 1, .∈  Ç ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓ

ÉÓÏÓ‚Û, ∂H
x X0  „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓ „‡ÌËˆÂ ÉÓÏÓ‚‡ ∂G .X

5. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl „‡ÌËˆ‡. ÑÎfl ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
( , , )X d x0  Ë ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � ≥0 ÎÛ˜ γ: S →  X Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎ‡·Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÎÛ˜ÓÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X Ë Í‡Ê‰Ó„Ó ε  > 0
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ  ˆÂÎÓÂ  ˜ËÒÎÓ  N ,  Ú‡ÍÓÂ  ˜ÚÓ  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡  | ( ( ), ( )) |d t tγ γ ε0 − <   Ë
| ( ( ), ) ( ( ), ) ( ) |d t x d s x t sγ γ ε− − − <  ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı s, t ∈  T Ò s, t ≥ N. èÛÒÚ¸

(X, d) – ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì‡fl ÛÌËÚ‡Ì‡fl C*-‡Î„Â·ÓÈ Ò ÌÓÏÓÈ || || ,⋅ ∞  ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓÈ
(Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË, ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË) ÙÛÌÍˆËflÏË, ÍÓÚÓ˚Â Ó·‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ Ì‡ ï,
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË Ë ÙÛÌÍˆËflÏË ‚Ë‰‡ g x d x x d x yy ( ) ( , ) ( , )= −0  (ÒÏ. ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌËfl ‚ ‡Á‰ÂÎÂ ä‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó). åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl „‡ÌËˆ‡ êË-
ÙÂÎfl ∂R X  ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÂÒÚ¸ ‡ÁÌÓÒÚ¸ X Xd \ ,  „‰Â Xd fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ‡Ò¯ËÂÌËÂÏ (X, d), Ú.Â. Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï Ë‰Â‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
(ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ˜ËÒÚ˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ) ‰‡ÌÌÓÈ ë*-‡Î„Â·˚. êËÙÂÎ¸ ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ‰Îfl
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÒÓ Ò˜ÂÚÌÓÈ ·‡ÁÓÈ „‡ÌËˆ‡ ∂RX
‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ÔÂ‰ÂÎ˚ lim ( ( ))

t
f t

→∞
γ  ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÒÎ‡·Ó„Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÎÛ˜‡ γ Ë Í‡Ê‰ÓÈ

ÙÛÌÍˆËË f ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ë*-‡Î„Â·˚.

èÓÂÍÚË‚ÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ Á‡‰‡Ì˚, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ-

ÂÍÚË‚ÌÓ ÔÎÓÒÍËÏ, ÂÒÎË ÓÌÓ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ (ËÎË ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ)
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, Ú.Â. ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ, ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ
Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ÒÏ. Â‚ÍÎË‰Ó‚ ‡Ì„ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ „Î. 1;
ÒıÓ‰Ì˚Â ÚÂÏËÌ˚: ‡ÙÙËÌÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ, ÍÓÌÙÓÏÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ  Ë Ú.Ô.).

êËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ ÔÎÓÒÍËÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ (ÒÂÍˆËÓÌÌÛ˛) ÍË‚ËÁÌÛ.

6.2.  èêéÖäíàÇçÄü  ÉÖéåÖíêàü

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl „ÂÓÏÂÚËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚ¸˛ Ó·˘ÂÈ „ÂÓÏÂÚËË, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛˘ÂÈ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ë ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÙË„Û ÔÓ‰ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓ‡
ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl. ÄÙÙËÌÌ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl, „ÂÓÏÂÚËfl ÔÓ‰Ó·Ëfl (ËÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
„ÂÓÏÂÚËfl) Ë Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜‡ÒÚflÏË ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË Ò
Ì‡‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸˛. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ÏË ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ, ‡ÙÙËÌÌÓÈ,
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÈ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ (Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl), Û„Î˚ (Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â
‡ÒÒÚÓflÌËfl), ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl.
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n-åÂÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �Pn ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı ‚ÂÍ-
ÚÓÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ‰‡ÌÌÓ„Ó (n + 1)-ÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V Ì‡‰
ÔÓÎÂÏ �. Å‡ÁÓ‚ÓÂ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÍÎ‡ÒÒÓ‚
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V ÔË ÒÓ·Î˛‰ÂÌËË ÓÚÌÓ¯Â-
ÌËfl ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË. Ñ‡ÌÌ‡fl Ë‰Âfl ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÚ Ì‡Ò Í Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜Â-
ÒÍÓÏÛ ÓÔËÒ‡ÌË˛ ÔÂÒÔÂÍÚË‚˚. àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ·‡ÁËÒ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ
‚‚ÂÒÚË Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË ‚ 	Pn, ÍÓÚÓ˚Â Ó·˚˜ÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Í
( : : ... : : )x x x xn n1 2 1+  – ‚ÂÍÚÓ ‰ÎËÌ˚ n  + 1, ÓÚÎË˜Ì˚È ÓÚ ( : : : ... : ).0 0 0 0  Ñ‚‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ò ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ÚÓ˜ÍÛ
ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ã˛·‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ-
Û˛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ( : : ... : : ),x x xn1 2 0  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Û‰‡ÎÂÌ-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. ó‡ÒÚ¸ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 	Pn, ÌÂ fl‚Îfl˛˘‡flÒfl "·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓ Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ", Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ-
„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Í‡Í ( : : ... : : ),x x xn1 2 1  ÂÒÚ¸ n-ÏÂÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó An.

ëËÏ‚ÓÎÓÏ �Pn Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
‡ÁÏÂÌÓÒÚË n, Ú.Â. ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡ �n+1. ëËÏ‚ÓÎÓÏ �Pn Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n. èÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �Pn ËÏÂÂÚ ÂÒÚÂÒÚ-
‚ÂÌÌÛ˛ ÒÚÛÍÚÛÛ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó „Î‡‰ÍÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ ÌÛÎÂ‚ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n+1 (Ú.Â. Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÎÛ˜ÂÈ). éÌÓ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl
Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �n (Í‡Í ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò Â„Ó ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ
Û‰‡ÎÂÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ú‡ÍÊÂ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ
n-ÏÂÌÓÈ ÒÙÂ˚ ‚ � n+1, ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ı Ò ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ÏË
ÚÓ˜Í‡ÏË.

èÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÚÓ˜ÍË, ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔflÏ˚Â, ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔÎÓÒÍÓÒÚË,…, ÔÓÂÍ-
ÚË‚Ì˚Â „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 	Pn  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ÏË,
‰‚ÛÏÂÌ˚ÏË, ÚÂıÏÂÌ˚ÏË,…, n-ÏÂÌ˚ÏË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V .
ã˛·˚Â ‰‚Â ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔflÏ˚Â Ì‡ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌÛ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
Ó‰ÌÛ Ó·˘Û˛ ÚÓ˜ÍÛ. èÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (ËÎË ÍÓÎÎËÌÂ‡ˆËfl, ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ) ÂÒÚ¸ ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡ ÒÂ·fl,
ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÂ ÍÓÎÎËÌÂ‡ÌÓÒÚ¸ (Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ‡ÒÔÓÎ‡„‡Ú¸Òfl Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÎËÌËË) ‚
Ó·ÓËı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı. ã˛·ÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÓÁËˆËfl ‰‚Ûı
ÔÂÒÔÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÓÂÍˆËÈ. èÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÌÂ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú ÒÓı‡-
ÌÂÌËÂ ‡ÁÏÂÓ‚ ËÎË Û„ÎÓ‚, Ó‰Ì‡ÍÓ ÒÓı‡Ìfl˛Ú ÚËÔ (Ú.Â. ÚÓ˜ÍË ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË Ë
ÔflÏ˚Â – ÔflÏ˚ÏË), ËÌˆË‰ÂÌÚÌÓÒÚ¸ (Ú.Â. ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚ¸ ÚÓ˜ÍË ÔflÏÓÈ) Ë
‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ. á‰ÂÒ¸ ‰Îfl ˜ÂÚ˚Âı ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ  x y x t Pn, , , ∈ �

Ëı ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í 
  
( , , , )

( )( )

( )( )
,x y t

x y t

y x t
z

z
z

= − −
− −

 „‰Â 
  

x

x t

−
−

z

Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ˜‡ÒÚÌÓÂ 
 

f x f

f x f t

( ) ( )

( ) ( )

−
−

z
 ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ‡ÙÙËÌÌÓÈ ·ËÂÍˆËË f ÔflÏÓÈ

lx y, , ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË ı Ë Û , ‚ 	. ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ˜ÂÚ˚Â ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â
ÔflÏ˚Â   l l l lx y t, , , ,z  ÔÓıÓ‰fl˘ËÂ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË x, y, z, t ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓ-
ıÓ‰flÚ ˜ÂÂÁ ‰‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ, Ëı ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ, Á‡‰‡ÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

  
( , , , )

sin( , )sin( , )

sin( , )sin( , )
,l l l l

l l l l

l l l lx y t
x y t

y x t
z

z

z

=  ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò  ( , , , ).x y tz  ÄÌ„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ
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˜ÂÚ˚Âı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ˜ËÒÂÎ  x y t, , ,z  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í 
 
( , , , )

( )( )

( )( )
.x y t

x y t

y x t
z

z
z

= − −
− −

 éÌÓ

·Û‰ÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ˜ÂÚ˚Â ˜ËÒÎ‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÎË
ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ÏË ËÎË ÍÓˆËÍÎË˜Ì˚ÏË.

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D  ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 
Pn

ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ d  ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D , Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ Í‡Ú˜‡È¯ËÂ ÔÛÚË ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜‡ÒÚflÏË ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔflÏ˚ı ËÎË Ò‡ÏËÏË
ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ÏË ÔflÏ˚ÏË. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1. D ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÌËÍ‡ÍÓÈ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË.
2. ÑÎfl Î˛·˚ı ÚÂı ÌÂÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ   x y D, , z ∈  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‚ ÒÚÓ„ÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ:  d x y d x d y( , ) ( , ) ( , ).< +z z
3. ÖÒÎË ı Ë Û – ‡ÁÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ‚ D , ÚÓ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ lx y, , ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ

ı Ë Û, Ò D ÂÒÚ¸ ÎË·Ó ‚Òfl ÔflÏ‡fl lx y, , Ó·‡ÁÛ˛˘‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÍÛ„, ÎË·Ó
ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ lx y,  Û‰‡ÎÂÌËfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÓÚÂÁÍ‡ (ÍÓÚÓ˚È ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
Ò‚Â‰ÂÌ Í ÚÓ˜ÍÂ) Ë Ó·‡ÁÛÂÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÔflÏÛ˛.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (D, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. èÓÂÍÚË‚ÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó). èÓ·ÎÂÏ‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÒÂı
ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÏÂÚËÍ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÚ‚ÂÚÓÈ ÔÓ·ÎÂÏÓÈ ÉËÎ¸·ÂÚ‡; ÓÌ‡ Â¯ÂÌ‡
ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n = 2. àÏÂÌÌÓ, ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl „Î‡‰Í‡fl ÏÂ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
„ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ ‚ �Pn, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË x, y ∈
�Pn Í‡Í ÔÓÎÓ‚ËÌÛ ÏÂ˚ ‚ÒÂı „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂÂÒÂÍ‡˛Ú ÓÚÂÁÓÍ
ÔflÏÓÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ı Ë Û. èÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ – ˝ÚÓ ÍÓÌÒÚ-
ÛÍˆËfl ÅÛÁÂÏ‡Ì‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÏÂÚËÍ. ÑÎfl n = 2, Í‡Í ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ ÄÏ·‡ˆÛÏflÌÓÏ
([Amba76]), ‚ÒÂ ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÏÂÚËÍË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ ÍÓÌÒÚÛÍˆËË
ÅÛÁÂÏ‡Ì‡.

Ç ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰‚Ûı
‚Ë‰Ó‚ ÔflÏ˚ı: ÓÌË ‚ÒÂ ÎË·Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔflÏ˚Â, ÎË·Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ·ÓÎ¸¯ËÂ
ÍÛ„Ë Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ‰ÎËÌ˚ (ÚÂÓÂÏ‡ É‡ÏÂÎfl). èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂ‚Ó„Ó ‚Ë‰‡ Ì‡Á˚-
‚‡˛ÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚ÏË. éÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡; „ÂÓÏÂÚËfl ÓÚÍ˚Ú˚ı ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÂÒÚ¸ „ËÎ¸-
·ÂÚÓ‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl. ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚ-
ËÂÈ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÓÚ‡ÊÂÌËfl ÓÚ ‚ÒÂı ÔflÏ˚ı. àÏÂÌÌÓ, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó D
ËÏÂÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÛ˛ „ÂÓÏÂÚË˛ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl
‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛ ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡. ÉÂÓÏÂÚËfl ÓÚÍ˚Ú˚ı ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚,
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÍÓÚÓ˚ı ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ÒÓ ‚ÒÂÏ ‡ÙÙËÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÚ¸ „ÂÓÏÂÚËfl
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó. Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl – ˝ÚÓ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl Ë „ÂÓÏÂÚËfl
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÚÓÓ„Ó ‚Ë‰‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Á‡Í˚Ú˚ÏË;
ÓÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ÒÓ ‚ÒÂÏ �Pn. ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl – „ÂÓÏÂÚËfl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÚÓÓ„Ó ‚Ë‰‡.

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÒ˚

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÒ˚ ([BuKe53]) ÂÒÚ¸ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÎÓÒÂ

St : ,= ∈ − < <







x R
J

J
J

2
2

π π
 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

( ) ( ) | tg tg | .x y x y x y1 1
2

2 2
2

2 2− + + + −
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ëÎÂ‰ÛÂÚ Ó·‡ÚËÚ¸ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ St Ò Ó·˚˜ÌÓÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ

( ) ( )x y x y1 1
2

2 2
2− + −  ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl.

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË
èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË ([BuKe53]) ÂÒÚ¸ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

  � �+ = ∈ >2 2
2 0{ : },x x  Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

( ) ( ) .x y x y
x y1 1

2
2 2

2

2 2

1 1− + − + −

ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ç „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ h ·Û‰ÂÚ ÔÓÎÌ‡fl

ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ç. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ç ÒÓ‰ÂÊËÚ ÔÓÏËÏÓ ‰‚Ûı ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
Ì˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ı Ë Û Ú‡ÍÊÂ ÚÓ˜ÍË z Ë t, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı h x h y h x y( , ) ( , ) ( , ),z z+ =
h x y h y t h x t( , ) ( , ) ( , ),+ =  Ë fl‚ÎflÂÚÒfl „ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚Ï ‚˚ÔÛÍÎÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ‚ n-
ÏÂÌÓÏ ‡ÙÙËÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â An, ÔË ˝ÚÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ‚ ç ÓÚÓ·‡Ê‡˛ÚÒfl ‚
ÔflÏ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ An. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (H, h) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÎ¸·Â-
ÚÓ‚˚Ï ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‡ „ÂÓÏÂÚËfl „ËÎ¸·ÂÚ‡ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ.

îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ D – ÌÂÔÛÒÚÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ An Ò „‡ÌËˆÂÈ
∂D, ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ‰‚Ûı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÏÔÎ‡Ì‡Ì˚ı, ÌÓ ÌÂÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÓÚÂÁÍÓ‚
(Ó·˚˜ÌÓ „‡ÌËˆ‡ D  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÍË‚ÓÈ, ‡ D  – ÂÂ
‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛). èÛÒÚ¸ x, y ∈  D Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ì‡ ÔflÏÓÈ, ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ÂÈ ∂D ‚ ÚÓ˜Í‡ı z Ë
t, ÔË ˝ÚÓÏ z ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ‡ Ì‡ ÒÚÓÓÌÂ Û Ë t – Ì‡ ÒÚÓÓÌÂ ı. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â „ËÎ¸-
·ÂÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ h Ì‡ D ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

r
x y t

2
ln( , , , ),z

„‰Â   ( , , , )x y tz  – ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ   x y t, , ,z  Ë r  – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (D, d) fl‚ÎflÂÚÒfl G-ÔflÏ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÖÒÎË D –
˝ÎÎËÔÒÓË‰, ÚÓ h – „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘‡fl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÛ˛
„ÂÓÏÂÚË˛ Ì‡ D. ç‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ     ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  ÏÂÚËÍ‡ h ·Û‰ÂÚ ÒÓ‚Ô‡-
‰‡Ú¸ Ò ÏÂÚËÍÓÈ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡. ÖÒÎË ∂D ÒÓ‰ÂÊËÚ ÍÓÏÔÎ‡Ì‡Ì˚Â, ÌÓ
ÌÂÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚Â ÓÚÂÁÍË, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D  ÏÓÊÂÚ Á‡‰‡‚‡Ú¸Òfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ
h x y d x y( , ) ( , ),+  „‰Â d  fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (Ó·˚˜ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ).

åÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
åÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó–ÉÂÎ¸‰Â‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡

ÌÓÏ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.
îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ �n – n-ÏÂÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ä –

·Û‰ÂÚ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÚÂÎÓ ‚ �n, Ú.Â. ÓÚÍ˚Ú‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÌÛÎfl, ÍÓÚÓ‡fl
fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ, ‚˚ÔÛÍÎÓÈ Ë ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ (x ∈  K ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ –x ∈  K). íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó  || || : [ , ),⋅ → ∞K

n� 0  Á‡‰‡ÌÌ˚È ÙÓ-
ÏÛÎÓÈ

|| || inf :  ,x
x

KK = > ∈∂







α
α

0
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fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ Ì‡ �n Ë ÏÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó m  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

|| || .x y K−

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, m ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó.
Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í n-ÏÂÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó An Ò ÏÂÚËÍÓÈ m, ‚
ÍÓÚÓÓÏ ÓÎ¸ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ¯‡‡ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚ ‰‡ÌÌÓÂ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ
‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÚÂÎÓ. ÉÂÓÏÂÚËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓÏÂÚËÂÈ
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó. ÑÎfl ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ ÏÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ë (�n, m) fl‚ÎflÂÚÒfl G-ÔflÏ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
ÉÂÓÏÂÚËfl åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÂÂ
Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡ – ˝ÎÎËÔÒÓË‰.

åÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó m ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ dE Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ
ÔflÏÓÈ l, Ú.Â. m x y l d x y( , ) ( ) ( , ).E= φ  í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÂÚËÍÛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ÏÓÊÌÓ
Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÏÂÚËÍÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ ‚Ó ‚ÒÂÏ ‡ÙÙËÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â An Ë Ó·Î‡‰‡˛-

˘ÂÈ ÚÂÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ, ˜ÚÓ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ 
ac

ab
 Î˛·˚ı ÚÂı ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı

ÚÓ˜ÂÍ a, b, c (ÒÏ. ‡Á‰. 6.3) ‡‚ÌÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ 
m a c

m a b

( , )

( , )
.

ÅÛÁÂÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ÅÛÁÂÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ([Buse55]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ÔÓÂÍ-

ÚË‚ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �Pn, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

min
|| || || || || || || ||

x

x

y

y

x

x

y

y
i i i i

i

n

i

n

− ⋅ −










=

+

=

+

∑∑
1

1

1

1

‰Îfl Î˛·˚ı   x x x y y y Pn n
n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : ) ,1 1 1 1 �  „‰Â || || .x x

i

n

=
=

+

∑ 1
2

1

1

îÎ‡„Ó‚‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �Pn ÙÎ‡„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ d

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �Pn, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÙÎ‡„ÓÏ, Ú.Â. ‡·ÒÓÎ˛ÚÓÏ, ÒÓÒÚÓfl˘ËÏ ËÁ
ÒËÒÚÂÏ˚ m-ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ αm, m  = 0,..., n  – 1, Ò αi–1 ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ÂÈ αi ‰Îfl ‚ÒÂı
i n∈ −{ ,..., }.1 1  åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�Pn, d) ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í Fn

Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÎ‡„Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
ÖÒÎË ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Fn ‚˚·‡Ú¸ ‡ÙÙËÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (xi)i Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚

‚ÂÍÚÓ˚ ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ (n – m – 1)-ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ α n m− −1  Á‡‰‡‚‡ÎËÒ¸
ÛÒÎÓ‚ËÂÏ x xm1 0= = =... , ÚÓ ÙÎ‡„Ó‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ d(x, y) ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË x x xn= ( , ..., )1

Ë y y yn= ( , ..., )1  Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

  

d x y x y x y d x y x y x y

x y d x y x y x y x y x yk k k k k k

( , ) | |,    ,  ( , ) | |,    ,

, ..., ( , ) | |,     , ..., , , ...  .

= − ≠ = − =

≠ = − = = ≠− −

1 1 1 1 2 2 1 1

2 2 1 1 1 1

ÂÒÎË ÂÒÎË

ÂÒÎË

èÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÂÚËÍË
èÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÂÚËÍË ÂÒÚ¸ ‚‚Â‰ÂÌËÂ ‚ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı ÔÓÂÍÚË‚-

ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÏÂÚËÍË Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ˝ÚË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÚ‡ÎË ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË
Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ËÎË ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï.
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ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË ‚ �Pn ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ ‚
‰‡ÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (n – 1)-ÏÂÌÛ˛ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ π, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ
Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, Ë Á‡‰‡Ú¸ �n Í‡Í ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÔÛÚÂÏ Û‰‡ÎÂÌËfl ËÁ ÌÂ„Ó ‰‡ÌÌÓÈ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË π. Ç ÚÂ-
ÏËÌ‡ı Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú π ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ( : ... : : ),x xn1 0  ‡ � n – ‚ÒÂ
ÚÓ˜ÍË ( : ... : : )x x xn n1  Ò xn ≠  0. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Â„Ó ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

  � �n n
nx P x x x= ∈ ={ :  ( : ... : : )}.1 1  Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ �n Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

〈 − − 〉x y x y,  ,

„‰Â ‰Îfl Î˛·˚ı   x x x y y yn n
n= = ∈( : ... : : ),  ( : ... : : )1 11 1 �  ËÏÂÂÏ 〈 〉 =

=
∑x y x yi i
i

n

, .
1

ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË Ì‡ �Pn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó D  ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÚÓ˜ÂÍ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ó‚‡Î¸ÌÓÈ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ω
‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‚ �Pn. ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ dhyp Ì‡ D ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡-
ÊÂÌËÂÏ

  

r
x y t

2
ln( , , , ) ,z

„‰Â z Ë t fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÔflÏÓÈ lx, y, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË ı Ë Û, Ò
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ω, (x, y, z, t) ÂÒÚ¸ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÚÓ˜ÂÍ x, y, z, t Ë r –
ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. ÖÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı x x xn= +( : ... : ),1 1

  y y y Pn
n= ∈+( : ... : )1 1 �  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉 = − +

=

+

∑x y x y x yi i
i

i

, , ,1 1
1

1

ÚÓ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â  D x P x xn= ∈ 〈 〉 <{ : , }� 0  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í

r
x y

x x y y
arccosh

,

, , ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉

„‰Â r – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÒËÌÛÒ‡.

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÂÚËÍË ‚ �Pn, ÒÎÂ‰ÛÂÚ
‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ‰Îfl Î˛·˚ı x x xn= +( : ... : ),1 1    y y y Pn

n= ∈+( : ... : )1 1 �  ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ-

‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉 =
=
∑x y x yi i
i

n

, .
1

 ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ dell Ì‡ � Pn Á‡‰‡ÂÚÒfl ÚÂÔÂ¸ ‚˚-

‡ÊÂÌËÂÏ

r
x y

x x y y
arccos

,

, , ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉

„‰Â r – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ‡ arccosh – Ó·‡ÚÌ˚È ÍÓÒËÌÛÒ,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, π].

ÇÓ ‚ÒÂı ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ÒÎÛ˜‡flı ÌÂÍÓÚÓ˚Â „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡
ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‚ËÊÂÌËÈ, Ú.Â. ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËÈ, ÒÓı‡Ìfl˛˘Ëı ‰‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ. ùÚË „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡·ÒÓ-
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Î˛Ú‡ÏË. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË ‡·ÒÓÎ˛ÚÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl
‚ÓÓ·‡Ê‡ÂÏ‡fl (n – 2)-ÏÂÌ‡fl Ó‚‡Î¸Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‡ ËÏÂÌÌÓ
‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚È ‡·ÒÓÎ˛Ú x x xn n1

2 2
10 0+ + = =+... ,  . ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË ‡·ÒÓÎ˛Ú ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‡Í ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl (n – 1)-ÏÂÌ‡fl
Ó‚‡Î¸Ì‡fl „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‚ ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡·ÒÓÎ˛Ú
− + + + =+x x xn n1

2 2
1

2 0... . ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË ‡·ÒÓ-
Î˛ÚÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÓ·‡Ê‡ÂÏ‡fl (n – 1)-ÏÂÌ‡fl Ó‚‡Î¸Ì‡fl „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ÚÓÓ„Ó
ÔÓfl‰Í‡, ‡ ËÏÂÌÌÓ ‡·ÒÓÎ˛Ú x xn1

2
1

2 0+ + =+... .

6.3.  ÄîîàççÄü  ÉÖéåÖíêàü

n-åÂÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó An (Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË,
Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡), ÍÓÚÓÓÏÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ n-
ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó V Ì‡‰ � (Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‡ÒÒÓˆËËÓ-
‚‡ÌÌ˚Ï Ò An), Ú‡Í ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó   a A A a V a Vn∈ = + = + ∈,  { : }.v v  ÑÛ„ËÏË

ÒÎÓ‚‡ÏË, ÂÒÎË a a a b b b An n
n= = ∈( , ..., ),  ( , ..., ) ,1 1  ÚÓ ‚ÂÍÚÓ ab b a b an n

→
= − −( , ..., )1 1

ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ V. Ç ‡ÙÙËÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÏÓÊÌÓ ÒÍÎ‡‰˚‚‡Ú¸ ‚ÂÍÚÓ Ò ÚÓ˜ÍÓÈ,
˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰Û„Û˛ ÚÓ˜ÍÛ, Ë ‚˚˜ËÚ‡Ú¸ ÚÓ˜ÍË ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚, Ó‰Ì‡ÍÓ
ÌÂÎ¸Áfl ÒÍÎ‡‰˚‚‡Ú¸ ÚÓ˜ÍË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÛÎÂ‚ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ. ÖÒÎË ‰‡Ì˚

ÚÓ˜ÍË a, b, c, d ∈  An, Ú‡Í ˜ÚÓ c ≠ d, ‡ ‚ÂÍÚÓ˚ ab
→

 Ë cd
→

 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ÏË, ÚÓ

ÒÍ‡Îfl λ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ab cd
→ →

= λ ,  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÙÙËÌÌ˚Ï ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ab Ë

cd Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í 
ab

cd
.

ÄÙÙËÌÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (ËÎË ‡ÙÙËÌÌÓÒÚ¸) ÂÒÚ¸ ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ An

Ì‡ ÒÂ·fl Ò ÒÓı‡ÌÂÌËÂÏ ÍÓÎÎËÌÂ‡ÌÓÒÚË (Ú.Â. ‚ÒÂ Ì‡ıÓ‰fl˘ËÂÒfl Ì‡ ÔflÏÓÈ ÚÓ˜ÍË
ÔÓ‰ÓÎÊ‡˛Ú ÓÒÚ‡‚‡Ú¸Òfl Ì‡ ÔflÏÓÈ Ë ÔÓÒÎÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl) Ë ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÈ (Ì‡ÔËÏÂ, ÒÂ‰ËÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÓÚÂÁÍ‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÂ‰ËÌÌÓÈ Ë ÔÓÒÎÂ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl). Ç ˝ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ÚÂÏËÌ ‡ÙÙËÌÌ˚È ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÓÒÓ·˚È ÍÎ‡ÒÒ
ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÔÂÂÏÂ˘‡˛Ú Ó·˙ÂÍÚ˚ ËÁ ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Û‰‡ÎÂÌÌÛ˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ËÎË Ì‡Ó·ÓÓÚ. ã˛·ÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÂÒÚ¸ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚‡˘ÂÌËÈ, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÔÂÂÌÓÒÓ‚, ÔÓ‰Ó·ËÈ Ë
Ò‰‚Ë„Ó‚. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‡ÙÙËÌÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ An Ó·‡ÁÛÂÚ „ÛÔÔÛ Aff(An),
Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ Ó·˘ÂÈ ‡ÙÙËÌÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ An. ä‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ f ∈

Aff(An) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ÙÓÏÛÎÓÈ f a b b p a ci ij j j
j

n

( ) ,  ,= = +
=
∑

1

 „‰Â (( ))pij  –

Ó·‡ÚËÏ‡fl Ï‡ÚËˆ‡.
èÓ‰„ÛÔÔ‡ Aff(An), ‚ÍÎ˛˜‡˛˘‡fl ‡ÙÙËÌÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ò det((pij)) = 1, Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ An. ê‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ‡ÙÙËÌÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ. îÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ – Ó·˙ÂÏ˚ Ô‡‡ÎÎÂÎÂÔËÔÂ‰Ó‚. Ç ‡‚ÌÓ-
‡ÙÙËÌÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ä2 Î˛·˚Â ‰‚‡ ‚ÂÍÚÓ‡ v1, v2 ËÏÂ˛Ú ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ   | |v v1 2×
(ÏÓ‰ÛÎ¸ Ëı ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl) – Ó·˙ÂÏ Ô‡‡ÎÎÂÎÓ„‡ÏÏ‡, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó Ì‡
v1 Ë v 2. ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl „Î‡‰Í‡fl ÍË‚‡fl γ  = γ(t), ÂÂ ‡ÙÙËÌÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ (ËÎË
‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌ‡fl ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë) ÂÒÚ¸ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È ÙÓÏÛÎÓÈ
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s dt
t

t

= ′ × ′′∫ | | ./γ γ 1 3

0

 àÌ‚‡Ë‡ÌÚ k
d

ds

d

ds
= ×

2

2

3

3
γ γ

 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÈ ÍË‚ËÁ-

ÌÓÈ ÍË‚ÓÈ γ. èÂÂıÓ‰fl Í Ó·˘ÂÈ ‡ÙÙËÌÌÓÈ „ÛÔÔÂ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ Â˘Â ‰‚‡ ËÌ‚‡-

Ë‡ÌÚ‡: ‡ÙÙËÌÌÛ˛ ‰ÎËÌÛ ‰Û„Ë σ = ∫ k ds1 2/  Ë ‡ÙÙËÌÌÛ˛ ÍË‚ËÁÌÛ k
k

dk

ds
= 1

3 2/ .

ÑÎfl An, n > 2 ‡ÙÙËÌÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ (ËÎË ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌ‡fl ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë) ÍË‚ÓÈ

γ = γ(t) Á‡‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ s dtn n n

t

t

= ′ ′′
+

∫ γ γ γ, , ..., ,( ) / ( )2 1

0

 „‰Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ   ( , ..., )v v1 n

fl‚ÎflÂÚÒfl (ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï) Ó·˙ÂÏÓÏ, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓ‡ÏË   v v1, ..., ,n  ‡‚Ì˚Ï
ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ˛ n × n Ï‡ÚËˆ˚, i-È ÒÚÓÎ·Âˆ ÍÓÚÓÓÈ ÂÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓ vi.

ÄÙÙËÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ‡ÙÙËÌÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË A2 ÂÂ ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ (a, la) ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ
ÚÓ˜ÍË a ∈  A2 Ë ÔflÏÓÈ l Aa ⊂ 2 ,  ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ ‡.

ÄÙÙËÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÎËÌÂÈÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A2, Á‡‰‡ÌÌÓÂ Í‡Í

2 1 3f / ,

„‰Â ‰Îfl ‰‡ÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ (a, la) Ë (b, lb) ‚ÂÎË˜ËÌ‡ f ÂÒÚ¸ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂ-
Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ abc, ÂÒÎË Ò ÂÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÔflÏ˚ı la Ë lb. ÄÙÙËÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û (a, la) Ë (b, lb) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡ÌÓ Í‡Í ‡ÙÙËÌÌ‡fl ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë
Ô‡‡·ÓÎ˚ ab, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ la Ë lb Í‡Ò‡˛ÚÒfl Ô‡‡·ÓÎ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ ÚÓ˜Í‡ı a Ë b.

ÄÙÙËÌÌÓÂ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ

èÛÒÚ¸ A2 – ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌ‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Ë γ γ= ( )s  – ÍË‚‡fl ‚ A2, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í
ÙÛÌÍˆËfl ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ s. ÄÙÙËÌÌÓÂ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ dpaff Ì‡ A2 Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÙÓÏÛÎÓÈ

dp a b ab
d

dsaff ( , ) ,= ×
→ γ

Ú.Â. ‡‚ÌÓ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ô‡‡ÎÎÂÎÓ„‡ÏÏ‡, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó Ì‡ ‚ÂÍÚÓ‡ı ab
→

 Ë
d

ds

γ
,  „‰Â b – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÁ A2, ‡ – ÚÓ˜Í‡ Ì‡ γ Ë 

d

ds

γ
 – Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ Í

ÍË‚ÓÈ γ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ‡.
ÄÙÙËÌÌÓÂ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Îfl ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ A3 ÏÓÊÂÚ

·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÔÓ ˝ÚÓÈ ÊÂ ÒıÂÏÂ Í‡Í

ab
d

ds

d

ds

→





,  ,  ,
γ γ2

2

„‰Â γ γ= ( )s  – ÍË‚‡fl ‚ A3, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ s, b ∈

A3, ‡ – ÚÓ˜Í‡ ÍË‚ÓÈ γ, ‡ ‚ÂÍÚÓ˚ 
d

ds

γ
 Ë 

d

ds

2

2
γ

 ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ‡.
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ÑÎfl An, n > 3 ËÏÂÂÏ dp a b ab
d

ds

d

ds

n

naff ( , ) ,  , ..., .=






→ −

−
γ γ1

1  èË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ Ô‡‡-

ÏÂÚËÁ‡ˆËË γ γ= ( )t  ÔÓÎÛ˜ËÏ dp a b ab n n n n

aff
( ) ( ) /

( , ) ,  , ..., ( , ..., ) .= ′



 ′

→ − − − +
γ γ γ γ1 1 1 1

ÄÙÙËÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

ÄÙÙËÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂ‡Á‚ÂÚ˚‚‡ÂÏÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË r r u u= ( , )1 2  ‚
‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â A3, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ (( )) :gij

g
a

a
ij

ij

ij

=
det (( ))

,/1 4

„‰Â a r r r i jij ij= ∂ ∂ ∂ ∈( ,  ,  ),  , { , }.1 2 1 2

6.4.  çÖÖÇäãàÑéÇÄ  ÉÖéåÖíêàü

íÂÏËÌÓÏ ÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Í „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl
(ËÎË „ÂÓÏÂÚËfl ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó, „ÂÓÏÂÚËfl ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó–ÅÓÎ¸flÈ–É‡ÛÒÒ‡), Ú‡Í Ë
˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl (ËÌÓ„‰‡ ÂÂ Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ),
ÍÓÚÓ˚Â ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ (ËÎË Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ) „ÂÓÏÂÚËË. éÒÌÓ‚Ì˚Ï
‡ÁÎË˜ËÂÏ ÏÂÊ‰Û Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ Ë ÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËflÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÓ‰‡
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÔflÏ˚ı. Ç Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË, ÂÒÎË Ï˚ ËÏÂÂÏ ÔflÏÛ˛ l Ë ÚÓ˜ÍÛ
‡, ÍÓÚÓ‡fl ÂÈ ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ, ÚÓ Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÔÓ‚ÂÒÚË ˜ÂÂÁ ˝ÚÛ ÚÓ˜ÍÛ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÛ
ÔflÏÛ˛, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÛ˛ l. Ç „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ ‡ Ë Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı l. Ç ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÔflÏ˚ı ‚ÓÓ·˘Â ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ.

ëÙÂË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl "ÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ", Ó‰Ì‡ÍÓ ‚ ÌÂÈ ÌÂ
‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÍÒËÓÏ‡, ÛÚ‚ÂÊ‰‡˛˘‡fl, ˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË Á‡‰‡˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÛ
ÔflÏÛ˛.

ëÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ S r x x rn n
i

i

n

( , ) :0 1 2 2

1

1

= ∈ =











+

=

+

∑�  – ÒÙÂ‡ ‚  �
n+1  Ò ˆÂÌÚÓÏ 0 Ë ‡‰ËÛÒÓÏ

r > 0.
ëÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡) dsph ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

S rn ( , ),0  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

r

x y

r

i i
i

n

arccos ,=

+

∑




















1

1

2

„‰Â arccos – ‡ÍÍÓÒËÌÛÒ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, π]. ùÚÓ – ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡, ÔÓıÓ-



ÉÎ‡‚‡ 6. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ „ÂÓÏÂÚËË 103

‰fl˘Â„Ó ˜ÂÂÁ ı Ë Û. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉 =
=

+

∑x y x yi i
i

n

,
1

1

Ì‡ �n+1,  ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í r
x y

x x y y
arccos

,

, ,
.

〈 〉
〈 〉 〈 〉

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( ( , ), )sphS r dn 0  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ùÚÓ – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍË‚ËÁÌ˚ 1/r2 (r – ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚), ÍÓÚÓÓÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ n-ÏÂÌÓÈ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. ÅÓÎ¸¯ËÂ ÍÛ„Ë ÒÙÂ˚ – Â„Ó
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ, ‚ÒÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË Ë ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛
‰ÎËÌÛ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Blum70]).

ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ �Pn – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ùÎÎËÔÚË-

˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ dell Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �Pn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

r
x y

x x y y
arccos

,

, ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉

‰Îfl Î˛·˚ı x x x y y y Pn n
n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : ) ,1 1 1 1 �  „‰Â 〈 〉 =

=

+

∑x y x yi i
i

n

, ,
1

1

 r – ÙËÍÒË-

Ó‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccos – ‡ÍÍÓÒËÌÛÒ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, π].

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , )ell�P dn  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÏÓ‰ÂÎ¸ n-ÏÂÌÓÈ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚ-
ËË. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚ 1/r2 (r – ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚). èË r → ∞
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÓÏÛÎ˚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ÔÂ‚‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÙÓÏÛÎ˚
Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË (ËÎË ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÎË¯ÂÌÌ˚ÏË ÒÏ˚ÒÎ‡).

ÖÒÎË �Pn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó En(0, r), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ËÁ ÒÙÂ˚

  

S r x x rn n
i

i

n

( , ) :0 1 2 2

1

1

= ∈ =











+

=

+

∑�  ‚  �
n+1  Ò ˆÂÌÚÓÏ 0 Ë ‡‰ËÛÒÓÏ r ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÓÚÓÊ-

‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËfl ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ÚÓ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

En(0, r) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Í‡Í d x ysph ( , ), ÂÒÎË d x y rsph ( , ) ≤ π
2

 Ë Í‡Í

πr d x y− sph ( , ), ÂÒÎË d x y rsph ( , ) ,> π
2

 „‰Â dsph – ÒÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Sn(0, r). í‡ÍËÏ

Ó·‡ÁÓÏ, ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ En(0, r) Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË, ÔÂ‚˚-

¯‡˛˘ÂÏ 
π
2

r. ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó En(0, r)dell) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÙÂÓÈ èÛ‡Ì-

Í‡Â.
ÖÒÎË �Pn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó En ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ ÌÛÎÂ‚ÓÈ

˝ÎÂÏÂÌÚ ‚ �n+1,  ÚÓ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ En ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

n-åÂÌÓÂ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚÓ-
flÌÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. ùÚÓ – Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ú‡ÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ
ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Blum70],
[Buse55]).
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ùÏËÚÓ‚‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ �Pn – n-ÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ùÏËÚÓ‚‡ ˝ÎÎËÔ-

ÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d H
ell  (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Buse55]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �Pn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl

Í‡Í

r
x y

x x y y
arccos

,

, ,

〈 〉
〈 〉 〈 〉

‰Îfl Î˛·˚ı   x x x y y y Pn n
n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : ) ,1 1 1 1 �  „‰Â 〈 〉 =

=

+

∑x y x yi i
i

n

, ,
1

1

 r – ÙËÍÒË-

Ó‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccos – ‡ÍÍÓÒËÌÛÒ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, π].

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
 
�P dn H, ell( )  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ˝ÎÎËÔ-

ÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë, „Î. 7).

åÂÚËÍ‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË
åÂÚËÍ‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÂÒÚ¸ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ˝ÎÎËÔÚË-

˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË �P2. ÖÒÎË �P2 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÒÙÂ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â (Ú.Â. ÒÙÂ‡ ‚
�3 Ò ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË) ‰Ë‡ÏÂÚ‡ 1,
Í‡Ò‡˛˘‡flÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË � �= ∪ ∞{ } ‚ ÚÓ˜ÍÂ z = 0, ÚÓ,

ÔË ÒÚÂÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÂÍˆËË Ò "ëÂ‚ÂÌÓ„Ó ÔÓÎ˛Ò‡" (0,0,1), �  Ò ÓÚÓÊ‰Â-

ÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë 
  
− 1

z
 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ë ÏÂÚ-

ËÍ‡ dell ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ì‡ ÌÂÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ò‚ÓËÏ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌ-

ÚÓÏ ds
d2

2

2 21
=

+
| |

( | | )
.

z

z

èÒÂ‚‰Ó˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÒÂ‚‰Ó˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ) dpell

ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË   � �= ∪ ∞{ } Ò ÓÚÓÊ‰Â-

ÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë − 1

z
,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  

z
z

−
+

u

u1
.

àÏÂÌÌÓ, dp u d uell ell( , ) tg ( , ),z z=  „‰Â dpell – ÏÂÚËÍ‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ �P2 – n-ÏÂÌÓÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ÔÛÒÚ¸ ‰Îfl Î˛-

·˚ı   x x x y y y Pn n
n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : )1 1 1 1 �  Á‡‰‡ÌÓ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈x, y〉  =

=  − +
=

+

∑x y x yi i
i

n

1 1
2

1

.

ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d h y p ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â  H x Pn n= ∈{ :�

: , },〈 〉 <x x 0  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

r
x y

x x y y
arccosh

,

, ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉
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„‰Â r – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÒËÌÛÒ‡. èË Ú‡ÍÓÏ ÔÓÒÚÓÂ-
ÌËË ÚÓ˜ÍË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Hn ÏÓ„ÛÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í Ó‰ÌÓÏÂÌ˚Â ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÔÒÂ‚‰ÓÂ‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  �

n,1  ‚ÌÛÚË ÍÓÌÛÒ‡  C x x xn= ∈ 〈 〉 ={ : , }.,� 1 0

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , )hypH dn  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ n-ÏÂÌÓÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË,
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚ –1/r2 (r  – ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚). èË Á‡ÏÂÌÂ r Ì‡ ir ‚ÒÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÓÏÛÎ˚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ÔÂÂÈ‰ÛÚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ
ÙÓÏÛÎ˚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. èË r → ∞ ÙÓÏÛÎ˚ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÒËÒÚÂÏ ‰‡˛Ú
ÙÓÏÛÎ˚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË (ËÎË ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÎË¯ÂÌÌ˚ÏË ÒÏ˚ÒÎ‡).

ÖÒÎË Hn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó 
  

x x Kn
i

i

n

∈ <










=
∑� : ,2

1

 „‰Â ä > 1 – ÔÓ-

ËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ÚÓ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Á‡-
ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

r x y

x y2

1 1

1 1
ln

( , )

( , )
,

+ −
− −

γ
γ

„‰Â γ( , )x y

K x K y

K x y

i
i

n

i
i

n

i i
i

n
=

−








 −











−










= =

=

∑ ∑

∑

2

1

2

1

1

2  Ë r – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ò tg .
1 1

r K
=

ÖÒÎË Hn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ (n + 1)-ÏÂÌÓ„Ó ÔÒÂ‚‰ÓÂ‚ÍÎË‰Ó‚‡

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡   �
n,1  ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ 〈 〉 = − +

=

+

∑x y x y x yi i
i

n

, 1 1
2

1

 (ËÏÂÌÌÓ,

Í‡Í ‚ÂıÌËÈ ÎËÒÚ { : , , },x x x xn∈ 〈 〉 = − >� 1
11 0  ‰‚ÛıÔÓÎÓÒÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎÓË‰‡ ‚‡-

˘ÂÌËfl), ÚÓ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Hn ÔÓÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚË-
ÍÓÈ Ì‡   �n,1  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ãÓÂÌˆ‡, „Î. 26).

n-åÂÌÓÂ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚÓflÌ-
ÌÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. ùÚÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ú‡ÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï Ë ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Ï Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û (ÒÏ.,
Ì‡ÔËÏÂ, [Blum70], [Buse55]).

ùÏËÚÓ‚‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸   �Pn  – n-ÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ÔÛÒÚ¸ ‰Îfl
Î˛·˚ı x x x y y y Pn n

n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : )1 1 1 1 �  Á‡‰‡ÌÓ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

〈 〉 = − +
=

+

∑x y x y x yi i
i

n

, .1 1
2

1

ùÏËÚÓ‚‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d H
hyp  (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Buse55]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â   � �H x P x xn n= ∈ 〈 〉 <{ : , },0  Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

r
x y

x x y y
arccosh

,

, ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉
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„‰Â r – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡-
ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÒËÌÛÒ‡.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �H dn H, hyp( )  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ˝ÏËÚÓ‚˚Ï

„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

åÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â
åÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â dP ÂÒÚ¸ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎË ‰ËÒÍ‡

èÛ‡ÌÍ‡Â (ËÎË ÏÓ‰ÂÎË ÍÓÌÙÓÏÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡) „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. Ç ‰‡ÌÌÓÈ
ÏÓ‰ÂÎË Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡     ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ·Ó-
ÎË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ, Ò‡Ï ‰ËÒÍ ∆  – „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, ‰Û„Ë ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ (Ë
‰Ë‡ÏÂÚ˚) ‚ ∆, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË Í ‡·ÒÓÎ˛ÚÛ     Ω = ∈ <{ : | | },z z� 1
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏË ÔflÏ˚ÏË. ä‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÁ Ω Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ë‰Â‡Î¸-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. ì„ÎÓ‚˚Â ËÁÏÂÂÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË Ú‡ÍËÂ ÊÂ, Í‡Í Ë ‚ „ËÔÂ-
·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. åÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡ ∆ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÂÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
d d d2

2

2 2
1
2

2
2

1
2

2
2 21 1

=
−

= +

− −( )
| |

( | | )
.

z

z

z z

z z

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë u ‰ËÒÍ‡ ∆ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í

  

1

2

1

1 1
ln

| | | |

| | | |
arctgh

| |

| |
.

− + −
− − −

= −
−

z z
z z

z
z

u u

u u

u

u

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÓÌÓ ‡‚ÌÓ

  

1

2

1

2
ln( , , , ) ln

( )( )

( ) ( )
,* *

*

* *z z
z z

z z
u u

u u

u u
= − −

− −

∗

„‰Â   z*  Ë u* fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔflÏÓÈ ÎËÌËË,
ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ z Ë u, Ò Ω, z*  ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ u Ë u* – ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ z.

Ç ÏÓ‰ÂÎË ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË èÛ‡ÌÍ‡Â „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒ-
Í‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ÂÒÚ¸ ‚ÂıÌflfl ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ H2

2 0= ∈ >{ : },z z�  ‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ
ÔflÏ˚Â – ÔÓÎÛÓÍÛÊÌÓÒÚË Ë ÔÓÎÛÔflÏ˚Â, ÍÓÚÓ˚Â ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ
ÓÒË. Ä·ÒÓÎ˛Ú (Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë‰Â‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ) ÂÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÓÒ¸ ‚ÏÂÒÚÂ Ò
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. ì„ÎÓ‚˚Â ËÁÏÂÂÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË Ú‡ÍËÂ ÊÂ, Í‡Í
Ë ‚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÏÂÚËÍË èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡ H2

Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

  
ds

d d d2
2

2
1
2

2
2

2
2= = +| |

( )
.

z

z

z z

z�

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË z, u ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í
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Ç ÚÂÏËÌ‡ı ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÓÌÓ ‡‚ÌÓ
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„‰Â   z*  – Ë‰Â‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ, ËÒıÓ‰fl˘ÂÈ ËÁ z Ë ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ u, Ë u* –
Ë‰Â‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ, ËÒıÓ‰fl˘ÂÈ ËÁ u Ë ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ z.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‚ Î˛·ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË  D ⊂ �,  ËÏÂ˛˘ÂÈ
ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ÚË „‡ÌË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË, Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÓÓ·‡Á ÏÂÚËÍË èÛ‡ÌÍ‡Â
Ì‡ ∆ ÔË ÍÓÌÙÓÏÌÓÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË f D: .→ ∆  ÖÂ ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ

  
ds

f d

f
2

2 2

2 21
= ′

−
| ( ) | | |

( | ( ) | )
.

z z

z

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë u ËÁ D ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Í‡Í

 

1

2

1

1
ln

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |
.

− + −
− − −

f f u f f u

f f u f f u

z z
z z

èÒÂ‚‰Ó„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÒÂ‚‰Ó„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÎËÒÓÌ‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ) dphyp ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆ = ∈ <{ : | | },z z� 1  Á‡-
‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

z
z

−
−

u

u1
.

àÏÂÌÌÓ, dp u d uhyp P( , ) tgh ( , ),z z=  „‰Â dP – ÏÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡ ∆.

åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡
åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡ dCKH – „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎË

äÎÂÈÌ‡ (ËÎË ÏÓ‰ÂÎË ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡, ÏÓ‰ÂÎË ÅÂÎ¸Ú‡ÏË–äÎÂÈÌ‡) „ËÔÂ·Ó-
ÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. Ç ˝ÚÓÈ ÏÓ‰ÂÎË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Â‡ÎËÁÛÂÚÒfl Í‡Í
Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  Ë „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÔflÏ˚Â – Í‡Í ıÓ‰˚ ‰ËÒÍ‡ ∆.
ä‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ‡·ÒÓÎ˛Ú‡     Ω = ∈ ={ : | | }z z� 1  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. ì„ÎÓ-
‚˚Â ËÁÏÂÂÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ËÒÍ‡ÊÂÌ˚. åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡ Ì‡ ∆
Á‡‰‡ÂÚÒfl ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ (( )), , , :g i jij = 1 2

  

g
r

g
r

g
r

11

2
2
2

1
2

2
2 2 12

2
1 2

1
2

2
2 2 22

2
1
2

1
2

2
2 2

1

1 1

1

1
=

−( )
− −( )

=
− −( )

=
−( )

− −( )
z

z z

z z

z z

z

z z
,   ,   ,

„‰Â r – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë u ËÁ
∆ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í

r
u u

u u
arccosh ,

1

1 1

1 1 2 2

1
2

2
2

1
2

2
2

− −

− − − −











z z

z z

„‰Â arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÍÓÒËÌÛÒ‡.

åÂÚËÍ‡ ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl

  ( , , ),�n n〈 〉 ≥ 2  ÏÂÚËÍ‡ ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡ dW ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

arccosh , , , ,1 1+ 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉( )x x y y x y
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„‰Â arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÍÓÒËÌÛÒ‡.

á‰ÂÒ¸ x x x n, ,1 + 〈 〉( ) ∈ ⊕� �  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡ ÚÓ˜ÍË

x ∈ �n Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, dW) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÓ Ò ÏÓ‰ÂÎ¸˛
ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡ d x y
x y

x x y y
CKH ( , ) arccosh

,

, ,
= − 〈 〉

− 〈 〉 − 〈 〉
1

1 1
 Ì‡

ÓÚÍ˚ÚÓÏ ¯‡Â   B x x xn n= ∈ 〈 〉 <{ : , }� 1  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ËÁ dW ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ

‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d x y d x yCKH W( , ) ( ( ), ( )),= µ µ  „‰Â   µ : �n nB→  fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ

ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡: µ( )
,

.x
x

x x
=

− 〈 〉1

ä‚‡ÁË„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË   D nn⊂ ≥� , 2  Í‚‡ÁË„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

  

inf
| |

( )
,

γ
γ

ρ∈ ∫Γ

dz
z

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Γ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë
Û ‚ D , ρ( ) inf || ||z z= −

∈∂u D
u 2  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û z Ë „‡ÌËˆÂÈ ∂D , || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡

ÌÓÏ‡ Ì‡ �n. ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË
Ó·Î‡ÒÚ¸ D – ‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl, Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ë, ë', ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡
ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  D ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ γ ∈  D ‰ÎËÌ˚ l(γ), ÌÂ
ÔÂ‚˚¯‡˛˘ÂÈ C x y| |,−  Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó   min{ ( ( , )), ( ( , ))} ( )l x l y Cγ γ ρz z z≤ ′  ‚˚ÔÓÎ-
ÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı z ∈ γ .

ÑÎfl n = 2 „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

 

inf
| ( ) |

| ( ) |
| |,

γ
γ

∈

′
−∫Γ

2

1 2
f

f
d

z

z
z

„‰Â f D: → ∆  ÂÒÚ¸ Î˛·ÓÂ ÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË D Ì‡ Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ

    ∆ = ∈ <{ : | | }.z z� 1  ÑÎfl n ≥ 3 ˝Ú‡ ÏÂÚËÍ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÔÓÎÛ„ËÔÂ-
ÔÎÓÒÍÓÒÚË Hn Ë ‰Îfl ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ¯‡‡ Bn Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ÔÓ ‚ÒÂÏ γ ∈ Γ

ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ 
| |d

n

z
z

γ
∫  Ë 

2

1 2
2

| |

|| ||

dz

z−∫
γ

 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ÄÔÓÎÎÓÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ D Dn n⊂ ≠� �,   – Ó·Î‡ÒÚ¸, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ÂÂ ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚
„ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÎË ÒÙÂÂ.

ÄÔÓÎÎÓÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ Å‡·ËÎË‡Ì‡, [Barb35]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
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Ó·‡ÁÓÏ:

sup ln
|| || || ||

|| || || ||
,

,a b D

a x b y

a y b x∈∂

− −
− −

2 2

2 2

„‰Â ∂D  – „‡ÌËˆ‡ D Ë || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û.

èÓÎÛ‡ÔÓÎÎÓÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË   D Dn n⊂ ≠� �,   ÔÓÎÛ‡ÔÓÎÎÓÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

sup ln
|| ||

|| ||
,

a D

a y

a x∈∂

−
−

2

2

„‰Â ∂D  – „‡ÌËˆ‡ D Ë || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ó·Î‡ÒÚ¸

D ËÏÂÂÚ ‚Ë‰   �
n x\ { },  Ú.Â. ËÏÂÂÚ ‚ÒÂ„Ó Ó‰ÌÛ „‡ÌË˜ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ.

åÂÚËÍ‡ ÉÂËÌ„‡

ÑÎfl Ó·Î‡ÒÚË D Dn n⊂ ≠� �,   ÏÂÚËÍ‡ ÉÂËÌ„‡ (ËÎË j̃D-ÏÂÚËÍ‡ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl
‡ÒÒÚÓflÌËÈ) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

1

2
1 12 2ln

|| ||

( )

|| ||

( )
,+ −





+ −











x y

x

x y

yρ ρ

„‰Â || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë ρ( ) inf || ||x x u
u D

= −
∈∂ 2  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë „‡-

ÌËˆÂÈ ∂D Ó·Î‡ÒÚË D.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û.

åÂÚËÍ‡ ÇÛÓËÌÂÌ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D Dn n⊂ ≠� �,   ÏÂÚËÍ‡ ÇÛÓËÌÂÌ‡ (ËÎË jD-ÏÂÚËÍ‡ ÓÚÌÓ-
¯ÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

ln
|| ||

min{ ( ), ( )}
,1 2+ −





x y

x yρ ρ

„‰Â || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n ρ( ) inf || ||x x u
u D

= −
∈∂ 2  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë „‡-

ÌËˆÂÈ ∂D Ó·Î‡ÒÚË D.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ó·Î‡ÒÚ¸

D ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ �n x\ { }, , Ú.Â. ËÏÂÂÚ ‚ÒÂ„Ó Ó‰ÌÛ „‡ÌË˜ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ.

åÂÚËÍ‡ îÂ‡Ì‰‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D Dn n⊂ ≠� �,   ÏÂÚËÍ‡ îÂ‡Ì‰‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡-
‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

  

inf sup
|| ||

|| || || ||
| |,

,γ
γ

∈ ∈∂

−
− −∫Γ a b D

a b

a b
d2

2 2z z
z
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„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Γ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë
Û ‚ D, ∂D – „‡ÌËˆf D  Ë || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË D fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓ-
ÏÂÌÓÈ, Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ C, C', Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  D
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ γ ∈ D  ‰ÎËÌ˚ l(γ), ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl-
˘ÂÈ C x y| |,−  Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó   min{ ( ( , )), ( ( , ))} ( )l x l y Cγ γ ρz z z≤ ′  ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı
z ∈ γ .

åÂÚËÍ‡ ëÂÈÚÂÌ‡ÌÚ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D Dn n⊂ ≠� �,   ÏÂÚËÍ‡ ëÂÈÚÂÌ‡ÌÚ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ‡Ì„‡-
ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

sup ln
|| || || ||

|| || || ||
,

,a b D

a x b y

a b x y∈∂
+ − −

− −






1 2 2

2 2

„‰Â ∂D  – „‡ÌËˆ‡ D Ë || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û.

åÂÚËÍ‡ ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡

èÛÒÚ¸   D Dn n⊂ ≠� �,   – ÌÂÍÓÚÓ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ Ò „‡ÌËˆÂÈ ∂D , ËÏÂ˛˘‡fl ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÂÏÍÓÒÚ¸.

åÂÚËÍ‡ ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ (É‡Î, 1960) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

inf ( ( , , )),
C

xy
xy

M C D D∆ ∂

„‰Â å(Γ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÏÓ‰ÛÎ˛ÒÓÏ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÍË‚˚ı Γ  Ë Cxy ÂÒÚ¸ ÍÓÌ-
ÚËÌÛÛÏ, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍË‚ÓÈ γ : [ , ]0 1 → D  Ï˚ ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡: C xxy = =γ γ([ , ]), ( )0 1 0  Ë γ( )1 = y  (ÒÏ. ùÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 8).

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË D – ÓÚÍ˚Ú˚È ¯‡

  B x x xn n= ∈ 〈 〉 <{ : , }� 1  ËÎË Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ �2.

ÇÚÓ‡fl ÏÂÚËÍ‡ îÂ‡Ì‰‡

èÛÒÚ¸ D Dn n⊂ ≠� �,   – Ó·Î‡ÒÚ¸, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ   | \ { } | .�n D ≥ 2  ÇÚÓÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
îÂ‡Ì‰‡ ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

inf ( ( , , ) ,
,

/

C C
x y

n

x y

M C C D∆






−1 1

„‰Â å(Γ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÏÓ‰ÛÎ˛ÒÓÏ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÍË‚˚ı Γ  Ë Cz (z = x, y) ÂÒÚ¸
ÍÓÌÚËÌÛÛÏ, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍË‚ÓÈ γ : [ , ]0 1 → D  Ï˚ ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:   Cz zz= ( ∈[ , ])), | |0 1 γ  Ë  γz ( )t D→ ∂  ÔË t → 1 (ÒÏ. ùÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡,
„Î. 8).

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË D – ÓÚÍ˚Ú˚È ¯‡

  B x x xn n= ∈ 〈 〉 <{ : , }� 1  ËÎË Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ �2.
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è‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

è‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n+1, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ Í‡Í  � �n × ,
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

  
( ) ... ( ) | | ,    /x y x y t t mn n x y

m
1 1

2 2 1− + + − + − ∈ �

‰Îfl Î˛·˚ı   � �n × .

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó   � �n ×  ÏÓÊÂÚ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl.

é·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ m = 2. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚‡Ë‡ÌÚ˚ Ô‡‡-
·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Ì‡ÔËÏÂ Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

sup{| |, | | }/x y x y1 1 2 2
1 2− −

Ì‡ �2 (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ åÂÚËÍ‡ ÍÓ‚‡ êËÍÏ‡Ì‡, „Î. 19) ËÎË  Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡   � �+ = ∈ ≥3 3

1 0{ : },x x  Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í

| | | |

|
| |.

x y x y

x x x y
x y1 1 2 2

1 2 2 2
3 3

− + −
+ + −

+ −
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êËÏ‡ÌÓ‚˚ Ë ˝ÏËÚÓ‚˚ ÏÂÚËÍË

êËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „ÂÓÏÂÚ-
ËË ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �2. éÌ‡ Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl ËÁÛ˜Â-
ÌËÂÏ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı „Î‡‰ÍËı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚ı ËÏ‡ÌÓ‚˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË ,
Ú.Â. ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ÏË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÓÏ
((gij)) Ì‡ Ëı Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı, ÍÓÚÓ˚Â „Î‡‰ÍÓ ÏÂÌfl˛ÚÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í
ÚÓ˜ÍÂ. ÉÂÓÏÂÚËfl Ú‡ÍËı (ËÏ‡ÌÓ‚˚ı) ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ ·‡ÁËÛÂÚÒfl Ì‡ ÎËÌÂÈÌÓÏ
˝ÎÂÏÂÌÚÂ ds g dx dxij i j

ij

2 = ∑ .  ë Â„Ó ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Â

ÔÓÌflÚËfl Û„Î‡, ‰ÎËÌ˚ ÍË‚˚ı Ë Ó·˙ÂÏ‡. àÁ ÌËı ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÏÓ„ÛÚ
·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‰Û„ËÂ, „ÎÓ·‡Î¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚. í‡Í, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
‡ÒÒÏÓÚÂÌ‡ Í‡Í ‰ÎËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ (dx1,..., dxn); ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë ÍË‚ÓÈ γ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ÚÂÔÂ¸

Í‡Í g dx dxij i j
i j,

;∑∫
γ

 ÚÓ„‰‡ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË

Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÌÓ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ
Ó·˚˜ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, ËÏÂÌÌÓ, ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÏÂÚËÍÛ, ÍÓÚÓÛ˛ ËÌÓ„‰‡ Ì‡Á˚‚‡˛Ú
ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, Ì‡ Î˛·ÓÏ Ò‚flÁÌÓÏ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË; ËÏ‡ÌÓ‚‡
ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏÓÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ËÏ‡ÌÓ‚‡
‡ÒÒÚÓflÌËfl.

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÒÓ·˚ı ÒÎÛ˜‡Â‚ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‰‚‡
ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı ÒÎÛ˜‡fl – ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl Ë „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl
ÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ò‡Ï‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl.

ÖÒÎË ·ËÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÓÏ˚ ((gij)) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚ÏË, ÌÓ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì˚ÏË, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚Û „ÂÓÏÂÚË˛. ÑÎfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 4 (Ë ÒË„Ì‡-
ÚÛ˚ (1, 3)) Ú‡Í‡fl „ÂÓÏÂÚËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï Ó·˙ÂÍÚÓÏ Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË. ÖÒÎË ds F x x dx dxn n= ( , ..., , , ..., ),1 1  „‰Â F  – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÍÓÚÓÛ˛ ÌÂÎ¸Áfl Á‡‰‡Ú¸ Í‡Í Í‚‡‰‡ÚÌ˚È
ÍÓÂÌ¸ ËÁ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ (Í‡Í ˝ÚÓ ‰ÂÎ‡ÂÚÒfl ‚ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË), ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÙËÌÒÎÂÓ‚Û „ÂÓÏÂÚË˛, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘Û˛ ÒÓ·ÓÈ Ó·Ó·-
˘ÂÌËÂ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

ùÏËÚÓ‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl ËÁÛ˜ÂÌËÂÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ,
ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚ı ˝ÏËÚÓ‚˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË, Ú.Â. ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ÏË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÒÂÒÍËÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÓÏ Ì‡ Ëı Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı,
ÍÓÚÓ˚Â „Î‡‰ÍÓ ÏÂÌfl˛ÚÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ. éÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ
ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. éÒÓ·˚È ÍÎ‡ÒÒ ˝ÏËÚÓ‚˚ı ÏÂÚËÍ Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÂÚËÍË
äÂıÎÂ‡, ËÏÂ˛˘ËÂ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÙÓÏÛ w. é·Ó·˘ÂÌËÂ ˝ÏËÚÓ‚˚ı
ÏÂÚËÍ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ ÏÂÚËÍË, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂÎ¸Áfl ‚˚‡ÁËÚ¸
‚ ÚÂÏËÌ‡ı ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÂÒÍËÎËÌÂÈ-
Ì˚ı ÙÓÏ.
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7.1.  êàåÄçéÇõ  åÖíêàäà  à  éÅéÅôÖçàü

èÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò „‡ÌËˆÂÈ Mn ÂÒÚ¸
ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÓÚÍ˚ÚÛ˛ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸,
„ÓÏÂÓÏÓÙÌÛ˛ ÎË·Ó ÓÚÍ˚ÚÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û �n, ÎË·Ó ÓÚÍ˚ÚÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û
Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ, ËÏÂ˛˘Ëı
ÓÚÍ˚Ú˚Â ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË, „ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚Â �n, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËı
ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl; ÓÌÓ ‚ÒÂ„‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÛÒÚ˚Ï. ÑÓÔÓÎÌÂÌËÂ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÚÓ˜ÂÍ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÌËˆÂÈ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ (n – 1)-
ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ. ÖÒÎË „‡ÌËˆ‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ÔÛÒÚ‡, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·ÂÁ „‡ÌËˆ˚ .

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·ÂÁ „‡ÌËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ, Ë
ÓÚÍ˚Ú˚Ï – ËÌ‡˜Â.

éÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Mn ‚ÏÂÒÚÂ Ò „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏÓÏ ÏÂÊ‰Û ‰‡ÌÌ˚Ï ÓÚÍ˚Ú˚Ï
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ë ÌÂÍÓÚÓ˚Ï ÓÚÍ˚Ú˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ËÁ �n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ
Í‡ÚÓÈ. ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÔÓÍ˚‚‡˛˘Ëı ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Mn Í‡Ú Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÚÎ‡ÒÓÏ Ì‡ Mn.
ÉÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ˚ ‰‚Ûı ÔÂÂÍ˚‚‡˛˘ËıÒfl Í‡Ú ‰‡˛Ú Ì‡Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ó‰ÌÓ„Ó
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n ‚ ÌÂÍÓÂ ‰Û„ÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �n. ÖÒÎË ‚ÒÂ ˝ÚË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚, ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚Ï
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ. ÖÒÎË ‚ÒÂ ˝ÚË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl k ‡Á ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ÏË, ÚÓ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl Ck ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ; ÂÒÎË ÓÌË
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡Á ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚, ÚÓ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Î‡‰ÍËÏ
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË C∞ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ).

ÄÚÎ‡Ò ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚ÒÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚Â
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÏÂÊ‰Û Í‡Ú‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË, Ú.Â. flÍÓ·Ë‡Ì ÍÓÓ-
‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl Í‡Ú‡ÏË ÔÓÎÓÊËÚÂÎÂÌ ‚ Î˛·ÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ. éËÂÌÚËÛÂÏ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ‰ÓÔÛÒ-
Í‡ÂÚ Ì‡ÎË˜ËÂ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‡ÚÎ‡Ò‡.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ì‡ÒÎÂ‰Û˛Ú ÏÌÓ„ËÂ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÓÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÔÛÚ¸-Ò‚flÁÌ˚ÏË, ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË Ë
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÏÂÚËÁÛÂÏ˚ÏË. ã˛·ÓÂ „Î‡‰ÍÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË
‚ÎÓÊËÏÓ (ç˝¯, 1956) ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

ë Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡Ì˚ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÂÏÛ ÍÓ-Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. îÓ-
Ï‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ Mn – ëÎ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, k ≥ 1, Ë  – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÁ Mn. á‡‰‡‰ËÏ
Í‡ÚÛ   ϕ : ,U n→ �  „‰Â U – ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Mn, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ

ÚÓ˜ÍÛ . èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰‚Â ÍË‚˚Â γ1 1 1: ( , )− → Mn  Ë γ2 1 1: ( , )− → Mn  ÒÓ

ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË γ γ1 20 0( ) ( )= = p  Á‡‰‡Ì˚ Ú‡Í, ˜ÚÓ Ó·Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ϕ γ⋅ 1  Ë ϕ γ⋅ 2  fl‚Îfl˛ÚÒfl
‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ÏË ‚ ÚÓ˜ÍÂ 0. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â γ1 Ë γ2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚
ÚÓ˜ÍÂ 0, ÂÒÎË Ó·˚˜Ì˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‰Îfl ϕ γ⋅ 1  Ë ϕ γ⋅ 2  ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‚ 0:

( ) ( ) ( ) ( ).ϕ γ ϕ γ⋅ ′ = ⋅ ′1 20 0  ÖÒÎË ÙÛÌÍˆËË  ϕ γ⋅ − → =i n i: ( , ) ,  ,1 1 1 2�  Á‡‰‡Ì˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛

n ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ( ) ( ), ..., ( ) ( ),ϕ γ ϕ γ⋅ ⋅i i
nt t1  ÚÓ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡Ì-

ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ·Û‰ÂÚ ÓÁÌ‡˜‡Ú¸, ˜ÚÓ Ëı flÍÓ·Ë‡Ì˚ 
d t

dt

d t

dt

i i
n( ) ( )

, ...,
( ) ( )ϕ γ ϕ γ⋅ ⋅





1  ÒÓ‚Ô‡-

‰‡˛Ú ‚ 0. ùÚÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË, ‡ ÍÎ‡ÒÒ
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË γ'(0) ÍË‚ÓÈ γ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl
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Mn ‚ ÚÓ˜ÍÂ  . ä‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Tp(Mn) ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ‚ ÚÓ˜ÍÂ 
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ . îÛÌÍˆËfl
( ) : ( ) ,d T Mp p

n nϕ → �  Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ( ) ( ( )) ( ) ( ),d pϕ γ ϕ γ′ = ⋅ ′0 0  fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËÂÍ-
ÚË‚ÌÓÈ Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì‡ ‰Îfl ÔÂÂÌÂÒÂÌËfl ÓÔÂ‡ˆËÈ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÁ �n Ì‡ Tp(Mn).

ÇÒÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Tp(Mn), p ∈ Mn, "ÒÍÎÂÂÌÌ˚Â ‚ÏÂÒÚÂ", Ó·‡ÁÛ˛Ú
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T(Mn) ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn. ã˛·ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ T(Mn) ÂÒÚ¸ Ô‡‡
(p , v ), „‰Â   v ∈ T Mp

n( ). ÖÒÎË ‰Îfl ÓÚÍ˚ÚÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË U  ÚÓ˜ÍË  ÙÛÌÍˆËfl

  ϕ : U → �  fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ Í‡ÚÓÈ, ÚÓ ÔÓÓ·‡Á V ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË U ‚ T(Mn)

‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ  ψ : ,V n n→ ×� �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í   ψ ϕ ϕ( , ) ( ( ), ( )).p p d pv =
ùÚÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÒÚÛÍÚÛÛ „Î‡‰ÍÓ„Ó 2n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ì‡ T(Mn). ÄÌ‡ÎÓ-
„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T Mn*( )  ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl

Mn, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ T M p Mp
n n*( ), .∈

ÇÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn ÂÒÚ¸ ÒÂ˜ÂÌËÂ Â„Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl
T(Mn), Ú.Â. „Î‡‰Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl f M T Mn n: ( ),→  ÍÓÚÓ‡fl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn ÒÚ‡‚ËÚ ‚

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ‚ÂÍÚÓ   v ∈ T Mp
n( ).

ë‚flÁ¸ (ËÎË ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÓËÁ-
‚Ó‰ÌÓÈ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl
∇  ‚ÂÍÚÓ‡ u (ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn) ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‚ÂÍÚÓ‡ v (ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ‚ ÚÓÈ ÊÂ ÚÓ˜ÍÂ ) ÂÒÚ¸ Ô‡‚ËÎÓ, ÍÓÚÓÓÂ Á‡‰‡ÂÚ ÚÂÚËÈ ‚ÂÍÚÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ,
Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ∇ vu Ë Ó·Î‡‰‡˛˘ËÈ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ. êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÓÒÓ·Û˛ ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌÛ˛ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÏÛ˛ Ò‚flÁ¸˛ ãÂ‚Ë–óË‚ËÚ‡. éÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ò‚flÁ¸ ∇  ·ÂÁ ÍÛ˜ÂÌËfl
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl, ÒÓı‡Ìfl˛˘Û˛ ‰‡ÌÌÛ˛ ËÏ‡ÌÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ.

êËÏ‡ÌÓ‚ ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ R fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl ÍË-
‚ËÁÌ˚ ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ. êËÏ‡ÌÓ‚ ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì ‚
ÚÂÏËÌ‡ı Ò‚flÁË ãÂ‚Ë–óË‚ËÚ‡ ∇  ÙÓÏÛÎÓÈ

          R u w w w wu u u( , ) ,[ , ]v v v= ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇v

„‰Â   R u( , )v  – ÎËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl

Mn; ÎËÌÂÈÌÓ ÔÓ Í‡Ê‰ÓÏÛ ‡„ÛÏÂÌÚÛ. ÖÒÎË ÁÌ‡˜ÂÌËfl 
  
u

x xi j

= ∂
∂

= ∂
∂

,  v  fl‚Îfl˛ÚÒfl

ÔÓÎflÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚, ÚÓ [u , v] = 0 Ë ÙÓÏÛÎÛ ÏÓÊÌÓ ÛÔÓÒÚËÚ¸:

  R u w w wu w( , ) ,v v v= ∇ ∇ − ∇ ∇  Ú.Â. ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ ÒÎÛÊËÚ ÏÂÓÈ ‡ÌÚËÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚-
ÌÓÒÚË ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ. ãËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ   w R u w→ ( , )v  Ì‡Á˚-
‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÍË‚ËÁÌ˚.

íÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ êË˜˜Ë (ËÎË ÍË‚ËÁÌ‡ êË˜˜Ë) Ric ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Í‡Í ÒÎÂ‰ ÔÓÎÌÓ„Ó
ÚÂÌÁÓ‡ ÍË‚ËÁÌ˚ R. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ Â„Ó ÏÓÊÌÓ ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í Î‡ÔÎ‡ÒË‡Ì ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡. íÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚
êË˜˜Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ ‰‡ÌÌÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ (ei)i ‚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
Tp(Mn), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ

Ric( ) ( , ) .u R u e ei i
i

= ∑
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êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚·Ó‡ ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡. ç‡˜ËÌ‡fl Ò ‡Á-
ÏÂÌÓÒÚË 4, ÍË‚ËÁÌ‡ êË˜˜Ë ÛÊÂ ÌÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛.

ëÍ‡Îfl êË˜˜Ë (ËÎË ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡) Sc ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÓÎÌ˚Ï ÒÎÂ‰ÓÏ ÚÂÌÁÓ‡ ÍË‚ËÁÌ˚; ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ (ei)i ‚
ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

Sc ( , ) , Ric( ), .
,

= 〈 〉 = 〈 〉∑∑ R e e e e e ei j j i i i
ii j

ëÂÍˆËÓÌÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡ K(σ) ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÍË‚ËÁÌ‡ É‡ÛÒÒ‡ σ-ÒÂ˜ÂÌËfl  ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ËÏÂfl 2-ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ σ ‚
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Tp(Mn), σ-ÒÂ˜ÂÌËÂ ÂÒÚ¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ˜‡ÒÚ¸
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ σ fl‚ÎflÂÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ , ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ
ËÁ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı, ËÒıÓ‰fl˘Ëı ËÁ  ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı Ó·‡Á‡ σ ÔË ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË.

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ

åÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ (ËÎË ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ÚÂÌÁÓÓÏ, ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ÚÂÌ-
ÁÓÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È ÚÂÌÁÓ ‡Ì„‡ 2, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl
‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ë Û„ÎÓ‚ ‚ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡-
ÁËË M n. èÓÒÎÂ ‚˚·Ó‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (xi)i ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ
‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ Í‡Í ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl (n × n) Ï‡ÚËˆ‡ ((gij)).

á‡‰‡ÌËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡ Ì‡ n-ÏÂÌÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË
Mn ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ (Ú.Â. ÒËÏÏÂÚË˜ÌÛ˛ ·ËÎËÌÂÈÌÛ˛, Ó‰Ì‡ÍÓ ‚
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ fl‚Îfl˛˘Û˛Òfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÙÓÏÛ) 〈 〉, p  Ì‡ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Tp(Mn) ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í

〈 〉 = = ∑x y g x y g p x yp p ij i j
i j

, ( , ) ( ) ,
,

„‰Â gij(p) – ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn, x x xn= ( , ..., )1  Ë

y y y T Mn p
n= ∈( , ..., ) ( ).1  ëÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂı ˝ÚËı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ Ì‡Á˚‚‡-

ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ g Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)). ÑÎËÌ‡ ds ‚ÂÍÚÓ‡ ( , ..., )dx dxn1

‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ

ds g dx dxij i j
i j

2 = ∑ .
,

ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ (ËÎË ÔÂ‚ÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ)

ÏÂÚËÍË g. ÑÎËÌ‡ ÍË‚ÓÈ γ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ g dx dxij i j
i j,

.∑∫
γ

 Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â

ÓÌ‡  ÏÓÊÂÚ  ·˚Ú¸  ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ,  ˜ËÒÚÓ  ÏÌËÏÓÈ  ËÎË  ÌÛÎÂ‚ÓÈ  (ËÁÓÚÓÔÌ‡fl
ÍË‚‡fl).

ëË„Ì‡ÚÛÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‡ (p, q) ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı () Ë
ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı (q) ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚ ((gij)). ëË„Ì‡ÚÛ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË ÁÌ‡˜ÂÌËfl  Ë q  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË, Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË q = 0. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ g Ò ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (, 0), ‡ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ g Ò
ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (p, q).
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çÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
çÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ g Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)),

‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ det(( )) .gij ≠ 0  ÇÒÂ ËÏ‡ÌÓ‚˚ Ë ÔÒÂ‚‰Ó-
ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÏÂÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚ÏË.

Ç˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ g Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)),
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ det(( ))gij = 0  (ÒÏ. èÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë
èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡). åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÚÓÔÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ.

ÑË‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡

ÑË‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ g Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)),
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó gij = 0 ÔË i ≠ j. Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ,
Ú‡Í Í‡Í ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ gij = 1, gij = 0 ‰Îfl i ≠ j.

êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ‚
ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÌ‡·ÊÂÌÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ
(Ú.Â. ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏÓÈ), „Î‡‰ÍÓ
ËÁÏÂÌfl˛˘ËÏÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ.

êËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Mn fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ 〈 〉, p  Ì‡
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı Tp(Mn) – ÔÓ Ó‰ÌÓÏÛ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ∈  Mn.

ä‡Ê‰ÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉, p  ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Â-

‰ÂÌËflÏË 〈 〉 =e e g pi j p ij, ( )  ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ e en1, ...,  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡ ‚ �n, Ú.Â. ‰ÂÈÒÚ‚Ë-

ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ n × n Ï‡ÚËˆÂÈ (( ))gij =

= (( ( ))),g pij  Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ. àÏÂÌÌÓ, 〈 〉 =x y p,  = ∑ g p x yij i j
i j

( ) ,
,

„‰Â x x xn= ( , ..., )1  Ë y y y T Mn p
n= ∈( , ..., ) ( ).1  ÉÎ‡‰Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl g ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ËÏ‡ÌÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ.
êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Mn. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl

Ò‚flÁÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn Í‡Ê‰‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ó·˚˜ÌÛ˛
ÏÂÚËÍÛ Ì‡ M n (ËÏÂÌÌÓ, ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡ Mn): ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ
p q Mn, ∈  ËÏ‡ÌÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ Í‡Í

inf , inf ,

/

,
γ γ

γ γd

dt

d

dt
dt g

dx

dt

dx

dt
dtij

i j

i j0

1 1 2

0

1

∫ ∑∫=

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÒÔflÏÎflÂÏ˚Ï ÍË‚˚Ï γ : [ , ] ,0 1 → Mn  ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÏ
ÚÓ˜ÍË p Ë q.

êËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ Ë-
Ï‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. íÂÓËfl ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓ-
ÏÂÚËÂÈ. èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.
êËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ÔÓÎÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
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äÓÌÙÓÏÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
äÓÌÙÓÏÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒ ÔÓÔ‡ÌÓ

„ÓÏÓÚÂÚË˜Ì˚ı Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ V. ã˛·‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ dE Ì‡ V Á‡‰‡ÂÚ
ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÍÓÌÙÓÏÌÛ˛ ÒÚÛÍÚÛÛ { : }.λ λdE > 0

äÓÌÙÓÏÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl – ÔÓÎÂ ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ Ì‡ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı ËÎË, ˜ÚÓ ÚÓ ÊÂ, ÍÎ‡ÒÒ ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı Ë-
Ï‡ÌÓ‚˚ı ÏÂÚËÍ. Ñ‚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÏÂÚËÍË g  Ë h Ì‡ „Î‡‰ÍÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ‰Îfl g f h= ⋅  ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË f Ì‡ Mn, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï Ù‡ÍÚÓÓÏ .

äÓÌÙÓÏÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÍÓÌÙÓÏÌÛ˛ ÒÚÛÍ-
ÚÛÛ (ÒÏ. äÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 8).

äÓÌÙÓÏÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

äÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ËÌ‚ÂÒË‚Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n, ‡Ò¯ËÂÌÌÓÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË (ÚÓ˜ÍË ‚
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË). èÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ (Ú.Â. ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÒÓı‡Ìfl˛˘Ëı ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Â Û„Î˚) Ë‰Â‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÂÂ‚Â‰ÂÌ‡ ‚ Ó·˚˜ÌÛ˛. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ÍÓÌÙÓÏÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÙÂ‡ Ë
ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ÌÂ‡ÁÎË˜ËÏ˚: ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ – ˝ÚÓ ÒÙÂ‡, ÔÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ Ë‰Â‡Î¸ÌÛ˛
ÚÓ˜ÍÛ.

äÓÌÙÓÏÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl ‚ ÍÓÌÙÓÏÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË (ËÎË „ÂÓ-
ÏÂÚËË, ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÈ Û„Î˚, „ÂÓÏÂÚËË åfi·ËÛÒ‡, ËÌ‚ÂÒË‚ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË), ÍÓÚÓ-
‡fl ËÁÛ˜‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÙË„Û, ÓÒÚ‡˛˘ËıÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ÏË ÔË ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËflı. ùÚÓ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘Ëı ÒÙÂ˚ ‚ ÒÙÂ˚,
Ú.Â. ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ˚ı Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ËÌ‚ÂÒËflÏË, ÍÓÚÓ-

˚Â ‚ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÙÓÏÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ÏË Ò x
r x

x
i

i

j
j

→
∑

2

2
,  „‰Â r – ‡‰ËÛÒ

ËÌ‚ÂÒËË. àÌ‚ÂÒËfl ‚ ÒÙÂÛ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÚÓÏÓÙËÁÏÓÏ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ 2. ã˛·ÓÈ Û„ÓÎ
ÔÂÂ‚Ó‰ËÚÒfl ‚ ‡‚Ì˚È Û„ÓÎ.

Ñ‚ÛÏÂÌÓÂ ÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÒÙÂÓÈ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ

ÍÓÌÙÓÏÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Á‡‰‡˛ÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË åfi·ËÛÒ‡ 
  
z

z
z

→ +
+

a b

c d
,

ad bc− ≠ 0.
Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ËÏ‡ÌÓ‚˚ÏË ÏÌÓ„Ó-

Ó·‡ÁËflÏË ÂÒÚ¸ Ú‡ÍÓÈ ‰ËÙÙÂÓÏÓÙËÁÏ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, ˜ÚÓ Ó·‡ÚÌ˚È Ó·‡Á ÏÂÚËÍË
ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Ï ÔÓÓ·‡ÁÛ. äÓÌÙÓÏÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó – ˝ÚÓ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ÂÂ ÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ì‡
ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

Ç Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÍÓÌÙÓÏÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡˛ÚÒfl Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó � 1 , 3, ‡Ò¯ËÂÌÌÓÏ ‰‚ÛÏfl Ë‰Â‡Î¸Ì˚ÏË
ÚÓ˜Í‡ÏË.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Mn,

‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÂÍˆËÓÌÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡ K (σ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‚Ó ‚ÒÂı
‰‚ÛÏÂÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı σ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ – Ò‚flÁÌÓÂ ÔÓÎÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.
èÎÓÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.
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Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ÔÎÓÒÍËÈ ÚÓ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÙÓÏ‡ÏË
ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ (Ú.Â. ÔÎÓÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË), ÒÙÂ‡ – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl
ÙÓÏ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚, ‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÂÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.

é·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

é·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
Ò ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ‰Îfl ÍË‚ËÁÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ÔËÌflÚ˚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â
Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl. í‡ÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÍÎ˛˜‡˛Ú ‚ ÒÂ·fl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚, ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë Ú.Ô. é·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ·ÓÎ¸¯ÂÈ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÒÚ¸˛, ÌÓ Ë ÚÂÏ,
˜ÚÓ ÓÌË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ë ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ëı ÏÂÚËÍË ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ (≤ k  Ë ≥ k') fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï
ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÍÓÚÓÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ: ‰Îfl
Î˛·ÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ Tn, ÒÛÊ‡˛˘ËıÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÛ,
ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

k
T

T

T

T
kn

n

n

n

≥ ( ) ≥ ( ) ≥ ′lim
( )

lim
( )

,
δ
σ

δ
σ0 0

„‰Â „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ T = xyz fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÈÍÓÈ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÓÚÂÁÍÓ‚
[x, y], [y, z], [z, x] (ÒÚÓÓÌ˚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ í), ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÔÓÔ‡ÌÓ ÚË ‡ÁÎË˜Ì˚Â

ÚÓ˜ÍË x , y, z, ‚ÂÎË˜ËÌ˚ δ α β γ π( )T 0 = + + −  ‚˚‡Ê‡ÂÚ Û„ÎÓ‚ÓÈ ‰ÂÙÂÍÚ „ÂÓ‰ÂÁË-

˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ í  Ë δ( )T 0  – ÔÎÓ˘‡‰¸ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ T0 ÒÓ
ÒÚÓÓÌ‡ÏË ÚÓÈ ÊÂ ‰ÎËÌ˚. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ
ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. í‡ÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ËÏ‡ÌÓ‚Ó, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‰‚‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëfl:
ÎÓÍ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (˝ÚËÏ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚Ó‚‡ÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı) Ë ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı. ÖÒÎË ÔË ˝ÚÓÏ
k = k', ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
ÍË‚ËÁÌÓÈ k (ÒÏ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı, „Î. 6).

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍË‚ËÁÌ˚ ≤ k  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ lim
( )

( )
.

δ
σ

T

T
kn

n
0 ≤  Ç Ú‡ÍÓÏ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Î˛·‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÛÏÏ‡
α β γ+ +  Û„ÎÓ‚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ í ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÒÛÏÏÛ α β γk k k+ +
Û„ÎÓ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Tk ÒÓ ÒÚÓÓÌ‡ÏË ÚÓÈ ÊÂ ‰ÎËÌ˚ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË-
‚ËÁÌ˚ k. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ú‡ÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl k-‚Ó„ÌÛÚÓÈ ÏÂÚ-
ËÍÓÈ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍË‚ËÁÌ˚ ≥ k ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ lim
( )

( )
.

δ
σ

T

T
kn

n
0 ≤  Ç Ú‡ÍÓÏ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Î˛·‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸, ‚ ÍÓÚÓÓÈ
α β γ α β γ+ + ≥ + +k k k  ‰Îfl ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ í  Ë Tk. ÇÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÏÂÚËÍÛ Ú‡ÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡˛Ú K-‚Ó„ÌÛÚÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ó‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ‚ÂıÌÂÈ, ÌËÊÌÂÈ ËÎË ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ.
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èÓÎÌ‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ g Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ, ÂÒÎË Mn Ó·‡ÁÛÂÚ
ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í g. ã˛·‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ.

êË˜˜Ë-ÔÎÓÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡

êË˜˜Ë-ÔÎÓÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚
ÍÓÚÓÓÈ Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸.

èÎÓÒÍÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ êË˜˜Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡-
ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ êË˜˜Ë-ÔÎÓÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. èÎÓÒÍËÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl êË˜˜Ë fl‚Îfl˛Ú-
Òfl ‚‡ÍÛÛÏÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÎËÌÓÏ‡ Ë ÓÒÓ-
·˚ÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡. ä ‚‡ÊÌ˚Ï ÔÎÓÒÍËÏ ÏÌÓ„Ó-
Ó·‡ÁËflÏ êË˜˜Ë ÓÚÌÓÒflÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl ä‡Î‡·Ë–üÛ Ë „ËÔÂÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl
äÂıÎÂ‡.

åÂÚËÍ‡ éÒÒÂÏ‡Ì‡

åÂÚËÍÓÈ éÒÒÂÏ‡Ì‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚
ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ R fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÒÂÏ‡ÌÓ‚˚Ï. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡-
˜ÂÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ üÍÓ·Ë �( ) : ( , )x y R y x x→  Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ Sn–1 ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
�n ·Û‰ÛÚ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË, Ú.Â. ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÓÚ Â‰ËÌË˜Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ı.

G-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

G-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ g Ì‡ ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
ÛÂÏÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, ÍÓÚÓ‡fl ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÔË Î˛·˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı
‰‡ÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚ ãË ( , , ).G id⋅  ÉÛÔÔ‡ ( , , )G id⋅  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÛÔÔÓÈ ‰‚ËÊÂÌËÈ (ËÎË
„ÛÔÔÓÈ ËÁÓÏÂÚËÈ) ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (Mn, g).

åÂÚËÍ‡ à‚‡ÌÓ‚‡–èÂÚÓ‚ÓÈ

èÛÒÚ¸ R – ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÚÂÌÁÓÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚ ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn Ë {x, y} –
ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚È ·‡ÁËÒ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ 2-ÔÎÓÒÍÓÒÚË π ‚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
Tp(Mn).

åÂÚËÍÓÈ à‚‡ÌÓ‚‡–èÂÚÓ‚ÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ÍË‚ËÁÌ˚   ( ) ( , )π = R x y
([IvSt95]) Á‡‚ËÒflÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÚÓ˜ÍË  ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn, ÌÓ ÌÂ ÓÚ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË π.

åÂÚËÍ‡ áÓÎÎ‡

åÂÚËÍÓÈ áÓÎÎ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „Î‡‰ÍÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn,
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÚ˚ÏË Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË ÍË‚˚ÏË ‡‚ÌÓÈ
‰ÎËÌ˚. Ñ‚ÛÏÂÌ‡fl ÒÙÂ‡ S2 ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ú‡ÍËı ÏÂÚËÍ, ÔÓÏËÏÓ Ó˜Â‚Ë‰-
Ì˚ı ÏÂÚËÍ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. Ç ÚÂÏËÌ‡ı ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

  ( , ) ( [ , ],  [ , ])z zθ θ π∈ − ∈1 1 0 2  ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ

ds
f

d d2
2

2
2 2 21

1
1= +

−
+ −( ( ))

( )
z

z
z z θ

Á‡‰‡ÂÚ ÏÂÚËÍÛ áÓÎÎ‡ Ì‡ ÒÙÂÂ S2 ‰Îfl Î˛·ÓÈ „Î‡‰ÍÓÈ ÌÂ˜ÂÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË
f : [ , ] ( , ),− → −1 1 1 1  ÍÓÚÓ‡fl Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ‚ ÍÓÌˆÂ‚˚ı ÚÓ˜Í‡ı ËÌÚÂ‚‡Î‡.
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ñËÍÎÓË‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ñËÍÎÓË‰‡Î¸Ì‡fl  ÏÂÚËÍ‡ – ˝ÚÓ  ËÏ‡ÌÓ‚‡  ÏÂÚËÍ‡  Ì‡  ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË

  � �+ = ∈ ≥2 2
1 0{ : },x x  Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
dx dx

x
2 1

2
2
2

12
= +

.

éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˆËÍÎÓË‰‡Î¸ÌÓÈ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÂÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˆËÍÎÓ
Ë‰‡Î¸Ì˚ÏË ÍË‚˚ÏË. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d(x, y) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË

  x y, ∈ +�2  ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛

ρ( , )
| | | |

|
x y

x y x y

x x x y
= − + −

+ + −
1 1 2 2

1 2 2 2

‚ ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ, ˜ÚÓ d ≤ Cρ Ë ρ ≤ Cd ‰Îfl ÌÂÍÓÂÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ë.

åÂÚËÍ‡ ÅÂ„Â‡
åÂÚËÍÓÈ ÅÂ„Â‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÒÙÂÂ ÅÂ„Â‡ (Ú.Â. ÒÊ‡ÚÓÈ

‚ Ó‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÒÙÂÂ S3), Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds d d d d2 2 2 2 2 2= + + +θ θ φ α ψ θ φsin cos ( cos ) ,

„‰Â α  – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ‡ θ φ ψ, ,  – Û„Î˚ ùÈÎÂ‡.

åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÓ-ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË
ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ (ËÎË ÔÓÎflËÁ‡ˆËfl) Ì‡ M n ÂÒÚ¸ ÔÓ‰‡ÒÒÎÓÂÌËÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó

‡ÒÒÎÓÂÌËfl T(Mn) ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn. èË Ì‡ÎË˜ËË ÔÓÎflËÁ‡ˆËË H(Mn) ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÎÂ ‚ H(Mn) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Ï. äË‚‡fl γ  Ì‡ M n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
„ÓËÁÓÌÚ‡Î¸
ÌÓÈ (ËÎË ‚˚‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ) ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í H(Mn), ÂÒÎË ′ ∈γ γ( ) ( )( )t H Mt

n

‰Îfl Î˛·Ó„Ó t. ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ H(Mn) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Ï, ÂÒÎË
ÒÍÓ·ÍË ãË [...,[ ( ), ( )]]H M H Mn n  ÔÓÎflËÁ‡ˆËË H(Mn) ÔÂÂÍ˚‚‡˛Ú Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ
‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T(Mn), Ú.Â. ‰Îfl ‚ÒÂı p ∈ Mn Î˛·ÓÈ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ v ËÁ Tp(Mn) ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ Í‡Í ÎËÌÂÈÌ‡fl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ‚Ë‰Ó‚: u, [u, w],
[u, [w, t]], [u, [w, [t, s]]],... ∈  Tp(Mn), „‰Â ‚ÒÂ ‚ÂÍÚÓÌ˚Â ÔÓÎfl u, w, t, s,... fl‚Îfl˛ÚÒfl
„ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË.

åÂÚËÍÓÈ ä‡ÌÓ–ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË (ËÎË ë–ë ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn Ò ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Ï „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ
H(Mn), Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Ì‡·ÓÓÏ gc ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ
‚Â‰ÂÌËÈ Ì‡ H (Mn). ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ dc(p, q) ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË p, q ∈ M n ÓÔÂ
‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ gc-‰ÎËÌ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÚÓ˜ÍË p Ë q.

èÓ‰ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ÔÓÎflËÁÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ) Ì‡Á˚
‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÌÓ–ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl
Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl. ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‚
ÔÓ‰ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ÏÓÊÌÓ ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‰ÓÎ¸ ÍË‚˚ı, fl‚Îfl˛˘ËıÒfl
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË Í „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï.

èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ‚

ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Tp(Mn), p ∈ Mn ÒÌ‡·ÊÂÌÓ „Î‡‰ÍÓ ËÁÏÂ-
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Ìfl˛˘ËÏÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï, ÌÓ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï.

èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ
‚Â‰ÂÌËÈ 〈 〉, p  Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı Tp(Mn), p ∈ Mn, ÔÓ Ó‰ÌÓÏÛ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ
ÚÓ˜ÍË p ∈ Mn.

ä‡Ê‰ÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉, p  ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÔÓËÁ

‚Â‰ÂÌËflÏË 〈 〉 =e e g pi j p ij, ( )  ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ e en1, ...,  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡ ‚ �n, Ú.Â.
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ n × n Ï‡ÚËˆÂÈ (( )) (( ( ))),g g pij ij=
Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ (ÒÏ. êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, „‰Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ
ÚÂÌÁÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ n × n
Ï‡ÚËˆÂÈ). àÏÂÌÌÓ, 〈 〉 = ∑x y g p x yp ij i j

i j

, ( ) ,
,

 „‰Â x x xn= ( , ..., )1  Ë y y yn= ∈( , ..., )1

∈ T Mp
n( ).  ÉÎ‡‰Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl g ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ.

ÑÎËÌ‡ ds ‚ÂÍÚÓ‡ ( , ..., )dx dxn1  ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ
ÙÓÏÓÈ

ds g dx dxij i j
i j

2 = ∑ .
,

ÑÎËÌ‡  ÍË‚ÓÈ  γ : [ , ]0 1 → Mn   ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl  ÙÓÏÛÎÓÈ  g dx dxij i j
i j,
∑∫ =

γ

= ∑∫ g
dx

dt

dx

dt
dtij

i j

i j

,

.
0

1

 Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ˜ËÒÚÓ

ÏÌËÏÓÈ ËÎË ÌÛÎÂ‚ÓÈ (ËÁÓÚÓÔÌ‡fl ÍË‚‡fl).
èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ, ÌÓ ÌÂ-

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (p, q), p + q = n. èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ, Ú.Â. ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ det(( )) .gij ≠ 0  èÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌ‡
fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ (ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) – ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡-
ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. íÂÓËfl ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ-
‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ.

åÓ‰ÂÎ¸˛ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (p, q) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÒÂ‚‰Ó-
Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  �

p q p q n, , + =  – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)) Ò ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (p, q),
Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Í‡Í g gpp11 1= = =... ,  g gp p nn+ + = = = −1 1 1, ... ,  gij = 0  ‰Îfl i j≠ .  ãËÌÂÈÌ˚È
˝ÎÂÏÂÌÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds dx dx dx dxp p n
2

1
2 2

1
2 2= + + − − −+... ... .

ãÓÂÌˆÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ãÓÂÌˆÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ãÓÂÌˆ‡) – ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ò ÒË„-

Ì‡ÚÛÓÈ (1, p).
ãÓÂÌˆÂ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÎÓÂÌˆÂ‚ÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ. Ç Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, ˜ÚÓ
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ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó–‚ÂÏfl ÏÓÊÂÚ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÎÓÂÌˆÂ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò
ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (1, 3). èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó �1,3 Ò ÔÎÓÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ åËÌ-
ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ÎÓÂÌˆÂ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.

åÂÚËÍ‡ éÒÒÂÏ‡Ì‡–ãÓÂÌˆ‡
åÂÚËÍÓÈ éÒÒÂÏ‡Ì‡–ãÓÂÌˆ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÂÌˆÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ

ÚÂÌÁÓ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ R fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÒÂÏ‡ÌÓ‚˚Ï . ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÓ·-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËËfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ üÍÓ·Ë  �( ) : ( , )x y R y x x→  ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Â‰ËÌË˜Ì˚ı
‚ÂÍÚÓÓ‚ ı.

ãÓÂÌˆÂ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·Û‰ÂÚ ÓÒÒÂÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.

åÂÚËÍ‡ ÅÎfl¯ÍÂ
åÂÚËÍ‡ ÅÎfl¯ÍÂ Ì‡ ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÂÒÚ¸ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡

ÏÂÚËÍ‡, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ‡fl Ò ‡ÙÙËÌÌÓÈ ÌÓÏ‡Î¸˛ ‚ÎÓÊÂÌËfl φ: ,Mn n→ +� 1  „‰Â Mn

fl‚ÎflÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ, ‡ �n+1 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

èÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
èÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Ú.Â. ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ 〈 〉 = ∑x y g p x yp ij i j

i j

, ( )
,

Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı Tp(Mn), p  ∈ M n; ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸
det(( )) .gij = 0

èÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ
ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

åÓ‰ÂÎ¸˛ ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

  �d
n d, ≥ 1  (ËÌÓ„‰‡ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÏÓÂ Í‡Í   �n d

n
− ), Ú.Â. ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÛ˘-
ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Ì‡‰-
ÎÂÊ‡˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‚˚·‡ÌÌÓÏÛ ·‡ÁËÒÛ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉x x,  ‚ÂÍÚÓ‡ Ì‡

ÒÂ·fl ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰ 〈 〉 =
=

−

∑x x x
i

n d

i, .
1

2  èË ˝ÚÓÏ d ≥ 1 ˜ËÒÎÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÙÂÍÚÓÏ

(ËÎË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÙËˆËÚÓÏ) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ ÉÛ¯ËÌ‡
åÂÚËÍÓÈ ÉÛ¯ËÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÎË-

ÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dx
x

x
2

1
2 2

2

1
2= + δ

.

èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË  Mn – ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡fl  ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡  ÏÂÚËÍ‡,  Ú.Â.  ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸
‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚ı ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ x y g p x y

p
i j

ij i j, ( )
,

= ∑  Ì‡
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Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı T M p Mp
n n( ),  ;∈  ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ det(gij) = 0.

àÏÂÌÌÓ, ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ.

èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn,
ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

åÓ‰ÂÎ¸˛ ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 

  

�l l
m m

n
r

r
1

1 1

,...,
,...,

,
−

 Ú.Â. ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

�n, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ r
ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ x y x y

a i i ia a a
, ,= ∑ε  „‰Â a = 1, ..., r, 0 = m0 < ... < mr = n, ia =

= ma–1 + 1, ..., ma, εia
= ±1 Ë –1 ÒÂ‰Ë ˜ËÒÂÎ εia

 ‚ÒÚÂ˜‡ÂÚÒfl la ‡Á. èÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

x y
a

,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ‰Îfl ÚÂı ‚ÂÍÚÓÓ‚, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ‚ÒÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x i mi a,  ≤ −1 ËÎË
i ma> +1, ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛. èÂ‚˚È ÒÍ‡ÎflÌ˚È Í‚‡‰‡Ú ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ ı

fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ x x x x
i

l

i
j l

n d

j, .1
1

2

1

2
1

1

= − +
= = +

−

∑ ∑  óËÒÎÓ

l1 ≥ 0 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌ‰ÂÍÒÓÏ, ‡ ˜ËÒÎÓ d = n – m1 – ‰ÂÙÂÍÚÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ÖÒÎË
l1 = ... = lr = 0, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓÎÛÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
� �m

n
k l
n ,Ë   Ë Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Í‚‡ÁËÂ‚ÍÎË‰Ó‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
  


l l
m m

n
r

r
1

1 1

,...,
,..., −

 ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ Í‡Í

„ËÔÂÒÙÂ‡ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â 
  

�l l
m m

n
r

r
1

1 1

,...,
,..., −

 Ò ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸Ì˚ÏË ÚÓ˜-

Í‡ÏË. ÖÒÎË l1 = ... = lr, ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ÔÓÎÛ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ
(ËÎË ÔÓÎÛÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÖÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ , ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛ„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

îËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ MN, ‚

ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Tp(Mn), p ∈  Mn ÒÌ‡·ÊÂÌÓ ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ
ÌÓÏÓÈ || ⋅ ||, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÌÓÏ‡ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ÔÓÁËˆËË, fl‚ÎflÂÚÒfl „Î‡‰ÍÓÈ Ë
Ï‡ÚËˆ‡ (gij),

g g p x
x

x xij ij
i j

= = ∂
∂ ∂

( , )
|| ||

,
1

2

2 2

fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó p ∈  Mn Ë Î˛·Ó„Ó x ∈  Tp(Mn).
îËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÌÓÏ || ⋅ || Ì‡

Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı TpMn, ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó p ∈  Mn. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ
˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ

ds g dx dx
i j

ij i j
2 = ∑

,

.

îËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ Á‡‰‡‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl F(p, x) ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÍË p ∈  Mn Ë ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ‚ÂÍÚÓ‡
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x ∈  Tp(Mn), ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‚ ÚÓ˜ÍÂ  . îÛÌÍˆËfl F(p, x) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-
ÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÔÂ‚ÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ‚ ı: F(p, λx) = λF(p, x) ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó λ > 0. áÌ‡˜ÂÌËÂ
F(p, x) ËÌÚÂÔÂÚËÛÂÚÒfl Í‡Í ‰ÎËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ ı. îËÌÒÎÂÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ

ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ ( )
( , )

.g
F p x

x dxij
i j

= ∂
∂











1

2

2 2

 ÑÎËÌ‡ ÍË‚ÓÈ γ :  [ , ]0 1 → Mn  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

F p
dp

dt
dt

0

1

∫ 



, . ÑÎfl Í‡Ê‰ÓÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË  ÙËÌÒÎÂÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ‚

ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ı fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï.
îËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍË, „‰Â Ó·˘ÂÂ ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌËÂ ‰ÎËÌ˚ || x || ‚ÂÍÚÓ‡ x T Mp
n∈ ( ) ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â Í‚‡‰‡ÚÌÓ„Ó

ÍÓÌfl ËÁ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚, Í‡Í ˝ÚÓ ‰ÂÎ‡ÂÚÒfl ‚ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â.
îËÌÒÎÂÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ (ËÎË ÙËÌÒÎÂÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) – ˝ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-

ÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÙËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ. íÂÓËfl ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ.
ê‡ÁÎË˜ËÂ ÏÂÊ‰Û ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï Ë ÙËÌÒÎÂÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ
ÔÂ‚ÓÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡ ‚ÚÓÓÂ – Í‡Í
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ËÎË, ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË, ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ˝ÎÎËÔÒÓË‰Û ‚ ËÏ‡-
ÌÓ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â
ˆÂÌÚ‡ ÍÓÚÓÓÈ ‚ÁflÚÓ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

é·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÙËÌÒÎÂÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ‚ÌÛÚ-
ÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ, Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡˛ÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl ‚ ÓÚÌÓ-
¯ÂÌËË ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Í‡Ú˜‡È¯Ëı ÍË‚˚ı, Ú.Â. ÍË‚˚ı, ‰ÎËÌ˚ ÍÓÚÓ˚ı ‡‚Ì˚ ‡Ò-
ÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û Ëı ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË. í‡ÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÍÎ˛˜‡˛Ú ‚ ÒÂ·fl
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı, ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë Ú.Ô. é·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÙËÌ-
ÒÎÂÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ı ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ·ÓÎ¸¯ÂÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛
Ó·Ó·˘ÂÌËfl, ÌÓ Ë ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÓÌË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ë ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÂÚËÍË,
·ÂÁ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

åÂÚËÍ‡ äÓÔËÌÓÈ
åÂÚËÍÓÈ äÓÔËÌÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ FKr Ì‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ

n-ÏÂÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

g x x

b p x

ij i j
i j

i i
i

,

( )

∑
∑

‰Îfl Î˛·˚ı p ∈ Mn Ë x ∈ Tp(Mn), „‰Â (gij) – fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓÓ Ë
b(p) = (bi(p)) – ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ.

åÂÚËÍ‡ ê‡Ì‰ÂÒ‡
åÂÚËÍ‡ ê‡Ì‰ÂÒ‡ – ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ FRa Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

g x x b p xij i j
i j

i i
i,

( )∑ ∑+

‰Îfl Î˛·˚ı p ∈ Mn Ë x ∈ Tp(Mn), „‰Â (gij) – ËÏ‡ÌÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓÓ Ë b(p) =
= (bi(p)) – ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ.
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åÂÚËÍ‡ äÎÂÈÌ‡
åÂÚËÍÓÈ äÎÂÈÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ¯‡Â

  B x xn n= ∈ <{ : || || }� 2 1  ‚ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || || || || || ,

|| ||

y x y x y

x

2
2

2
2

2
2 2

2
21

− −〈 〉( )
−

‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ Bn Ë y ∈ Tx(Bn), „‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë 〈  , 〉  – Ó·˚˜ÌÓÂ
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n.

åÂÚËÍ‡ îÛÌÍ‡
åÂÚËÍÓÈ îÛÌÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ FRu Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ

¯‡Â  ‚ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || || || || || , ,

|| ||

y x y x y x y

x

2
2

2
2

2
2 2

2
21

− −〈 〉( ) + 〈 〉

−

‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ Bn Ë y ∈ Tx(Bn), „‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë 〈  , 〉  – Ó·˚˜ÌÓÂ
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n. ùÚÓ – ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ òÂÌ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡   a an∈ <� ,  || ||2 1  ÏÂÚËÍÓÈ òÂÌ‡  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡

ÏÂÚËÍ‡ FSh Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ¯‡Â B x xn n= ∈ <{ : || || }� 2 1  ‚ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì‡fl Í‡Í

|| || || || || || , ,

|| ||

,

,

y x y x y x y

x

a y

a x

2
2

2
2

2
2 2

2
21 1

− −〈 〉( ) + 〈 〉

−
+ 〈 〉

+ 〈 〉

‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ Bn Ë y ∈ Tx(Bn), „‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë 〈  , 〉  – Ó·˚˜ÌÓÂ
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n. ùÚÓ – ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡. èË a = 1 ÓÌ‡ ÔÂ-
‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÏÂÚËÍÛ îÛÌÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÅÂ‚‡Î¸‰‡
åÂÚËÍÓÈ ÅÂ‚‡Î¸‰‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ FBe Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ Â‰Ë-

ÌË˜ÌÓÏ ¯‡Â   B x xn n= ∈ <{ : || || }� 2 1  ‚ �n, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

|| || || || || || , ,

|| || || || || || || || ,

y x y x y x y

x y x y x y

2
2

2
2

2
2 2

2
2 2

2
2

2
2

2
2 21

− −〈 〉( ) + 〈 〉





−( ) − −〈 〉( )
‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ Bn Ë y ∈ Tx(Bn), „‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë 〈  , 〉  – Ó·˚˜ÌÓÂ
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n. ùÚÓ – ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Í‡Ê‰‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ
ÔÛÎ¸‚ÂËÁ‡ˆË˛ (Ó·˚˜ÌÓÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ-

fl‰Í‡) y
x

G
yi

i

i

i

∂
∂

− ∂
∂

2 ,  ÍÓÚÓÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ. îËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
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Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÅÂ‚‡Î¸‰‡, ÂÒÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔÛÎ¸‚ÂËÁ‡ˆËË Gi = Gi(x, y)

fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚ÏË ÔÓ y ∈ Tx(Bn) ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ x ∈ Mn, Ú.Â. G x y yi
jk
i i k= 1

2
Γ ( ) .

ä‡Ê‰‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ‚‡Î¸‰‡ ‡ÙÙËÌÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ.

åÂÚËÍ‡ ÑÛ„Î‡Ò‡
åÂÚËÍÓÈ ÑÛ„Î‡Ò‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ÍÓ˝ÙÙË-

ˆËÂÌÚ˚ ÔÛÎ¸‚ÂËÁ‡ˆËË Gi = Gi(x, y) ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

G x y y P x y yi
jk
i

i k i= +1

2
Γ ( ) ( , ) .

ä‡Ê‰‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ÏÂÚËÍÂ ÅÂ-
‚‡Î¸‰‡, fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÑÛ„Î‡Ò‡. ä‡Ê‰‡fl ËÁ‚ÂÒÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÑÛ„Î‡Ò‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
(ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ) ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÂ ÅÂ‚‡Î¸‰‡.

åÂÚËÍ‡ Å‡È‡ÌÚ‡

èÛÒÚ¸ α  – Û„ÓÎ Ò | |α π<
2

 Ë ÔÛÒÚ¸ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �n

A y y x y x y= + + −〈 〉( )|| || sin || || cos || || || || , ,2
4 2

2
2

2
2

2
2 2 2

2 2α α

B y x y x y= + −〈 〉|| || cos || || || || , ,2
4

2
2

2
2 22α

C x y D y x= 〈 〉 = + +, sin ,    || || || || cos .2 2 2 12
2

2
2α α

íÓ„‰‡ (ÔÓÂÍÚË‚ÌÛ˛) ÙËÌÒÎÂÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ F Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ Í‡Í

A B

D

C

D

C

D

+ + 



 +

2

2

.

ç‡ ‰‚ÛÏÂÌÓÈ  Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ S2 ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Å‡È‡ÌÚ‡.

åÂÚËÍ‡ ä‡‚‡„Û˜Ë
åÂÚËÍÓÈ ä‡‚‡„Û˜Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „Î‡‰ÍÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn,

Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ‰Û„Ë ds Â„ÛÎflÌÓÈ ÍË‚ÓÈ x x t t t t= ∈( ),  [ , ]0 1  Ë ‚˚‡ÊÂÌÌ‡fl
ÙÓÏÛÎÓÈ

ds F x
dx

dt

d x

dt
dt

k

k=






, , ..., ,

„‰Â ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl F Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚ËflÏ ñÂÏÂÎÓ: 
x

k
s

s isx F F
=

∑ =
1

( )
( ) ,

s

k
x F

s r

k
s r i

s i






=
=

− +∑ ( )
( ) ,1 0   x

d x

dt
s i

s i

s
( ) ,=  F

F

xs i s i( ) ( )= ∂
∂

 Ë r = 2, ..., k. ùÚËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË

Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ‰Û„Ë ds ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËË ÍË‚ÓÈ .x = x(t)
åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ä‡‚‡„Û˜Ë (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ä‡‚‡„Û˜Ë) – ˝ÚÓ „Î‡‰ÍÓÂ ÏÌÓ„Ó-

Ó·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡‚‡„Û˜Ë. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÙËÌÒÎÂÓ‚‡
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.
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ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ ÑÂ ÇËÚÚ‡
ëÛÔÂÏÂÚËÍÓÈ ÑÂ-ÇËÚÚ‡ (ËÎË ÒÛÔÂÏÂÚËÍÓÈ ìËÎÂ‡ – ÑÂ-ÇËÚÚ‡) G = (Gijkl)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ (ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ) ÏÂÚËÍË g = g(gij),
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÈ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl,
Ì‡ ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡ ˝ÚÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË.

íÓ˜ÌÂÂ „Ó‚Ófl, ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó „Î‡‰ÍÓ„Ó ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl M3

‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �(M3) ‚ÒÂı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı (ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚˚ı) ÏÂÚËÍ Ì‡
Mn. à‰ÂÌÚËÙËˆËÛfl ÚÓ˜ÍË �(M3), Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ ‰ËÙÙÂÓÏÓÙËÁÏÓÏ M3, ÏÓÊÌÓ ÔÓ-
ÎÛ˜ËÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Geom(M3) 3-„ÂÓÏÂÚËÈ (Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËË), ÚÓ˜Í‡ÏË
ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÎ‡ÒÒ˚ ‰ËÙÙÂÓÏÓÙÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı ÏÂÚËÍ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
Geom(M3) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. éÌÓ Ë„‡ÂÚ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı
ÙÓÏÛÎËÓ‚Í‡ı Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ „‡‚ËÚ‡ˆËË.

ëÛÔÂÏÂÚËÍÓÈ, Ú.Â. "ÏÂÚËÍÓÈ ÏÂÚËÍ", Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �(M3) (ËÎË Ì‡
Geom(M3)), ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ‡fl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡ M3 (ËÎË
ÏÂÊ‰Û Ëı ÍÎ‡ÒÒ‡ÏË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË). ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ g = (gij)) ∈ �(M3), ÚÓ

|| || ( ) ( ) ( ).δ δ δg d xG x g x g x

M

ijkl
ij kl

2 3

3

= ∫
„‰Â Gijkl – ‚ÂÎË˜ËÌ‡, Ó·‡ÚÌ‡fl ÒÛÔÂÏÂÚËÍÂ ÑÂ‚ËÚÚ‡

G
g

g g g g g gijkl
ij

ik jl il jk ij kl= −1

2 det( )
( _ ).λ

ÇÂÎË˜ËÌ‡ λ Ô‡‡ÏÂÚËÁÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚËÍ‡ÏË �(M3) ‚ Ë ÏÓÊÂÚ ÔË-

ÌËÏ‡Ú¸ Î˛·˚Â ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÍÓÏÂ λ = 2

3
,  ÔË ÍÓÚÓÓÏ ÒÛÔÂÏÂÚËÍ‡

ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÒËÌ„ÛÎflÌÓÈ.

ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ ãÛÌ‰‡–êÂ‰ÊË
ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ ãÛÌ‰‡–êÂ‰ÊË (ËÎË ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì‡fl ÒÛÔÂÏÂÚËÍ‡) fl‚ÎflÂÚÒfl

‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ÒÛÔÂÏÂÚËÍË ÑÂ-ÇËÚÚ‡ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û
ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚ÏË 3-„ÂÓÏÂÚËflÏË ‚ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÍÓÌÙË„Û-
‡ˆËÈ.

ÅÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓ, ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÂ ÚÂıÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡-
ÁËÂ M3, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÚÂÚ‡˝‰Ó‚ (Ú.Â. ÚÂıÏÂÌ˚ı ÒËÏÔÎÂÍÒÓ‚), ÚÓ
ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì‡fl „ÂÓÏÂÚËfl Ì‡ M3 Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔËÒ‚ÓÂÌËÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Í‚‡‰‡ÚÓ‚ ‰ÎËÌ
ÒÚÓÓÌ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ËÁ M3 Ë ‚˚‚Â‰ÂÌËÂÏ ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚË Í‡Ê‰Ó„Ó ÚÂÚ‡˝‰‡
ÔÎÓÒÍÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ˝ÚËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ. ä‚‡‰‡Ú˚ ‰ÎËÌ
‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ë Ëı
‡Ì‡ÎÓ„‡Ï ‰Îfl ÚÂÚ‡˝‰Ó‚, Ú.Â. ‚ÒÂ Í‚‡‰‡Ú˚ ÏÂ (‰ÎËÌ, ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ, Ó·˙ÂÏÓ‚) ‰ÓÎÊÌ˚
·˚Ú¸ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÒÏ. ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÚ‡˝‰‡, „Î. 3). åÌÓÊÂÒÚ‚Ó �(M3) ‚ÒÂı
ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚ı „ÂÓÏÂÚËÈ Ì‡ M3 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ.

ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ ãÛÌ‰‡–êÂ‰ÊË (Gmn) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(M3) ÔÓÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÒÛÔÂÏÂÚ-
ËÍÓÈ ÑÂ‚ËÚÚ‡ Ì‡ �(M3) Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‰Îfl ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ÚÓ˜ÂÍ ‚ �(M3) Ú‡ÍËı
ÏÂÚËÍ ‚ �(M3), ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÛÒÓ˜ÌÓ ÔÎÓÒÍËÏË ‚ ÚÂÚ‡˝‰‡ı.

CÛÔÂÏÂÚËÍË ‚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â èÂÂÎ¸Ï‡Ì‡
èÂ‰ÎÓÊÂÌÌ‡fl ì. íÂÒÚÓÌÓÏ „ËÔÓÚÂÁ‡ „ÂÓÏÂÚËÁ‡ˆËË ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ

‰‚Ûı ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‰ÂÍÓÏÔÓÁËˆËÈ Î˛·ÓÂ ÚÂıÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ
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‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÛ ËÁ ‚ÓÒ¸ÏË ÚÂÒÚÓÌÓ‚ÒÍËı ÏÓ‰ÂÎ¸-
Ì˚ı „ÂÓÏÂÚËÈ. ÖÒÎË ‰‡ÌÌ‡fl „ËÔÓÚÂÁ‡ ‚ÂÌ‡, ÚÓ ÓÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸
ÁÌ‡ÏÂÌËÚÓÈ „ËÔÓÚÂÁ˚ èÛ‡ÌÍ‡Â (1904) Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ Î˛·ÓÂ ÚÂıÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ,
‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ÔÓÒÚ‡fl Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl ÍË‚‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ÂÙÓ-
ÏËÓ‚‡Ì‡ ‚ ÚÓ˜ÍÛ, „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓ ÚÂıÏÂÌÓÈ ÒÙÂÂ.

Ç 2003 „. èÂÂÎ¸Ï‡Ì ‰‡Î Ì‡·ÓÒÓÍ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ „ËÔÓÚÂÁ˚ íÂÒÚÓÌ‡ Ò ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÌÂÍÓÈ ÒÛÔÂÏÂÚËÍË Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÏÂÚËÍ ‰‡Ì-
ÌÓ„Ó „Î‡‰ÍÓ„Ó ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl. Ç ÔÓÚÓÍÂ êË˜˜Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÛÏÂÌ¸¯‡-
˛ÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÏÂÚËÍ‡ Á‡‚ËÒËÏ‡ ÓÚ
‚ÂÏÂÌË. åÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl èÂÂÎ¸Ï‡Ì‡ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡ êË˜˜Ë ÔÓÁ‚ÓÎËÎ‡ ÒËÒÚÂ-
Ï‡ÚË˜ÂÒÍË Û‰‡ÎflÚ¸ ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚË.

7.2. êàåÄçéÇõ  åÖíêàäà  Ç  íÖéêàà  àçîéêåÄñàà

èËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÚÂÓËË ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ËÏ‡-
ÌÓ‚˚ ÏÂÚËÍË, ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÍÓÚÓ˚ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ÌËÊÂ.

àÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ îË¯Â‡

Ç ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ, ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ë ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌ-
ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ îË¯Â‡ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ îË¯Â‡, ÏÂÚËÍÓÈ ê‡Ó) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡-
ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl (ÒÏ., Ì‡ÔË-
ÏÂ, [Amar85], [Frie98]). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Â˜¸ Ë‰ÂÚ Ó ÔË‰‡ÌËË Ò‚ÓÈÒÚ‚ ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ÒÂÏÂÈÒÚ‚Û ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı ÔÎÓÚÌÓÒÚÂÈ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÚÂÓËË
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ.

îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ p p xθ θ= ( , )  – ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÔÎÓÚÌÓÒÚÂÈ, ÔÂÂÌÛÏÂÓ‚‡ÌÌ˚ı n
Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË θ θ θ= ( , ..., ),1 n  ÍÓÚÓ˚Â Ó·‡ÁÛ˛Ú Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ê.
àÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ îË¯Â‡ g = gθ Ì‡ ê Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡,
Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ îË¯Â‡ ((I(θ)ij)), „‰Â

  

I
p p p x p x

p x dxij
i j i j

( )
ln ln ln ( , ) ln ( , )

( , ) .θ
θ θ

θ
θ

θ
θ

θθ
θ θ= =

∂
∂

⋅
∂

∂












= ∂
∂

∂
∂∫�

ùÚÓ – ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ·ËÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡, ÍÓÚÓ‡fl ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÂÛ
(ÏÂÛ ê‡Ó) ‰Îfl ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÎË˜ËÏÓÒÚË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl. èÓÎ‡„‡fl
i x p x( , ) ln ( , ),θ θ= −  ÔÓÎÛ˜ËÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

I
i x i x

p x dxij
i j i j

( )
( , ) ( , )

( , ) .θ θ
θ θ

θ
θ θ

θθ= ∂
∂ ∂













= ∂
∂ ∂∫�

2 2

ÅÂÁ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl flÁ˚Í‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÔÓÎÛ˜ËÏ

I u u p p( )( , ) [ (ln ) (ln )],θ θ θ θv v= ⋅�

„‰Â u  Ë v  – ‚ÂÍÚÓ˚, Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â Í Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ ê, ‡

u p
d

dt
p tu t(ln ) ln |θ θ= + =0  – ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÓÚ  ln pθ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ u.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚÂÈ M fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·‡ÁÓÏ Ô‡‡ÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl ê  ÔË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË θ → pθ Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË
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Â„ÛÎflÌÓÒÚË. ÇÂÍÚÓ u, Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È Í ‰‡ÌÌÓÏÛ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛, ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

u
d

dt
p tu t= + =ln ,|θ 0  Ë ÏÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ g = gp Ì‡ å, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ËÁ ÏÂÚËÍË gθ Ì‡ ê ,

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ ‚ ‚Ë‰Â

    
g u

u

p pp p( , ) .v
v= ⋅









�

åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ Ë ê‡Ó

èÛÒÚ¸ 
    
�n

n

i

n

ip p p= ∈ = >
=
∑{ :  ,  }�

1

1 0  – ÒËÏÔÎÂÍÒ ÒÚÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÓ-

flÚÌÓÒÚÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚. ùÎÂÏÂÌÚ p ∈ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ n-ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ {1, ..., n } Ò p(i ) = pi. ùÎÂÏÂÌÚ u Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡   Tp n( )� =

= ∈ =
=
∑{ :  }u un

i

n

i�

1

0  ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ∈ �n ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËÂfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Ò {1, ..., n} Ò

u(i) = ui.
åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ ê‡Ó  gp Ì‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ ‚˚-

‡ÊÂÌËÂÏ

g u
u

pp
i

n
i i

i

( , )v
v=

=
∑

1

‰Îfl Î˛·˚ı u Tp n, ( ),v ∈ �  Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ îË¯Â‡ Ì‡ �n.
åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ – ê‡Ó fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ (Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ÏÌÓ-
ÊËÚÂÎfl) ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �n, ÒÛÊ‡ÂÏÓÈ ÔË ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍÓÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË
([Chen72]).

åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ – ê‡Ó ËÁÓÏÂÚË˜‡ (ÒÏ. ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ p p pn→ 2 1( ,..., )) ÒÚ‡Ì-
‰‡ÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÂ Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÒÙÂ˚ ‡‰ËÛÒ‡ ‰‚‡ ‚ � n . í‡ÍÓÂ
ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËÂ �n ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ì‡ �n „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡Á˚‚‡Â-
ÏÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ îË¯Â‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl 1), ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÙÓÏÛÎ˚

2 1 2 1 2arccos ./ /p qi i
i

∑










åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡–ê‡Ó ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡Ò¯ËÂÌ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   � n
np= ∈{ ,�

pi > 0} ‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÒÚÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ÏÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â {1, ..., n}. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

2
2

1 2

i
i ip q∑ −( )









/

‰Îfl Î˛·˚ı   p q n, ∈ �  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡, „Î. 14).

åÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ �n ·Û‰ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı n × n  Ï‡ÚËˆ, ‡ � ⊂  Mn  –

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ. èÛÒÚ¸
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  � � � �⊂ = ∈ =,  { :  Tr }ρ ρ 1  – ·Û‰ÂÚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ‚ÒÂı Ï‡ÚËˆ ÔÎÓÚÌÓÒÚË.
ä‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl � ‚ ÚÓ˜ÍÂ ρ ∈ �  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

  T x M x xp n( ) { :  },*� = ∈ =  Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ˝ÏËÚÓ‚˚ı n × n Ï‡ÚËˆ. ä‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Tρ(�) ‚ ÚÓ˜ÍÂ ρ ∈ � ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·ÂÒÒÎÂ‰Ó‚˚ı (Ú.Â.
ËÏÂ˛˘Ëı ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÒÎÂ‰) Ï‡ÚËˆ ‚ Tρ(�).

êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ λ Ì‡ � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

λ λρ ρh h u h u u u( ) ( ( ), ( )) ( , )<

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı ρ ∈ �, Î˛·˚ı u ∈ Tρ(�) Ë Î˛·˚ı ‚ÔÓÎÌÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı
ÒÓı‡Ìfl˛˘Ëı ÒÎÂ‰˚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ h, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍËÏË ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËflÏË. Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ([Petz96]), λ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÂÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í 

  
λρ ρ( , ) Tr ( , ),u uJ u uv =  „‰Â Jρ – ÓÔÂ‡ÚÓ ‚Ë‰‡

J
f L R Rρ

ρ ρ ρ
= 1

( / )
. á‰ÂÒ¸ Lρ Ë Rρ – ÎÂ‚˚È Ë Ô‡‚˚È ÓÔÂ‡ÚÓ˚ ÛÏÌÓÊÂÌËfl, ‡ f:

(0, ∞ ) → �  – ÓÔÂ‡ÚÓ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ÍÓÚÓ˚È ÒËÏÏÂÚË˜ÂÌ, Ú.Â.
f t tf t( ) ( ),= −1  Ë ÌÓÏËÓ‚‡Ì, Ú.Â. 

  
f J( ) .  ( ) ,1 1 1= = −

ρ ρv v  ÂÒÎË v Ë ρ  ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú

ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ, Ú.Â. Î˛·‡fl ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‡‚Ì‡ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÂ
îË¯Â‡ Ì‡ ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚ı ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËflı. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚Â ÏÂÚ-
ËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË îË¯Â‡ Ì‡ ÍÎ‡ÒÒÂ ÔÎÓÚ-
ÌÓÒÚÂÈ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ ËÎË ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚È ÒÎÛ˜‡È) Ì‡ ÍÎ‡ÒÒ Ï‡ÚËˆ
ÔÎÓÚÌÓÒÚË (Í‚‡ÌÚÓ‚˚È ËÎË ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚È ÒÎÛ˜‡È), ÔËÏÂÌflÂÏ˚ı ‚ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ
ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ Ë ÚÂÓËË ËÌÙÓÏ‡ˆËË. àÏÂÌÌÓ � fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ˜Ì˚ı
ÒÓÒÚÓflÌËÈ n-ÛÓ‚ÌÂ‚ÓÈ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚.

åÓÌÓÚÓÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ 
 
λρ

ρ ρ ρ
( , Tr

( / )
( )u u

f L R R
v v

1
 ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ËÌ‡˜Â Í‡Í

λρ ρ ρ( , ) Tr ( )( ),u uc L Rv v=  „‰Â ÙÛÌÍˆËfl c x y
f x y y

( , )
( / )

= 1
 fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ åÓÓÁÓ-

‚‡–óÂÌˆÓ‚‡, ÓÚÌÓÒfl˘ÂÈÒfl Í λ .
åÂÚËÍ‡ ÅÛÂÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl

f t
i

( ) = +1

2
 (‰Îfl c x y

x y
( , ) ).=

+
2

 Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â 
  
J g g gρ ρ ρ( ) ,  ,v v= + = 2  ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚ-

Ë˜Ì‡fl ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl.
åÂÚËÍ‡ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ÏÓÌÓÚÓÌ-

ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË f t
t

t
( ) =

+
2

1
 (ÙÛÌÍˆËË c x y

x y

xy
( , ) ).= +

2
 Ç

˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Jρ ρ ρ( ) ( )v v v= +− −1

2
1 1  – Ô‡‚‡fl ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl.

åÂÚËÍ‡ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡–äÛ·Ó–åÓË ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔË f x
x

x
( )

ln
= −1

 (ÔË c x y( , ) =

= −
−

ln ln
).

x y

x y
 ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í 

  
λ ρ ρρ( , ) Tr( ) ( ) .,u

s t
su ln t s tv v= ∂

∂ ∂
+ + | =

2

0

åÂÚËÍË ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡ λρ
α  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚ÏË ‰Îfl α ∈ [–3,3].

ÑÎfl α = ±1 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡–äÛ·Ó–åÓË; ‰Îfl α = ±3 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚ-
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ËÍÛ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ. ç‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ‚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Â fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡ , ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl α = 0.

åÂÚËÍ‡ ÅÛÂÒ‡
åÂÚËÍ‡ ÅÛÂÒ‡ (ËÎË ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË � ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ,
Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ 

  
λρ ρ( , ) Tr ( ),u uJv v=  „‰Â 

  
J g g gρ ρ ρ( ) ,  ,v v= + = 2  ÂÒÚ¸

ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl. ùÚÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ËÁ ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚ı
ÏÂÚËÍ.

ÑÎfl Î˛·˚ı ρ ρ1 2, ∈ �  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÛÂÒ‡, Ú.Â. „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÏÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ÅÛÂÒ‡, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Í‡Í

2 21 2 1
1 2

2 1
1 2 1 2

Tr Tr Tr ./ / /
ρ ρ ρ ρ ρ+ − ( )

ç‡ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË � �= ∈ ={ :  Tr }ρ ρ 1  Ï‡ÚËˆ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ

2 1
1 2

2
1 2 1 2

arccos Tr ./ / /
ρ ρ( )

åÂÚËÍ‡ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ
åÂÚËÍ‡ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ (ËÎË RLD-ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ ÏÓÌÓ-

ÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �  ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

λρ ρ( , ) Tr ( ),u uJv v=

„‰Â 
  
Jρ ρ ρ( ) ( )v v v= +− −1

3
1 1  – Ô‡‚‡fl ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl. ùÚÓ – Ì‡Ë·ÓÎ¸-

¯‡fl ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡–äÛ·Ó–åÓË
åÂÚËÍ‡ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡-äÛ·Ó-åÓË (ËÎË Çäå-ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚ-

ËÍ‡ Ì‡ � ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı n × n
Ï‡ÚËˆ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

  
λ ρ ρρ

α
α( , ) Tr ( ) ln( ) .,u

t s
f su t s tv v= ∂

∂ ∂
+ + | =

2

0

åÂÚËÍË ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡
åÂÚËÍË ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡ (ËÎË WYD-ÏÂÚËÍË) Ó·‡ÁÛ˛Ú ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó

ÏÂÚËÍ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË � ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı Ï‡Ú-
Ëˆ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

λ ρ ρρ
α

α α( , ) Tr ( ) ( ) .,u
t s

f tu f s s tv v= ∂
∂ ∂

+ + |− =

2

0

„‰Â f x xα

α

α
( ) ,=

−

−
2

1

1

2  ÂÒÎË α ≠ 1, Ë ln x, ÂÒÎË α  = 1. ùÚË ÏÂÚËÍË ·Û‰ÛÚ ÏÓÌÓÚÓÌ-

Ì˚ÏË ‰Îfl α ∈  [–3,3]. ÑÎfl α = ±1 ÔÓÎÛ˜ËÏ ÏÂÚËÍÛ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡–äÛ·Ó–åÓË, ‡ ‰Îfl
α = ±3 – ÏÂÚËÍÛ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ.
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åÂÚËÍ‡  ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ  (ËÎË  WY-ÏÂÚËÍ‡)  λρ  fl‚ÎflÂÚÒfl  ÏÂÚËÍÓÈ  ÇË„ÌÂ‡–

üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡ λρ
0 ,  ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl α = 0. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

λρ ρ ρ( , ) Tr ( ),u u L Rv v= +( )4
2

Ë ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡. ÑÎfl Î˛·˚ı  ρ ρ1 2, ∈ �  „ÂÓ‰Â-
ÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ WY-ÏÂÚËÍÓÈ, ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰

2 21 2 1
1 2

2
1 2Tr Tr Tr ./ /ρ ρ ρ ρ+ − ( )

ç‡ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË  � �= ∈ ={ :  Tr }ρ ρ 1  Ï‡ÚËˆ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ ‡‚ÌÓ

2 1
1 2

2
1 2arccos Tr ./ /ρ ρ( )

åÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡
ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ÏÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡ – ˝ÚÓ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ (ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂı ‚ÂÓflÚ-

ÌÓÒÚÌ˚ı ÏÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÒÚÓflÌËÈ Î˛·ÓÈ ÛÌËÚ‡Î¸ÌÓÈ C-‡Î-
„Â·˚) ÏÂÚËÍË ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡, å˝ÎÎÓÛÁ‡–åÓÌÊ‡–Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í ÎËÔ-
¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË.

èÛÒÚ¸ Mn – „Î‡‰ÍÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ. èÛÒÚ¸ A C Mn= ∞ ( )  – (ÍÓÏÏÛÌËÚ‡-
ÚË‚Ì‡fl) ‡Î„Â·‡ „Î‡‰ÍËı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÁÌ‡˜Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ Mn, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â H L M Sn= 2 ( , )  Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ
ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒÂÍˆËÈ ‡ÒÒÎÓÂÌËfl ÒÔËÌÓÓ‚ Ì‡ Mn: ( )( ) ( ) ( )f p f p pξ ξ=  ‰Îfl ‚ÒÂı f ∈  A
Ë ‚ÒÂı ξ ∈ H. èÛÒÚ¸ D – ÓÔÂ‡ÚÓ ÑË‡Í‡. èÛÒÚ¸ ÍÓÏÏÛÚ‡ÚÓ [D, f] ‰Îfl f ∈  A ÂÒÚ¸
ÛÏÌÓÊÂÌËÂ äÎËÙÙÓ‰‡ Ì‡ „‡‰ËÂÌÚ ∇ f, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Â„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ ÌÓÏ˚ || ⋅ || ‚ ç
Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í [ , ] sup .D f f

p M n= ∇
∈

åÂÚËÍÓÈ äÓÌÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ M n, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ‚˚-
‡ÊÂÌËÂÏ

sup ( ) ( ) .
||[ , ]||f A D fi

f p f q
∈ ≤

−
1

Ñ‡ÌÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌÓ Ú‡ÍÊÂ Í ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï
Ë ‰‡ÊÂ Ó·Ó·˘ÂÌÓ Ì‡ "ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡" (ÛÌËÚ‡Î¸Ì˚Â C*-‡Î„Â·˚).
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰Îfl ÔÓÏÂ˜ÂÌÌÓ„Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E) Ò
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ V = {v1, ..., vn, ...} ÏÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  
sup

||[ , ]|| || ||D f df
f f

i j
= ≤

−
1

v v

‰Îfl Î˛·˚ı v vi j V, ,∈  „‰Â 
  

f f f
i ii= < ∞

∑∑ v vv :  
2

 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÙÓ-

Ï‡Î¸Ì˚ı ÒÛÏÏ f, Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ë [ , ]D f  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

Í‡Í 

  

[ , ] sup ( ) .
deg( ) /

D f f f
k

k i
= −











=
∑

1

1 2
1v

v v
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7.3. ùêåàíéÇõ  åÖíêàäà  à  àïï  éÅéÅôÖçàü

ÇÂÍÚÓÌ˚Ï ‡ÒÒÎÓÂÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡Í‡fl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍÓÌÒÚÛÍˆËfl, ‚ ÍÓÚÓÓÈ
Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ å ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ú‡Í, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ˝ÚË ‚ÂÍÚÓÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, "ÒÍÎÂÂÌÌ˚Â ‚ÏÂÒÚÂ",
Ó·‡ÁÛ˛Ú ‰Û„ÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ö. çÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ π:
E → M Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÂÍˆËÂÈ Ö Ì‡ å. ÑÎfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ∈  M ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó π–1(p) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÌËÚ¸˛ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl. ÑÂÈÒÚ-
‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï) ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ‡ÒÒÎÓÂÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
‡ÒÒÎÓÂÌËÂ π: E → M, ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ÌËÚË π–1(p), p ∈  M ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰ÂÈÒÚ-
‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË) ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ∈  M ˝ÎÂÏÂÌÚ‡-
Ì‡fl ÌËÚ¸ π–1(p) ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚„Îfl‰ËÚ Í‡Í ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n, Ú.Â. ËÏÂÂÚÒfl
ÓÚÍ˚Ú‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ U ÚÓ˜ÍË , Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ n Ë „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ ϕ :

  U Un× → −� π 1( ), Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı   x U n∈ ∈,  v �  Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ   π ϕ( ( , ) ,x v v=
Ë ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ v v→ ϕ( , )x  ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ËÁÓÏÓÙËÁÏ ÏÂÊ‰Û �n Ë π–1(x). åÌÓÊÂÒÚ‚Ó U
ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ϕ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÚË‚Ë‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ ‡ÒÒÎÓÂÌËfl. ÖÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
"„ÎÓ·‡Î¸Ì‡fl ÚË‚Ë‡ÎËÁ‡ˆËfl", ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
π:  M Mn× →�  ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ
‡ÒÒÎÓÂÌËË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ∈  M ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì‡fl ÌËÚ¸ π–1(p) ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚„Îfl‰ËÚ
Í‡Í ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n. éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó
‡ÒÒÎÓÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ π:  ,U Un× →�  „‰Â U – ÓÚÍ˚ÚÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �k.

Ç‡ÊÌ˚ÏË ÓÒÓ·˚ÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T (Mn) Ë ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T*(Mn) ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl 

  
M Mn n

� = .  Ç‡ÊÌ˚ÏË ÓÒÓ·˚ÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ÍÓÏÔÎÂÍÒ-
ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ Ë ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ
‡ÒÒÎÓÂÌËÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.

àÏÂÌÌÓ, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ n–ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ 
  
Mn

�  fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸˛, „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓÈ
ÓÚÍ˚ÚÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û n-ÏÂÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n, Ë
ËÏÂÂÚÒfl Ú‡ÍÓÈ ‡ÚÎ‡Ò Í‡Ú, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÒÏÂÌ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÏÂÊ‰Û Í‡Ú‡ÏË ÓÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË. (äÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ) Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ 

  
T Mn

� �( ) ÍÓÏÔ-

ÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl 
  
Mn

�  ÂÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ ‚ÒÂı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) Í‡Ò‡-

ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Mn
�  ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p Mn∈ � .  Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Í‡Í

ÍÓÏÔÎÂÍÒËÙËÍ‡ˆË˛ 
  
T M T Mn n

� � � �( ) ( )⊗ = ⊗  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl, Ë ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ÍÓÏÔÎÂÍÒËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚Ï Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸Ì˚Ï ‡ÒÒÎÓÂÌËÂÏ Mn

� .  äÓÏÔÎÂÍÒËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ

  
Mn

�  ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Í‡Í T Mn*( ) .⊗ �  ã˛·ÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ n-ÏÂ-

ÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ 
  
M Mn n

� =  ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÓÒÓ·˚È ÒÎÛ˜‡È ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó 2n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÛÍÚÛÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡ V,
ÍÓÚÓ‡fl ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡ Ò ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ. éÌ‡ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛
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ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ˜ËÒÎÓ , ÓÎ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÓÊÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÎËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ J V V J id:  ,  ,→ = −2  „‰Â id ÂÒÚ¸ ÚÓÊ‰ÂÒÚ-
‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ.

ë‚flÁ¸ (ËÎË ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓ-
ËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl ‚‰ÓÎ¸ ‰Û„Ó„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl ‚ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ò‚flÁ¸˛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ‡fl Ò‚flÁÌ¸ ‚ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË π:
E → M, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÏ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ‚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÌËÚflı, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚È ÔÂÂÌÓÒ ‚‰ÓÎ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÍÛÒÓ˜ÌÓ „Î‡‰ÍÓÈ ÍË‚ÓÈ ‚ å ÒÓı‡ÌflÂÚ
ÙÓÏÛ, Ú.Â. ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‰‚Ûı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÔË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÏ
ÔÂÂÌÓÒÂ. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ ÏÂÚË-
˜ÂÒÍ‡fl Ò‚flÁ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ Ò‚flÁ¸˛. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‡ÌÚËÒËÏ-
ÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl Ò‚flÁ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ
Ò‚flÁ¸˛.

åÂÚËÍ‡ ‡ÒÒÎÓÂÌËfl
åÂÚËÍÓÈ ‡ÒÒÎÓÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË.

ùÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ùÏËÚÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË π: E → M Ì‡-

Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ˝ÏËÚÓ‚˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ (Ú.Â. ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÒÂÒÍËÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÓÏ) Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÌËÚË
E p p Mp = ∈−π 1( ),  ,  ÍÓÚÓ˚Â „Î‡‰ÍÓ ÏÂÌfl˛ÚÒfl Ò ÚÓ˜ÍÓÈ  ‚ å. ã˛·ÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ
‚ÂÍÚÓÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ˝ÏËÚÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ.

éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ

  π:  ,U Un× →�  „‰Â U  – ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ �k. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÏËÚÓ‚Ó
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‡ÒÒÎÓÂÌËË

  π:  U Un× →�  Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

〈 〉 =u u HT, ,v v

„‰Â ç – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ˝ÏËÚÓ‚‡ Ï‡ÚËˆ‡, Ú.Â. ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl n × n
Ï‡ÚËˆ‡, ÓÚ‚Â˜‡˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚ËflÏ H H HT* = =  Ë   v vT H > 0  ‰Îfl ‚ÒÂı v ∈ �n \ { }.0

Ç ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 〈 〉 =
=
∑u u
i

n

i, .v vi
1

Ç‡ÊÌ˚Ï ÓÒÓ·˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ h Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„Ó-
Ó·‡ÁËË Mn, Ú.Â. Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÏ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË  T Mn( ) ⊗ �

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍË. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â h = g + iw, „‰Â ÂÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ g fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ‡ ÂÂ
ÏÌËÏ‡fl ˜‡ÒÚ¸ w – ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏÓÈ, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÏÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ. á‰ÂÒ¸ Ï˚ ËÏÂÂÏ Ë g(J(x), J(y)) = g(x, y), w(J(x),
J(y)) = w(x, y) Ë w(x, y) = g(x, J(y)), „‰Â ÓÔÂ‡ÚÓ J fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ
ÒÚÛÍÚÛ˚ Ì‡ Mn, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, J(x) = ix. ã˛·‡fl ËÁ ÙÓÏ g, w ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ
h. íÂÏËÌ "˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡" ÓÚÌÓÒËÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ë Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÂ g, ÍÓÚÓ‡fl ÔË‰‡ÂÚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ ˝ÏËÚÓ‚Û Mn ÒÚÛÍÚÛÛ.

ç‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ˝ÏËÚÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ h ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ‚ ÎÓ-
Í‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ˜ÂÂÁ ˝ÏËÚÓ‚ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È ÚÂÌÁÓ ((hij)):

  

h h d dij i j
i j

= ⊗∑ z z ,
,



ÉÎ‡‚‡ 7. êËÏ‡ÌÓ‚˚ Ë ùÏËÚÓ‚˚ ÏÂÚËÍË 135

„‰Â ((hij)) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ˝ÏËÚÓ‚ÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ. íÓ„‰‡ ÒÓÓÚ-

‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ w ÔËÏÂÚ ‚Ë‰ 

 

w
i

h d dij i j
i j

= ⊗∑2
z z .

,

ùÏËÚÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ˝ÏËÚÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡
åÂÚËÍÓÈ äÂıÎÂ‡ (ËÎË ÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

h = g + iw Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ w ÍÓÚÓÓÈ
fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ, Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ dw = 0. ä˝ÎÂÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚Ï Í˝ÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

ÖÒÎË h ‚˚‡ÊÂÌ‡ ‚ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı, Ú.Â. 

 

h h d dij i j
i j

= ⊗∑ z z
,

,  ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚Û˛˘Û˛ ÙÓÏÛ w ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í 

  

w
i

h d dij i j
i j

= ∧∑2
z z

,

, „‰Â ∧  fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì-

ÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï V-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ, Ú.Â. dx ∧  dy = –dy ∧  dx (ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, dx ∧  dx =
= 0). àÏÂÌÌÓ, w fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ 2-ÙÓÏÓÈ Ì‡ M n, Ú.Â. ÚÂÌÁÓÓÏ
‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Î˛·ÓÈ Ô‡˚
ËÌ‰ÂÍÒÓ‚: w f h dx dxij ij

i i

i j

= ∧∑
,

,  „‰Â fij ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ Mn. ÇÌÂ¯Ìflfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl dw

ÙÓÏ˚ w Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í dw
f

dx
dx dx dx

k

ij

k
k

i j
i k=

∂
∧ ∧∑∑

,

.  ÖÒÎË dw = 0, ÚÓ w fl‚ÎflÂÚÒfl

ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ (Ú.Â. Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ) ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ 2-ÙÓÏÓÈ.
í‡ÍËÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â 2-ÙÓÏ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÙÓÏ‡ÏË äÂıÎÂ‡.

íÂÏËÌ "ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡" ÏÓÊÌÓ ÓÚÌÂÒÚË Ú‡ÍÊÂ Ë Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ë-
Ï‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ g, ÍÓÚÓ‡fl ÔË‰‡ÂÚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ Mn ÍÂıÎÂÓ‚Û ÒÚÛÍÚÛÛ. íÓ„‰‡
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ äÂıÎÂ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ
ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ë Í˝ÎÂÓ‚ÓÈ ÙÓÏÓÈ Ì‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË.

åÂÚËÍ‡ ïÂÒÒÂ
ÑÎfl „Î‡‰ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË f Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡ ïÂÒÒÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

g
f

x xij
i j

= ∂
∂ ∂

2

.

åÂÚËÍÛ ïÂÒÒÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ‡ÙÙËÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ äÂıÎÂ‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ËÏÂÂÚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ‚Ë‰‡

  

∂
∂ ∂

2 f

i jz z
.

åÂÚËÍ‡ ä‡Î‡·Ë–üÓ
åÂÚËÍÓÈ ä‡Î‡·Ë–üÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl êË˜˜Ë-

ÔÎÓÒÍÓÈ.
åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ä‡Î‡·Ë–üÓ (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ä‡Î‡·Ë–üÓ) – Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÂ ÍÓÏÔ-

ÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡Î‡·Ë–üÓ. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡Ú-



136 ó‡ÒÚ¸ II. ÉÂÓÏÂÚËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl

Ë‚‡Ú¸ Í‡Í 2n–ÏÂÌÓÂ (¯ÂÒÚËÏÂÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÒÓ·˚È ËÌÚÂÂÒ) „Î‡‰ÍÓÂ
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò „ÛÔÔÓÈ „ÓÎÓÌÓÏËË (Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÎËÌÂÈÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Í‡-
Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚, ÔÓËÒÚÂÍ‡˛˘Ëı ËÁ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÂÂÌÓÒ‡ ‚‰ÓÎ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı
ÍÓÌÚÛÓ‚) ‚ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÛÌËÚ‡ÌÓÈ „ÛÔÔÂ.

åÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡
åÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡) – ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡

ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, Û ÍÓÚÓÓÈ ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ êË˜˜Ë ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡ÎÂÌ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÚÂÌÁÓÛ. ùÚ‡ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ
Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‚ Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ (ËÎË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡) Ì‡Á˚‚‡-
ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡.
Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ êË˜˜Ë, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È Í‡Í ÓÔÂ‡ÚÓ Ì‡ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÏÌÓÊÂÌËÂÏ Ì‡ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÛ.

í‡Í‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡ Î˛·ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË   D
n⊂ � ,  ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË-

˜ÂÌÌÓÈ Ë ÔÒÂ‚‰Ó‚˚ÔÛÍÎÓÈ. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  

ds
u

d d
i j i j

j
2

2

= ∂
∂ ∂∑

,

( )
,

z
z z

z zi

„‰Â u ÂÒÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë: 
  
det e

∂
∂ ∂









 =

2
2u

i j

u

z z
 Ì‡ D, Ë Ì‡ u = ∞ Ì‡ ∂D.

åÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ç‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ

    ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚËÍÓÈ èÛ‡ÌÍ‡Â.

åÂÚËÍ‡ ïÓ‰Ê‡
åÂÚËÍ‡ ïÓ‰Ê‡ – ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡, ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ w ÍÓÚÓÓÈ ÓÔÂ-

‰ÂÎflÂÚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚È ÍÎ‡ÒÒ ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„ËÈ ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ËÏÂÂÚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â
ÔÂËÓ‰˚.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ïÓ‰Ê‡ – ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ïÓ‰-
Ê‡. äÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ ïÓ‰Ê‡ ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ËÁÓÏÓÙÌÓ „Î‡‰ÍÓÏÛ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛
ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë
åÂÚËÍ‡ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë – ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÏ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �Pn, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ˜ÂÂÁ ˝ÏËÚÓ‚Ó ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈  , 〉‚ �n+1.
éÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
x x dx dx x dx x dx

x x
2

2= 〈 〉〈 〉 − 〈 〉〈 〉
〈 〉

, , , ,

,
.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË   ( : ... : ),  ( : ... : ) ,x x y y Pn n
n

1 1 1 1+ + ∈ �  „‰Â x =
= (x1, ..., xn+1), y = (y1, ..., yn+1) ∈  Cn\{0}, ‡‚ÌÓ

arccos
x, y

, ,
.

〈 〉
〈 〉〈 〉x x y y

åÂÚËÍ‡ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ïÓ‰Ê‡. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �Pn, ÒÌ‡·-
ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. ùÏËÚÓ‚‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡).
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åÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡
åÂÚËÍÓÈ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË

D ⊂ �n, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

 

ds
K

d d
i j i j

i j
2

2

= ∂
∂ ∂∑

,

ln ( , )
,

z z
z z

z z

„‰Â K(z, u) fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ fl‰‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡. åÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡ ÓÚ-
ÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡‚ÚÓÏÓÙËÁÏÓ‚ Ó·Î‡ÒÚË D; ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ, ÂÒÎË Ó·Î‡ÒÚ¸ D Ó‰ÌÓ-
Ó‰Ì‡. ÑÎfl Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡     ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò
ÏÂÚËÍÓÈ èÛ‡ÌÍ‡Â (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ -ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡, „Î. 13).

îÛÌÍˆËfl fl‰‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó·Î‡ÒÚ¸
D ⊂ �n, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË f ≠ 0 ÍÎ‡ÒÒ‡ L2(D) ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÎÂ·Â„Ó‚ÓÈ ÏÂÂ; ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ Ó·‡ÁÛÂÚ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L D L Da2 2, ( ) ( )⊂  Ò ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ·‡ÁËÒÓÏ (φi)i; ÙÛÌÍˆËfl fl‰‡

ÅÂ„Ï‡Ì‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË  D D n× ⊂ �2  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í 
  
K u uD

i
i( , ) ( ).z =

=

∞

∑
1

φ

ÉËÔÂÍÂıÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ÉËÔÂÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ g Ì‡ 4n-ÏÂÌÓÏ Ë-

Ï‡ÌÓ‚ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË, ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡fl Ò Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ
‡ÒÒÎÓÂÌËË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl. àÏÂÌÌÓ, ÏÂÚËÍ‡ g fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ äÂıÎÂ‡ ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÚÂÏ ÒÚÛÍÚÛ‡Ï äÂıÎÂ‡ (I, wI, g), (J, wJ, g) Ë (K, wK, g), ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘ËÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ÒÚÛÍÚÛ‡Ï, Í‡Í ˝Ì‰ÓÏÓÙËÁÏ‡Ï Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂ-
ÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ÓÚ‚Â˜‡˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌÓÈ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁË

I J K IJK JIK2 2 2 1= = = = − = − .

ÉËÔÂÍÂıÎÂÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·-
ÊÂÌÌÓÂ „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ùÚÓ – ÓÒÓ·˚È ÒÎÛ˜‡È ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl äÂıÎÂ‡.
ÇÒÂ „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚˚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl êË˜˜Ë-ÔÎÓÒÍËÏË. äÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ˜ÂÚ˚-
ÂıÏÂÌ˚Â „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚˚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl K3-ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË Ë ËÁÛ˜‡-
˛ÚÒfl ‚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

åÂÚËÍ‡ ä‡Î‡·Ë
åÂÚËÍ‡ ä‡Î‡·Ë – „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË

T Pn*( )� +1  ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  �Pn+1.  ÑÎfl n  = 4k + 4 ˝Ú‡
ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
dr

r
r r r r r2

2

1
2 4 2 2

1
2

2
2 2

1
2

2
2 2

1

2

2

2

1

1

4
1

1

2
1

1

2
1=

−
+ − + + + − + + + +









−

− ∑ ∑( ) ( ) ( )( ) ( ) ,λ ν ν σ σα α
α α

„‰Â λ ν ν σ σα α
αα

, , , , ,1 2 1 2
21
∑∑









  Ò α , ÔÓ·Â„‡˛˘ËÏ k ÁÌ‡˜ÂÌËÈ, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎÂ‚ÓËÌ‚‡-

Ë‡ÌÚÌ˚ÏË 1-ÙÓÏ‡ÏË (Ú.Â. ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË) Ì‡ ÒÏÂÊÌÓÏ
ÍÎ‡ÒÒÂ SU(k  + 2)/U(k). á‰ÂÒ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌËÚ‡ÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÍÓÏÔ-
ÎÂÍÒÌ˚ı k × k ÛÌËÚ‡Ì˚ı Ï‡ÚËˆ, ‡ SU(k) – ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÛÌËÚ‡ÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ Ò
ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ 1.

ÑÎfl k = 0 ÏÂÚËÍ‡ ä‡Î‡·Ë Ë ÏÂÚËÍ‡ ùÛ„Û˜Ë–ï˝ÌÒÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.
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åÂÚËÍ‡ ëÚÂÌÁÂÎfl
åÂÚËÍÓÈ ëÚÂÌÁÂÎfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ

‡ÒÒÎÓÂÌËË T*(Sn+1) ÒÙÂ˚ Sn+1.

SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 4-ÏÂÌ‡fl „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ò

ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ, Á‡‰‡ÌÌ˚Ï ‚ ÙÓÏ‡ÎËÁÏÂ ÅË‡ÌÍË-IX Í‡Í

ds f t dt t b t c t2 2 2 2
1
2 2

2
2 2

3
2= + + +( ) ( ) ( ) ( ) ,σ σ σ σ

„‰Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â 1-ÙÓÏ˚ σ1, σ2, σ3, ËÁ SO(3) ‚˚‡ÊÂÌ˚ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı Û„ÎÓ‚ ù

ÈÎÂ‡ θ, ψ, φ Í‡Í σ ψ θ θ ψ φ1
1

2
= −(sin sin cos ),d d  σ ψ θ θ ψ φ2

1

2
= +(cos sin sin ),d d

σ ψ θ φ3
1

2
= +( )d son d  Ë ÌÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËfl ‚˚·‡Ì‡ Ú‡Í, ˜ÚÓ σ σ ε σ1

1

2
∧ =j ijk kd . äÓÓ-

‰ËÌ‡ÚÛ t ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÔÂÂÔ‡‡ÏÂÚ-

ËÁ‡ˆËË Ú‡Í, ˜ÚÓ f t abc( ) .= 1

2

åÂÚËÍ‡ ÄÚ¸fl–ïËÚ˜ËÌ‡
åÂÚËÍ‡ ÄÚ¸fl–ïËÚ˜ËÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ Â„ÛÎflÌÓÈ SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚ-

ËÍÓÈ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds a b c
dk

k k K
a k b k c k2 2 2 2

2 2

2
2

1
2 2

2
2 2

3
21

4 1
=

−






+ + +
( )

( ) ( ) ( ) ,σ σ σ

„‰Â a, b, c – ÙÛÌÍˆËË ÓÚ k, ab = –K(k)(E(k) – K(k)), bc = –K(k)(E(k) – (1 – k2)K(k)),
ac = –K(k)(E(k) Ë K(k), E(k) – ÔÓÎÌ˚Â ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ ËÌÚÂ„‡Î˚ ÔÂ‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓÓ„Ó

Ó‰‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò 0 < k < 1. äÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ t Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ t
K k

K k
= −2 1 2( )

( )π
 Ò

ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ.
åÂÚËÍ‡ í‡Û·‡-NUT

åÂÚËÍÓÈ í‡Û·‡-NUT Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌ‡fl Â„ÛÎflÌ‡fl SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚ-
ËÍ‡ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
r m

r m
dr r m m

r m

r m
2 2 2 2

1
2

2
2 2

3
21

4
4= +

−
+ − + + −

+
( )( ) ,σ σ σ

„‰Â m – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÏÓ‰ÛÎ¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ r Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò t ÙÓÏÛÎÓÈ

r m
mt

= + 1

2
.

åÂÚËÍ‡ ùÛ„Û˜Ë Ë ï˝ÌÒÓÌ‡
åÂÚËÍÓÈ ùÛ„Û˜Ë–ï˝ÌÒÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌ‡fl Â„ÛÎflÌ‡fl SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl

ÏÂÚËÍ‡ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
dr

a

r

r
a

r
2

2

4
2

1
2

2
2

4

3
2

1

1=
− 





+ + + −



















σ σ σ ,
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„‰Â α  – ÏÓ‰ÛÎ¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ r Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ t ÙÓÏÛÎÓÈ
r2 = a2 coth(a2t).

åÂÚËÍ‡ ùÛ„Û˜Ë–ï˝ÌÒÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡Î‡·Ë.

äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
äÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÙËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl Ò‚ÂıÛ

ÙÛÌÍˆËfl   F T M: ( )* → +�  Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË M n Ò ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏ
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ‡ÒÒÎÓÂÌËÂÏ T(Mn), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

1. F2 fl‚ÎflÂÚÒfl „Î‡‰ÍÓÈ Ì‡  
(

Mn ,, „‰Â   
(

Mn  – ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ (‚ T(Mn)) ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl.
2. F(p, x) > 0 ‰Îfl ‚ÒÂı Ë p ∈ Mn Ë .

x Mp
n∈ .

3. F(p, λx) = |λ|F(p, x) ‰Îfl ‚ÒÂı p ∈ Mn, x ∈ Tp(Mn) Ë λ ∈ �.
îÛÌÍˆËfl G = F2  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚‡ÊÂÌ‡ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

(p1, ..., pn, x1, ..., xn); ÙËÌÒÎÂÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÙËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ

ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Ï‡ÚËˆÂÈ (( )) ,G
F x

x xij
i

i j

= ∂ ∂ ∂
∂ ∂





















1

2

2 2

 Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ ãÂ‚Ë.

ÖÒÎË Ï‡ÚËˆ‡ ((Gij)) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÚÓ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒ-
ÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ F Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ÔÒÂ‚‰Ó‚˚ÔÛÍÎÓÈ.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡, ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËfl
èÛÒÚ¸ d – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÍÎ‡ÒÒÂ � ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÏÌÓ„Ó-

Ó·‡ÁËÈ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÏ Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ     ∆ = ∈ <{ : | | }.z z� 1  éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚ-
ËÍÓÈ, ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl  ‰Îfl ‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ, ÂÒÎË ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl  f M M M M: , ,1 2 1 2→ ∈ �  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(f(p),
f(q)) ≤ d(p, q) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı p, q ∈  M1 (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë, åÂÚËÍ‡
ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË, åÂÚËÍ‡ ÇÛ).

åÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë
èÛÒÚ¸ D  – Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ �n. èÛÒÚ¸ �(∆, D) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ-

·‡ÊÂÌËÈ f: ∆ → D , „‰Â ∆ = {z ∈ �|z| < 1} – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ.
åÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë – êÓÈ‰ÂÌ‡) FK ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl

ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

    F u f D f f uK ( , ) inf{ : ( , ), ( ) , ( ) }z z= > ∃ ∈ = ′ =α α0 0 0� ∆

‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u ∈ � n. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÏÂÚËÍË èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡
ÏÌÓ„ÓÏÂÌ˚Â Ó·Î‡ÒÚË.  F u F uK C( , ) ( , ),z z≥  „‰Â FC – ÏÂÚËÍ‡ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË. ÖÒÎË D

‚˚ÔÛÍÎa Ë d u
u

D( , ) inf : ,  ,z z= + ∈ |







λ
α

α λÂÒÎË  |>  ÚÓ 
 

d u
F u F u

( , )
( , ) ( , )K C

z
z z

2
≤ = ≤

≤ d u( , ).z
ÑÎfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  F p u f M f p f un
K ( , ) inf{ : ( , ), ( ) , ( ) }= > ∃ ∈ = ′ =α α0 0 0� ∆  ‰Îfl ‚ÒÂı p ∈ Mn Ë u ∈ Tp(Mn).

FK(p, u) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ u, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ
äÓ·‡È‡¯Ë. FK ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn ÚÛ„ÓÂ, Ú.Â. �(∆ , Mn) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ.
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏÓÈ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó
ÔÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËfl äÓ·‡È‡¯Ë (ËÎË ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËfl äÓ·‡È‡¯Ë) K

M n  Ì‡ Mn, ÍÓÚÓÓÂ

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. ÑÎfl Á‡‰‡ÌÌ˚ı p, q ∈ Mn ˆÂÔ¸ ‰ËÒÍÓ‚ α ÓÚ  ‰Ó q
ÂÒÚ¸ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ p p p p qk= =0 1, , ...,  ËÁ Mn, Ô‡ ÚÓ˜ÂÍ a b a bk k1 1, ;...; ,  Â‰Ë-
ÌË˜ÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡ ∆ Ë ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ f1, ..., fk ËÁ ∆  ‚ Mn, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ
f a pj

j j( ) = −1  Ë f b pj
j j( ) =  ‰Îfl ‚ÒÂı j . ÑÎËÌ‡ l(a) ˆÂÔË α  ‡‚Ì‡ d a bp ( , ) ...1 1 +

... ( , ),+ d a bp
k k  „‰Â dp ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â. èÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÓ·‡È‡¯Ë K

M n  Ì‡

Mn – ˝ÚÓ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

K p q l
M n ( , ) inf ( ),=

α
α

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ‚ÁflÚ ÔÓ ‚ÒÂÏ ‰ÎËÌ‡Ï l(α) ˆÂÔÂÈ ‰ËÒÍÓ‚ α ÓÚ  ‰Ó q.
èÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÓ·‡È‡¯Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ‚ÒÂı ‡Ì‡-

ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ. ùÚÓ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl ËÁ ‚ÒÂı ÔÓÎÛÏÂÚËÍ Ì‡ Mn, ÍÓÚÓ˚Â
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ËÏË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ ËÁ ∆ ‚
Mn, „‰Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ∆ ËÁÏÂfl˛ÚÒfl ‚ ÏÂÚËÍÂ èÛ‡ÌÍ‡Â. K∆ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚËÍÓÈ
èÛ‡ÌÍ‡Â, a 

  
K n�

≡ 0.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ äÓ·‡È‡¯Ë, ÂÒÎË ÔÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
äÓ·‡È‡¯Ë fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ ÌÂÏ ÏÂÚËÍÓÈ. åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ
äÓ·‡È‡¯Ë ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ·Ë„ÓÎÓÏÓÙÌÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ó‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË.

åÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë–ÅÛÁÂÏ‡Ì‡
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ äÓ·‡È‡¯Ë–ÅÛÁÂÏ‡Ì‡ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ‰‚‡Ê‰˚ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ó·‡Á ÔÓÎÛÏÂÚËÍË äÓ·‡È‡¯Ë Ì‡ Mn. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎËMn – ÚÛ„ÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ.

åÂÚËÍ‡ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË
èÛÒÚ¸ D  ·Û‰ÂÚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ �n, Ë �(D, ∆) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ-

·‡ÊÂÌËÈ f: D → ∆, „‰Â     ∆ = ∈ <{ | | }z z� 1  – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ.
åÂÚËÍÓÈ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË Fë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Á‡-

‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

    
F u f u f DC ( , ) sup ( ) :  ( , )z z= ′ ∈{ }� ∆

‰Îfl Î˛·˚ı z ∈  D Ë u ∈  �n. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÏÂÚËÍË èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡ ÏÌÓ„Ó-
ÏÂÌ˚Â Ó·Î‡ÒÚË.   F u F uC K( , ) ( , ),z z≤  „‰Â FK – ÏÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë. ÖÒÎË D ‚˚ÔÛÍÎa Ë

    
d u

u
D( , ) inf : ,  | | ,z z= + ∈ >








λ
α

α λÂÒÎË    ÚÓ 
  

d u
F u F u d u

( , )
( , ) ( , ) ( , ).C K

z
z z z

2
≤ = ≤

ÑÎfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË FC ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í

F p u f p u f Mn
C ( , ) sup ( ) : ( , )= ′ ∈{ }� ∆

‰Îfl ‚ÒÂı p ∈  Mn Ë u ∈  Tp(Mn). FC fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË Mn – ÚÛ„ÓÂ.
èÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË (ËÎË ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË) CM fl‚Îfl-

ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

 
C p q d f p f q f M

M P
n

n ( , ) sup ( ( ), ( )) : ( , ) ,= ∈{ }� ∆
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„‰Â dP – ÏÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏ˚ ÔÓÎÛÏÂÚËÍË ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ‰Îfl ÔÓÎÛ-
‡ÒÒÚÓflÌËfl ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË, ÌÓ ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÌËÏ.

èÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ‚ÒÂı ‡Ì‡-
ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ. ùÚÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡, ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘‡fl ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËfl. ë∆ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚËÍÓÈ èÛ‡ÌÍ‡Â, ‡ C

Cn ≡ 0.

åÂÚËÍ‡ ÄÁÛÍ‡‚˚

èÛÒÚ¸ D  – Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ Cn. èÛÒÚ¸   g u f u f KD D( , ) sup ( ) : ( ) ,z z= ∈{ }  „‰Â K D(z) –
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍË ÔÎ˛ËÒÛ·„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ f: D → [0,1),
Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú M, r > 0 Ò F(u) ≤ M|| u – z ||2 ‰Îfl ‚ÒÂı  u B r D∈ ⊂( , ) :z ; Á‰ÂÒ¸

|| ⋅ || – l2-ÌÓÏ‡ Ì‡ �n, a 
    
B r x x rn( , ) : || || .z z= ∈ − <{ }� 2 2

åÂÚËÍ‡ ÄÁÛÍ‡‚˚ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) FA ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒÎÂ-
Ó‚‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

  
F u gA D( , ) lim sup

| |
( , )z z z= +

→λ λ
λ

0

1

‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u ∈  �n. éÌ‡ "ÎÂÊËÚ ÏÂÊ‰Û" ÏÂÚËÍÓÈ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË FC Ë ÏÂÚËÍÓÈ
äÓ·‡È‡¯Ë   F F u F u F uK C A K: ( , ) ( , ) ( , )z z z≤ ≤  ‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u ∈  �n. ÖÒÎË Ó·Î‡ÒÚ¸ D
‚˚ÔÛÍÎ‡, ÚÓ ‚ÒÂ ˝ÚË ÏÂÚËÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

åÂÚËÍ‡ ÄÁÛÍ‡‚˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏÓÈ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓÎÛ-
‡ÒÒÚÓflÌËfl ÄÁÛÍ‡‚˚.

åÂÚËÍ‡ ëË·ÓÌË

èÛÒÚ¸ D – Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ ën. èÛÒÚ¸ KD(z) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍË ÔÎ˛Ë-
ÒÛ·„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ f : D →  [0,1), Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú M, r > 0 c
f u M u( ) || ||≤ − z 2  ‰Îfl ‚ÒÂı   u B r D∈ ⊂( , ) ;z  Á‰ÂÒ¸ || ⋅ ||2 – l2-ÌÓÏ‡ Ì‡ �n, a   B r( , )z =

    
= ∈ − <{ }x x rn� : || || .z 2  èÛÒÚ¸   Cloc ( )2 z  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ ÍÎ‡ÒÒ‡ C2 ‚

ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÓÚÍ˚ÚÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË z.
åÂÚËÍ‡ ëË·ÓÌË (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) FS ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒ-

ÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

  

F u
f

u u
f K C i j i j

i j
D

S
( ) ( ) ,

( , ) sup ( )
loc

z
z z

z
z z

= ∂
∂ ∂∈ ∩

∑
2

2

‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u ∈  �n. éÌ‡ "ÎÂÊËÚ ÏÂÊ‰Û" ÏÂÚËÍÓÈ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË FC Ë ÏÂÚËÍÓÈ
äÓ·‡È‡¯Ë   F F u F u F u F uK C S A K: ( , ) ( , ) ( , ) ( , )z z z z≤ ≤ ≤  ‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u  ∈  �n, „‰Â FA

ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÄÁÛÍ‡‚˚. ÖÒÎË Ó·Î‡ÒÚ¸ D ‚˚ÔÛÍÎ‡, ÚÓ ‚ÒÂ ˝ÚË ÏÂÚËÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.
åÂÚËÍ‡ ëË·ÓÌË fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏÓÈ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓÎÛ-

‡ÒÒÚÓflÌËfl ëË·ÓÌË.

åÂÚËÍ‡ ÇÛ

åÂÚËÍÓÈ ÇÛ W
M n  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl Ò‚ÂıÛ ˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl
‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ. àÏÂÌÌÓ, ‰Îfl ‰‚Ûı n-ÏÂÌ˚ı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÏÌÓ„Ó-
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Ó·‡ÁËÈ   M Mn n
1 2 Ë   Ë W f p f q nW p q

M Mn n
2 1

( ( ), ( ) ( , )≤  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl

‚ÒÂı p q Mn, .∈ 1

àÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â ÏÂÚËÍË, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÏÂÚËÍË ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË, äÓ·‡È‡¯Ë, ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ë
äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, Ë„‡˛Ú ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÚÂÓËË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ë
‚˚ÔÛÍÎÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. åÂÚËÍË ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË Ë äÓ·‡È‡¯Ë ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ
ËÁ-Á‡ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÌÓ ÓÌË ÔÓ˜ÚË ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÏË-
ÚÓ‚˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ë ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡–
ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚˚ÏË (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÏÂÚËÍ‡ÏË äÂıÎÂ‡), Ó‰Ì‡ÍÓ Ó·˚˜-
ÌÓ ÓÌË ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl  ÏÂÚËÍ‡ÏË, ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ËÏË ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

åÂÚËÍ‡ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡
êËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ R Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ.

Ñ‚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R1 Ë R2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ËÂÍÚË‚Ì‡fl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl (Ú.Â. ÍÓÌÙÓÏÌ˚È „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ)
ËÁ R 1 ‚ R2. íÓ˜ÌÂÂ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ËÏ‡ÌÓ‚Û ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ R0 ‰‡ÌÌÓ„Ó
Ó‰‡ g ≥ 2. ÑÎfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R Ó‰‡ ÔÓÒÚÓËÏ Ô‡Û (R, f),
„‰Â f: R0 → R – „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ. Ñ‚Â Ô‡˚ (R, f) Ë (R1, f1) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÌ-
ÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÙÓÏÌ˚È „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ h: R → R1,
Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ( ) :f h f R R1

1
0 0

− ⋅ ⋅ →  „ÓÏÓÚÓÔÌÓ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌË˛.

Ä·ÒÚ‡ÍÚÌ‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ R R f* *( , )=  – ˝ÚÓ ÍÎ‡ÒÒ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË
‚ÒÂı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı R. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı
ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ T(R0) ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË R0. ÑÎfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ R0 ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó‰‡ g ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ T(R0)
fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË, ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ „Ó‚ÓËÚ¸ Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Tg ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ó‰‡ g. Tg ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ. ÖÒÎË R0
ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó‰‡ g ≥ 2 ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl n ÚÓ˜ÂÍ, ÚÓ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Tg ‡‚Ì‡ 3g – 3 + n.

åÂÚËÍ‡ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Tg, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1

2
inf ln ( )

h
K h

‰Îfl Î˛·˚ı R R Tg1 2
* *, ,∈  „‰Â h R R: 1 2→  ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚È „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ,

„ÓÏÓÚÓÔË˜ÂÒÍËÈ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÓÚÓ·‡ÊÂÌË˛, ‡ K(h) – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÂ ‡ÒÚflÊÂÌËÂ
‰Îfl h. àÏÂÌÌÓ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡, ÍÓÚÓÓÂ ÏËÌËÏËÁËÛÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÚflÊÂÌËÂ

‰Îfl ‚ÒÂı Ú‡ÍËı h, Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û  R R1 2
* * Ë   ‡‚ÌÓ 

1

2
ln ,K  „‰Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ä fl‚Îfl-

ÂÚÒfl ‡ÒÚflÊÂÌËÂÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡.
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ext ( )*R

γ  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û R R1 2
* * Ë   ÏÓÊÌÓ

Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

1

2
1

2

ln sup
ext ( )

ext ( )
,

*

*γ

γ

γ
R

R

„‰Â ÒÛÔÂÏÛÏ „‡Ì¸ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÓÒÚ˚Ï Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÍË‚˚Ï Ì‡ R0.
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èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Tg Ò ÏÂÚËÍÓÈ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Ì‡ ÌÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl „ÂÓ‰Â-
ÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÔflÏ˚Ï G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ),
Ó‰Ì‡ÍÓ ÓÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÌË „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍË‚ÎÂÌÌ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ.

ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ íÂÒÚÓÌ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Tg Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

1

2
inf ln || ||Lip

h
h

‰Îfl Î˛·˚ı R R Tg1 2
* *, ,∈  „‰Â h R R: 1 2→  – Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚È „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ, „Ó-

ÏÓÚÓÔË˜ÂÒÍËÈ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÓÚÓ·‡ÊÂÌË˛, ‡ || ⋅ ||Lip – ÎËÔ¯ËˆÂ‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f X Y: ,→  Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í || ||Lipf =

=
∈ ≠
sup

( ( ), ( ))

( , )
.

, ,x y X x y

Y

X

d f x f y

d x y
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÓ‰ÛÎÂÈ Rg ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Ó‰‡

g ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔÛÚÂÏ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË Tg ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ò˜ÂÚÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ Â„Ó ‡‚ÚÓ-
ÏÓÙËÁÏÓ‚, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ. èËÏÂ‡ÏË ÏÂÚËÍ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò
ÏÓ‰ÛÎflÏË Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡, ÔÓÏËÏÓ ÏÂÚËÍË íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡, fl‚Îfl˛Ú-
Òfl ÏÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl-èÂÚÂÒÓÌ‡, ÏÂÚËÍ‡ ä‚ËÎÂÌ‡, ÏÂÚËÍ‡ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË, ÏÂÚËÍ‡
äÓ·‡È‡¯Ë, ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡, ÏÂÚËÍ‡ óÂÌ üÌ åÓÍ‡, ÏÂÚËÍ‡ å‡ÍÏÛÎÎÂÌ‡,
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â, ÏÂÚËÍ‡ êË˜˜Ë, ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
êË˜˜Ë, VHS-ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl–èÂÚÂÒÓÌ‡
åÂÚËÍÓÈ ÇÂÈÎfl–èÂÚÂÒÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Tg,n ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚ı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Ó‰‡ g Ò n ‡Á˚‚‡ÏË Ë
ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ˝ÈÎÂÓ‚ÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ Ç‡ÈÎfl–èÂÚÂÒÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ (ÅÓÍ Ë î‡·, 2006) ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ 3g – 3 + n ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Tg,n ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ 2.

åÂÚËÍ‡ ÉË··ÓÌÒ‡–å‡ÌÚÓÌ‡
åÂÚËÍ‡ ÉË··ÓÌÒ‡–å‡ÌÚÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl 4n-ÏÂÌÓÈ „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÏÓ‰ÛÎÂÈ n-ÏÓÌÓÔÓÎÂÈ ÔË ‰ÓÔÛ˘ÂÌËË ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl
n-ÏÂÌÓ„Ó ÚÓ‡ ín. éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÊÂ ÓÔËÒ‡Ì‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ
Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË ÔÎÓÒÍÓ„Ó Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ á‡ÏÓÎÓ‰˜ËÍÓ‚‡
åÂÚËÍÓÈ á‡ÏÓÎÓ‰˜ËÍÓ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÏÓ‰ÛÎÂÈ ‰‚ÛÏÂ-

Ì˚ı ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÚÂÓËÈ ÔÓÎfl.

åÂÚËÍË Ì‡ ‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌ˚ı ÔflÏ˚ı
èÛÒÚ¸ Mn – n-ÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ „Î‡‰ÍËÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ‡ F – ÔÎÓÒÍÓÂ ‚ÂÍÚÓ-

ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ Ì‡ Mn. èÛÒÚ¸ H M F H M Fn
i
n i n• ( , ) ( , )= ⊗ =0  – ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„Ëfl ‰Â ê‡Ï‡

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË ËÁ F. ÑÎfl n-ÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
V Â„Ó ‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌ‡fl ÔflÏ‡fl det V ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂıÌflfl ‚ÌÂ¯Ìflfl ÒÚÂÔÂÌ¸ V,
Ú.Â. det .V Vn= ∧  ÑÎfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓ„Ó „‡‰ÛËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
V Vi

n
i= ⊗ =0  ‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌ‡fl ÔflÏ‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÚÂÌÁÓÌÓÂ

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ det (det ) .( )V Vi
n

i

i
= ⊗ =

−
0

1  ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌÛ˛ ÔflÏÛ˛
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det ( , )•H M Fn  ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„ËË H M Fn• ( , ) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í det ( , )•H M Fn =

= ⊗ =
−

i
n i nH M F

i

0
1(det ( , )) .( )

åÂÚËÍÓÈ êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂa Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ H M Fn• ( , ),  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl
Á‡‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‰ÍÓÈ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËÂÈ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn Ë ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏ ÍÛ˜ÂÌËÂÏ
êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂ‡–î‡Ìˆ‡.

èÛÒÚ¸   g gF T M n
 ( )Ë   – ·Û‰ÛÚ „Î‡‰ÍËÂ ÏÂÚËÍË Ì‡ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË F Ë Í‡-

Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË T(Mn) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ùÚË ÏÂÚËÍË ÔÓÓÊ‰‡˛Ú Í‡ÌÓÌË˜Â-

ÒÍÛ˛ L2-ÏÂÚËÍÛ hH M Fn* ( , )  Ì‡ H M Fn• ( , ).  åÂÚËÍ‡ ê˝fl–ëËÌ„ÎÂ‡ Ì‡ det ( , )•H M Fn

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÏÂÚËÍË, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ Ì‡ det ( , )•H M Fn

ÏÂÚËÍÓÈ hH M Fn• ( , ) ,  Ë ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÛ˜ÂÌËfl ê˝fl–ëËÌ„ÎÂ‡. åÂÚËÍÛ åËÎÌÓ‡

Ì‡ det ( , )•H M Fn  ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡Ì‡ÎËÚË-
˜ÂÒÍÓÂ ÍÛ˜ÂÌËÂ åËÎÌÓ‡. ÖÒÎË gF ÔÎÓÒÍ‡fl, ÚÓ Ó·Â ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÏÂÚËÍË
ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÏÂÚËÍÓÈ êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂ‡. èËÏÂÌË‚ ÍÓ˝ÈÎÂÓ‚Û ÒÚÛÍÚÛÛ, ÏÓÊÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ê˝fl–ëËÌ„ÎÂ‡  Ì‡ det ( , ).•H M Fn

åÂÚËÍÓÈ èÛ‡ÌÍ‡Â–êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂa Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ
‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌÓÈ ÔflÏÓÈ det ( , )•H M Fn  Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÌÂ-
˜ÂÚÌÓÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn. ÖÂ ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸, ÍÓÏ·ËÌËÛfl ‰ÂÙÓÏ‡ˆË˛
êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂ‡ Ò ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸˛ èÛ‡ÌÍ‡Â. íÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ÒÍ‡Îfl-
ÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ èÛ‡ÌÍ‡Â–êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂ‡ Ì‡ det ( , ),•H M Fn , ÍÓÚÓÓÂ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÏÂÚËÍÛ èÛ‡ÌÍ‡Â–êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂa, ÌÓ ÒÓ‰ÂÊËÚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚È ÁÌ‡Í
ËÎË Ù‡ÁÓ‚Û˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛.

åÂÚËÍÓÈ ä‚ËÎÂÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÓ·‡ÁÂ ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ‰ÂÚÂ-
ÏËÌ‡ÌÚÌÓÈ ÔflÏÓÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ˝ÏËÚÓ‚‡ Ó‰ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·-
‡ÁËfl. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Í‡Í ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ L2-ÏÂÚËÍË Ë ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÛ˜ÂÌËfl
ê˝fl–ëËÌ„ÎÂ‡.

ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡

ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ – Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÏÂÚËÍË äÂıÎÂ‡ Ì‡ ÒÛÔÂÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ.
ëÛÔÂÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ÂÒÚ¸ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Ó·˚˜ÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÒÌËÂÏ
ÙÂÏËÓÌÌ˚ı, ‡ Ú‡ÍÊÂ ·ÓÁÓÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. ÅÓÁÓÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ – Ó·˚˜Ì˚Â
˜ËÒÎ‡, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÙÂÏËÓÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl „‡ÒÒÏ‡ÌÓ‚˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË.

åÂÚËÍ‡ ïÓÙÂ‡

ëËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍËÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (Mn, w ), n  = 2k Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Î‡‰ÍÓÂ ˜ÂÚÌÓ-
ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÓÈ, Ú.Â. Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ
ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ 2-ÙÓÏÓÈ w.

ã‡„‡ÌÊÂ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl k-ÏÂÌÓÂ „Î‡‰ÍÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Lk

ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl (Mn, w), n = 2k, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÙÓÏ‡ w ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ Ì‡ Lk, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó p ∈  Lk Ë Î˛·˚ı x, y ∈  Tp(Lk) ËÏÂÂÏ w(x,  y) = 0.

èÛÒÚ¸ L(Mn, ∆) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Î‡„‡ÌÊÂ‚˚ı ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó
ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl (Mn, w ), ‰ËÙÙÂÓÏÓÙÌÓ„Ó ‰‡ÌÌÓÏÛ Î‡„‡ÌÊÂ‚Û
ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ ∆. ÉÎ‡‰ÍÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó α  = {Lt}t, t ∈  [0,1] Î‡„‡ÌÊÂ‚˚ı ÔÓ‰ÏÌÓ„-
Ó·‡ÁËÈ L L Mt

n∈ ( , )∆  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓ˜Ì˚Ï ÔÛÚÂÏ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÏ L0 Ë L 1, ÂÒÎË

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ „Î‡‰ÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ψ ∆: [ , ] ,× →0 1 Mn  Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó
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t ∈  [0,1] ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ψ ∆( { })× =t Lt  Ë Ψ ∗ = ∧w dH dtt  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ
„Î‡‰ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË   H :  [ , ] .∆ × →0 1 �  ÑÎËÌ‡ ïÓÙÂ‡ l(α) ÚÓ˜ÌÓ„Ó ÔÛÚË α  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

l H p t H p t dt
p p

( ) max ( , ) min ( , ) .α = −





∈ ∈∫ ∆ ∆

0

1

åÂÚËÍ‡ ïÓÙÂ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â L Mn( , )∆  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf ( )
α

αl

‰Îfl Î˛·˚ı L L L Mn
0 1, ( , ),∈ ∆  „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÚÓ˜Ì˚Ï ÔÛÚflÏ Ì‡

L Mn( , ),∆  ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÏ L0 Ë L1.
åÂÚËÍÛ ïÓÙÂ‡ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ Ì‡ „ÛÔÔÂ

Ham(Mn, w ) „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ‰ËÙÙÂÓÏÓÙËÁÏÓ‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl (Mn, w), ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÁÓ‚˚ÏË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏË
„‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ÔÓÚÓÍÓ‚ φt

H :  ˝ÚÓ inf ( ),
α

αl  „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ „Î‡‰ÍËÏ

ÔÛÚflÏ α φ= ∈{ },  [ , ],t
H t 0 1  ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÏ φ Ë ψ.

åÂÚËÍ‡ ë‡Ò‡Í¸flÌ‡
åÂÚËÍ‡ ë‡Ò‡Í¸flÌ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡ ÍÓÌÚ‡Í-

ÚÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡‰‡ÔÚËÓ‚‡ÌÌÓÏ Í ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÂ. äÓÌ-
Ú‡ÍÚÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ åÂÚËÍÓÈ ë‡Ò‡Í¸flÌ‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒ-
Ú‚ÓÏ ë‡Ò‡Í¸flÌ‡ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ˜ÂÚÌÓÏÂÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ äÂıÎÂ‡.

åÂÚËÍ‡ ä‡Ú‡Ì‡
îÓÏ‡ äËÎÎËÌ„‡ (ËÎË ÙÓÏ‡ äËÎÎËÌ„‡–ä‡Ú‡Ì‡) Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÈ ‡Î„Â·Â ãË

Ω Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ·ËÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡

B x y ad dx y( , ) Tr( ),= ⋅

„‰Â Tr Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÎÂ‰ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ë adx fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·‡ÁÓÏ ı ÔÓ‰
‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Ω, Ú.Â. ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ì‡ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ω, Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó Ô‡‚ËÎÓÏ z z→ [ , ],x  „‰Â [,] – ÒÍÓ·ÍË ãË.

èÛÒÚ¸ e1, ..., en – ·‡ÁËÒ ‡Î„Â·˚ ãË Ω Ë [ , ] ,e e ei j
k

n

ij
k

k=
=
∑

1

γ  „‰Â γij
k  – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-

˘ËÂ ÒÚÛÍÚÛÌ˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â. íÓ„‰‡ ÙÓÏ‡ äËÎÎËÌ„‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

B x x gi j ij
k l

n

il
k

ik
l( , ) .

,

= =
=

∑
1

γ γ

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ((g i j)) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ,
ÏÂÚËÍÓÈ ä‡Ú‡Ì‡.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflı Ë ÛÁÎ‡ı

8.1. éÅôàÖ  åÖíêàäà  çÄ  èéÇÖêïçéëíüï

èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ M 2, Ú.Â. ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸˛, „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓÈ ËÎË
ÔÎÓÒÍÓÒÚË �2, ËÎË Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÒÏ. „Î. 7).

äÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ÓËÂÌÚËÛÂÏ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÌÂ
ËÏÂÂÚ „‡ÌËˆ˚, Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ò Í‡ÂÏ – ËÌ‡˜Â. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ë ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ÌÂ-
ÓËÂÌÚËÛÂÏ˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË (Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ËÎË Ò Í‡ÂÏ); ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÈ Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸˛ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÒÚ åfi·ËÛÒ‡. çÂÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ·ÂÁ „‡ÌËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡-
˛ÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚ÏË.

ã˛·‡fl Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl Ò‚flÁÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ „ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡ ÎË·Ó ÒÙÂÂ Ò g (ˆËÎËÌ‰Ë-
˜ÂÒÍËÏË) Û˜Í‡ÏË ËÎË ÒÙÂÂ Ò g ÎÂÌÚ‡ÏË åfi·ËÛÒ‡ (Ú.Â. ÎÂÌÚ‡ÏË, ÒÍÛ˜ÂÌÌ˚ÏË
ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÎËÒÚÛ åfi·ËÛÒ‡). Ç Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı ˜ËÒÎÓ g Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÓÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
èË Ì‡ÎË˜ËË Û˜ÂÍ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÓËÂÌÚËÛÂÏ‡ Ë Ì‡Á˚‚ÂÚÒfl ÚÓÓÏ, ‰‚ÓÈÌ˚Ï
ÚÓÓÏ Ë ÚÓÈÌ˚Ï ÚÓÓÏ ‰Îfl g = 1, 2 Ë 3 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÎÂÌÚ åfi·ËÛÒ‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÌÂÓËÂÌÚËÛÂÏ‡ Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚ¸˛, ·ÛÚ˚ÎÍÓÈ äÎÂÈÌ‡ Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÑËÍ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰Îfl g = 1, 2 Ë 3.
êÓ‰ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË – ˝ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÓÒÚ˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı
ÍË‚˚ı, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚˚ÂÁ‡Ì˚ ËÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ·ÂÁ ÔÓÚÂË Ò‚flÁÌÓÒÚË
(ÚÂÓÂÏ‡ ÊÓ‰‡ÌÓ‚ÓÈ ÍË‚ÓÈ ‰Îfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ).

ï‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ ùÈÎÂ‡–èÛ‡ÌÍ‡Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡‚ÌÓ (Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÏÛ ‰Îfl ‚ÒÂı
ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌ˚ı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ ‰‡ÌÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË) ˜ËÒÎÛ χ  = v – e + f, „‰Â v, e  Ë
f – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚Â¯ËÌ, Â·Â Ë „‡ÌÂÈ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl. ÖÒÎË ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÓËÂÌÚËÛÂÏ‡, ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó χ = 2 – 2g, ÂÒÎË ÌÂÚ, ÚÓ χ = 2 – g .
ä‡Ê‰‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ò Í‡ÂÏ „ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡ ÒÙÂÂ Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ
(ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl) ‰˚ (Ú.Â. ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ‰ËÒÍ‡)
Ë Û˜ÂÍ ËÎË ÎÂÌÚ åfi·ËÛÒ‡. ÖÒÎË h – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰˚, ÚÓ ‰Îfl ÓËÂÌÚËÛÂÏÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó  χ  = 2 – 2g – h, ‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó χ  = 2 – g – h, ‰Îfl
ÌÂÓËÂÌÚËÛÂÏÓÈ.

óËÒÎÓÏ Ò‚flÁÌÓÒÚË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı
ÒÂ˜ÂÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓÊÌÓ ÔÓ‚ÂÒÚË ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÌÂ ‡Á‰ÂÎflfl ÂÂ Ì‡ ‰‚Â Ë ·ÓÎÂÂ
˜‡ÒÚÂÈ. ùÚÓ ˜ËÒÎÓ ‡‚ÌÓ 3 – χ ‰Îfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Ë 2 – χ – ‰Îfl ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚÂÈ Ò Í‡ÂÏ. èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ò ˜ËÒÎÓÏ Ò‚flÁÌÓÒÚË 1, 2 Ë 3 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ
Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÈ, ‰‚ÛÒ‚flÁÌÓÈ Ë ÚÂıÒ‚flÁÌÓÈ. ëÙÂ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸˛, ‡ ÚÓ – ÚÂıÒ‚flÁÌÓÈ.

èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÙË„ÛÛ. èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ �3

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ, ÂÒÎË ÓÌÓ Ó·‡ÁÛÂÚ ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Ò‚ÓÂÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÂ.

èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ, Â„ÛÎflÌÓÈ ËÎË ‡Ì‡ÎËÚË˜Â-
ÒÍÓÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÂÒÎË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Í‡Ê‰ÓÈ ÂÂ ÚÓ˜ÍË ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
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‚˚‡ÊÂÌ‡ Í‡Í

 r r u r x u x u r u= =( , ) ( ( , ), ( , ), ( , )),v v v v1 2 3

„‰Â  ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ  r = (u, v)  fl‚ÎflÂÚÒfl  ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚Ï,  Â„ÛÎflÌ˚Ï
(Ú.Â. ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡Á ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚Ï) ËÎË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜Â-
ÒÍËÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔË ÚÓÏ ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËfl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛

  r ru × ≠v 0.
ã˛·‡fl Â„ÛÎflÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÏÂÚËÍÛ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï

˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ (ËÎË ÔÂ‚ÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ)

ds dr E u du F u dud G u d2 2 2 22= = + +( , ) ( , ) ( , ) ,v v v v v

„‰Â   E u r r F u r r G u r ru u u( , ) , ,  ( , ) , ,  ( , ) , .v v vv v v= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉  ÑÎËÌ‡ ÍË‚ÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ
Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï   u u t t t= = ∈( ),  ( ),  [ , ]v v 0 1  ‡‚Ì‡

Eu Fu G dt′ + ′ ′ + ′∫ 2 2

0

1

2 v v ,

‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË p, q ∈  M2 Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı
ÍË‚˚ı Ì‡ M2, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı p Ë q. êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÂ‚ÓÈ
ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

èËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‰‚‡ ‚Ë‰‡ ÍË‚ËÁÌ˚: „‡ÛÒÒÓ‚‡
ÍË‚ËÁÌ‡ Ë ÒÂ‰Ìflfl ÍË‚ËÁÌ‡. ÑÎfl Ëı ‡Ò˜ÂÚ‡ ‚ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È
ÌÓÏ‡Î¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ, Ú.Â. ‚ÂÍÚÓ, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚È ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ.
Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ – ÔÎÓÒÍ‡fl ÍË‚‡fl. äË‚ËÁÌ‡ k ˝ÚÓÈ ÔÎÓÒÍÓÈ ÍË‚ÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. èË ËÁÏÂÌÂÌËË ÔÎÓÒÍÓÒÚË
ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍË‚ËÁÌ‡ k Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ ÏÂÌflÚ¸Òfl, Ë Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‰‚‡ ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì˚ı
ÁÌ‡˜ÂÌËfl – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÍË‚ËÁÌÛ k1 Ë ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÍË‚ËÁÌÛ k2, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â
„Î‡‚Ì˚ÏË ÍË‚ËÁÌ‡ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. äË‚ËÁÌ‡ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË
ÍË‚‡fl ËÁ„Ë·‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ ÊÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ˜ÚÓ Ë ‚˚·‡ÌÌ‡fl ÌÓÏ‡Î¸, Ë Ó Ú-
Ëˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ – ËÌ‡˜Â. É‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ ‡‚Ì‡ K = k1 k 2 (ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Á‡‰‡Ì‡ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÔÂ‚ÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚). ëÂ‰Ìflfl ÍË‚ËÁÌ‡

H k k= +1

2 1 2( ).

åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÒÓ ÒÂ‰ÌÂÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ,
‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛, ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÔË  Á‡‰‡ÌÌÓÏ
Í‡Â.

êËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ
ËÎË ‰‚ÛÏÂÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ, Ú.Â. Ú‡ÍÓÂ,
‚ ÍÓÚÓÓÏ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚflı ÚÓ˜ÂÍ ÒÓÓÚÌÓÒflÚÒfl ˜ÂÂÁ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË. ÖÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ‰ÂÙÓÏËÓ-
‚‡ÌÌ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. ÇÒÂ ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÓËÂÌÚËÛÂÏ˚ÏË. á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ „ÂÓÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍËÂ ÏÓ‰ÂÎË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı ÍË‚˚ı. ä‡Ê‰ÓÂ Ò‚flÁÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÓÊÌÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ ÔÓÎÌÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ‡‰ËÛÒÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚, ‡‚Ì˚Ï 0,1 ËÎË 1. êËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò
ÍË‚ËÁÌÓÈ –1 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏË, Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÏ ÔËÏÂÓÏ Ú‡ÍËı ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚÂÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ ∆ = ∈ <{ : | | }.z z� 1  êËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò
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ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍËÏË, ÚËÔÓ‚˚Ï ÔËÏÂÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ �. êËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò ‡‰ËÛÒÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚ 1 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝ÎÎËÔ-
ÚË˜ÂÒÍËÏË. íËÔÓ‚˚Ï ÔËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ‚˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÒÙÂ‡ � ∪ {∞} .

êÂ„ÛÎflÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ, ÂÒÎË ÂÂ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ-

‰ÂÎËÚ¸ c ÔÓÏÓ˘¸˛ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡

ds Edu Fdud Gd2 2 22= + +v v ,

„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÙÓÏ˚ ds2 fl‚Îfl˛ÚÒfl Â„ÛÎflÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË.
ã˛·‡fl Â„ÛÎflÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÙÓÏÛÎÓÈ r = r(u, v), Ó·Î‡‰‡ÂÚ Â„ÛÎfl-

ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ds2, „‰Â   E u r ru u( , ) , ,v = 〈 〉    F u r ru( , ) , ,v v= 〈 〉

  G u r r( , ) , .v v v= 〈 〉

ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ

·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡

ds Edu Fdud Gd2 2 22= + +v v .

„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÙÓÏ˚ ds2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË.
ã˛·‡fl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÙÓÏÛÎÓÈ r = r(u, v), Ó·Î‡‰‡ÂÚ ‡Ì‡-

ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ d s2, „‰Â  E u r ru u( , ) , ,v = 〈 〉  F u( , )v =
= 〈 〉r ru , ,v  G u r r( , ) , .v v v= 〈 〉

åÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ – ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÎÓ-

ÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ �3, ÍÓÚÓ‡fl

‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ „‡ÛÒÒÓ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ.
åÂÚËÍ‡ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ‚Âı-

ÌÓÒÚË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ .
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ – ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ �3, ÍÓÚÓ‡fl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ

ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ „‡ÛÒÒÓ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ. èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ
ÍË‚ËÁÌ˚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ËÏÂÂÚ ÒÂ‰ÎÓ‚Ë‰ÌÛ˛ (‚Ó„ÌÛÚÛ˛) ÒÚÛÍÚÛÛ. ÇÌÛÚÂÌÌflfl „ÂÓ-
ÏÂÚËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ (‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÒÂ‚‰Ó-
ÒÙÂ˚) ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó. Ç �3 ÌÂ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‚ÌÛÚÂÌÌflfl „ÂÓÏÂÚËfl ÍÓÚÓÓÈ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò
„ÂÓÏÂÚËÂÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó (Ú.Â. ÔÓÎÌÓÈ Â„ÛÎflÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ).

åÂÚËÍ‡ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍÓÈ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÒÂ‰ÎÓ-

‚Ë‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
ëÂ‰ÎÓ‚Ë‰Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ

ÍË‚ËÁÌ˚: ‰‚‡Ê‰˚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂ‰ÎÓ-
‚Ë‰ÌÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÂÂ „‡ÛÒÒÓ‚‡
ÍË‚ËÁÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ. í‡ÍËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í
‡ÌÚËÔÓ‰˚ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ÓÌË ÌÂ Ó·‡ÁÛ˛Ú Ú‡ÍÓ„Ó ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó
ÍÎ‡ÒÒ‡, Í‡Í ‚˚ÔÛÍÎ˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
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åÂÚËÍ‡ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍÓÈ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ‚˚ÔÛÍ-

ÎÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
Ç˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ – ˝ÚÓ Ó·Î‡ÒÚ¸ (Ú.Â. Ò‚flÁÌÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó) Ì‡

„‡ÌËˆÂ ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÚÂÎ‡ ‚ �3 (‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ˝ÚÓ ‡ÌÚËÔÓ‰ ÒÂ‰ÎÓ‚Ë‰ÌÓÈ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË). ÇÒfl „‡ÌËˆ‡ ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÚÂÎ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸˛. ÖÒÎË ÚÂÎÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓ (Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ), ÚÓ ÔÓÎÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ. àÌ‡˜Â ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ (·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ „ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÎË ˆËÎËÌ‰Û ÍÛ„ÎÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl).

ã˛·‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸  M2 ‚ �3 fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ

ÍË‚ËÁÌ˚. èÓÎÌ‡fl „‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ w A K x d x
A

( ) ( ) ( )= ∫∫ σ  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A M⊂ 2

‚ÒÂ„‰‡ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡ (Á‰ÂÒ¸ σ( ⋅ ) – ÔÎÓ˘‡‰¸, ‡ ä(ı) – „‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ å2 ‚
ÚÓ˜ÍÂ ı), Ú.Â. ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸
ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
(ÌÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÛÚ‡Ú¸ Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸˛, ÒÏ. „Î. 1) ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÚÂÓËË
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, Ú.Â. ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË: ÒÛÏÏ‡ Û„ÎÓ‚ Î˛·Ó„Ó
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, ÒÚÓÓÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Ú˜‡È¯ËÏË ÍË‚˚ÏË, ÌÂ ÏÂÌ¸¯Â,
˜ÂÏ π.

åÂÚËÍ‡ Ò ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ
åÂÚËÍÓÈ Ò ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ-

‚ÂıÌÓÒÚË Ò ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚ÌÓÈ (ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ËÎË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ) „‡ÛÒÒÓ‚ÓÈ ÍË-
‚ËÁÌÓÈ.

èÎÓÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÎÓÒÍ‡fl  ÏÂÚËÍ‡ – ‚ÌÛÚÂÌÌflfl  ÏÂÚËÍ‡  Ì‡  ‡Á‚ÂÚ˚‚‡ÂÏÓÈ  ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË,

Ú.Â. ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ „‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ ‚Ò˛‰Û ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛.

åÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ρ Ì‡ ÔÓ‚Âı-

ÌÓÒÚË Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ M2 Ò ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ

ÍË‚ËÁÌ˚, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍËı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÏÂÚËÍ ρn, Á‡-
‰‡ÌÌ˚ı Ì‡ M2, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A ⊂  M2 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ
‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ρ ρn → ,  Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ | | ( )w An  fl‚ÎflÂÚÒfl

Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ, „‰Â | | ( ) ( ) ( )w A K x d xn

A

= ∫∫ σ  – ÚÓÚ‡Î¸Ì‡fl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡

ÏÂÚËÍË ρn (Á‰ÂÒ¸ ä(ı) – „‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË M2 ‚ ÚÓ˜ÍÂ ı, a σ(⋅) –
ÔÎÓ˘‡‰¸).

�-ÏÂÚËÍ‡
�-ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ÚËÔ‡ Λ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË

Ò ÍË‚ËÁÌÓÈ, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ò‚ÂıÛ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ.
Λ-ÏÂÚËÍ‡ ÌÂ ËÏÂÂÚ ‚ÎÓÊÂÌËÈ ‚ �3. ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ ÉËÎ¸·ÂÚ‡ (1901): ‚ �3 ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Í‡ÍËı-ÎË·Ó Â„ÛÎflÌ˚ı ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ (Ú.Â. ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ‚ÌÛÚÂÌÌflfl
„ÂÓÏÂÚËfl ÍÓÚÓ˚ı ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó).
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(h, �)-ÏÂÚËÍ‡
(h, �)-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ËÁÏÂÌfl˛˘ÂÈÒfl

ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ.
èÓÎÌ‡fl (h, ∆)-ÏÂÚËÍ‡ ÌÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ Â„ÛÎflÌ˚ı ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ‚ÎÓÊÂÌËÈ ‚

ÚÂıÏÂÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ÒÏ. Λ-ÏÂÚËÍ‡).

G-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ë‚flÁÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G  ÚÓ˜ÂÍ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË M 2 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ

Â„ËÓÌÓÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  G ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰ËÒÍ B(x, r) Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ı, Ú‡ÍÓÈ
˜ÚÓ B G B x rG = ∩ ( , )  ËÏÂÂÚ Ó‰ÌÛ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÙÓÏ: B B x rG = ( , ) (x  – Â„ÛÎflÌ‡fl
‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÚÓ˜Í‡ G); BG – ÔÓÎÛ‰ËÒÍ B(x, r) (x – Â„ÛÎflÌ‡fl „‡ÌË˜Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ G);
BG – ÒÂÍÚÓ B(x, r), ÌÂ fl‚Îfl˛˘ËÈÒfl ÔÓÎÛ‰ËÒÍÓÏ (x – Û„ÎÓ‚‡fl ÚÓ˜Í‡ G);  BG ÒÓÒÚÓËÚ
ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÒÂÍÚÓÓ‚ B(x, r), ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ËÏÂ˛Ú ËÌ˚ı Ó·˘Ëı ÚÓ˜ÂÍ, ÍÓÏÂ ı
(x – ÛÁÎÓ‚‡fl ÚÓ˜Í‡ G).

G-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ı Ë y ∈  G ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ
‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë y ∈  G Ë ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı G.

äÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ R – ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸. ãÓÍ‡Î¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ (ËÎË ÎÓÍ‡Î¸Ì˚È ÛÌËÙÓ-

ÏËÁËÛ˛˘ËÈ Ô‡‡ÏÂÚ, ÎÓÍ‡Î¸Ì˚È ÛÌËÙÓÏËÁ‡ÚÓ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌÓÈ z, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Í‡Í ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl   z p p p0 0= φ ( )  ÚÓ˜ÍË p ∈  R,
ÍÓÚÓ‡fl Á‡‰‡Ì‡ ‚Ò˛‰Û ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË (Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË)
V(p0) ÚÓ˜ÍË p0 ∈  R Ë ÍÓÚÓ‡fl Â‡ÎËÁÛÂÚ „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ (Ô‡‡-
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ) V(p0) Ì‡ ‰ËÒÍ (Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ‰ËÒÍ) ∆( )p0 =

    = ∈ <{ }z z� : | | ( ) ,r p0  „‰Â φp p0 0 0( ) .=  èÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂ-
ÌËfl Î˛·‡fl ÚÓ˜Â˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl g(p), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË
V(p0), ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ z z z: ( ) ( ( )) ( ).g p g Gp= =−φ

0

1

äÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î   ρ( ) | |z zd  Ì‡
ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R, ÍÓÚÓ˚È ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÂÌ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚·Ó‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó
Ô‡‡ÏÂÚ‡ z. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰ÓÏÛ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ     z z( : )U → �  ÒÚ‡‚ËÚÒfl
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÙÛÌÍˆËfl ρz z: ( ) [ , ]U → ∞0  Ú‡Í, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚ z1 Ë z2 ËÏÂÂÏ

  

ρ
ρ

z

z

z

z
z
z

2

1

2

1

1

2

( ( ))

( ( ))

( )

( )

p

p

d p

d p
=  ‰Îfl Î˛·˚ı p U U U∈ ∩ ∩1 1 2 .

ä‡Ê‰˚È ÎËÌÂÈÌ˚È ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î   λ( )z zd  Ë Í‡Ê‰˚È Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚È ‰ËÙÙÂÂÌ-

ˆË‡Î   Q d( )z z2  ÔÓÓÊ‰‡˛Ú ÍÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â ÏÂÚËÍË   λ( )z zd  Ë Q d( ) /z z1 2

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ (ÒÏ. Q-ÏÂÚËÍ‡).
Q-ÏÂÚËÍ‡
Q-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ρ( ) ( ) /z z z zd Q d= 1 2

Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ˜ÂÂÁ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚È ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î
Q(z)dz.

ä‚‡‰‡ÚË˜Ì˚È ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î Q(z)dz2 – ÌÂÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R, ÍÓÚÓ˚È ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÂÌ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Í ‚˚·Ó‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡-
ÏÂÚ‡ z. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰ÓÏÛ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ     z z( : )U → �  ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚
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ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÙÛÌÍˆËfl   Q Uz : ( ) → �  Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
z1 Ë z2 ËÏÂÂÏ

  

Q p

Q p

d p

d p
z

z

z

z
z
z

2

1

2

1

1

2

2( ( ))

( ( ))

( )

( )
=







‰Îfl Î˛·˚ı p U U∈ ∩1 2 .

ùÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ùÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‚ Á‡‰‡-

˜Â ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ ‰Îfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ Γ  ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R, ÍÓÚÓ‡fl Â‡ÎËÁÛÂÚ ËÌÙËÏÛÏ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ å(Γ).

îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ Γ – ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R Ë ÔÛÒÚ¸ ê  – ÌÂÔÛÒÚÓÈ ÍÎ‡ÒÒ ÍÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ı ÏÂÚËÍ

  ρ( )z zd  Ì‡ R, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ρ(z) fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ ‚ z-ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‰Îfl
Í‡Ê‰Ó„Ó ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ z, ‡ ËÌÚÂ„‡Î˚

    

A R dxdy L d
yR

ρ ρ γ
ρ ρ( ) ( )   ( ) inf ( )= =

∈ ∫∫∫ 2 z z zË   Γ
Γ

ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ‡‚Ì˚ÏË 0 ËÎË ∞ (ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ËÁ
‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ – ˝ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î ãÂ·Â„‡). åÓ‰ÛÎ˛Ò ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÍË‚˚ı
Γ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

M
A R

LP
( ) inf

( )

( ( ))
.Γ

Γ
=

∈ρ

ρ

ρ
2

ùÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÍË‚˚ı Γ  ‡‚Ì‡ sup
( ( ))

( )
,

ρ

ρ

ρ∈ P

L U

A R

2

 Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl

‚ÂÎË˜ËÌÓÈ, Ó·‡ÚÌÓÈ å(Γ).
á‡‰‡˜‡ ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ ‰Îfl Γ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÔÛÒÚ¸ PL – ÔÓ‰ÍÎ‡ÒÒ

P, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ρ ∈ ∈( )z zd PL  Ë Î˛·ÓÈ γ ∈ Γ  ËÏÂÂÏ PL ≠ /0,  ÖÒÎË , ÚÓ ÏÓ‰Û-
Î˛Ò å(Γ) ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ Γ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì Í‡Í M A R

PL

( ) inf ( ).Γ =
∈ρ ρ  ä‡Ê‰‡fl ÏÂÚËÍ‡

ËÁ PL Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ Ì‡ Γ. ÖÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ρ*, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ

M A R A R
PL

( ) inf ( ) ( ),*Γ = =
∈ρ ρ ρ

ÏÂÚËÍ‡   ρ
* dz  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ  ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ Ì‡ Γ.

åÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË îÂ¯Â
èÛÒÚ¸ (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, å2 – ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ‰‚Û-

ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, f – ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f: M 2 → X , Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ
Ô‡‡ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ‡ σ: M2 → M2 – „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ M2 Ì‡ ÒÂ·fl.
Ñ‚Â Ô‡‡ÏÂÚËÁËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË f1 Ë f2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË
inf max ( ( ), ( ( )) ,
σ ρ

σ
∈

=
M

d f p f p
2 1 2 0  „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï „ÓÏÂÓ-

ÏÓÙËÁÏ‡Ï σ . äÎ‡ÒÒ f* Ô‡‡ÏÂÚËÁËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı f,
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Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ îÂ¯Â. ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
‚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(X, d).

åÂÚËÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË îÂ¯Â Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚÂÈ îÂ¯Â, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

inf max ( ( ), ( ( )))
σ ρ

σ
∈ M

d f p f p
2 1 2

‰Îfl Î˛·˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ îÂ¯Â  f f1 2
* * ,Ë   „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊ-

Ì˚Ï „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ‡Ï σ (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ îÂ¯Â).

8.2. ÇçìíêÖççàÖ  åÖíêàäà  çÄ  èéÇÖêïçéëíüï

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌ˚ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ÏÂÚËÍË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â Ëı ÎËÌÂÈÌ˚ÏË
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË (ÍÓÚÓ˚Â ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰‚ÛÏÂÌ˚ÏË ËÏ‡ÌÓ‚˚ÏË
ÏÂÚËÍ‡ÏË) ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı ËÁ·‡ÌÌ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ.

åÂÚËÍ‡ Í‚‡‰ËÍË
ä‚‡‰ËÍÓÈ (ËÎË Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ‚ �3, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÍÓÚÓ˚ı ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‚ÚÓÓÈ ÒÚÂÔÂÌË. ëÛ˘ÂÒÚ-
‚ÛÂÚ 17 ÍÎ‡ÒÒÓ‚ Ú‡ÍËı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ˝ÎÎËÔÒÓË‰˚, Ó‰ÌÓÔÓÎÓÒÚÌ˚Â Ë
‰‚ÛıÔÓÎÓÒÚÌ˚Â „ËÔÂ·ÓÎÓË‰˚, ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ Ô‡‡·ÓÎÓË‰˚, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ Ô‡-
‡·ÓÎÓË‰˚, ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ Ë Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ˆËÎËÌ‰˚ Ë ÍÓÌË-
˜ÂÒÍËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

ñËÎËÌ‰, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ Á‡‰‡Ì Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

 x u a x u a x u u1 2 3( , ) cos ,   ( , ) sin ,   ( , ) .v v v v v= = =

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÏ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

 ds du a d2 2 2 2= + v .

ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÌÛÒ (Ú.Â. ÍÓÌÛÒ Ò ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ ÒÂ˜ÂÌËÂÏ) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚
Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË:

  
x u a

h u

h
x u b

h u

h
x u u1 2 3( , ) cos ,   ( , ) sin ,   ( , ) ,v v v v v= − = − =

„‰Â h  – ‚˚ÒÓÚ‡, ‡ – ·ÓÎ¸¯‡fl ÔÓÎÛÓÒ¸ Ë b – Ï‡Î‡fl ÔÓÎÛÓÒ¸ ÍÓÌÛÒ‡. ÇÌÛÚÂÌÌflfl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓÌÛÒÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds

h a b

h
du s

a b h u

h
dud2

2 2 2 2 2

2
2

2 2

2= + + + − − +cos sin ( )( ) cos sinv v v v
v

+ − +( ) ( sin cos )
.

h u a b

h
d

2 2 2 2 2

2
2v v

v

åÂÚËÍ‡ ÒÙÂ˚
ëÙÂ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡‰ËÍÓÈ, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÍÓÚÓÓÈ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ‚˚‡-

ÊÂÌ˚ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (x1 – a)2 + (x2 – b)2 + (x3 – c)2 = r2, „‰Â ÚÓ˜Í‡ (a, b, c) – ˆÂÌÚ ÒÙÂ˚,
‡ r > 0 – ÂÂ ‡‰ËÛÒ. ëÙÂ‡ ‡‰ËÛÒ‡ r Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
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Á‡‰‡Ì‡ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË:

x r x r x r1 2 3( , ) sin cos ,   ( , ) sin sin ,   ( , ) cos ,θ φ θ φ θ φ θ φ θ φ φ= = =

„‰Â ‡ÁËÏÛÚ‡Î¸Ì˚È Û„ÓÎ φ ∈ [0, 2π] Ë ÔÓÎflÌ˚È Û„ÓÎ θ ∈ [0, π]. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ ÒÙÂÂ (ËÏÂÌÌÓ, ‰‚ÛÏÂÌ‡fl ÒÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡) Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds r d r d2 2 2 2 2= +θ θ φsin .

ëÙÂ‡ ‡‰ËÛÒa r ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÛ˛ „‡ÛÒÒÓ‚Û ÍË‚ËÁÌÛ, ‡‚ÌÛ˛  r.

åÂÚËÍ‡ ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡

ùÎÎËÔÒÓË‰ – Í‚‡‰ËÍ‡, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 
x

a

x

b

x

c
1
2

2
2
2

2
3
2

2 1+ + = ,  ËÎË

ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

x a x b x c1 2 3( , ) cos sin ,   ( , ) sin sin ,   ( , ) cos ,θ φ φ θ θ φ φ θ θ φ θ= = =

„‰Â ‡ÁËÏÛÚ‡Î¸Ì˚È Û„ÓÎ φ ∈ [0, 2π] Ë ÔÓÎflÌ˚È Û„ÓÎ θ ∈ [0, π] ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ ˝ÎÎËÔÒÓË‰Â Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds b a d b a d d2 2 2 2 2 2 2 2 2= + + − +( cos sin )sin ( ) cos sin cos sinφ φ θ φ φ φ θ θ θ φ

+ + + (( cos sin ) cos sin ) .a b c d2 2 2 2 2 2 2 2φ φ θ θ θ

åÂÚËÍ‡ ÒÙÂÓË‰‡
ëÙÂÓË‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÎÎËÔÒÓË‰ Ò ‰‚ÛÏfl Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÔÓ ‰ÎËÌÂ ÓÒflÏË. éÌ

fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‚‡˘ÂÌËfl, Á‡‰‡ÌÌÓÈ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË:

  x u a u x u a u x u c1 2 3( , ) sin cos ,   ( , ) sin sin ,   ( , ) cos ,v v v v v v= = =

„‰Â 0 ≤ u ≤ 2π Ë 0 ≤ v < π. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÒÙÂÓË‰Â Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds a du a c a c d2 2 2 2 2 2 2 2 21

2
2= + + + −( )sin ( ) cos( ) .v v v

åÂÚËÍ‡ „ËÔÂ·ÓÎÓË‰‡
ÉËÔÂ·ÓÎÓË‰ – Í‚‡‰ËÍ‡, ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ó‰ÌÓ- ËÎË ‰ÛıÔÓÎÓÒÚÌÓÈ. é‰ÌÓ-

ÔÓÎÓÒÚÌ˚Ï „ËÔÂ·ÓÎÓË‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·‡ÁÛÂÏ‡fl ‚‡˘ÂÌËÂÏ „ËÔÂ·ÓÎ˚ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl‡, ‰ÂÎfl˘Â„Ó ÔÓÔÓÎ‡Ï ÎËÌË˛ ÏÂÊ‰Û ÙÓÍÛÒ‡ÏË, ‡ ‰‚Ûı-
ÔÓÎÓÒÚÌÓÈ „ËÔÂ·ÓÎÓË‰ – ˝ÚÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Ó·‡ÁÛÂÏ‡fl ‚‡˘ÂÌËÂÏ „ËÔÂ·ÓÎ˚
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÎËÌËË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ ÙÓÍÛÒ˚. é‰ÌÓÔÓÎÓÒÚÌÓÈ „ËÔÂ·ÓÎÓË‰, ÓËÂÌÚË-

Ó‚‡ÌÌ˚È ÔÓ ÓÒË ı3, Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 
x

a

x

b

x

c
1
2

2
2
2

2
3
2

2 1+ − =  ËÎË ÒÎÂ‰Û˛-

˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

x u a u x u a u x u cu1
2

2
2

31 1( , ) cos ,   ( , ) sin ,   ( , ) ,v v v v v= + = + =

„‰Â v  ∈ [0, 2π]. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ËÔÂ·ÓÎÓË‰Â Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds c

a u

u
du a u d2 2

2 2

2
2 2 2 2

1
1= +

+






+ +( ) .v
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åÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚‡˘ÂÌËfl
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‚‡˘ÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Ó·‡ÁÛÂÏ‡fl ‚‡˘ÂÌËÂÏ ‰‚Û-

ÏÂÌÓÈ ÍË‚ÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÓÒË. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÙÓÏÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

  x u u x u u x u1 2 3( , ) ( ) cos ,   ( , ) ( )sin ,   ( , ) ( ).v v v v v v= = =φ φ ψ

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÓÏ

 ds du d2 2 2 2 2 2= + +φ φ ψ( ) .v

åÂÚËÍ‡ ÔÒÂ‚‰ÓÒÙÂ˚
èÒÂ‚‰ÓÒÙÂÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓ‚ËÌ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚‡˘ÂÌËfl, Ó·‡ÁÛÂÏÓÈ ‚‡-

˘ÂÌËÂÏ Ú‡ÍÚËÒ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÂÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚ˚. éÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË
Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

  x u u x u u x u u u1 2 3( , ) sech cos ( , ) sech sin ( , ) tgh ,v v, v v, v= = = −

„‰Â u ≥ 0 Ë 0 ≤ v < 2π.
ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds udu ud2 2 2 2 2= +tgh sich .v

èÒÂ‚‰ÓÒÙÂ‡ ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ „‡ÛÒÒÓ‚Û ÍË‚ËÁÌÛ, ‡‚ÌÛ˛ –1, Ë
‚ ˝ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ÒÙÂ˚ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ „‡ÛÒÒÓ‚ÓÈ
ÍË‚ËÁÌÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ÚÓ‡
íÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ËÏÂ˛˘ÂÈ ÚËÔ 1. ÄÁËÏÛÚ‡Î¸ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È

ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË x3 ÚÓ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ c x x x a− +



 + =1

2
2
2

2

3
2 2

ËÎË ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

  x u c a u x u c a u x u a1 2 3( , ) ( cos ) cos ,   ( , ) ( cos )sin ,   ( , ) sin ,v v v v v v= + = + =

„‰Â c  > a  Ë u, v  ∈ [0, 2π]. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÚÓÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds c a du a d2 2 2 2= + +( cos ) .v v

åÂÚËÍ‡ ‚ËÌÚÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
ÇËÌÚÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ (ËÎË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‚ËÌÚÓ‚Ó„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ‡fl ÔÎÓÒÍÓÈ ÍË‚ÓÈ γ, ÍÓÚÓ‡fl, ‚‡˘‡flÒ¸ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË, Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÌÂÂ Ò ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛. ÖÒÎË γ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl x3 Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ
x3 = f(u), ÚÓ ÔÓÁËˆËÓÌÌ˚È ‚ÂÍÚÓ ‚ËÌÚÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ·Û‰ÂÚ ‡‚ÂÌ

r u uson f u h h= = =( cos ,  ,  ( ) ),   const,v v v

Ë ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds f du hf dud u h d2 2 2 2 2 21 2= + + ′ + +( ) ( ) .v v

ÖÒÎË f = const, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ „ÂÎËÍÓË‰; ÂÒÎË  h = 0, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸
‚‡˘ÂÌËfl.
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åÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ä‡Ú‡Î‡Ì‡
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ä‡Ú‡Î‡Ì‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, ‚ Ô‡‡ÏÂÚË-

˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË:

  
x u u u x u u x u

u
1 2 31 4

2 2
( , ) sin cosh ,   ( , ) cos cosh ,   ( , ) sin sinh .v v v v v

v= − = − = 











ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds u du u d2 2 2 2 22

2
2

2
= 



 − + 



 −cosh (cosh cos ) cosh (cosh cos ) .

v
v

v
v v

åÂÚËÍ‡ Ó·ÂÁ¸flÌ¸Â„Ó ÒÂ‰Î‡
é·ÂÁ¸flÌ¸ËÏ ÒÂ‰ÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂ-

ÌËÂÏ x x x x3 1 1
2

2
23= −( )  ËÎË ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

  x u u x u x u u u1 2 3
3 23( , ) ,   ( , ) ,   ( , ) .v v v v v= = = −

èÓ Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó·ÂÁ¸flÌ‡ ÏÓ„Î‡ ·˚ ÔÂÂ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl, ÓÔË‡flÒ¸ Ó‰ÌÓ‚Â-
ÏÂÌÌÓ ÌÓ„‡ÏË Ë ı‚ÓÒÚÓÏ. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds su du u u dud u d2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 3 2 18 1 36= + − − − + +( ( ) ( ( )) ( ) ).v v v v v v

8.3. êÄëëíéüçü  çÄ  ì áãÄï

ìÁÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl Ò‡ÏÓÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘‡flÒfl ÍË‚‡fl, ‚ÎÓÊËÏ‡fl ‚ S3. íË-
‚Ë‡Î¸Ì˚Ï ÛÁÎÓÏ (ËÎË ÌÂÁ‡ÛÁÎÂÌÌÓÒÚ¸˛) é Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÌÂÁ‡ÛÁÎÂÌÌ˚È
ÍÓÌÚÛ. é·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ÛÁÎ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÌflÚËÂ Á‚ÂÌ‡. á‚ÂÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ÒÓ·ÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÛÁÎÓ‚. ä‡Ê‰ÓÏÛ Á‚ÂÌÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Â„Ó
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ áÂÈÙÂÚ‡, Ú.Â. ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ÓËÂÌÚËÛÂÏ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ò ‰‡ÌÌ˚Ï
Á‚ÂÌÓÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â „‡ÌËˆ˚. Ñ‚‡ ÛÁÎ‡ (Á‚ÂÌ‡) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÏÓÊÌÓ ÔÎ‡‚ÌÓ ÔÂÂÈÚË ÓÚ Ó‰ÌÓ„Ó Í ‰Û„ÓÏÛ. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, Á‚ÂÌÓ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í
„Î‡‰ÍÓÂ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ 3-ÒÙÂ˚ S3; ÛÁÂÎ – ˝ÚÓ Á‚ÂÌÓ, ÒÓÒÚfl˘ÂÂ ËÁ
Ó‰ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚; Á‚ÂÌ¸fl L1 Ë L2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÈ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ f: S3 → S3, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ f(L1) = L2.

ÇÒ˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó· ÛÁÎÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ –
Ú‡ÍÓÈ ÔÓÂÍˆËË ÛÁÎ‡ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ˜ÚÓ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÛÁÎ‡ ÔÓÂˆËÛ˛ÚÒfl
‚ Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ÚÓ˜ÍÛ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ë ‚ Í‡Ê‰ÓÈ Ú‡ÍÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÛÍ‡Á‡ÌÓ, Í‡Í‡fl ËÁ ÎËÌËÈ
fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ Í ÔÎÓÒÍÓÒÚË, Ó·˚˜ÌÓ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl ˜‡ÒÚË ÌËÊÌÂÈ
ÎËÌËË. Ñ‚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÏÓ„ÛÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÚ¸ Ó‰ËÌ Ë ÚÓÚ ÊÂ ÛÁÂÎ.
áÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÚÂÓËË ÛÁÎÓ‚ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ‡ ‚˚flÒÌÂÌË˛ ÓÚ‚ÂÚ‡ Ì‡ ‚ÓÔÓÒ, ÍÓ„‰‡
‰‚Â ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú Ó‰ËÌ Ë ÚÓÚ ÊÂ ÛÁÂÎ.

ê‡ÒÔÛÚ˚‚‡ÌËÂ ÛÁÎÓ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‡ˆËÂÈ, ËÁÏÂÌfl˛˘ÂÈ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÂÂ-
ÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÎËÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Û„ ‰Û„‡ (Ò‚ÂıÛ ËÎË ÒÌËÁÛ) ‚ ‰‚ÓÈÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ
‰‡ÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚. ê‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ÛÁÎ‡ ä fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ
˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÓÔÂ‡ˆËÈ ÔÓ ‡ÒÔÛÚ˚‚‡ÌË˛ ÛÁÎÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂ‚‡˘ÂÌËfl
‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ ä ‚ ‰Ë‡„‡ÏÏÛ ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÁÎ‡, „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ
‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï ÛÁÎ‡ ä. ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ÍÓÎË-
˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÚ‡ÒÍË‚‡ÌËÈ ÛÁÎ‡ ä ˜ÂÂÁ Ò‡ÏÓ„Ó ÒÂ·fl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl Â„Ó
‡ÒÔÛÚ˚‚‡ÌËfl.
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#-‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘‡fl ÓÔÂ‡ˆËfl  ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ ä fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ‡ÒÔÛÚ˚-
‚‡˛˘ÂÈ ÓÔÂ‡ˆËË ‰Îfl #-˜‡ÒÚË ‰Ë‡„‡ÏÏ˚, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ‰‚Ûı Ô‡ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı
ÎËÌËÈ, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı Ó‰Ì‡ Ô‡‡ ÔË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË ÔÓıÓ‰ËÚ Ì‡‰ ‰Û„ÓÈ. í‡ÍËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ, ‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘ÂÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ËÁÏÂÌflÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÎËÌËÈ ÔÓ
‚˚ÒÓÚÂ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ‚Â¯ËÌ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡.

ÉÓ‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÉÓ‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÛÁÎÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl

‰‡ÌÌ˚ı ÛÁÎÓ‚ ä Ë K � Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘Ëı ÓÔÂ‡ˆËÈ, ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂ‚‡˘ÂÌËfl ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ ä ‚ ‰Ë‡„‡ÏÏÛ ÛÁÎ‡ K�, „‰Â ÏËÌËÏÛÏ
·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï ÛÁÎ‡ ä, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÈÚË Í ‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï ÛÁÎ‡
K�. ê‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ Û„Î‡ ä ‡‚ÌÓ „Ó‰ËÂ‚Û ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û ä
Ë ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï ÛÁÎÓÏ é.

èÛÒÚ¸ rK – ÛÁÎÂÎ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ËÁ ä Í‡Í Â„Ó ÁÂÍ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚ‡ÊÂÌËÂ Ë ÔÛÒÚ¸ –ä –
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È ÛÁÎÂÎ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÂÙÎÂÍÒËË
Re f+(K) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ä  Ë rK. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÂÙÎÂÍÒËË Re f–(K) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ä Ë –r K.
àÌ‚ÂÒË‚Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Inv (K) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ä Ë –ä.

ÉÓ‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÒÎÛ˜‡È Î  = 1 ëk-‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÍÓÚÓÓÂ ‡‚ÌÓ ÏËÌËÏ‡Î¸-
ÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ ëk-ıÓ‰Ó‚, ÌÂ·ıÓ‰ËÏÓÏÛ ‰Îfl Ú‡ÌÒÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ä ‚ K�; ï‡·ËÓ Ë
ÉÛÒ‡Ó‚ ‰ÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‰Îfl k > 1˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ ·Û‰ÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ó·‡ ÛÁÎ‡ ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌË Ë ÚÂ ÊÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ Ç‡ÒËÎ¸Â‚‡ ÔÓfl‰Í‡ ÏÂÌÂÂ k.
ë1-ıÓ‰ – ˝ÚÓ Ó‰ÌÓÍ‡ÚÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl. ë2-ıÓ‰ (ËÎË ‰ÂÎ¸Ú‡-ıÓ‰) – ˝ÚÓ
Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ‰Îfl ÚÂı ÔÓÒÚ˚ı ‰Û„, ÙÓÏËÛ˛˘Ëı
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ. ë2- Ë ë3-‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰ÂÎ¸Ú‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Á‡ˆÂÔÎÂÌËfl.

#-„Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
#-„Ó‰ËÂ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Mura85]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÛÁÎÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ÛÁÎÓ‚ ä  Ë K� Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ #-‡Ò-
ÔÛÚ˚‚‡˛˘Ëı ÓÔÂ‡ˆËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÂıÓ‰‡ ÓÚ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ ä Í
‰Ë‡„‡ÏÏÂ ÛÁÎ‡ K�, „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï ÛÁÎ‡ ä, ÍÓÚÓ˚Â
ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl ‚ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ K�.

èÛÒÚ¸ rK – ÛÁÂÎ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ËÁ ä Í‡Í Â„Ó ÁÂÍ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚ‡ÊÂÌËÂ Ë ÔÛÒÚ¸ –ä –
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È ÛÁÎÂÎ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ #-ÂÙ-
ÎÂÍÒËË Re ( )#f K+  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl #-„Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ä  Ë r K. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ #-ÂÙÎÂÍÒËË Re f#(K) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl #-„Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ä Ë –rK; #-ËÌ‚ÂÒË‚Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Inv(K) fl‚ÎflÂÚÒfl #-„Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ä Ë –ä.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ‡ı, ÍÓÌÛÒ‡ı
Ë ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚ı ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ı

9.1. êÄëëíéüçàÖ  çÄ  Çõèìäãõï  íÖãÄï

Ç˚ÔÛÍÎ˚Ï ÚÂÎÓÏ ‚ n-ÏÂÌÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �N Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ
‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ �N. éÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ËÏÂÂÚ ÌÂÔÛÒÚÛ˛
‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ ‚ �N ˜ÂÂÁ ä, Ë ÔÛÒÚ¸ Kp
·Û‰ÂÚ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ.

ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (K, d) Ì‡ ä Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ. åÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË
ÏÂÚËÁ‡ˆËfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍË ËÎË  ÏÂÚËÍË ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
‡ÁÌÓÒÚË, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎ‡„‡˛˘ËÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ‡Ì‡ÎËÁ‡ ‚ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ „ÂÓ-
ÏÂÚËË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Grub93]).

ÑÎfl C, D ∈ K\{∅ } ÒÎÓÊÂÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë ÛÏÌÓÊÂÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ì‡
ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚È ÒÍ‡Îfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í ë + D = {x + y: x ∈ C, y ∈  D} Ë αC =
= {αx: xC}, α  ≥ 0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. Ä·ÂÎÂ‚‡ ÔÓÎÛ„ÛÔÔ‡ (K , +), ÒÌ‡·ÊÂÌÌ‡fl
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚È ÒÍ‡Îfl, ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í
‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ.

éÔÓÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl hC: Sn–1 → � ‰Îfl ë ∈  K Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í h u u x x CC ( ) sup , := 〈 〉 ∈{ }
‰Îfl Î˛·Ó„Ó u ∈ Sn–1, „‰Â Sn–1 – (n – 1)-ÏÂÌ‡fl Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡ ‚ �n Ë 〈,〉  – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡  �n.

ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ X ⊂ �n Â„Ó ‚˚ÔÛÍÎ‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡, conv(X) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÏÛ ï ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ.

éÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë
éÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë (ËÎË ˝Ú‡ÎÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

Kp ‚ �2 (Ú.Â. Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÔÎÓÒÍËı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ‰ËÒÍÓ‚), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Í‡Í

A(C∆D),

„‰Â A( ⋅ ) – ÔÎÓ˘‡‰¸ Ë ∆ – ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÌÓÒÚ .̧ ÖÒÎË ë ⊂ D, ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ A(D) – A(C).

éÚÍÓÌÂÌËÂ ÔÂËÏÂÚ‡
éÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÂËÏÂÚ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Lp ‚ �2, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

  2 p C D p C p D(con ( )) ( ) ( ),v ∪ − −

„‰Â p( ⋅ ) – ÔÂËÏÂÚ. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ë ⊂ D ÓÌÓ ‡‚ÌÓ p(D) – p(C).

åÂÚËÍ‡ ÒÂ‰ÌÂÈ ¯ËËÌ˚
åÂÚËÍÓÈ ÒÂ‰ÌÂÈ ¯ËËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Kp ‚ �2, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

2W C D W C W D(conv( )) ( ) – ( ),∪ −

„‰Â W( ⋅ ) – ÒÂ‰Ìflfl ¯ËËÌ‡: W(C) = p(C)/π, ÂÒÎË  – ÔÂËÏÂÚ.
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åÂÚËÍ‡ èÓÏÔÂÈ˛–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡–ÅÎfl¯ÍÂ
åÂÚËÍÓÈ èÓÏÔÂÈ˛–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡–ÅÎfl¯ÍÂ (ËÎË ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

max sup inf || || sup inf || || ,
x C y D y D x C

y y x y
∈ ∈ ∈ ∈

− −








2 2

„‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2.
ç‡ flÁ˚ÍÂ ÓÔÓÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒÎÓÊÂÌËfl åËÌ-

ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

sup ( ) ( ) inf : , ,
u S

C D C D
n n

n
h u h u h h C D B D C B

∈
∞−

− = − = ≥ ⊂ + ⊂ +{ }
1

0λ λ λ

„‰Â B n  – Â‰ËÌË˜Ì˚È ¯‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n.
Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Î˛·Û˛ ÌÓÏÛ Ì‡ �n ‚ÏÂÒÚÓ

Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ. é·Ó·˘‡fl, ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ó„‡ÌË-
˜ÂÌÌ˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ èÓÏÔÂÈ˛–ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡
åÂÚËÍÓÈ èÓÏÔÂÈ˛–ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

sup inf sup inf ,
x C y D y D x C

x y x y
∈ ∈ ∈ ∈

− + −2 2

„‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2.
ç‡ flÁ˚ÍÂ ÓÔÓÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒÎÓÊÂÌËfl åËÌ-

ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

max , sup ( ( ) ( )) max , sup ( ( ) ( ))0 0
1 1u S

C D
u S

D C
n n

h u h u h u h u
∈ ∈− −

−








+ −








=

= ≥ ⊂ +{ } + ≥ ⊂ +{ }inf : inf : ,λ λ λ λ0 0C D B D C Bn n

„‰Â B n  – Â‰ËÌË˜Ì˚È ¯‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n.
Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Î˛·Û˛ ÌÓÏÛ Ì‡ �n ‚ÏÂÒÚÓ Â‚-

ÍÎË‰Ó‚ÓÈ. é·Ó·˘‡fl, ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
Ì˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ å‡ÍäÎ˛‡–ÇËÚ‡ÎÂ
ÑÎfl 1 ≤  ≤ ∞ , ÏÂÚËÍÓÈ å‡ÍäÎ˛‡–ÇËÚ‡ÎÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

S

C D
p

p

C D p
n

h u h u d u h h
−
∫ −











= −
1

1

( ) ( ) ( ) .

/

σ

åÂÚËÍ‡ îÎÓË‡Ì‡
åÂÚËÍ‡ îÎÓË‡Ì‡ ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

S

C D C D
n

h u h u d u h h
−
∫ − = −

1
1

( ) ( ) ( ) .σ
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éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌ‡ ‚ ÙÓÏÂ 2S(conv(C ∪  D)) – S(C) – S(D) ‰Îfl n = 2 (ÒÏ.
éÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÂËÏÂÚ‡); ÂÂ ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‚˚‡ÁËÚ¸ ‚ ÙÓÏÂ nkn(2W(conv(C ∪  D)) –
W(C) – W(D) ‰Îfl n ≥ 2 (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÒÂ‰ÌÂÈ ¯ËËÌ˚). á‰ÂÒ¸ S( ⋅ ) – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË, kn – Ó·˙ÂÏ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ¯‡‡ B n  ‚ �n Ë W( ⋅ ) – ÒÂ‰Ìflfl ¯ËËÌ‡:

W C
nk

h u h u d u
n

S

C C
n

( ) ( ( ) (– )) ( ).= +
−
∫1

1

σ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÓ·ÓÎÂ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

h hC D w
− ,

„‰Â || ⋅ ||w – 1-ÌÓÏ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C
Sn−1  ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡

Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ Sn–1 ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n.
1-ÌÓÏ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í f f f

w w= 〈 〉, ,/1 2  „‰Â 〈  , 〉w – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ-
‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ C

Sn−1 ,  Á‡‰‡ÌÌÓÂ Í‡Í

〈 〉 = + ∇ =
⋅−

∫f g fg f g dw w
n k

ww

S

s
nn

, ( ( , )) ,   ,
1

0 0
1

∇ = 〈 〉 〈 〉s s sf g f g( , ) grad ,grad ,  ,  – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n Ë grads – „‡‰ËÂÌÚ
Ì‡ Sn–1 (ÒÏ. [ArWe92]).

åÂÚËÍ‡ òÂÔ‡‰‡
åÂÚËÍÓÈ òÂÔ‡‰‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

ln( inf{ : ( ), ( )}).1 2 0+ ≥ ⊂ + − ⊂ + −λ λ λC D D D D C C C

åÂÚËÍ‡ çËÍÓ‰ËÏ‡
åÂÚËÍ‡ çËÍÓ‰ËÏ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ

Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

V(C∆D),

„‰Â V( ⋅ ) – Ó·˙ÂÏ (Ú.Â. ÎÂ·Â„Ó‚‡ n-ÏÂÌ‡fl ÏÂ‡) Ë ∆ – ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÌÓÒÚ¸. ÑÎfl
n = 2 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë.

åÂÚËÍ‡ òÚÂÈÌ„‡ÛÒ‡
åÂÚËÍ‡ òÚÂÈÌ„‡ÛÁ‡ (ËÎË Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ òÚÂÈÌ„‡ÛÒ‡) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Kp, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

V C D

V C D

( )

( )
,

∆
∪

„‰Â V( ⋅ ) – Ó·˙ÂÏ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ 
d C D

V C D
∆ ( , )

( )
,

∪
 „‰Â d∆ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ çËÍÓ-

‰ËÏ‡. ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡; ÓÌ‡ ‡ÙÙËÌÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÏÂÚËÍ‡
çËÍÓ‰ËÏ‡ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÓı‡Ìfl˛˘Ëı Ó·˙ÂÏ ‡ÙÙËÌÌ˚ı
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡ (ËÎË ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂÏ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÔÓ‚ÂıÌÓ-

ÒÚË) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Kp, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í

S(C ∪  D) – S(C ∩ D),

„‰Â S( ⋅ ) – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÚËÍÓÈ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl.

åÂÚËÍ‡ ÄÒÔÎÛÌ‰‡
åÂÚËÍÓÈ ÄÒÔÎÛÌ‰‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Kp/≈ ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ‡ÙÙËÌ-

ÌÓÈ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ‚ Kp, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

ln inf{ : :  ,  ( ) },λ λ≥ ∃ → ∈ ⊂ ⊂ +1 T x C T D C xn n n� � �‡ÙÙËÌÌ‡,  

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ë Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË ë* Ë D* ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

åÂÚËÍ‡ å‡Í·ÂÚ‡
åÂÚËÍ‡ å‡Í·ÂÚ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â K p/≈  ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ‡ÙÙËÌÌÓÈ

˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ‚ Kp, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

ln inf{|det T ⋅ P|: ∃ T, P: �n → �n Â„ÛÎflÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ, C ⊂ T(D), D ⊂ P(C)}

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ë* Ë D* Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË ë Ë D , ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í

ln ( , ) ln ( , ),δ δ1 1C D D C+

„‰Â δ1( , ) inf
( ( ))

( )
;  ( )C D

V T D

V C
C T D

T
= ⊂








 Ë í ÂÒÚ¸ Â„ÛÎflÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ

�n Ì‡ ÒÂ·fl.

åÂÚËÍ‡ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡
åÂÚËÍÓÈ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Kp/≈ ÍÎ‡ÒÒÓ‚

˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ-ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ ÔÓ ÓÚÌÓ-
¯ÂÌË˛ Í ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

ln inf{λ  ≥ 1: ∃ T: �n → �n ÎËÌÂÈÌÓÂ, C ⊂ T(D) ⊂ λ C)}

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ë* Ë D* Ë Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË ë Ë D ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÓ·˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ ÏÂÊ‰Û n-ÏÂ-
Ì˚ÏË ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

ê‡Á‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ê‡Á‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl

ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÚÂÎ‡ÏË C  Ë D  ‚ �n (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË

�n): inf : , ;x y x C y D− ∈ ∈{ }2  ÔË ˝ÚÓÏ sup : ,x y x C y D− ∈ ∈{ }2  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂÂ-

Í˚‚‡˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÎÛ·ËÌ˚ ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÎÛ·ËÌ˚ ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÓÌËÍ‡˛˘ËÏË

‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÚÂÎ‡ÏË C Ë D  ‚ �n (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ‚Á‡ËÏÌÓ
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ÔÓÌËÍ‡˛˘ËÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n)  ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÔÂÂÌÓÒ‡ Ó‰ÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Û„Ó„Ó Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚË C  Ë D ÒÚ‡ÎË
ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl:

min || || : interior ( ) .t C t D2 0+ ∩ = /{ }
ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·Ó˘ÂÌÌÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡Á‰ÂÎfl˛˘Â„Ó

‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ì‡ ÒÎÛ˜‡È ÔÂÂÍ˚‚‡˛˘ËıÒfl Ó·˙-
ÂÍÚÓ‚. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Í‡Í inf{d(C, D + x): x ∈ �n} ËÎË
infsd(C, s(D)), „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÓ‰Ó·ËflÏ s: �n → �n ËÎË…, „‰Â d – Ó‰Ì‡
ËÁ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÏÂÚËÍ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓfl‰Í‡ ÓÒÚ‡
ÑÎfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍÓ‚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓfl‰Í‡ ÓÒÚ‡ (ÒÏ. ÔÓ‰Ó·ÌÂÂ

[GiOn96]) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ Ó·˙ÂÍÚ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Û‚ÂÎË-
˜ËÚ¸Òfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ëı Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÁÏÂ‡ ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÒÓÔËÍÓÒÌÓ‚ÂÌËfl
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË.

ê‡ÁÌÓÒÚ¸ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
ê‡ÁÌÓÒÚ¸ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ‚ ˜‡ÒÚ-

ÌÓÒÚË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÒÍÛÎ¸ÔÚÛÌ˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ (ËÎË Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ
ÙÓÏ˚) ‚ �3, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

A – B = {x – y: x ∈ A, y ∈ B}.

ÖÒÎË Ò˜ËÚ‡Ú¸ Ç Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ ÔÂÂÏÂ˘‡˛˘ËÏÒfl Ë ËÏÂ˛˘ËÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ ÓËÂÌ-
Ú‡ˆËÂ˛ Ó·˙ÂÍÚÓÏ, ÚÓ ‡ÁÌÓÒÚ¸˛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ ÒÓ-
‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÔÂÂÌÓÒ˚ Ç, ‚ÎÂÍÛ˘ËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ Ò Ä. ÅÎËÊ‡È¯‡fl ÚÓ˜Í‡ ÓÚ „‡ÌËˆ˚
‡ÁÌÓÒÚË åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ∂(A – B) ‰Ó Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‰‡ÂÚ ‡Á‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û Ä Ë Ç. ÖÒÎË Ó·‡ Ó·˙ÂÍÚ‡ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl, ÚÓ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÎÂÊËÚ ‚ÌÛÚË
‡ÁÌÓÒÚË åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í
‡ÒÒÚÓflÌËÂ  „ÎÛ·ËÌ˚ ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl.

å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡
å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‚˚ÔÛÍ-

Î˚ÏË ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ÏË P = (p1, ..., pn) Ë Q = (q1, ..., qn), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í

max ,    { , ..., },   { , ..., }.
,i j

i jp q i n j m− ∈ ∈
2

1 1

„‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÂÌ‡Ì‰Â‡
èÛÒÚ¸ P = (p1, ..., pn) Ë Q = (q1, ..., qn) – ‰‚‡ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÏÌÓ„Ó-

Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ë l(pi, qj), l(pm, ql), – ‰‚Â ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÍËÚË˜ÂÒÍËÂ ÓÔÓÌ˚Â ÎËÌËË
‰Îfl P Ë Q. íÓ„‰‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÂÌ‡Ì‰Â‡ ÏÂÊ‰Û P Ë Q ÓÔÂ‰ÂÎËÚÒfl Í‡Í

|| || || || ( , ) ( , ),p q p q p p g gi j m l i m j l− + − − −2 2 Σ Σ

„‰Â ||⋅||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ë Σ(pi, pm) – ÒÛÏÏ‡ ‰ÎËÌ Â·Â ÎÓÏ‡ÌÓÈ pi,..., pm.
á‰ÂÒ¸ P = (p1,..., pn) – ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ Ò ‚Â¯ËÌ‡ÏË ‚ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ

ÙÓÏÂ, Ú.Â. ‚Â¯ËÌ˚ ÛÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË
ÔÓ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍÂ Ë ÔË ˝ÚÓÏ ÌÂÚ ÚÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ‚Â¯ËÌ.
èflÏ‡fl l fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÓÌÓÈ ÔflÏÓÈ ‰Îfl ê, ÂÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÚÓ˜ÂÍ ê
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ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÎÂÊËÚ ÔÓ Ó‰ÌÛ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ l. ÖÒÎË ËÏÂ˛ÚÒfl ‰‚‡ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl
ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ê Ë Q , ÚÓ ÔflÏ‡fl l(pi, qj) ·Û‰ÂÚ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÓÔÓÌÓÈ ÔflÏÓÈ, ÂÒÎË
ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÓÌÓÈ ÔflÏÓÈ ‰Îfl ê ‚ pi, ÓÔÓÌÓÈ ÔflÏÓÈ ‰Îfl Q ‚ qj, ÔË ˝ÚÓÏ ê Ë Q
ÎÂÊ‡Ú ÔÓ ‡ÁÌ˚Â ÒÚÓÓÌ˚ ÓÚ l(pi, qj).

9.2.  êÄëëíéüçàü  çÄ  äéçìëÄï

Ç˚ÔÛÍÎ˚Ï ÍÓÌÛÒÓÏ ë ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ V, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ C + C ⊂  C , λC ⊂  C ‰Îfl Î˛·Ó„Ó λ ≥ 0 Ë
C ∩ (–C) = {0}. äÓÌÛÒ ë ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ˜‡ÒÚË˜Ì˚È ÔÓfl‰ÓÍ Ì‡ V ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ

  x yp−  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ y – x ∈ C.

èÓfl‰ÓÍ   p−  ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÂ V, Ú.Â., ÂÒÎË  x yp−  Ë z p− u, ÚÓ
x y u+ − +z p ,  Ë ÂÒÎË x yp− ,  ÚÓ λ λx yp− , λ ∈ � , λ ≥ 0. ùÎÂÏÂÌÚ˚ x, y ∈ V  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
Ò‡‚ÌËÚÂÎ¸Ì˚ÏË, ÚÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í x ~ y, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ α  Ë β, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ α βy x yp p− − . ë‡‚ÌËÏÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÌÓ-
¯ÂÌËÂÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË: ÂÂ ÍÎ‡ÒÒ˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË (ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ËÂ ë ËÎË –ë)
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˜‡ÒÚflÏË (ËÎË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË, ÒÓÒÚ‡‚Ì˚ÏË ˜‡ÒÚflÏË).

ÑÎfl ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡ ë ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó S = {x ∈  C: T(x) = 1}, „‰Â T: V → � ÂÒÚ¸
ÌÂÍÓÚÓ˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÎËÌÂÈÌ˚È ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÔÂÂ˜Ì˚Ï
ÒÂ˜ÂÌËÂÏ ÍÓÌÛÒ‡ ë.

Ç˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ‡ıËÏÂ‰Ó‚˚Ï, ÂÒÎË Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ Â„Ó ÒÛÊÂ-
ÌËfl Ì‡ Î˛·ÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÛÒÓÏ.

íÓÏÒÓÌÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ˜‡ÒÚÂÈ

èÛÒÚ¸ ë – ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V. íÓÏ-
ÒÓÌÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ˜‡ÒÚÂÈ Ì‡ ˜‡ÒÚË K ⊂ C\{0} Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ln max{m(x, y), m(y, x)}

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ K, „‰Â m(x, y) = inf{λ ∈ �: y xp− λ }.

ÖÒÎË ÍÓÌÛÒ ë ÔÓ˜ÚË ‡ıËÏÂ‰Ó‚, ÚÓ ˜‡ÒÚ¸ ä, ÒÌ‡·ÊÂÌÌ‡fl ÚÓÏÒÓÌÓ‚ÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
˜‡ÒÚÂÈ, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÖÒÎË ÍÓÌÛÒ ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÂÌ,
ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ıÓ‰Ó‚ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓ-
ÚÓÓÏ ËÏÂÂÚÒfl ‚˚‰ÂÎÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚Ï ‡ÍÒËÓÏ‡Ï. èÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÍÓÌÛÒ   �+ = … ≥n

n ix x x{( , , ) :  1 0  ‰Îfl 1 ≤ i < n,
ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚È íÓÏÒÓÌÓ‚ÓÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ, ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÎÓÒÍÓÂ.

ÖÒÎË ‚ÁflÚ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÛÒ ë ‚ �n Ò ÌÂÔÛÒÚÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛, ÚÓ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸
ÍÓÌÛÒ‡ intC ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn. ÖÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó-
„Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ v ∈ Tp(Mn), p  ∈ M n Á‡‰‡Ì‡ ÌÓÏ‡   || || inf{ :v p

T = >α 0

    − − −α αp pp pv }, ÚÓ ‰ÎËÌa Î˛·ÓÈ ÍÛÒÓ˜ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ γ: [0, 1] → Mn

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í l t dtt
T( ) || ( ) || ,( )γ γ
γ

= ′∫
0

1

 a ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ·Û‰ÂÚ

‡‚ÌÓ infγl(γ), „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ Ú‡ÍËÏ ÍË‚˚Ï γ Ò γ(0) = ı Ë γ(1) = Û.
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ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡ ë ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V „ËÎ¸-

·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ C\{0}, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

ln(m(x, y) ⋅ m(y, x))

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ C\{0}, „‰Â   m x y y x( , ) inf{ :  }.= ∈ −λ λ� p . éÌ‡ ‡‚Ì‡ 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x  = λy ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı λ  > 0, Ë ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
ÎÛ˜ÂÈ ÍÓÌÛÒ‡.

ÖÒÎË ÍÓÌÛÒ ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÂÌ, ‡ S fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÔÂÂ˜Ì˚Ï ÒÂ˜ÂÌËÂÏ ë (‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË,
S = {x ∈ C: ||x || = 1}, „‰Â ||⋅|| – ÌÓÏ‡ Ì‡ V), ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈ S
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ‡‚ÌÓ |ln(x, y, z, t)|, „‰Â z, t – ÚÓ˜ÍË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÎËÌËË lx,y Ò
„‡ÌËˆÂÈ S Ë (x, y, z, t) – ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÚÓ˜ÂÍ x, y, z, t.

ÖÒÎË ÍÓÌÛÒ ë ÔÓ˜ÚË ‡ıËÏÂ‰Ó‚ Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÂÌ, ÚÓ Í‡Ê‰‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÍÓÌÛÒ‡ ë
fl‚ÎflÂÚÒfl ıÓ‰Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ
ÏÂÚËÍË. äÓÌÛÒ ãÓÂÌˆ‡  {( , , , ) :  ... },t x x t x xn

n
n1

1 2
1
2 2… ∈ > + ++�  ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚È „ËÎ¸-

·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ n-ÏÂÌÓÏÛ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. èÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÍÓÌÛÒ  �+ = … ≥n

n ix x x{( , ) :  1 0  ‰Îfl 1 ≤ i ≤ n, ÒÌ‡·-
ÊÂÌÌ˚È „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÎÓÒÍÓÂ.

ÖÒÎË ‚ÁflÚ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÛÒ ë ‚ �n Ò ÌÂÔÛÒÚÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛, ÚÓ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸
ÍÓÌÛÒ‡ intC ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn. ÖÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ v ∈ Tp(Mn) Á‡‰‡Ì‡ ÔÓÎÛÌÓÏ‡   || || ( , ) ( , ),v v vp

H m p m p= −  ÚÓ
‰ÎËÌa Î˛·ÓÈ ÍÛÒÓ˜ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ γ : [0, 1] →  Mn ‡‚Ì‡

l t dtt
H( ) || ( ) || ,( )γ γ
γ

= ′∫
0

1

 a ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‡‚ÌÓ infγl(γ), „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl

ÔÓ ‚ÒÂÏ Ú‡ÍËÏ ÍË‚˚Ï γ Ò γ(0) = ı Ë γ(1) = Û.

åÂÚËÍ‡ ÅÛ¯ÂÎfl
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ ë ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V. åÂÚ-

ËÍ‡ ÅÛ¯ÂÎfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â S x C x
i

n

i= ∈ =










=
∑:  | |

1

1  (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ Î˛·ÓÏ

ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË ÍÓÌÛÒ‡ ë) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

1

1

− ⋅
+ ⋅

m x y m y x

m x y m y x

( , ) ( , )

( , ) ( , )

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ S , „‰Â     m x y y x( , ) inf{ :  }.= ∈ −λ λ� p  àÏÂÌÌÓ, ÓÌ‡ ‡‚Ì‡

tg ( , ) ,h h x y
1

2




  „‰Â h – „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ .

k-ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÌÛÒ ë ‚ �n ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ n (ÓÚÍ˚Ú˚ı ËÎË

Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı) ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÓÔÓÌ˚ı ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓıÓ‰ËÚ
˜ÂÂÁ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ n ÚÓ˜ÂÍ Ì‡
Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÌÛÒ ë, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ
‚ÒÂ ˝ÚË ÚÓ˜ÍË. éÒË ÍÓÌÛÒ‡ ë – n ÎÛ˜ÂÈ, „‰Â Í‡Ê‰˚È ÎÛ˜ ËÒıÓ‰ËÚ ËÁ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú Ë ÒÓ‰ÂÊËÚ Ó‰ÌÛ ËÁ ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï.
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ÑÎfl ‡Á·ËÂÌËfl {C1,..., Ck} ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚ı ÍÓ-
ÌÛÒÓ‚ C1,..., Ck k-ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, Á‡-
‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

dk(x – y)

‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈ �n, „‰Â ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ Ci ÁÌ‡˜ÂÌËÂ dk(x) ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯Â„Ó
ÔÛÚË ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‰Ó ÚÓ˜ÍË ı ÔË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËË ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ,
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚Ï ÓÒflÏ ÍÓÌÛÒ‡ ë.

åÂÚËÍË ÍÓÌÛÒ‡
äÓÌÛÒÓÏ Con(X, d) Ì‡‰ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ù‡ÍÚÓ-

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ X  × �≥0, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËÂÏ ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ ÌËÚË X × {0}.
íÓ˜Í‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û X × {0}, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚Â¯ËÌÓÈ ÍÓÌÛÒ‡.

åÂÚËÍ‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÍÓÌÛÒ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Con(X), Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı (x, y),
(y, s) ∈ Con(X, d) Í‡Í

t s ts d x y2 2 2+ − cos(min{ ( , ), }).π

äÓÌÛÒ Con(X, d) Ò ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ÍÓÌÛÒÓÏ Ì‡‰ ÏÂÚË-
˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X, d).

ÖÒÎË (X, d) – ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ <2, ÚÓ ÏÂÚËÍÓÈ
ä‡ÍÛÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Con(X, d), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı (x, y) ,
(y, s) ∈ Con(X, d) Í‡Í

min{s, t}d(x, y) + | t – s |.

äÓÌÛÒ Con(X, d) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÍÛÒ‡ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ
ÒÂ‰ËÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ, ÂÒÎË (X, d) Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ú‡ÍËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ.

ÖÒÎË Mn fl‚ÎflÂÚcfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ò (ÔÒÂ‚‰Ó)ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ g, ÚÓ ÏÓÊÌÓ

‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÏÂÚËÍÛ dr2 + r2g (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÂÚËÍÛ 
1

02 2

k
dr r g k+ ≠,  )  Ì‡

Con(Mn) = Mn × �>0.

åÂÚËÍ‡ ‚Á‚ÂÒË
ëÙÂË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÌÛÒ (ËÎË ‚Á‚ÂÒ¸) Σ(X) Ì‡‰ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X, d) ÂÒÚ¸

Ù‡ÍÚÓ-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ X × [0, a], ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËÂÏ ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ ÌËÚÂÈ
X × {0} Ë X × {a}.

ÖÒÎË (X, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰ÎËÌ˚ c ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ diam(X) ≤ π Ë a  = π, ÚÓ
ÏÂÚËÍÓÈ ‚Á‚ÂÒË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Σ(X), Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı (x, y), y, s) ∈ Σ (X)
Í‡Í

arccos(costcoss + sintsinscosd(x, y)).

9.3.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ëàåèãàñàÄãúçõï  äéåèãÖäëÄï

r-åÂÌ˚È ÒËÏÔÎÂÍÒ (ËÎË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÒËÏÔÎÂÍÒ, „ËÔÂÚÂÚ‡˝‰) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ÒÓ·ÓÈ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ Ó·ÓÎÓ˜ÍÛ r + 1 ÚÓ˜ÂÍ ËÁ �n, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÌËÍ‡ÍÓÈ
(r – 1)-ÔÎÓÒÍÓÒÚË. ëËÏÔÎÂÍÒ ÔÓÎÛ˜ËÎ Ò‚ÓÂ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÔÓÚÓÏÛ, ˜ÚÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓÒ-
ÚÂÈ¯ËÈ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚È ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ ‚ Î˛·ÓÏ Á‡‰‡ÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.

É‡ÌËˆ‡ r-ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ ËÏÂÂÚ r + 1 0-„‡ÌÂÈ (‚Â¯ËÌ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡), 
r r( )+1

2
 1-
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„‡ÌÂÈ (Â·Â ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡) Ë 
r

i

+
+







1

1
 i-„‡ÌÂÈ, „‰Â 

r

i






 – ·ËÌÓÏË‡Î¸Ì˚È ÍÓ˝Ù-

ÙËˆËÂÌÚ. ÇÏÂÒÚËÏÓÒÚ¸ (Ú.Â. ÏÌÓ„ÓÏÂÌ˚È Ó·˙eÏ) ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚˜ËÒ-
ÎÂÌ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎfl ä˝ÎË–åÂÌ„Â‡. è‡‚ËÎ¸Ì˚È r-ÏÂÌ˚È ÒËÏÔÎÂÍÒ
Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í αr.

ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò
ÚË‡Ì„ÛÎflˆËÂÈ, Ú.Â. ‡Á·ËÂÌËÂÏ Â„Ó Ì‡ Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÒËÏÔÎÂÍÒ˚ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ
Î˛·˚Â ‰‚‡ ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ ÎË·Ó ‚ÓÓ·˘Â ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl, ÎË·Ó ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÔÓ Ó·˘ÂÈ
„‡ÌË.

Ä·ÒÚ‡ÍÚÌ˚È ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ S – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÏ˚ÏË ‚Â¯ËÌ‡ÏË, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ‚˚‰ÂÎÂÌÓ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÌÂÔÛÒÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, Ì‡-
Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ÏË, Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ ÌÂÔÛÒÚÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒËÏÔ-
ÎÂÍÒ‡ s fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎÂÍÒÓÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Ï „‡Ì¸˛ s, Ë Í‡Ê‰ÓÂ Ó‰ÌÓ˝ÎÂÏÂÌÚÌÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎÂÍÒÓÏ. ëËÏÔÎÂÍÒ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl i-ÏÂÌ˚Ï, ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ
ËÁ i + 1 ‚Â¯ËÌ. ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸  ̨S fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Â„Ó ÒËÏÔ-
ÎÂÍÒÓ‚. ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ S ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËfl ÏÌÓ-
„Ó„‡ÌÌËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ S fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚Ï ÍÓÏÔÎÂÍÒÓÏ. í‡ÍÓÈ „ÂÓÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍËÈ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl GS  Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓÈ Â‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ S.

ëËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ S – ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚È ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ Ë GS – „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÒËÏÔ-

ÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ, fl‚Îfl˛˘ËÈÒfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Â‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ S. íÓ˜ÍË GS
ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò ÙÛÌÍˆËflÏË α : S  → [0, 1], ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
{x ∈ S: α(x) ≠ 0} fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎÂÍÒÓÏ ‚ S Ë 

x S

x
∈
∑ =α( ) .1  óËÒÎÓ α(x) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ı-È

·‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ α.
ëËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Ì‡ GS Í‡Í

x S

x x
∈
∑ −( ( ) ( )) .α β 2

åÌÓ„Ó„‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÌÓ„Ó„‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ò‚flÁÌÓ„Ó „ÂÓÏÂÚË-

˜ÂÒÍÓ„Ó ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ ‚ �n, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚Â „‡ÌËˆ˚
ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚ àÏÂÌÌÓ, ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı ÎÓÏ‡Ì˚ı ÎËÌËÈ,
ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÚÓ˜ÍË ı Ë Û  Ú‡Í, ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ Á‚ÂÌ¸Â‚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Ó‰ÌÓÏÛ ËÁ
ÒËÏÔÎÂÍÒÓ‚.

èËÏÂÓÏ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡ ‚ �n. åÌÓ„Ó„‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÂ
ÒËÏÔÎÂÍÒÓ‚ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌ˚Â
ÏÂÚËÍË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÓ‚, fl‚Îfl˛˘ËıÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËflÏË ËÎË ÏÌÓ-
„ÓÓ·‡ÁËflÏË Ò Í‡ÂÏ.

åÂÚËÍ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ˆÂÔÂÈ

r-åÂÌ‡fl ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì‡fl ˆÂÔ¸ Ä ‚ �n Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ 
i

m

i i
rd t

=
∑

1

,

„‰Â ‰Îfl Î˛·Ó„Ó i ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ti
r  fl‚ÎflÂÚÒfl r-ÏÂÌ˚Ï ÒËÏÔÎÂÍÒÓÏ ‚ �n. É‡ÌËˆÂÈ ˆÂÔË
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fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ‡fl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËfl „‡ÌËˆ ÒËÏÔÎÂÍÒÓ‚ ˆÂÔË. É‡ÌËˆÂÈ r-ÏÂÌÓÈ ÔÓ-
ÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÔË fl‚ÎflÂÚÒfl (r – 1)-ÏÂÌ‡fl ˆÂÔ¸.

åÂÚËÍÓÈ ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ˆÂÔÂÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚

|| A – B ||

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Cr(�n) ‚ÒÂı r-ÏÂÌ˚ı ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ˆÂÔÂÈ. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÓÏ˚ Ì‡
Cr(�n) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÌflÚ‡.

1. å‡ÒÒ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÔË, Ú.Â. | | | | | | ,A d t
i

m

i i
r=

=
∑

1

 „‰Â | |t r  – Ó·˙ÂÏ Á‚ÂÌ‡ ti
r .

2. ÅÂÏÓÎ¸Ì‡fl ÌÓÏ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÔË, Ú.Â. | | inf {| | | |},A A D Db
D= − +∂  „‰Â

| D  | – Ï‡ÒÒ‡ D , ∂D  – „‡ÌËˆ‡ D  Ë ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ (r + 1)-ÏÂÌ˚Ï
ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚Ï ˆÂÔflÏ; ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  ( ( ), | | )Cr

b n b� ⋅  ·Â-
ÏÓÎ¸ÌÓÈ ÌÓÏÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ó·ÓÁÌ‡-
˜‡ÂÏ˚Ï Í‡Í   Cr

b n( ),�  Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ Í‡Í r-ÏÂÌ˚Â ·ÂÏÓÎ¸Ì˚Â ÔÎÓÒÍËÂ ˆÂÔË.
3. ÑËÂÁÌ‡fl ÌÓÏ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÔË, Ú.Â.

  

| | inf

| | | | | |

,A

d t

r
d T tb i

m

i i
r

i

i

m

i i
r

b

i
=

+
+



















=

=

∑
∑1

1
1

v

v

„‰Â | A |b – ·ÂÏÓÎ¸Ì‡fl ÌÓÏ‡ Ä Ë ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ Ò‰‚Ë„‡Ï v (Á‰ÂÒ¸ Tytr –
Á‚ÂÌÓ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ tr Ì‡ ‚ÂÍÚÓ v ‰ÎËÌ˚ | v |); ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÏÂÚË-

˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡   ( ( ), | | )#Cr
n� ⋅  ‰ËÂÁÌÓÈ ÌÓÏÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï ·‡-

Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÏ˚Ï Í‡Í Cr
n# ( ),�  Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl

r-ÏÂÌ˚ÏË ‰ËÂÁÌ˚ÏË ÔÎÓÒÍËÏË ˆÂÔflÏË. ÅÂÏÓÎ¸Ì‡fl ˆÂÔ¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl
‰ËÂÁÌÓÈ. ÖÒÎË r = 0, ÚÓ | | | | .#A Ab =

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ÍÓˆÂÔÂÈ (Ú.Â. ÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ
ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ˆÂÔÂÈ) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡ÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â
ÌÓÏ˚ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ÍÓˆÂÔË ï ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÌflÚ‡:

1. äÓÏ‡ÒÒ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ÍÓˆÂÔË, Ú.Â. | X(A) , „‰Â ï(Ä) – ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍÓˆÂÔË ï Ì‡
ˆÂÔË Ä.

2. ÅÂÏÓÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÓÏ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ÍÓˆÂÔË, Ú.Â. | | sup { ( ) | .
| |

X X Ab
A b=

=1

3. ÑËÂÁÌ‡fl ÍÓÌÓÏ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ÍÓˆÂÔË, Ú.Â. | | sup | ( ) | .#
| |#

X X A
A

=
=1
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ÉÎ‡‚‡ 10

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ‡Î„Â·Â

10.1.  åÖíêàäà  çÄ  ÉêìèèÄï

ÉÛÔÔÓÈ (G , ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G Ò ·ËÌ‡ÌÓÈ ÓÔÂ‡ˆËÂÈ ⋅, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÓÔÂ‡ˆËÂÈ, ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ ˜ÂÚ˚ÂÏ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌ-
Ú‡Î¸Ì˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚‡Ï Á‡Ï˚Í‡ÌËfl (x  ⋅ y ∈ G  ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ G), ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚ÌÓÒÚË
(x ⋅ (y ⋅ z) = (x ⋅ y) ⋅ z ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈ G), ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡
(x ⋅ e = e  ⋅ x = x ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ G ) Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ó·‡ÚÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ (‰Îfl
Î˛·Ó„Ó x ∈ G ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ x–1 ∈ G, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ x ⋅ x–1 = x–1 ⋅ x = e). Ç ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÈ ÙÓÏÂ
Á‡ÔËÒË „ÛÔÔ‡ (G, +, 0) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ G Ò Ú‡ÍÓÈ ·ËÌ‡ÌÓÈ ÓÔÂ‡ˆËÂÈ +, ˜ÚÓ
ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡: x  + y ∈ G ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ G , x  + (y  + z) =
= (x + y) + z ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈ G, x + 0 = 0 + x ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ G, ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ G
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ –x ∈ G, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ x + (–x) = (–x) + x = 0. ÉÛÔÔ‡ (G , ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ, ÂÒÎË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G. ÉÛÔÔ‡ (G, ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡·ÂÎÂ‚ÓÈ, ÂÒÎË
ÓÌ‡ ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì‡, Ú.Â. ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó x ⋅ y = y ⋅ x ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ G.

åÌÓ„ËÂ ËÁ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÏÂÚËÍ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ
ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, ⋅, e), Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

|| x ⋅ y–1 ||

(ËÎË, ËÌÓ„‰‡, Í‡Í || y–1 ⋅ x ||), „‰Â || ⋅ || – ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||: G → �, Ú‡Í‡fl
˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ G ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x || ≥ 0, Ò || x || = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = e;
2) || x || = || x–1 ||;
3) || x ⋅ y || ≤ || x || + | y || (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
Ç ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÈ ÙÓÏÂ Á‡ÔËÒË ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, +, 0) ÓÔÂ-

‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í || x + (–y) || = || x – y || ËÎË ËÌÓ„‰‡ Í‡Í || (–y) + x ||.
èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÛÎ¸Ú-

‡ÏÂÚËÍ‡ (ËÌÓ„‰‡ ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ı˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) || x ⋅ y–1 ||H, „‰Â || x ||H = 1
‰Îfl x ≠ e Ë || e ||H = 0.

ÅËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) d Ì‡ „ÛÔÔÂ (G , ⋅ , e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d(x, y) = d(x ⋅ z, y ⋅ z) = d(z ⋅ x, z ⋅ y)

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈ G (ÒÏ. àÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÂÌÓÒ‡). ã˛·‡fl
ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ ‡·ÂÎÂ‚ÓÈ „ÛÔÔÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ·Ë‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.

åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) d Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡-
‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) = d (z ⋅ x , z ⋅ y) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı
x, y, z ∈ G, Ú.Â. ÓÔÂ‡ˆËfl Ô‡‚Ó„Ó ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ z fl‚ÎflÂÚÒfl ‰‚ËÊÂÌËÂÏ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (G, d). ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl
Í‡Í || x ⋅ y–1 ||, fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.
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åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) d Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÂ‚Ó-
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) = d (z ⋅ x , z ⋅ y) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı
x, y, z ∈ G, Ú.Â. ÓÔÂ‡ˆËfl ÎÂ‚Ó„Ó ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ z fl‚ÎflÂÚÒfl ‰‚ËÊÂÌËÂÏ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (G, d). ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl
Í‡Í || y ⋅ x–1 ||, fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.

ã˛·‡fl Ô‡‚Ó‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl, ‡‚ÌÓ Í‡Í Ë ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·‡fl
·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d  Ì‡ G fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
ÌÓÏÛ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Í‡Í || x || = d(x, 0).

èÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) d Ì‡ ‡·ÂÎÂ‚ÓÈ „ÛÔÔÂ (G, +, 0) Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d(mx, my) = md(x, y)

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈ G Ë ‚ÒÂı m  ∈ �, „‰Â mx – ÒÛÏÏ‡ m ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, Í‡Ê‰˚È ËÁ
ÍÓÚÓ˚ı ‡‚ÂÌ ı.

ÑËÒÍÂÚÌ‡fl ÔÂÂÌÓÒ‡ ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚) Ì‡

„ÛÔÔÂ (G , ⋅ , e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡, ÂÒÎË ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÔÂÂÌÓÒ‡ (ËÎË ˜ËÒÎ‡ ÔÂÂÌÓÒ‡)

τG
n

n

x
x

n
( ) lim

|| ||=
→∞

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ı ·ÂÁ ÍÛ˜ÂÌËfl (Ú.Â. Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ xn ≠ e ‰Îfl Î˛·Ó„Ó n ∈ �) ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í
˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚ‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË ÓÚ ÌÛÎfl.

ÖÒÎË ˜ËÒÎ‡ τ G(x) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË, ÚÓ Ú‡Í‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡.

ëÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (G , ⋅, e) – ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl „ÛÔÔ‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ä ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. ëÎÓ‚‡Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ w xW
A ( ) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ G\{e} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

w x r x a a a A eW
A a

r
a

i i
r( ) inf{ :  ... , , { }},= = ∈ ∈ ±1

1 1

Ë w eW
A ( ) .= 0

ëÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ dW
A ,  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Ä, ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚

„ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

w x yW
A ( ),⋅ −1

í‡Í Í‡Í ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ wW
A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÚÓ dW

A  Ô‡‚ÓËÌ‚‡-

Ë‡ÌÚÌ‡. àÌÓ„‰‡ ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í w y xW
A ( ),− ⋅1  Ë ÚÓ„‰‡ ÓÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÎÂ‚Ó-

ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ. àÏÂÌÌÓ, dW
A  – ˝ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ G, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl

Ô‡‚Ó‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ Ë Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÚÂÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Î˛·Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ËÁ
Ä ËÎË ËÁ Ä–1 ‰Ó Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ Â ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ.

ÖÒÎË Ä Ë Ç – ‰‚‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ „ÛÔÔ˚ (G, ⋅, e),
ÚÓ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ( ,  )G dW

A  Ë
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( ,  )G dW
B  fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËÂÈ, Ú.Â. ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌa Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛

‰Ó Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËË.
ëÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ ä˝ÎË É „ÛÔÔ˚ (G, ⋅, e), ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó

ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ä. àÏÂÌÌÓ, É fl‚ÎflÂÚÒfl „‡ÙÓÏ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ G, ‚ ÍÓÚÓÓÏ
‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚ ı Ë y ∈ G ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ Â·ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ y = aεx, ε = ±1,
a ∈ A.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (G , ⋅, e) – ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl „ÛÔÔ‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ä ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ‚ÂÒÓ‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl w: A  → (0, ∞ ), ÚÓ
‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ w xWW

A ( ) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ G\{e} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

w x w a t x a a a A eWW
A

i

t

i
e

t
e

i i
t( ) inf ( ), :  ... , , { } ,= ∈ = ∈ ∈ ±











=
∑

1
1

1 1�

Ë w eWW
A ( ) .= 0

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ dWW
A ,  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl Ä, ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡

ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

w x yWW
A ( ).⋅ −1

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ wWW
A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÚÓ

dWW
A  ·Û‰ÂÚ Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ. àÌÓ„‰‡ ÓÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í w y xWW

A ( )− ⋅1  Ë ‚ ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.

åÂÚËÍ‡ dWW
A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÔÂÏÛÏÓÏ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ d Ì‡ G, Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ

d(e, a) ≤ w(a) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó a ∈ A.
åÂÚËÍ‡ dWW

A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÛÔÓ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË, Ë Í‡Ê‰‡fl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë-
‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÛÔÓ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÒÓ‚ÓÈ ÒÎÓ‚‡ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÚÓ˜-
ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó „Û·ÓÈ ËÁÓÏÂÚËË.

åÂÚËÍ‡ dWW
A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ ä˝ÎË ÉW „ÛÔÔ˚

(G , ⋅, e), ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ä. àÏÂÌÌÓ, ÉW fl‚ÎflÂÚÒfl ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚Ï „‡ÙÓÏ Ò
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ G, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚ ı Ë y ∈ G ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ Â·ÓÏ Ò
‚ÂÒÓÏ w(a) ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ y = aεx,  ε = ±1, a ∈ A.

åÂÚËÍ‡ ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏ˚
åÂÚËÍ‡ ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ „ÛÔÔÂ

(G , ⋅, e), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| x ⋅ y–1 ||int,

„‰Â || ⋅ ||int – ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ G, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚, ˜ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl || ⋅ ||int
Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò 0.

ä‡Ê‰ÓÈ ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏÂ || ⋅ ||int ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‡Á·ËÂÌËÂ
{B0,..., Bm} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ G  Ò Bi = {x ∈  G: || x ||int = i} (ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò‡Ï‡–äÓ¯ÂÍ‡,
„Î. 16). çÓÏ‡ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ë ÌÓÏ‡ ãË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÒÓ·˚ÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ
ÌÓÏ˚. é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ ãË – ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì‡fl ÌÓÏ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ Í‡Ê‰˚È ÍÎ‡ÒÒ
ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ Bi = {a, a–1}.
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ë-ÏÂÚËÍ‡
ë-ÏÂÚËÍ‡ d  – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ (G , ⋅ , e), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ

ÛÒÎÓ‚ËflÏ:
1) ÁÌ‡˜ÂÌËfl d Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò 0;
2) Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÙÂ˚ S(x, r) = {y ∈ G: d(x, y) = r} ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚·Ó‡

x ∈ G.
ëÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë ÏÂÚËÍ‡ ãË fl‚Îfl˛ÚÒfl ë-ÏÂÚËÍ‡ÏË.

ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ë-ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓfl‰Í‡
èÛÒÚ¸ (G, ⋅, e) – ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ‡·ÂÎÂ‚‡ „ÛÔÔ‡. èÛÒÚ¸ ord(x) – ÔÓfl‰ÓÍ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ G,

Ú.Â. Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ n, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ xn = e. íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl
|| ⋅ ||ord: G → �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í || ⋅ ||ord = lnord(x), fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G Ë
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ ÔÓfl‰Í‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓfl‰Í‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| x ⋅ y–1 ||ord.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÏÓÌÓÏÓÙËÁÏ‡
èÛÒÚ¸ (G , +, 0) – „ÛÔÔa Ë (H , ⋅, e ) – „ÛÔÔa Ò ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ || ⋅ ||H. èÛÒÚ¸ f:

G → H – ÏÓÌÓÏÓÙËÁÏ „ÛÔÔ G Ë H , Ú.Â. ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ f(x + y) =
= f(x) ⋅ f(y ) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈ G . íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl   || || :  ,⋅ →G

f G �  Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| || || ( ) || ,x f xG
f

H=  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G  Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ ÏÓÌÓ-
ÏÓÙËÁÏ‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÏÓÌÓÏÓÙËÁÏ‡ – ÏÂÚËÍa ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÓÔÂ‰ÂÎflÂ-
Ï‡fl Í‡Í

|| || .x y G
f−

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (G , +, 0) – „ÛÔÔa Ò ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ || ⋅ ||G Ë (H , ⋅, e ) – „ÛÔÔa Ò ÌÓÏÓÈ

„ÛÔÔ˚ || ⋅ ||H. èÛÒÚ¸ G × H  = {α  = (x, y): x ∈ G, y ∈ H} – ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ
G  Ë H , Ë ÔÛÒÚ¸ (x, y) ⋅ (x, t) = (x  + z, y ⋅ t). íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||G×H: G × H  →  � ,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í || || || ( , ) || || || || || ,α G H G H G Hx y x y× ×= = + , ÂÒÚ¸ ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G × H,
Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÌÓÏÓÈ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl  ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || .α β⋅ −
×

1
G F

ç‡ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË G × H ‰‚Ûı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı „ÛÔÔ Ò ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì˚ÏË
ÌÓÏ‡ÏË || ||int⋅ G  Ë || ||int⋅ H  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì‡fl ÌÓÏ‡ || || .int⋅ ×G H  àÏÂÌÌÓ,

|| || || ( , || || || ( ) || || ,int intα G H G H G Hx y x m y× ×= = + +1  „‰Â m aa G G= ∈max || || .int

åÂÚËÍ‡ Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏ˚
èÛÒÚ¸ (G, ⋅, e) – „ÛÔÔa Ò ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ || ||⋅ G  Ë (H, ⋅, e) – ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÔÓ‰„ÛÔÔ‡

„ÛÔÔ˚ (G, ⋅, e), xN = N x ‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ G . èÛÒÚ¸ (G/N, ⋅, eN) – Ù‡ÍÚÓ-„ÛÔÔ‡
„ÛÔÔ˚ G, Ú.Â. G/N = {xN : x ∈ G: Ò xN = {x ⋅ a: a ∈ N} Ë xN ⋅ yN = xyN. íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl
|| || :  / ,/⋅ →G N G N �  Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í || || min || || ,/xN xaG N

a N
X=

∈
 – ÌÓÏa „ÛÔÔ˚ G/N Ì‡ Ë

Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏÓÈ.
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åÂÚËÍ‡ Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G/N, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| ( ) || || || ./ /xN yN xy NG N G N⋅ =− −1 1

ÖÒÎË G  = � Ò ÌÓÏÓÈ, ‡‚ÌÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛, Ë N  = m� , m ∈ �, ÚÓ
Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏ‡ Ì‡ �/m� = �m ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÌÓÏÓÈ ãË.

ÖÒÎË ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, ⋅, e) Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌa, ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ
ÔÓ‰„ÛÔÔ˚ (N, ⋅ , e) „ÛÔÔ˚ (G , ⋅ , e) ÏÂÚËÍ‡ d ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÛ˛
ÏÂÚËÍÛ (ËÏÂÌÌÓ, ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ) d* Ì‡ G/N ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ

d xN yN d a b d a b
b yN a xN a xN b yN

∗

∈ ∈ ∈ ∈
= 








( , ) max max min ( , ), max min ( , ) .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÏÏÛÚËÓ‚‡ÌËfl
èÛÒÚ¸ (G, ⋅, e) – ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ÌÂ‡·ÂÎÂ‚‡ „ÛÔÔ‡. èÛÒÚ¸ Z(G) = {c ∈ G: x ⋅ c = c ⋅ x ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó z ∈ G} – ˆÂÌÚ G. É‡Ù ÍÓÏÏÛÚËÓ‚‡ÌËfl „ÛÔÔ˚ G ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í „‡Ù
Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ G , ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ x, y ∈  G ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚
Â·ÓÏ ‚ÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡ ÓÌË ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú, Ú.Â. x ⋅ y = y ⋅ x. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Î˛·˚Â
‰‚‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x, y ∈  G, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú, ‚ ‰‡ÌÌÓÏ „‡ÙÂ
ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÔÛÚÂÏ x, c, y, „‰Â Ò – Î˛·ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ Z(G) (Ì‡ÔËÏÂ, Â). èÛÚ¸ x = x1,
x2,..., xk = y ‚ „‡ÙÂ ÍÓÏÏÛÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl (x – y)N – ÔÛÚÂÏ, ÂÒÎË xi ∉ Z(G) ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó i  ∈  {1,…, k}. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ x, y ∈ G \Z(G) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
N-ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÍÓÏÏÛÚËÓ‚‡ÌËfl (ÒÏ. [DeHu98]) d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ Ì‡ G, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) d(x, x) = 0;
2) d(x, x) = 1, ÂÒÎË x ≠ y Ë x ⋅ y = y ⋅ x;
3) d(x, x) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰ÎËÌÓÈ (x – y)N-ÔÛÚË ‰Îfl Î˛·˚ı N-ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ı Ë y ∈ G\Z(G);
4) d(x, x) = ∞, ÂÒÎË x, y ∈ G\Z(G) ÌÂ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÌËÍ‡ÍËÏ N-ÔÛÚÂÏ.

åÓ‰ÛÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÛÒÚ¸ (�m, +, 0), m ≥ 2 – ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ˆËÍÎË˜ÂÒÍ‡fl „ÛÔÔ‡ Ë r ∈ �, r ≥ 2. åÓ‰ÛÎflÌ˚È

r-‚ÂÒ wr(x) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ �m = {0, 1,…, m} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í wr(x) = min{wr(x),
wr(m – x)}, „‰Â wr(x) – ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ r-‚ÂÒ ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ı. áÌ‡˜ÂÌËÂ wr(x) ÏÓÊÌÓ
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Í‡Í ˜ËÒÎÓ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÌÂÒÏÂÊÌÓÈ ÙÓÏÂ
x e r e r en

n= +…+ +1 0  Ò   e e r e e ri i i i= < + <+�,  | | ,  | |1  Ë | | | |,e ei i< +1  ÂÒÎË e ei i+ <1 0
(ÒÏ. ÏÂÚËÍ‡ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ r-ÌÓÏ˚, „Î. 12).

åÓ‰ÛÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �m, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

wr(x – y).

åÓ‰ÛÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl wr(m) = 1, w r(m) = 2 Ë ‰Îfl
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÓÒÓ·˚ı ÒÎÛ˜‡Â‚ Ò wr(m) = 3 ËÎË 4. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ
‰Îfl m  = rn ËÎË m  = rn – 1; ÂÒÎË r = 2, ÚÓ ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍÓÈ Ë ‰Îfl m  = 2n  + 1
(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Ernv85]).

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÔÛÎflÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �m fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ãË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í
|| || ,x y Lee−  „‰Â || || min{ , }x x m xLee = −  – ÌÓÏ‡ ãË ˝ÎÂÏÂÌÚa x ∈ �m.

åÂÚËÍ‡ G-ÌÓÏ˚
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÎÂ F

pn  ‰Îfl ÔÓÒÚÓ„Ó ˜ËÒÎ‡  Ë Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ n.
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ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ G  ‚ � n

ÓÔÂ‰ÂÎËÏ G-ÌÓÏÛ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x F
pn∈  Í‡Í   || || inf{ :  }.x x p GG

n= ≥ ∈ +µ µ0 �

åÂÚËÍ‡ G-ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ F
pn ,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || .x y G⋅ −1

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d). åÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ ÔÂÂ-

ÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ „ÛÔÔÂ (SymX , ⋅, id) ‚ÒÂı ÔÂÂ-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ X (id – ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,Symf g⋅ −1

„‰Â ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚ || ||Sym⋅  Ì‡ SymX Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í || || max ( , ( )).Symf d x f x
x X

=
∈

åÂÚËÍ‡ ‰‚ËÊÂÌËÈ
èÛÒÚ¸ (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë p ∈ X – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È

˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ ï.
åÂÚËÍÓÈ ‰‚ËÊÂÌËÈ (ÒÏ. [Buse55]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ (Ω, ⋅, id) ‚ÒÂı

‰‚ËÊÂÌËÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) (id – ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì‡fl Í‡Í

sup ( ( ), ( )) e ( , )

x X

d p xd f x g x
∈

−⋅

‰Îfl Î˛·˚ı f, g ∈ Ω  (ÒÏ. ÅÛÁÂÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚, „Î. 3). ÖÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(X, d) Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ, ÚÓ ÔÓ‰Ó·ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡ Ω ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Í‡Í

sup ( ( ), ( )).
x X

d f x g x
∈

ÑÎfl ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÔÓÎÛÏÂÚËÍÛ ‰‚ËÊÂÌËÈ Ì‡ (Ω , ⋅, id)
ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Í‡Í

d(f(p), g(p)).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ó·˘ÂÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ „ÛÔÔ˚
èÛÒÚ¸ � – ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÌÂ‰ËÒÍÂÚÌÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÎÂ. èÛÒÚ¸

  
�

�

n
n, ,⋅( )  n ≥  2 – ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ �. èÛÒÚ¸ || ⋅ || –

ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ÌÓÏ‡, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ‡fl Ò ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ

  
�

�

n
n, ,⋅( )  Ë ÔÛÒÚ¸ GL(n, �) – Ó·˘‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl „ÛÔÔ‡ Ì‡‰ �. íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl | ⋅ |op:

GL(n , �), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í | | sup{| ln || |||,  | ln || |||},opg g g= −1  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ
Ì‡ GL(n, �).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ó·˘ÂÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ „ÛÔÔ˚ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ GL(n , �),
Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

| | .opg h⋅ −1

éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡ Ò ÚÓ˜-
ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó „Û·ÓÈ ËÁÓÏÂÚËË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Î˛·˚Â ‰‚Â ÌÓÏ˚ Ì‡ � fl‚Îfl˛ÚÒfl ·Ë-
ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË.
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÚÓ‡
èÛÒÚ¸ (T, ⋅, e) – Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚È ÚÓ, Ú.Â. ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl „ÛÔÔ‡, ÍÓÚÓ‡fl ËÁÓÏÓ-

ÙÌ‡ ÔflÏÓÏÛ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌË˛ n ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚Ì˚ı „ÛÔÔ  �i
∗  ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏ‡ÍÚÌ˚ı

ÌÂ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÎÂÈ �i. íÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÌÂÔÂ˚‚-
Ì˚È „ÓÏÓÏÓÙÏËÁÏ v: T →  � n, ËÏÂÌÌÓ, v(x1,…, xn) = (v1(xn)), „‰Â v1:   � �i

∗ →
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË „ÓÏÓÏÓÙËÁÏ‡ÏË ËÁ   �i

∗  ‚ ‡‰‰ËÚË‚ÌÛ˛
„ÛÔÔÛ �, Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË Í‡Í ÎÓ„‡ËÙÏ ‚‡Î˛‡ˆËË. ÇÒflÍËÈ ‰Û„ÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÌÂÔÂ-
˚‚Ì˚È „ÓÏÓÏÓÙËÁÏ v�: T → �n ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ v� = α ⋅ v Ò α ∈ GL(n, �). ÖÒÎË || ⋅ || fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ Ì‡ �n, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛ ÔÓÎÛÌÓÏÛ   || || || ( ) ||x xT = v  Ì‡ T.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÚÓ‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ (T, ⋅, e ), ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  || || || ( ) || || ( ) ( ) || .xy xy x yT
− −= = −1 1v v v

åÂÚËÍ‡ ÉÂÈÁÂÌ·Â„‡
èÛÒÚ¸ (H, ⋅, e) – ÔÂ‚‡fl „ÂÈÁÂÌ·Â„Ó‚‡ „ÛÔÔ‡, Ú.Â. „ÛÔÔ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â H = � ⊗  �

Ò „ÛÔÔÓ‚˚Ï Á‡ÍÓÌÓÏ x y t u s u t s u⋅ = ⋅ = + + +( , ) ( , ) ( , ( ))z z z2�  Ë Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚÓÏ e = (0, 0). èÛÒÚ¸ | |Heis⋅  – „ÂÈÁÂÌ·Â„Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ ç, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  | | | ( , ) | (| | ) .Heis Heis
/x t t= = +z z 4 2 1 4

åÂÚËÍ‡ ÉÂÈÁÂÌ·Â„‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ¯‡·ÎÓÌ‡, ÏÂÚËÍ‡ äÓ‡Ì¸Ë) dHeis ÂÒÚ¸ ÏÂÚ-
ËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ç, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | .x y H
− ⋅1

ÑÛ„‡fl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ (H, ⋅, e) – ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÌÓ–ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË (ËÎË ë-ë
ÏÂÚËÍ‡, ÍÓÌÚÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡) d C , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡
Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÌ˚ı ÔÓÎÂÈ Ì‡ ç. åÂÚËÍË dHeis Ë dC

fl‚Îfl˛ÚÒfl ·ËÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË; ËÏÂÌÌÓ, 
1

π
d x y d x yHeis C( , ) ( , )≤ ≤

≤ d x yHeis ( , ).
åÂÚËÍÛ ÉÂÈÁÂÌ·Â„‡ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ì‡ Î˛·ÓÈ „ÂÈÁÂÌ·Â-

„Ó‚ÓÈ „ÛÔÔÂ (Hn, ⋅, e) Ò Hn = �n ⊗  �.

åÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ËÌÚÂ‚‡Î‡ÏË
èÛÒÚ¸ G – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ [a, b] ËÁ �. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó G  Ó·‡ÁÛÂÚ ÔÓÎÛ„ÛÔÔ˚

(G , +) Ë (G , ⋅) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÎÓÊÂÌËfl I + J = {x  + y: x ∈ I, y ∈ J} Ë ÛÏÌÓÊÂÌËfl
I ⋅ J = {x ⋅ y: x ∈ I, y ∈ J} ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

åÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ËÌÚÂ‚‡Î‡ÏË – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ G , Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í max{| |,  | |}I J  ‰Îfl
‚ÒÂı I, J ∈ G, „‰Â ‰Îfl I = [a, b] ËÏÂÂÏ | | | | .I a b= −

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÍÓÎ¸ˆ‡
èÛÒÚ¸ (A, +, ⋅) – Ù‡ÍÚÓË‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎ¸ˆÓ, Ú.Â. ÍÓÎ¸ˆÓÏ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ Ì‡

ÏÌÓÊËÚÂÎË Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ. èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÍÓÎ¸ˆ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Â A\{0}, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

ln
. . .( , )

. . .( , )
,

l c m x y

g c d x y

„‰Â l.c.m.(x, y) – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ Ó·˘ÂÂ Í‡ÚÌÓÂ Ë g.c.d.(x, y) – Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ Ó·˘ËÈ
‰ÂÎËÚÂÎ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x, y ∈ A\{0}.
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10.2.  åÖíêàäà  çÄ  ÅàçÄêçõï  éíçéòÖçàüï

ÅËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ R Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ X × X. éÌÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰Û„ Ó„‡Ù‡ (X, R) Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï.

ÅËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ R, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï (ÂÒÎË (x, y) ∈ R, ÚÓ
(y, x) ∈ R), ÂÙÎÂÍÒË‚Ì˚Ï (‚ÒÂ x, x) ∈ R Ë Ú‡ÌÁËÚË‚Ì˚Ï (ÂÒÎË (x, y), (y, z) ∈ R, ÚÓ
(x, z) ∈ R), Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ËÎË ‡Á·ËÂÌËÂÏ (ï Ì‡ ÍÎ‡ÒÒ˚
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË). ã˛·‡fl q-‡Ì‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ x = (x1,…, xn), q  ≥ 2 (Ú.Â.
0 ≤  xi ≤  q  – 1 ‰Îfl 1 ≤  i ≤  n)  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡Á·ËÂÌË˛ {B0,…, bq–1} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
V, = {1,…, n}, „‰Â Bj = {1 ≤ i ≤ n: xi = j} – ÍÎ‡ÒÒ˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË.

ÅËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ R, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï (ÂÒÎË (x, y), (y, x)
∈ R, ÚÓ x = y), ÂÙÎÂÍÒË‚Ì˚Ï Ë Ú‡ÌÁËÚË‚Ì˚Ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜‡ÒÚË˜Ì˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ,
‡ Ô‡‡ (X, R) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ. ó‡ÒÚË˜-
Ì˚È ÔÓfl‰ÓÍ R Ì‡ X Ú‡ÍÊÂ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í  p−  Ò x yp−  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
(x, y) ∈ R. èÓfl‰ÓÍ   p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï, ÂÒÎË Î˛·˚Â ‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x, y ∈ X
Ò‡‚ÌËÏ˚, Ú.Â. x yp−  ËÎË y xp− .

ó‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ( ,  )L p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â¯ÂÚÍÓÈ, ÂÒÎË Í‡Ê‰˚Â
‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x, y ∈ L Ó·Î‡‰‡˛Ú Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ x y∨  Ë ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ x y∧ . ÇÒÂ
‡Á·ËÂÌËfl ï Ó·‡ÁÛ˛Ú Â¯ÂÚÍÛ ËÁÏÂÎ¸˜ÂÌË˛; ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰Â¯ÂÚÍÓÈ Â¯ÂÚÍË
(ÔÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌË˛) ‚ÒÂı ·ËÌ‡Ì˚ı ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÏÂÌË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÏÂÌË ÏÂÊ‰Û ·ËÌ‡Ì˚ÏË ÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË R1 Ë R2 Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï

ÂÒÚ¸ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ | | .R R1 2∆ . éÌÓ ‚ 2 ‡Á‡ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
ËÌ‚ÂÒËÈ Ô‡ ÒÏÂÊÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ËÁ ï, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl R2 ËÁ R1.

ÖÒÎË R1, R2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Á·ËÂÌËflÏË, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÏÂÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‡ÒÒÚÓfl-

ÌËÂÏ åËÍËÌ‡–óÂÌÓ„Ó Ë 1
1

1 2−
−

| |

( )

R R

n n

∆
 fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‰ÂÍÒÓÏ ê˝Ì‰‡.

ÖÒÎË ·ËÌ‡Ì˚Â ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl R1, R2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÔÓfl‰Í‡ÏË (ËÎË ‡ÌÊË-
Ó‚‡ÌËflÏË, ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÏÂÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò
ÏÂÚËÍÓÈ ËÌ‚ÂÒËË Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ñ‡Ô‡Î‡–äÂÔÍË ÏÂÊ‰Û ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË Í‚‡ÁË„ÛÔÔ‡ÏË (X, +) Ë (X, ⋅)
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í | {( , ) :  } | .x y x y x y+ ≠ ⋅

åÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ‡Á·ËÂÌËflÏË
èÛÒÚ¸ ï – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò ˜ËÒÎÓÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ n X= | | Ë ÔÛÒÚ¸ Ä, Ç – ÌÂ-

ÔÛÒÚ˚Â ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. èÛÒÚ¸ PX – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡Á·ËÂÌËÈ ï  Ë P,
Q ∈ PX. èÛÒÚ¸ B1,…, B q – ·ÎÓÍË ‡Á·ËÂÌËfl ê, Ú.Â. ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ X B B qq= ∪…∪ ≥1 2,  . èÛÒÚ¸ P Q∨  ÂÒÚ¸ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ê Ë Q,
‡ P Q∨  – ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ê Ë Q ‚ Â¯ÂÚÍÂ � ‡Á·ËÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÓÔÂ‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ‡Á·ËÂÌËflı:
– ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ ‡Á·ËÂÌËÂ ê ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A\}B} ‚ ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡

Ä ÎË·Ó ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ËÁ Ç ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ·ÎÓÍ, ÎË·Ó ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ Ò‡ÏÓ„Ó Ç ‚
Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÓ‚Ó„Ó ·ÎÓÍ‡;

– Û‰‡ÎÂÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ ‡Á·ËÂÌËÂ ê ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä ‚ ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A\{B}
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ËÁ Ç ËÁ Í‡Ê‰Ó„Ó ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó Ëı ·ÎÓÍ‡;

– ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ Ó‰ÌÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ê ‚ ‰Û„ÓÂ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó
Û‰‡ÎÂÌËfl Ç ËÁ Bi („‰Â B ⊂ Bi, B ≠ Bi) Ë ‰Ó·‡‚ÎÂÌËfl Ç Í‡Í ÌÓ‚Ó„Ó ·ÎÓÍ‡;
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– Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ Ó‰ÌÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ê  ‚ ‰Û„ÓÂ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓ-
‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó Û‰‡ÎÂÌËfl Ç ËÁ Bi („‰Â B = Bi) Ë ‰Ó·‡‚ÎÂÌËfl Ç ‚ Bj („‰Â j ≠ i);

– ÔÂÂÌÓÒ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ Ó‰ÌÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ê ‚ ‰Û„ÓÂ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó
Û‰‡ÎÂÌËfl Ç ËÁ Bi („‰Â B ⊂ Bi) Ë ‰Ó·‡‚ÎÂÌËfl Ç ‚ Bj („‰Â j ≠ i).

éÔÂ‰ÂÎËÏ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Day81]) ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Ï ÓÔÂ‡-
ˆËflÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÏÂÚËÍË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ PX:

1) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÔÓÎÌÂÌËÈ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ Â‰ËÌË˜Ì˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ê ‚ Q;

2) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰ÂÎÂÌËÈ, Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÈ Ë ÔÂÂÌÓÒÓ‚ Â‰ËÌË˜Ì˚ı
Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ê ‚ Q;

3) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰ÂÎÂÌËÈ, Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÈ Ë ÔÂÂÌÓÒÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ê ‚ Q;

4) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰ÂÎÂÌËÈ Ë Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËfl ê ‚ Q; ËÏÂÌÌÓ, ÓÌÓ ‡‚ÌÓ | | | | | |;P Q P Q+ − ∨2

5) σ σ σ( ) ( ) ( ),P Q P Q+ − ∧2 , „‰Â σ( ) | | (| | );P P P
P P

i i

u

= −
∈

∑ 1

6) e P Q e P Q( ) ( ) ( ),+ − ∧σ 2  „‰Â e P n
P

n

P

n
P P

i i

i

( ) log
| |

log
| |

.= +
∈

∑2 2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÂÌ¸Â ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ
ÔÂÂÏÂÒÚËÚ¸ ÏÂÊ‰Û ·ÎÓÍ‡ÏË ‡Á·ËÂÌËfl ê Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ Â„Ó ‚ Q
(ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡, „Î. 21 Ë ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ 2).

10.3.  åÖíêàäà  êÖòÖíéä

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ˜‡ÒÚÓÚÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   ( , ).L p−  èÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ (ËÎË ËÌÙËÏÛÏ)
x y∧  (ÂÒÎË yj ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) ‰‚Ûı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ı Ë Û fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚Ë˛ x y x y∧ −p ,  Ë z p− ∧x y,  ÂÒÎË z p− x y, . ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ (ËÎË ÒÛÔÂÏÛÏ) x y∨  (ÂÒÎË ÓÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) fl‚ÎflÂÚÒfl
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ, Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ  x y x y, p− ∨  Ë     x y∨ −p z,  ÂÒÎË     x y, .p− z

ó‡ÒÚÓÚÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÒÚ‚Ó ( , )L p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â¯ÂÚÍÓÈ, ÂÒÎË Í‡Ê‰˚Â
‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x, y ∈ L ËÏÂ˛Ú Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ x y∨  Ë ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ x y∧ . ó‡ÒÚÓÚÌÓ
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   ( , )L p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl (ËÎË
ÌËÊÌÂÈ ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ), ÂÒÎË Á‡‰‡Ì‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËfl ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl. ó‡ÒÚË˜ÌÓ
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   ( , )L p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl (ËÎË
‚ÂıÌÂÈ ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ), ÂÒÎË Á‡‰‡Ì‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl.

êÂ¯ÂÚÍ‡ � = − ∨ ∧( , , , )L p  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ (ËÎË ÔÓÎÛ-
‰Â‰ÂÍËÌ‰Ó‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ), ÂÒÎË ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÓ‰ÛÎflÌÓÒÚË ıåÛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ:
ıåÛ ‚ÎÂ˜ÂÚ Ûåı ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  L. éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÓ‰ÛÎflÌÓÒÚË Á‰ÂÒ¸ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ı  Ë Û Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ Ô‡ÓÈ, ˜ÚÓ
Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í ıåÛ, ÂÒÎË   x y x y∧ ∨ = ∧ ∨( ) ( )z z  ‰Îfl Î˛·˚ı   z p− x.  êÂ¯ÂÚÍ‡ �,
‚ ÍÓÚÓÓÈ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ
Â¯ÂÚÍÓÈ (ËÎË ‰Â‰ÂÍËÌ‰Ó‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ). êÂ¯ÂÚÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Á‡ÍÓÌ ÏÓ‰ÛÎflÌÓÒÚË: ÂÒÎË z p− x,  ÚÓ
x y x y∧ ∨ = ∧ ∨( ) ( )z z  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó y. êÂ¯ÂÚÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÚË·ÛÚË‚ÌÓÈ, ÂÒÎË

  x y x y x∧ ∨ = ∧ ∨ ∧( ) ( ) ( )z z  ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈ L.
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ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Â¯ÂÚÍË �  ÙÛÌÍˆËfl v: L  → �≥0, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚Ë˛

  v v v v( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y∨ + ∧ ≤ +  ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  L, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËÂÈ Ì‡ �.
ëÛ·‚‡Î˛‡ˆËfl v Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÚÓÌÌÓÈ, ÂÒÎË v(x) ≤ v(y) ‚ÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡ ,  x yp− ,  Ë
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË v(x) < v(y) ‚ÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡   x yp− ,  x ≠ y.

ëÛ·‚‡Î˛‡ˆËfl v Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ËÁÓÚÓÌÌ‡ Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

  v v v v( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y∨ + ∧ = +  ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  L. ñÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ
‚‡Î˛‡ˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÒÓÚÓÈ (ËÎË ‰ÎËÌÓÈ) Â¯ÂÚÍË �.

åÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË Â¯ÂÚÍË

èÛÒÚ¸     � = − ∨ ∧( , , , )L p  – Â¯ÂÚÍf Ë v – ËÁÓÚÓÌÌ‡fl ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËfl Ì‡ �. èÓÎÛÏÂÚ-
ËÍ‡ ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËË Â¯ÂÚÍË dv Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  2v v v( ) ( ) ( ).x y x y∨ − −

(éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÊÂ Á‡‰‡Ì‡ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍ‡ı). ÖÒÎË v fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËÂÈ Ì‡ � , ÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÏÂÚËÍÛ, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËË Â¯ÂÚÍË. ÖÒÎË v – ‚‡Î˛‡ˆËfl, ÚÓ dv ÏÓÊÌÓ Á‡-
ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

  v v v v v( ) ( ) ( ) ( ) ( );x x y x y x y∨ − ∧ = + − ∧2

‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ds Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËË ÖÒÎË v fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ Ì‡ �, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ ÏÂÚËÍÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËË
Â¯ÂÚÍË.

ÖÒÎË � = �  (ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ), x y l c m x y∨ = . . .( , )  (Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ
Ó·˘ÂÂ Í‡ÚÌÓÂ), x y g c d x y∧ = . . .( , )  (Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ Ó·˘ËÈ ‰ÂÎËÚÂÎ¸) Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl

‚‡Î˛‡ˆËfl v(x) = lnx, ÚÓ 
  
d x y

l c m x y

g c d x yv( , ) ln
. . .( , )

. . .( , )
.=  Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Ó·Ó·˘ËÚ¸

Ì‡ Î˛·ÓÂ Ù‡ÍÚÓË‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎ¸ˆÓ (Ú.Â. ÍÓÎ¸ˆÓ Ò Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËÂÈ),
ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ v, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ v(x) ≥ 0 Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ
‰Îfl ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ ÍÓÎ¸ˆ‡ Ë v(xy) = v(x) + v(y).

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓ‰„ÛÔÔ

èÛÒÚ¸ (G , ⋅, e) – „ÛÔÔa Ë �  = (L , ⊂ , ∩) – ÌËÊÌflfl ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍ‡ ‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı
ÔÓ‰„ÛÔÔ „ÛÔÔ˚ (G, ⋅, e) Ò ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ X ∩ Y Ë ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ   v( ) ln | | .X X=

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓ‰„ÛÔÔ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

  
v v v( ) ( ) ( ) ln

| | | |

(| |)
.X Y X Y

X Y

X Y
+ − ∧ =

∩
2 2

ëÍ‡ÎflÌ‡fl Ë ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍË

èÛÒÚ¸ �  = (L, ≤ , max, min) – Â¯ÂÚÍ‡ Ò Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ max{x, y} Ë min{x, y}
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â L ⊂  [0, ∞), ËÏÂ˛˘ËÏ Á‡‰‡ÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ Í‡Í Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ
˝ÎÂÏÂÌÚ Ë Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÚËˆ‡ÌËfl, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ L ËÏÂÂÏ
x a x L= − ∈ .

ëÍ‡ÎflÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ L Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

d x y x y x y( , ) max{min{ , }, min{ , }}.=
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ëÍ‡ÎflÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d* Ì‡ L L∗ = ∪ ∗{ },  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

d x y

d x y x y L

x x y x

y y x y

∗ =
∈

= ∗ ≠ ∗
= ∗ ≠ ∗






( , )

( , ),

}, , ,

max{ , }, , .

ÂÒÎË , ,

max{ , ÂÒÎË

ÂÒÎË

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÌÓÏ˚ || ⋅ || Ì‡ �n, n ≥ 2 ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Ln Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| ( ( , ), , ( , )) ||d x y d x yn n1 1 …

Ë ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ (L*)n Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| ( ( , ), , ( , )) || .d x y d x yn n
∗ ∗…1 1

ÇÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Ln n
2 0 1= { , }  Ò l1-ÌÓÏÓÈ  Ì‡ � n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ

îÂ¯Â–çËÍÓ‰ËÏ‡–ÄÓÌÁflÌ‡. ÇÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ L
m

m

mm
n

n

=
−

… −
−









0
1

1

2

1
1, , , ,  Ò

l1-ÌÓÏÓÈ  Ì‡ � n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl m-ÁÌ‡˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ë„‡Ó. ÇÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡
[0, 1]n Ò l1-ÌÓÏÓÈ  Ì‡ �n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ˜ÂÚÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ë„‡Ó. ÖÒÎË
L ÂÒÚ¸ Lm ËÎË [0, 1] Ë x = (x1,…, xn, xn+1,…, xn+r), y y yn= … ∗ … ∗( , , , , , ),1  „‰Â * ÒÚÓËÚ Ì‡ r
ÏÂÒÚ‡ı, ÚÓ ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ë„‡Ó (ÒÏ., Ì‡-
ÔËÏÂ, [CSY01]).

åÂÚËÍË Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â êËÒÒ‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó êËÒÒ‡ (ËÎË ‚ÂÍÚÓÌ‡fl Â¯ÂÚÍ‡) ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌ-

ÌÓÂ  ‚ÂÍÚÓÌÓÂ  ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó    ( , ),RiV p−   ‚  ÍÓÚÓÓÏ  ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl  ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) ÒÚÛÍÚÛ‡ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡
ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ˚: ËÁ   x yp−  ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ     x y+ − +z zp ,  ‡ ËÁ x f 0, λ ∈ �, λ > 0 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

  λx f 0;
2) ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x, y ∈ VRi ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ x y V∨ ∈ Ri

(‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ Ë ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ì‡ VRi).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ VRi, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,Rix y−

„‰Â || ||Ri⋅  – ÌÓÏ‡ êËÒÒ‡, Ú.Â. ÌÓÏ‡ Ì‡ VRi, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ VRi ËÁ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ | | | |,x y≤  „‰Â | | ( ) ( )x x x= − ∨  ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó || || || || .Ri Rix y≤
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (( , || || )Ri RiV ⋅  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ êËÒÒ‡.
Ç ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÌÓÚ˚ ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ. ÇÒÂ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡ Ì‡
·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚.

ùÎÂÏÂÌÚ   e V x V x∈ = ∈+
Ri Ri{ :  }f 0  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÎ¸ÌÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ ‰Îfl VRi, ÂÒÎË ‰Îfl

Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈ VRi ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ λ ∈ �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ | | .x ep− λ  ÖÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó êËÒÒ‡ VRi

ËÏÂÂÚ ÒËÎ¸ÌÛ˛ Â‰ËÌËˆÛ Â, ÚÓ     || || inf{ :  | | }x x e= ∈ −λ λ� p  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ êËÒÒ‡ Ë Ì‡
VRi ÔÓÎÛ˜ËÏ ÏÂÚËÍÛ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡

  inf{ :  | | }.λ λ∈ − −� x y ep
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ëÎ‡·ÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ ‰Îfl VRi fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ Â ËÁ VRi ,
+  Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ e x∧ =| | 0  ‚ÎÂ˜ÂÚ

x = 0. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó êËÒÒ‡ VRi Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ıËÏÂ‰Ó‚˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı
x y V, Ri∈ +  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ n, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ nx yp− .  ê‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â êËÒÒ‡ ÒÓ ÒÎ‡·ÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ Â  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  inf{ :  | | }.λ λ∈ − ∧ −� x y e ep

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË ‰Îfl ÙÎ‡„Ó‚
èÛÒÚ¸ � – Â¯ÂÚÍa. ñÂÔ¸ ë ‚ �  ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ L, ÍÓÚÓÓÂ

fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï, Ú.Â. Î˛·˚Â ‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ËÁ ë Ò‡‚ÌËÏ˚ ÏÂÊ‰Û
ÒÓ·ÓÈ. îÎ‡„ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˆÂÔ¸ ‚ �, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
‚ÍÎ˛˜ÂÌË˛. ÖÒÎË � fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ÍÓÌÂ˜Ì˚È
ÙÎ‡„, ÚÓ � ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È
˝ÎÂÏÂÌÚ, Ë Î˛·˚Â ‰‚‡ ÙÎ‡„‡ C, D ‚ � ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ n + 1.
íÓ„‰‡ n – ˝ÚÓ ‚˚ÒÓÚ‡ Â¯ÂÚÍË �. Ñ‚‡ ÙÎ‡„‡ ë, D ‚ � Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÓÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ËÎË D  ÒÓ‰ÂÊËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ ˝ÎÂÏÂÌÚ ‚ÌÂ ë. É‡ÎÂÂÂÈ ÓÚ ë Í D
‰ÎËÌ˚ m Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÙÎ‡„Ó‚ C = C0, C1,…, Cm = D, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ
Ci–1 Ë Ci fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË ‰Îfl i = 1,…, m.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË ‰Îfl ÙÎ‡„Ó‚ (ÒÏ. [Abel91]) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
ÙÎ‡„Ó‚ ÔÓÎÛÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ Â¯ÂÚÍË � ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‚˚ÒÓÚ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í ÏËÌËÏÛÏ
‰ÎËÌ „‡ÎÂÂÈ ËÁ ë Í D. éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í

| | | | | | | |,C D C C D D∨ − = ∨ −

„‰Â C D c d c C d D∨ = ∨ ∈ ∈{ :  ,  } fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂıÌÂÈ ÔÓ‰ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ
ë Ë D .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË ‰Îfl ÙÎ‡„Ó‚ ÏÂÚÓÍ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍË
„‡ÎÂÂË (‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ Í‡ÏÂ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÙÎ‡„Ó‚).
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êÄëëíéüçàü  çÄ  ëíêéäÄï
à  èÖêÖëíÄçéÇäÄï

ÄÎÙ‡‚ËÚ – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó � , | �  | ≥ 2, ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
·ÛÍ‚‡ÏË (ËÎË ÒËÏ‚ÓÎ‡ÏË). ëÚÓÍ‡ (ËÎË ÒÎÓ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ·ÛÍ‚ Ì‡‰
‰‡ÌÌ˚Ï ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ �. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ
Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ � Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í W(�).

èÓ‰ÒÚÓÍ‡ (ËÎË Ù‡ÍÚÓ, ˆÂÔÓ˜Í‡, ·ÎÓÍ) ÒÚÓÍË x = x 1,…, xn – Î˛·‡fl ÂÂ
ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÒÏÂÌÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ xixi+1...xk Ò 1 ≤  i ≤  k  ≤  n . èÂÙËÍÒÓÏ
ÒÚÓÍË x1...xn fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·‡fl ÂÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍ‡, Ì‡˜ËÌ‡˛˘‡flÒfl Ò x1; ÒÛÙÙËÍÒ – Î˛·‡fl
ÂÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍ‡, Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡˛˘Ë‡flÒfl Ì‡ xn. ÖÒÎË ÒÚÓÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚ¸˛ ÚÂÍÒÚ‡,
ÚÓ ‡Á‰ÂÎËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡ÍË (ÔÓ·ÂÎ, ÚÓ˜Í‡, Á‡ÔflÚ‡fl Ë Ú.Ô.) ‰Ó·‡‚Îfl˛ÚÒfl Í ‡ÎÙ‡-
‚ËÚÛ �.

ÇÂÍÚÓ – Î˛·‡fl ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ËÁ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ú.Â.
ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ÒÚÓÍ‡ Ì‡‰ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ � . ÇÂÍÚÓÓÏ ˜‡ÒÚÓÚ (ËÎË
‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ) fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡ x1...xn ÒÓ ‚ÒÂÏË

xi ≥  0 Ë 
i

n

ix
=
∑ =

1

1. èÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (ËÎË ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËÂ) – Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡ x1...xn,

‚ ÍÓÚÓÓÈ ‚ÒÂ xi – ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,…, n}.
éÔÂ‡ˆËÂÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Î˛·‡fl ÓÔÂ‡ˆËfl Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı, Ú.Â.

ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ ·ËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ÒÚÓÍ.
ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl �  = {O1,…, Om}, ÚÓ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ËÎË Â‰ËÌË˜Ì‡fl ˆÂÌ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚË-
Ó‚‡ÌËfl) ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl
ËÁ �, ÚÂ·Û˛˘ËıÒfl ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Û ËÁ ı. ùÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ ÒÓ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ W(�), „‰Â ıÛ fl‚ÎflÂÚÒfl Â·ÓÏ, ÂÒÎË Û ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ
ı ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÓÔÂ‡ˆËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �. Ç ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔËÎÓÊÂÌËflı Í‡Ê-
‰ÓÏÛ ÚËÔÛ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÙÛÌÍˆËfl ˆÂÌ˚; ÚÓ„‰‡
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Ó·˘‡fl ˆÂÌ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı
‚ Û. ÖÒÎË Á‡‰‡ÌÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl � Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı, ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÓÊÂÂÎËÈ ÏÂÊ‰Û ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÏË ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û
ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ËÁ �, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÓÎÛ˜Â-
ÌËfl Û ËÁ ı, ÏËÌËÏËÁËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚‡˘ÂÌËflÏ ı.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÓÔÂ‡ˆËflÏË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı fl‚Îfl˛ÚÒfl:
– ‚ÒÚ‡‚Û‰ (‚ÒÚ‡‚Í‡-Û‰‡ÎÂÌËÂ) ÒËÏ‚ÓÎ‡;
– Á‡ÏÂÌ‡ ÒËÏ‚ÓÎ‡;
– Ò‚ÓÔ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, Ú.Â. Ò‰‚Ë„ ÒËÏ‚ÓÎ‡ Ì‡ Ó‰ÌÛ ÔÓÁËˆË˛ ‚Ô‡‚Ó ËÎË ‚ÎÂ‚Ó (˜ÚÓ

ÔÂÂÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÏÂÊÌ˚Â ÒËÏ‚ÓÎ˚);
– ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍË, Ú.Â. ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, ÒÍ‡ÊÂÏ, ÒÚÓÍË x  = x1…xn ‚

ÒÚÓÍÛ x x x x x x x xi j k i j k n1 1 1 1… … … …− − − ;

– ÍÓÔËÓ‚‡ÌËÂ  ÔÓ‰ÒÚÓÍË,  Ú.Â.  ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ,  ÒÍ‡ÊÂÏ,  x  = x1…xn ‚
x x x x x xi j k i n1 1 1… … …− − ;
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– ‡ÌÚËÍÓÔËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍË, Ú.Â. Û‰‡ÎÂÌËÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍË Ò ÒÓı‡ÌÂÌËÂÏ ‚ ÒÚÓÍÂ
ÂÂ ÍÓÔËË.

çËÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı. é‰Ì‡ÍÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ „Î‡‚‡ı 15, 21 Ë 23, „‰Â ÓÌË ·ÓÎÂÂ ÛÏÂÒÚÌ˚, Ò
Û˜ÂÚÓÏ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl Ó·Ó·˘ÂÌËfl ËÎË ÒÔÂˆË‡ÎËÁ‡ˆËË.

11.1.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ëíêéäÄï  éÅôÖÉé  ÇàÑÄ

åÂÚËÍ‡ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡
åÂÚËÍ‡ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡ (ËÎË Ú‡ÒÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡, ÏÂÚËÍ‡ ï˝Ï-

ÏËÌ„‡ Ò ÔÓÔÛÒÍ‡ÏË, ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÒËÏ‚ÓÎÓ‚) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â-
‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ W(�), ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË
Á‡ÏÂÌ˚ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ËÎË Ëı ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl.

åÂÚËÍ‡ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm Ë y = y1…yn ‡‚Ì‡

min{dH(x*, y*)},

„‰Â x*, y* – ÒÚÓÍË ‰ÎËÌ˚ k, k ≥ max{m, n} Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ  � �= ∪ ∗{ },  Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ
ÔÓÒÎÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ‚ÒÂı ÌÓ‚˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ∗  ÒÚÓÍË x* Ë y* ÔÂ‚‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ı Ë Û
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. á‰ÂÒ¸ ÔÓÔÛÒÍ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÓ‚˚È ÒËÏ‚ÓÎ ∗  Ë x*, y* – Ú‡ÒÓ‚‡ÌËfl
ÒÚÓÍ ı Ë Û ÒÓ ÒÚÓÍ‡ÏË, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘ËÏË ÚÓÎ¸ÍÓ ∗ .

åÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏË
åÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏË ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡

W(�) ([Corm03]), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍ Ë
‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl.

åÂÚËÍ‡ ÛÔÎÓÚÌÂÌÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl
åÂÚËÍ‡ ÛÔÎÓÚÌÂÌÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ W(�)

([Corm03]), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl
(‚ÒÚ‡‚Û‰), ÒËÏ‚ÓÎ‡ ÍÓÔËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍË ‡ÌÚËÍÓÔËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍË.

åÂÚËÍ‡ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl
åÂÚËÍ‡ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ W(�), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl

‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆË˛ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl.
ùÚÓ – ‡Ì‡ÎÓ„ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl | X∆Y | ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ï Ë Y . ÑÎfl

ÒÚÓÍ x = x1…xm Ë y = y1…yn ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ m + n – 2LCS(x, y), „‰Â ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ LCS(x, y), –
‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ‰ÎËÌÌÓÈ Ó·˘ÂÈ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‰Îfl ı Ë Û.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ù‡ÍÚÓ‡ Ì‡ W(�) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í m + n – 2LCS(x, y), „‰Â ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸
LCS(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ‰ÎËÌÌÓÈ Ó·˘ÂÈ ÔÓ‰ÒÚÓÍË (Ù‡ÍÚÓ‡) ‰Îfl ı Ë Û.

åÂÚËÍ‡ Ò‚ÓÔ‡
åÂÚËÍ‡ Ò‚ÓÔ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ W(�), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛-

˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆË˛ Ò‚ÓÔ‡ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.

åÂÚËÍ‡ ÏÛÎ¸ÚËÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
åÂÚËÍÓÈ ÏÛÎ¸ÚËÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ W(�), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

max{| X – Y |, | Y – X |}

‰Îfl Î˛·˚ı ÒÚÓÍ ı  Ë Û, „‰Â ï , Y – ÏÛÎ¸ÚËÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ÒÚÓÍ ı, Û,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.
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åÂÚËÍ‡ Ï‡ÍËÓ‚ÓÍË
åÂÚËÍÓÈ Ï‡ÍËÓ‚ÍË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ W(�) ([EhHa88]), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í
ln ((diff( , ) ) (diff( , ) ))2 1 1y x y x+ +

‰Îfl Î˛·˚ı ÒÚÓÍ x = x1…xm Ë y = y1…yn, „‰Â diff(x, y) – ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È ‡ÁÏÂ | M |
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  {1,…, m}, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ Î˛·‡fl ÔÓ‰ÒÚÓÍ‡ ı, ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl xi Ò
i ∈ M, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÒÚÓÍÓÈ Û.

ÑÛ„ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ‚ [EhHa88], fl‚ÎflÂÚÒfl

ln2(diff(x, y) + diff(y, x) + 1).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ˆÂÌÓÈ Ì‡

W(�) (Ç‡Â Ë ‰., 1999), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË ÍÓÔË-
Ó‚‡ÌËfl, ‡ÌÚËÍÓÔËÓ‚‡ÌËfl Ë ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓ-
Í‡ÏË ı Ë Û fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÌÓÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı ‚ Û ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ˝ÚËı
ÓÔÂ‡ˆËÈ, „‰Â ˆÂÌ‡ Í‡Ê‰ÓÈ ÓÔÂ‡ˆËË – ‰ÎËÌ‡ ÂÂ ÓÔËÒ‡ÌËfl. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl
ÓÔËÒ‡ÌËfl ÍÓÔËÓ‚‡ÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ ·ËÌ‡Ì˚È ÍÓ‰, ÚÓ˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÈ ÚËÔ
ÓÔÂ‡ˆËË, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Û„ ‰Û„‡ ‚ ı Ë Û Ë
‰ÎËÌÛ Ò‡ÏÓÈ ÔÓ‰ÒÚÓÍË. äÓ‰ÓÏ ‚ÒÚ‡‚ÍË ‰ÓÎÊÂÌ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ ÚËÔ ÓÔÂ‡ˆËË, ‰ÎËÌÛ
ÔÓ‰ÒÚÓÍË Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓ‰ÒÚÓÍË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÓÏ‡ÎËÓ‚‡ÌÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË d ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ì‡

W({0, 1}) ([LCLM04]), Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

max{ ( | ), ( | )}

max{ ( ), ( )}

K x y K y x

K x K y

∗ ∗

‰Îfl Í‡Ê‰˚ı ‰‚Ûı ·ËÌ‡Ì˚ı ÒÚÓÍ ı Ë Û. á‰ÂÒ¸ ‰Îfl ·ËÌ‡Ì˚ı ÒÚÓÍ u Ë v, u* fl‚ÎflÂÚÒfl
Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ ·ËÌ‡ÌÓÈ ÔÓ„‡ÏÏÓÈ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl u Ì‡ ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÈ, Ú.Â. ËÒÔÓÎ¸-
ÁÛ˛˘ÂÈ í¸˛ËÌ„-ÔÓÎÌ˚È flÁ˚Í ùÇå, ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚Û (ËÎË ‡Î„ÓËÚ-
ÏË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl) K(u) ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ u* (ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÒÊ‡Ú˚È ‚‡Ë‡ÌÚ u ) Ë
  K u( | )v  – ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ ÔÓ„‡ÏÏ˚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl u, ÂÒÎË v ‰‡ÌÓ Í‡Í ‚ÒÔÓ-
ÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚‚Ó‰.

îÛÌÍˆËfl d(x, y) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ„Ó
˜ÎÂÌ‡: d(x, x) = O((K(x))–1) Ë d(x, z) – d(y, z) = O((max{K(x), K(y), K(z)})–1) (Ò‡‚ÌËÚÂ
d(x, y) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ˝ÌÚÓÔËË) H X Y H Y X( | ) ( | )+  ÏÂÊ‰Û
ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍËÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ï Ë Y).

çÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÊ‡ÚËfl – ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì W({0, 1})‡ ([LCLM04],
[BGLVZ98]), Á‡‰‡ÌÌÓÂ Í‡Í

C xy C x C y

C x C y

( ) min{ ( ), ( )}

max{ ( ), ( )}

−

‰Îfl Î˛·˚ı ·ËÌ‡Ì˚ı ÒÚÓÍ ı Ë Û, „‰Â C(x), C(y) Ë C(xy) ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ‡ÁÏÂ ÒÊ‡Ú˚ı
(Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÍÓÏÔÂÒÒÓ‡ ë, Ú‡ÍÓ„Ó Í‡Í gzip, bzip2 ËÎË PPMZ)
ÒÚÓÍ ı, Û Ë Ëı ÒÓ˜ÎÂÌÂÌËfl ıÛ. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ. ùÚÓ –
‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. èÓ‰Ó·ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡ÌÓ Í‡Í 
C xy

C x C y

( )

( ) ( )
.

+
− 1

2
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èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ùÌÚÓÌË–ï‡ÏÏÂ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ùÌÚÓÌË–ï‡ÏÏÂ‡ ÏÂÊ‰Û ·ËÌ‡ÌÓÈ ÒÚÓÍÓÈ x  = x1…xn Ë ÏÌÓÊÂÒÚ-

‚ÓÏ Y ·ËÌ‡Ì˚ı ÒÚÓÍ y = y1…yn ÂÒÚ¸ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ m, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó
m-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,…, n} ÔÓ‰ÒÚÓÍ‡ ÒÚÓÍË ı, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl ÚÓÎ¸ÍÓ xi
Ò i ∈ M, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÒÚÓÍÓÈ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÒÚÓÍË y ∈ Y, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ÚÓÎ¸ÍÓ yi Ò i ∈ M.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡Ó
ÑÎfl ÒÚÓÍ x = x1…xm Ë y = y1…yn Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÒËÏ‚ÓÎ xi Ó·˘ËÏ Ò Û, ÂÒÎË xi = yi, „‰Â

| |
min( , )

.i j
m n− ≤

2
 èÛÒÚ¸ ′ = ′ … ′x x xm1  – ‚ÒÂ ÒËÏ‚ÓÎ˚ ÒÚÓÍË ı, Ó·˘ËÂ Ò Û (‚ ÚÓÏ ÊÂ

ÔÓfl‰ÍÂ, Í‡Í ÓÌË ÒÎÂ‰Û˛Ú ‚ ı), Ë ÔÛÒÚ¸ ′ = ′ … ′y y yn1  – ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl ÒÚÓÍ‡ ‰Îfl Û.
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡Ó Jaro(x, y) ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

3

1′ + ′ + ≤ ≤ ′ ′ ′ = ′
′ ′







m

m

n

n

i m n x y

m n
i i| { min{ , } :  } |

min{ , }
.

ùÚ‡ Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚Â ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ò‚flÁË ‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡ˆËË.
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡Ó–ìËÌÍÎÂ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡ÓìËÌÍÎÂ‡ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

Jaro( , )
{ , ( , )}

( Jaro( , )),x y
max LCP x y

x y+ −4

10
1

„‰Â Jaro(x, y) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡Ó Ë LCP(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ·ÓÎ¸¯Ó„Ó Ó·˘Â„Ó
ÔÂÙËÍÒ‡ ‰Îfl ı Ë Û.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ q-„‡ÏÏ˚
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ q-„‡ÏÏ˚ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

q x y q y x( , ) ( , )
,

+
2

„‰Â q(x, y) – ˜ËÒÎÓ ÔÓ‰ÒÚÓÍ ‰ÎËÌ˚ q ‚ ÒÚÓÍÂ Û, ÍÓÚÓ˚Â Ú‡ÍÊÂ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Í
ÔÓ‰ÒÚÓÍË ‚ ı, ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Ì‡ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓ‰ÒÚÓÍ ‰ÎËÌ˚ q ‚ Û.

ùÚ‡ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÏÂÓÏ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ï‡ÍÂÓ‚, Ú.Â.
Ú‡ÍËı, Í ÍÓÚÓ˚Ï ÔËÏÂÌËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ï‡ÍÂÓ‚ (ËÁ·‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰ÒÚÓÍ ËÎË
ÒÎÓ‚). á‰ÂÒ¸ Ï‡ÍÂ˚ – ˝ÚÓ q-„‡ÏÏ˚, Ú.Â. ÔÓ‰ÒÚÓÍË ‰ÎËÌ˚ q. èËÏÂÓÏ ‰Û„Ëı
ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ï‡ÍÂÓ‚ Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ‚ Ò‚flÁË ‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡ˆËË,
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl Ü‡ÍÍ‡‰‡ Ë TF-IDF (‚‡Ë‡ÌÚ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË
ÍÓÒËÌÛÒ‡). íËÔÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÈ Ì‡ ÒÎÓ‚‡Â ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë y
fl‚ÎflÂÚÒfl | D(x)∆D(y) |, „‰Â D(z) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÒÎÓ‚‡¸ ÒÚÓÍË z, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
‚ÒÂı ÂÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍ.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÙËÍÒ–ï˝ÏÏËÌ„‡
åÂÚËÍ‡ ÔÂÙËÍÒ–ï˝ÏÏËÌ„‡ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x  = x1…xm Ë y  = y1…yn

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
(max{m, n} – min{m, n}) + |{1 ≤ i ≤ min{m, n}: xi ≠ yi}|.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡ dwH(x, y) ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x  = x1…xm Ë y =

= y1…yn ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

i

m

i id x y
=
∑

1

( , ).
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çÂ˜ÂÚÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡
ÖÒÎË (� , d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÌÂ˜ÂÚÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ï˝Ï-

ÏËÌ„‡ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm Ë y  = y1…ym Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ˆÂÌÓÈ Ì‡ W(�), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡-
ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl, Í‡Ê‰‡fl Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ˆÂÌÓÈ q > 0, Ë Ò‰‚Ë„Ó‚ ÒËÏ‚Ó-
ÎÓ‚ (Ú.Â. ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Ó‰ÌÓÒËÏ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓ‰ÒÚÓÍ), „‰Â ˆÂÌ‡ Á‡ÏÂÌ˚ i Ì‡ j  ÂÒÚ¸
ÙÛÌÍˆËfl f(| i – j |). ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Ó·˘‡fl ˆÂÌ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı
‚ Û Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÓÔÂ‡ˆËÈ. ÅÛÍ¯ÚÂÈÌ, äÎÂÈÌ Ë ê‡ËÚ‡, ÍÓÚÓ˚Â ‚ 2001 „.
‚‚ÂÎË ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Îfl ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ‚˚·ÓÍË ËÌÙÓÏ‡ˆËË, ‰ÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ
ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË f – ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ‚Ó„ÌÛÚ‡fl ÙÛÌÍˆËfl
Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ, ÍÓÚÓ‡fl Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ 0. ëÎÛ-
˜‡È f(| i – j |) = C| i – j |, „‰Â C  > 0 – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë | i – j | – Ò‰‚Ë„ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÇËÍÚÓ‡–èÛÔÛ‡ ‰Îfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‚ÒÔÎÂÒÍÓ‚
(ÒÏ. „Î. 23).

Ç 2003 „. ê‡ÎÂÒÍÛ ÔÂ‰ÎÓÊËÎ ‰Îfl ‚˚·ÓÍË Ó·‡ÁÓ‚ Â˘Â Ó‰ÌÓ ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ì‡ �m. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ê‡ÎÂÒÍÛ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm

Ë y = y1…ym ÂÒÚ¸ ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
Dα(x, y) („‰Â α – Ô‡‡ÏÂÚ) Ò ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË

µ α
i

x yi i i m= − ≤ ≤− −1 1
2

e ,    .( )

íÓ˜ÌÓÂ ÍÓ‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Dα(x, y), ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘ÂÂ

Â„Ó ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡‚ÌÓ 1
1

2
≤ ≤ >








i m i:  .µ

åÂÚËÍ‡ çË‰ÎÏ‡Ì‡–ÇÛÌ¯‡–ëÂÎÎÂÒ‡
ÖÒÎË (� , d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÏÂÚËÍÓÈ çË‰ÎÏ‡Ì‡–ÇÛÌ¯‡–

ëÂÎÎÂÒ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ò ˆÂÌÓÈ, ÏÂÚËÍÓÈ Ó·˘Â„Ó ÒÓ‚ÏÂ˘ÂÌËfl)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ˆÂÌÓÈ Ì‡ W(�) ([NeWu70]), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl
�, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl, Í‡Ê‰‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ˆÂÌ˚ q > 0
Ë Á‡ÏÂÌ˚ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, „‰Â d(i, j) fl‚ÎflÂÚÒfl ˆÂÌÓÈ Á‡ÏÂÌ‡ i Ì‡ j. Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸
ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Ó·˘‡fl ˆÂÌ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı  ‚ Û Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ ˝ÚËı ÓÔÂ‡ˆËÈ.
ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÓÌ‡ ‡‚Ì‡

min{dwH(x*, y*)},

„‰Â x*, y* – ÒÚÓÍË ‰ÎËÌ˚ k, k ≥ max{m, n} Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ   � �∗ = ∪ ∗{ },  Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ
ÔÓÒÎÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ‚ÒÂı ÌÓ‚˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ∗  ÒÚÓÍË x* Ë y* ÒÓÍ‡˘‡˛ÚÒfl ‰Ó ı Ë Û
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. á‰ÂÒ¸ dwH(x*, y*) ÂÒÚ¸ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
x* Ë y* Ò ‚ÂÒÓÏ d x y qi i( , )∗ ∗ =  (Ú.Â. ÓÔÂ‡ˆËÂÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÒÚ‡‚Í‡-

Û‰‡ÎÂÌËÂ), ÂÒÎË Ó‰Ì‡ ËÁ x yi i
∗ ∗,  fl‚ÎflÂÚÒfl ∗  Ë d x y d i ji i( , ) ( , ),∗ ∗ =  ËÌ‡˜Â.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÚÓ–ëÏËÚ‡–ìÓÚÂÏ‡Ì‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÚÓÍË Ò ‡ÙÙËÌÌ˚ÏË
ÔÓÔÛÒÍ‡ÏË) fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÒÔÂˆË‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ò ˆÂÌÓÈ (ÒÏ. [Goto82]).
éÌ‡ ÓÚ·‡Ò˚‚‡ÂÚ ÌÂÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ˜‡ÒÚË ‚ Ì‡˜‡ÎÂ Ë ÍÓÌˆÂ ÒÚÓÍ ı Ë Û Ë ‚‚Ó‰ËÚ
‰‚Â ˆÂÌ˚ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl Ó‰ÌÛ ‰Îfl ËÌËˆËËÓ‚‡ÌËfl ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÔÛÒÍ‡ (ÌÂÔÂ-
˚‚Ì˚È ·ÎÓÍ ÓÔÂ‡ˆËÈ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl) Ë ‰Û„Û˛ (ÏÂÌ¸¯Û˛) ‰Îfl ‡Ò¯ËÂÌËfl
ÔÓÔÛÒÍ‡.
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åÂÚËÍ‡ å‡ÚËÌ‡
åÂÚËÍ‡ å‡ÚËÌ‡ da ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm Ë y = y1…yn ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

| |
| |

sup | ( , ) ( , ) |,
max{ , }

2 2
1

− −

=

− + −∑m n

t

m n
t

t

a
k x k y

� z
z z

„‰Â z – Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡ ‰ÎËÌ˚ t, k(z, x) – fl‰Ó å‡ÚËÌ‡ ([MaSt99]) Ï‡ÍÓ‚ÒÍÓÈ ˆÂÔË

M Mt t= =
∞{ } ,0  Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ a a a a ai t t

t
t∈ = > < ∞=

∞

=

∞

∑{ { } :  ,  0
1

0  – Ô‡‡ÏÂÚ‡.

åÂÚËÍ‡ Å˝‡
åÂÚËÍÓÈ Å˝‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ËÎË ·ÂÒÍÓ-

ÌÂ˜Ì˚ÏË ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm... Ë y = y1…yn..., ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

1

1 + LGCP x y( , )
,

„‰Â LCP(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ‰ÎËÌÌÓ„Ó Ó·˘Â„Ó ÔÂÙËÍÒ‡ ÒÚÓÍ ı Ë Û.

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓ‡
é·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÌÚÓ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ·ÂÒÍÓÌÂ˜-

Ì˚ÏË ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm... Ë y = y1…yn..., ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

aLCP(x,y),

„‰Â ‡  – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ËÁ ËÌÚÂ‚‡Î‡ (0,1), ‡ LCP(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó
‰ÎËÌÌÓ„Ó ÔÂÙËÍÒ‡ ÒÚÓÍ ı Ë Û.

Ñ‡ÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl a = 1

2

ÏÂÚËÍ‡ 
1

2LCP x y( , )  ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ Ì‡ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÏ Ù‡ÍÚ‡ÎÂ (ÒÏ. „Î. 1) ‰Îfl [0,1] –

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ä‡ÌÚÓ‡ (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓ‡, „Î. 18).

åÂÚËÍ‡ ÑÛÌÍ‡Ì‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ‚ÒÂı ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘Ëı ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó-

‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ x = {xn}n ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ. éÔÂ‰ÂÎËÏ N(n, x) Í‡Í ˜ËÒÎÓ
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‚ x  = {x n }n, ÍÓÚÓ˚Â ÏÂÌ¸¯Â n , Ë δ(x) Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÒÚ  ̧ ı , Ú.Â.

δ( ) lim
( , )

.x
N n x

nn
=

→∞
 èÛÒÚ¸ Y – ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-

ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ x = {xn}n, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı δ(x) < ∞.
åÂÚËÍÓÈ ÑÛÌÍ‡Ì‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Y, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

1

1 +
+ −

LCP x y
x y

( , )
| ( ) ( ) |,δ δ

„‰Â LCP(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ‰ÎËÌÌÓ„Ó Ó·˘Â„Ó ÔÂÙËÍÒ‡ ÒÚÓÍ ı Ë Û. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÑÛÌÍ‡Ì‡.
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11.2.  êÄëëíéüçàü  çÄ  èÖêÖëíÄçéÇäÄï

èÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ (ËÎË ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËÂÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡ x1…xn, „‰Â xi –
‡ÁÎË˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1…, n}; ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ – Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡
x1…xn, „‰Â | |xi  – ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1…, n}. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ
(Symn, ⋅, id) „ÛÔÔÛ ‚ÒÂı ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1…, n}, „‰Â id – ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ. ëÛÊÂÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Symn (‚ÒÂı n-ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Ó˜Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚)
Î˛·ÓÈ ÏÂÚËÍË Ì‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Symn; ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ÒÎÛÊËÚ

lp-ÏÂÚËÍ‡ 
i

n

i i
p

p

x y p
=
∑ −









 ≥

1

1

1| | ,  .

/

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÓÔÂ‡ˆËflÏË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı fl‚Îfl˛ÚÒfl:
• í‡ÌÒÔÓÁËˆËfl ·ÎÓÍ‡, Ú.Â. ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍË.
• èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ  ÒËÏ‚ÓÎ‡,  Ú.Â.  Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËfl  ·ÎÓÍ‡,  ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó  ËÁ  Ó‰ÌÓ„Ó

ÒËÏ‚ÓÎ‡.
• ë‚ÓÔ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, Ú.Â. ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÏÂÒÚ‡ÏË ‰‚Ûı ÒÓÒÂ‰ÌËı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.
• é·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, Ú.Â ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÏÂÒÚ‡ÏË Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ (‚ ÚÂÓËË

„ÛÔÔ ˝ÚÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÂÈ).
• é‰ÌÓÛÓ‚ÌÂ‚˚È Ó·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, Ú.Â. Ó·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ xi Ë xj, i < j, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó k Ò i < k < j ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÎË·Ó min{xi, xj} > xk, ÎË·Ó xk > max{xi, xj}.
• êÂ‚ÂÒËfl ·ÎÓÍ‡, Ú.Â. ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, ÒÍ‡ÊÂÏ, ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË x = x1…xn ‚

ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ x x X x xi i j n1 1 1 1 1… … …− − + +X X Xj j i  (Ú‡Í, Ò‚ÓÔ – ˝ÚÓ Â‚ÂÒËfl ·ÎÓÍ‡,
ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ‰‚Ûı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚).

• êÂ‚ÂÒËfl ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ, Ú.Â. Â‚ÂÒËfl ‚ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ, ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ, Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
ÛÏÌÓÊÂÌËÂÏ Ì‡ –1 ‚ÒÂı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ Â‚ÂÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ·ÎÓÍ‡.

çËÊÂ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌ˚ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÛÔÓÚÂ·ÎflÂÏ˚Â ÏÂÚËÍË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ë ‰Û„ËÂ
ÏÂÚËÍË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Symn.

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı
ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı dH ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn,

ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË Á‡ÏÂÌ˚ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚. ùÚÓ –
·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡. èË ˝ÚÓÏ n–dH(x, y) – ˜ËÒÎÓ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ
ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË xy–1.

�-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÔËÏ‡Ì‡
�-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÔËÏ‡Ì‡ – ˝ÚÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn:

i

n

i ix y
=
∑ −

1

2( )

(ÒÏ. äÓÂÎflˆËfl �-‡Ì„‡ ëÔËÏ‡Ì‡, „Î. 17)

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ï‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍË ëÔËÏ‡Ì‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ï‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍË ëÔËÏ‡Ì‡ – ˝ÚÓ l1-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn:

i

n

i ix y
=
∑ −

1

| |

(ÒÏ. èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ï‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍË ëÔËÏ‡Ì‡, „Î. 17).
é·‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ëÔËÏ‡Ì‡ ·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚.
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�-‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÌ‰‡ÎÎ‡
�-‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÌ‰‡ÎÎ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ËÌ‚ÂÒËË, ÏÂÚËÍ‡ Ò‚ÓÔ‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ) I

fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó
ÚÓÎ¸ÍÓ Ò‚ÓÔ˚ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÚÂÓËË „ÛÔÔ, I(x, y) – ˜ËÒÎÓ ÒÏÂÊÌ˚ı Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ı ËÁ Û. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, I(x, y) ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚ı ËÌ‚ÂÒËÈ ı Ë Û,
Ú.Â. Ô‡ (i, j), 1 ≤ < ≤i j n  Ò ( ) ( )x x y yi j i j− − < 0  (ÒÏ. äÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ �
‡Ì„‡ äÂÌ‰‡ÎÎ‡, „Î. 17).

Ç [BCFS97] Ú‡ÍÊÂ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÏÂÚËÍË, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÏÂÚËÍÓÈ I(x, y):
1) 

  
min ( ( , ) ( , ));
Symz

z z
∈

− −+
n

I x I y1 1

2) 
  

max ( ,  );
Symz

z z
∈ n

I x y

3) 
  

min ( ,  ) ( ,  ),
Symz

z z
∈

=
n

I x y T x y  „‰Â í – ÏÂÚËÍ‡ ä˝ÎË;

4) åÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓ-
ÛÓ‚ÌÂ‚˚È Ó·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ñ‡ÌËÂÎÒ‡–ÉËÎ¸·Ó
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ñ‡ÌËÂÎ¸Ò‡–ÉËÎ¸·Ó ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl

Î˛·˚ı x, y ∈ Symn Í‡Í ˜ËÒÎÓ ÚÓÂÍ (i, j, k), 1 ≤ i < j < k ≤ n , Ú‡ÍËı ˜ÚÓ (xi, xj, xk) ÌÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÏ Ò‰‚Ë„ÓÏ (yi, yj, yk); ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ ı – ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÈ Ò‰‚Ë„ Û (ÒÏ. [Monj98]).

åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË
åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË í ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �,

‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ Ó·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÚÂÓËË „ÛÔÔ, T (x, y) ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ,

ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ı ËÁ Û. èË ˝ÚÓÏ n–T(x, y) – ˜ËÒÎÓ ˆËÍÎÓ‚ ‚
ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ xy–1. åÂÚËÍ‡ í fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ìÎ‡Ï‡
åÂÚËÍ‡ ìÎ‡Ï‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ) U  – ÏÂÚËÍ‡

Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛-
˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl. èË ˝ÚÓÏ n–U(x, y) = LCS(x, y) =
= LIS(xy–1), „‰Â LCS(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ‰ÎËÌÌÓÈ Ó·˘ÂÈ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË (ÌÂ
Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ‰ÒÚÓÍË) ı Ë Û, ÚÓ„‰‡ Í‡Í LIS(z) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ‰ÎËÌÌÓÈ ‚ÓÁ‡Ò-
Ú‡˛˘ÂÈ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË z ∈ Symn.

ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë ‚ÒÂ ¯ÂÒÚ¸ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ÏÂÚËÍ fl‚Îfl˛ÚÒfl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ÏË.

åÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË
åÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË – ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛-

˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË Â‚ÂÒËË ·ÎÓÍÓ‚.

åÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ
åÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ (ÔÓ ë‡ÌÍÓÙÙÛ, 1989) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â‰‡Í-

ÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı 2nn ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,…, n},
ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË Â‚ÂÒËË ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ. ùÚ‡
ÏÂÚËÍ‡ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ·ËÓÎÓ„ËË, „‰Â ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú
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Ó‰ÌÓıÓÏÓÒÓÏÌ˚È „ÂÌÓÏ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È Í‡Í ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ „ÂÌÓ‚ (‚‰ÓÎ¸
ıÓÏÓÒÓÏ), Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ (Ú.Â. ÁÌ‡Í "+" ËÎË "–").

åÂÚËÍ‡ ˆÂÔÓ˜ÍË
åÂÚËÍ‡ ˆÂÔÓ˜ÍË (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÂ„ÛÔÔËÓ‚ÍË) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn

([Page65]), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ Symn Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÏËÌÛÒ 1
ˆÂÔÓ˜ÂÍ (ÔÓ‰ÒÚÓÍ) ′ … ′y yt1, ,  ÒÚÓÍË Û, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÚÓÍ‡ ËÁ ÌËı, Ú.Â.
x y yt= ′ … ′1, , .

ãÂÍÒËÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ãÂÍÒËÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| N(x) – N(y) |,

„‰Â N(x) – ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÓÁËˆËË (ËÁ 1,…, n!), Á‡ÌËÏ‡ÂÏÓÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ı ‚
ÎÂÍÒËÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌËË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Symn.

Ç ÎÂÍÒËÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌËË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Symn Ï˚ ËÏÂÂÏ x x xn= …1 p

p y y yn= …1 ,  ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÌ‰ÂÍÒ 1 ≤ i  ≤  n, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ x1 = x1,…, xi–1 = yi–1,
ÌÓ xi < yi.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ îÂ¯Â
åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ îÂ¯Â ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl îÂ¯Â Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

Sym∞ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

i
i

i i

i i

x y

x y=

∞

∑ −
+ −

1

1

2 1

| |

| |
.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ˜ËÒÎ‡ı, ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ı Ë Ï‡ÚËˆ‡ı

12.1.  êÄëëíéüçàü  çÄ  óàëãÄï

Ç ˝ÚÓÈ „Î‡‚Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚Â ÏÂÚËÍË Ì‡ ÍÎ‡ÒÒË-
˜ÂÒÍËı ˜ËÒÎÓ‚˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı: ÔÓÎÛÍÓÎ¸ˆÂ � Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, ÍÓÎ¸ˆÂ � ˆÂÎ˚ı
˜ËÒÂÎ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓÎflı 	 , �  Ë � ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı, ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ë ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı
˜ËÒÂÎ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‡Î„Â·‡ � Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚.

åÂÚËÍË Ì‡ Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÎ‡ı

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı
˜ËÒÂÎ:

1. | n–m |; ÒÛÊÂÌËÂ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍË (ËÁ �) Ì‡ �.
2. p–α , „‰Â α – Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl ÒÚÂÔÂÌ¸ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ , ‰ÂÎfl˘‡fl m–n ‰Îfl

m ≠ n (Ë ‡‚Ì‡fl 0 ‰Îfl m = n); ÒÛÊÂÌËÂ -‡‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍË (ËÁ 	) Ì‡ �.

3. ln
. . .( , )

. . .( , )
;

l c m m n

g c d m n
 ÔËÏÂ ÏÂÚËÍË ‚‡Î˛‡ˆËË Â¯ÂÚÍË.

4. wr(n – m), „‰Â wr(n) – ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ r-‚ÂÒ ˜ËÒÎ‡ n; ÒÛÊÂÌËÂ ÏÂÚËÍË ‡ËÙ-
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ r-ÌÓÏ˚  (ËÁ �) Ì‡ �.

5. 
| |n m

mn

−
 (ÒÏ. å-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 19)

6. 1
1+
+m n

 ‰Îfl m ≠ n (Ë ‡‚Ì‡fl 0 ‰Îfl m = n); ÏÂÚËÍ‡ ëÂÔËÌÒÍÓ„Ó.

ÅÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ˝ÚËı ÏÂÚËÍ Ì‡ � ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌ˚ Ì‡ �. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó,
Î˛·Û˛ ËÁ ‚˚¯ÂÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. ç‡ÔËÏÂ, ÏÂÚËÍÛ ëÂÔËÌÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú

Ó·˚˜ÌÓ Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ Ò˜ÂÚÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â X = {xn: n ∈ �} Í‡Í 1
1+
+m n

 ‰Îfl ‚ÒÂı

x, xn ∈ X Ò m ≠ n (Ë Í‡Í 0, ËÌ‡˜Â).

åÂÚËÍ‡ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ r-ÌÓÏ˚

èÛÒÚ¸ r ∈ �, r ≥ 2. èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÈ r-‡ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ı Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ

x e r e r en
n= + ⋅⋅ ⋅ + +1 0 ,

„‰Â ei ∈ � Ë | |e ri <  ‰Îfl ‚ÒÂı i = 0,…, n. r-ÄÌ‡fl ÙÓÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ,
ÂÒÎË ˜ËÒÎÓ ÂÂ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ. åËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ ÌÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â. é‰Ì‡ÍÓ ÂÒÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ei, 0 ≤ i ≤ n – 1,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ | |e e ri i+ <+1  Ë | | | |,e e ei i i+ <+ +1 1  ÂÒÎË eiei+1 < 0, ÚÓ ‚˚¯Â-
ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ë ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ; ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·Ó·-
˘ÂÌÌÓÈ ÌÂÒÏÂÊÌÓÈ ÙÓÏÓÈ. ÄËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ r-‚ÂÒ wr(x) ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ı ÂÒÚ¸
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ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ r-ÙÓÏÂ ˜ËÒÎ‡ ı, ‚ ˜‡ÒÚ-
ÌÓÒÚË ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÌÂÒÏÂÊÌÓÈ ÙÓÏÂ.

åÂÚËÍ‡ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl r-ÌÓÏ˚ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Ernv85]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wr(x – y).

-Ä‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸  – ÔÓÒÚÓÂ ˜ËÒÎÓ. ã˛·ÓÂ ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÂ ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Í‡Í x p
c

d
= α , „‰Â Ò  Ë d – ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡, ‚Á‡ËÏÌÓ-ÔÓÒÚ˚Â Ò  , Ë α  –

ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ. -Ä‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÌÓÏ‡ ˜ËÒÎ‡ ı
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í | | .x pp = −α  äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ï˚ Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ | | .0 0p =

-Ä‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â 	  ‡ˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | .x y p−

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÎÂÊËÚ ‚ ÓÒÌÓ‚Â ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‡Î„Â·˚  -‡‰Ë˜ÂÒÍËı ˜ËÒÂÎ.
àÏÂÌÌÓ, ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 

  
( ,  | | )	 x y p−  ‰‡ÂÚ ÔÓÎÂ 	p

-‡‰Ë˜ÂÒÍËı ˜ËÒÂÎ, ÚÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ Í‡Í ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
( ,  | |)	 x y−  Ò Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ | |x y−  ‰‡ÂÚ ÔÓÎÂ � ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ.

ç‡ÚÛ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ç‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |
, ,

, .
x y

y x x y

x y x y
− =

− − <
− − ≥





ÂÒÎË

ÂÒÎË

0

0

ç‡ �  ‚ÒÂ lp-ÏÂÚËÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÌÂÈ. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( ,  | |)� x y−
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ (ËÎË Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔflÏÓÈ).

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓ„Ó ‰Û„Ëı ÔÓÎÂÁÌ˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ �. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó
0 < α  < 1 Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
| | .x y− α

åÂÚËÍ‡ ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl
åÂÚËÍÓÈ ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1+ −| |,x y

ÂÒÎË Ó‰ÌÓ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓ ËÁ ˜ËÒÂÎ ı Ë Û fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï, Ë Í‡Í

| |x y−

ËÌ‡˜Â, „‰Â | |x y−  – Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Gile87]).

ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ
ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ  Á‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ �>0 Í‡Í

max , ln .0
y

x
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ê‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ
ê‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Â � ∪  {+∞} ∪  {–∞}. éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ (ÒÏ., ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, [Cops68]) Ú‡ÍÓÈ
ÏÂÚËÍË fl‚ÎflÂÚÒfl

| ( ) ( ) |,f x f y−

„‰Â f x
x

x
( )

| |
=

+1
 ‰Îfl x ∈ �, f(+∞) = 1 Ë f(–∞) = –1. ÑÛ„‡fl ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ‡fl ÏÂÚ-

ËÍ‡ Ì‡ � ∪  {+∞} ∪  {–∞} Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

| arctgx – arctgy |,

„‰Â − < <1

2

1

2
π πarctg x  ‰Îfl –∞ < x < ∞ Ë arctg( ) .±∞ = ± 1

2
π

åÂÚËÍ‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl
åÂÚËÍÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �  ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı

˜ËÒÂÎ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í
| z – u |,

„‰Â ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈ � ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ   | | | |z z z z z= + = +1 2 1
2

2
2i  fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó

ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ÏÓ‰ÛÎÂÏ. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , | |)� z − u  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ-
ÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ (ËÎË ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ Ä„‡Ì‡). Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ ‰Û„Ëı ÔÓ-
ÎÂÁÌ˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ �  ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË ÏÂÚËÍÛ ÅËÚ‡ÌÒÍÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë,
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÛ˛ Í‡Í

  | | | |z + u

‰Îfl z ≠  u (Ë ‡‚ÌÛ˛ 0, ËÌ‡˜Â); -ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, 1 ≤  p  ≤ ∞ (ÒÏ. (p, q)-
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 19), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÛ˛ Í‡Í

  

| |

(| | | | ) /
z

z

−
+

u

up p p1

‰Îfl   | | | |z + ≠u 0 (Ë ‡‚ÌÛ˛ 0, ËÌ‡˜Â); ‰Îfl p = 0 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ,
Á‡‰‡‚‡ÂÏÛ˛ ‰Îfl   | | | |z + ≠u 0 Í‡Í

  

| |

max{| |, | |}
.

z
z
− u

u

ïÓ‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ïÓ‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ d χ  ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â   � �= ∪ ∞{ }, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

 
d u

u

u
χ ( , )

| |

| | | |
z

z

z
= −

+ +

2

1 12 2

‰Îfl ‚ÒÂı z, u ∈ � Ë Í‡Í

 
dχ ( , )

| |
z

z
∞ =

+

2

1 2

‰Îfl ‚ÒÂı z ∈ � (ÒÏ. å-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 19). åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
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( , )� dχ  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛. éÌ‡ „ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡ Ë

ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÒÙÂÂ.
àÏÂÌÌÓ, ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÒÙÂ‡ – ˝ÚÓ ÒÙÂ‡ ‚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â 
3, ‡Ò-

ÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
3, Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ ‚ ÒÚÂÂÓ„‡-
ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÂÍˆËË ‚Á‡ËÏÌÓ-Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl
ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸. Ö‰ËÌË˜ÌÛ˛ ÒÙÂÛ   S x x x x x x2

1 2 3
3

1
2

2
2

3
2 1= ∈ + + ={( , , ) :  }
  ÏÓÊÌÓ ‡Ò-

ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ËÏ‡ÌÓ‚Û ÒÙÂÛ, ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸   �  ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛
x3 = 0 Ú‡Í, ˜ÚÓ ÂÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÓÒ¸ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò x1-ÓÒ¸˛, ‡ ÏÌËÏ‡fl ÓÒ¸ – Ò x2-ÓÒ¸˛.
èË ÒÚÂÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÂÍˆËË Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ z ∈ � ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ˜ÍÂ
(x1, x2, x3) ∈  S2, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Í‡Í ÚÓ˜Í‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÎÛ˜‡, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌÓ„Ó ËÁ
"ÒÂ‚ÂÌÓ„Ó ÔÓÎ˛Ò‡" (0, 0, 1) ÒÙÂ˚ ‚ ÚÓ˜ÍÛ z ÒÙÂ˚ S2; "ÒÂ‚ÂÌ˚È ÔÓÎ˛Ò"
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. ïÓ‰‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÚÓ˜Í‡ÏË p, q ∈ S2 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ëı ÔÓÓ·‡Á‡ÏË     z, .u ∈ �

ïÓ‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ì‡
� �n n= ∪ ∞{ }. àÏÂÌÌÓ ‰Îfl Î˛·˚ı

d x y
x y

x y
χ ( , )

|| ||

|| || || ||
= −

+ +

2

1 1

2

2
2

2
2

Ë ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ �n

d x
x

χ ( , )
|| ||

,∞ =
+

2

1 2
2

„‰Â || ||⋅ 2  – Ó·˚˜Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, dχ) Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ åfi·ËÛÒ‡. ùÚÓ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(ÒÏ. èÚÓÎÂÏÂÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ , „Î.1).

ÖÒÎË Á‡‰‡Ì˚ α > 0, β ≥ 0, p ≥ 1, ÚÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ıÓ‰‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �  (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡  ( , || || )�n ⋅ 2  Ë ‰‡ÊÂ Ì‡ Î˛·ÓÏ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ( , || ||)),V ⋅  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  

| |

( | | ) ( | | )
./ /

z

z

−
+ ⋅ +

u

up p p pα β α β1 1

éÌ‡ ÎÂ„ÍÓ Ó·Ó·˘‡ÂÚÒfl Ë Ì‡ ÒÎÛ˜‡È � �( ).n

ä‚‡ÚÂÌËÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

ä‚‡ÚÂÌËÓÌ˚ – ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÈ ‡Î„Â·˚ Ò ‰ÂÎÂÌËÂÏ � Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ �,
„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍË Â‡ÎËÁÛÂÏ˚Â ‚ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ([Hami66]). ä‚‡ÚÂ-
ÌËÓÌ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÙÓÏÂ q q q i q j q k qi= + + + ∈1 2 3 4 ,  ,�  „‰Â Í‚‡ÚÂÌËÓÌ˚ i, j Ë
k Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÓÒÌÓ‚Ì˚ÏË Â‰ËÌËˆ‡ÏË Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏ,
ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï Í‡Í Ô‡‚ËÎ‡ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡: i2 = j2 = k2 = –1 Ë ij = –ji = k.

çÓÏ‡ || ||q  Í‚‡ÚÂÌËÓÌ‡ q = q1 + q2i + q3j + q3k ∈ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || ,    .q qq q q q q q q q i q j q k= = + + + = − − −1
2

2
2

3
2

4
2

1 2 3 4

ä‚‡ÚÂÌËÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �  ‚ÒÂı Í‚‡-
ÚÂÌËÓÌÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ Í‡Í || || .x y−
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12.2.  êÄëëíéüçàü  çÄ  åçéÉéóãÖçÄï

åÌÓ„Ó˜ÎÂÌ – ‚˚‡ÊÂÌËÂ, fl‚Îfl˛˘ÂÂÒfl ÒÛÏÏÓÈ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ó‰ÌÓÈ ËÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ÛÏÌÓÊÂÌÌ˚ı Ì‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚. åÌÓ„Ó˜ÎÂÌ ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ Ò
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË) ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í   P P= =( )z

    
= ∈ ∈

=
∑
k

n

k
k

k ka a a
0

z ,  ( ).� �  åÌÓÊÂÒÚ‚Ó �  ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı)

ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚ Ó·‡ÁÛ˛Ú ÍÓÎ¸ˆÓ (�, +, ⋅, 0). éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡‰ � (Ì‡‰ �).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ-

‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| P – Q ||,

„‰Â || ⋅ || – ÌÓÏ‡ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||: � → �, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı P, Q ∈ � Ë
Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ k ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || P || ≥ 0 Ò || P || = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ P  = 0;
2) || || | | || ||;kP k P=
3) || || || || || ||P Q P Q+ ≤ +  (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ÌÓÏ. lp-ÌÓÏ‡

(1 ≤ p ≤ ∞) ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ P a
k

n

k
k( )z z=

=
∑

0

 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || | | ,

/

P ap
k

n

k
p

p

=










=
∑

0

1

‰‡‚‡fl ÓÒÓ·˚Â ÒÎÛ˜‡Ë || || | |,  || || | |P a P a
k

n

k
k

n

k1
0

2
0

2= =
= =
∑ ∑  Ë || || max | | .P a

k n
k∞

≤ ≤
=

0

áÌ‡˜ÂÌËÂ || ||P ∞  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÒÓÚÓÈ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡. Lp-ÌÓÏ‡ (1 ≤ p ≤ ∞) ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡

  
P a

k

n

k
k( )z z=

=
∑

0

 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

P P
d

L
i p

p

p
=









∫

0

2 1

2

π
θ θ

π
| (e ) | ,

/

‰‡‚‡fl ÓÒÓ·˚Â ÒÎÛ˜‡Ë L P
d

P P
d

L
i

L
i

1 2
0

2

0

2

2 2
= =∫ ∫

π
θ

π
θθ

π
θ
π

| (e ) | ,  | (e ) |  Ë P
L∞

=

  
=

=
sup | ( ) | .
| |z

z
1

P

åÂÚËÍ‡ ÅÓÏ·¸ÂË
åÂÚËÍ‡ ÅÓÏ·¸ÂË (ËÎË ÒÍÓ·Ó˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚

ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚,
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ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í
[P – Q]p,

„‰Â [⋅]p, 0 ≤ p ≤ ∞, ÂÒÚ¸ -ÌÓÏ‡ ÅÓÏ·¸ÂË. ÑÎfl ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ P a
k

n

k
k( )z z=

=
∑

0

 ÓÌ‡ Á‡‰‡-

ÂÚÒfl Í‡Í

[ ] | | ,

/

P
n

k
ap

k

n p

k
p

p

= 















=

−

∑
0

1 1

„‰Â 
n

k






 – ·ËÌÓÏË‡Î¸Ì˚È ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ.

12.3.  êÄëëíéüçàü  çÄ  åÄíêàñÄï

m × n Ï‡ÚËˆ‡ A = ((aij)) Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ú‡·ÎËˆÛ, ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ m
ÒÚÓÍ Ë n ÒÚÓÎ·ˆÓ‚ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË aij ËÁ ÔÓÎfl �. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı m × n Ï‡ÚËˆ Ò
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í Mm,n. éÌÓ Ó·‡-
ÁÛÂÚ „ÛÔÔÛ (Mm,n, +, 0m,n), „‰Â ((aij)) + ((bij)) = ((aij + bij)), ‡ Ï‡ÚËˆ‡ 0m,n ≡ 0, Ú.Â. ‚ÒÂ ÂÂ
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ‡‚Ì˚ 0. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ mn-ÏÂÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡‰
� (Ì‡‰ �). í‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mm,n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ï‡ÚËˆ‡ AT = ((aij)) ∈ Mn,m. ëÓÔflÊÂÌÌÓÈ Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ (ËÎË
ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ) ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mm,n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÚËˆ‡
A a Mij n m

∗ = ∈(( )) .,

å‡ÚËˆ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ, ÂÒÎË m = n. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Í‚‡‰-
‡ÚÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ Ò ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl
Í‡Í Mn. éÌÓ Ó·‡ÁÛÂÚ ÍÓÎ¸ˆÓ (Mn, +, 0), „‰Â + Ë 0n ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í ÛÍ‡Á‡ÌÓ ‚˚¯Â,

‡ (( )) (( )) .a b a bij ij
k

n

ik kj⋅ =




















=
∑

1

 éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ n2-ÏÂÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡‰ � (Ì‡‰ �). å‡ÚËˆ‡ A = ((aij)) ∈ Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ, ÂÒÎË
aij = a j i ‰Îfl ‚ÒÂı i, j ∈  {1,…, n}, Ú.Â., ÂÒÎË A = A T. ëÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÚËÔ˚
Í‚‡‰‡ÚÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ 1n = ((cij)) Ò cii = 1 Ë cij = 0,
i ≠ j. ìÌËÚ‡Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ U = ((uij)) ÂÒÚ¸ Í‚‡‰‡ÚÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í
U –1 = U*, „‰Â U–1 – Ó·‡ÚÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‰Îfl U , Ú.Â. U  ⋅ U–1 = 1n. éÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ
Ï‡ÚËˆÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÚËˆ‡ A ∈ Mm,n, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ A*A = 1n.

ÖÒÎË ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mn ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÂÍÚÓ ı, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ Ax = λx ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó
ÒÍ‡Îfl‡ λ , ÚÓ λ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ Ï‡ÚËˆ˚ Ä, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘ËÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ‚ÂÍÚÓÛ ı. ÑÎfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n, ÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚Â
ÁÌ‡˜ÂÌËfl si(A) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í Í‚‡‰‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚
A*A, „‰Â A* – ÒÓÔflÊÂÌÌ‡fl Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‰Îfl Ä . éÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË, ÔË˜ÂÏ s1(A) ≥ s2(A) ≥ … .

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚
åÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mm,n ‚ÒÂı

‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) m  × n Ï‡ÚËˆ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| A – B ||,
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„‰Â || ⋅ || – ÌÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||: M m , n  → � , ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı
A, B ∈ Mm,n Ë ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ k ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || A || ≥ 0 Ò || A || = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ A  = 0m,n;
2) || kA || k | || A ||;
3) || A + B || ≤ || A || + || B || (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÇÒÂ ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚. çÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚ || ⋅ || Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mn ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) Í‚‡‰‡ÚÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛ·ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡ Ò ÛÏÌÓÊÂÌËÂÏ Ï‡ÚËˆ,
Ú.Â. || AB || ≤ || A || ⋅ || B || ‰Îfl ‚ÒÂı A, B ∈ Mn. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó Mn Ò ÒÛ·ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ
ÌÓÏÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ‡Î„Â·ÓÈ.

èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ Mm,n (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mm,n(�) ‚ÒÂı Ï‡ÚËˆ m × n Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ËÁ
ÔÓÎfl �), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í || A – B ||H, „‰Â || A  ||H – ÌÓÏ‡ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ï‡ÚËˆ˚
A ∈ Mm,n, Ú.Â. ˜ËÒÎÓ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ï‡ÚËˆ˚ Ä.

åÂÚËÍ‡ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÌÓÏ˚
åÂÚËÍ‡ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÌÓÏ˚ (ËÎË ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚, ÔÓ‰˜Ë-

ÌÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mn ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı
(ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) Í‚‡‰‡ÚÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| A – B ||nat,

„‰Â || ⋅ ||nat – ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ M n. ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ || ⋅ ||nat Ì‡ Mn,
ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÌÓÏÓÈ ‚ÂÍÚÓ‡ || x ||^ x ∈ �n (x ∈ �n), ÂÒÚ¸ ÒÛ·ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚Ì‡fl
ÌÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| | sup
|| ||

|| ||
sup || || sup || || .nat

|| || || || || ||
A

Ax

x
Ax Ax

x x x
= = =

≠ = ≤0 1 1

ç‡ÚÛ‡Î¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÌÓÏ˚ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mm,n ‚ÒÂı m × n ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) Ï‡ÚËˆ: ÂÒÎË Á‡‰‡Ì˚
ÌÓÏ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ 

  
⋅

� m  Ì‡ �m Ë 
 
⋅

� n  Ì‡ �n, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ || A ||nat Ï‡ÚËˆ˚ A

∈ Mm,n, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ÏË 
 
⋅

� m  Ë 
  

⋅
� n , ÂÒÚ¸ ÌÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl

Í‡Í 

  

|| || sup .natA Ax
x n

m=
=�

�
1

åÂÚËÍ‡ -ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚
åÂÚËÍ‡ -ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ Mn,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,natA B p−

„‰Â || ||nat⋅ p  – -ÌÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚, Ú.Â. ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl lp-ÌÓÏÓÈ
‚ÂÍÚÓ‡, 1 ≤ p ≤ ∞:

|| || max || || ,nat
|| ||

A Axp

x
p

p

=
=1

„‰Â

|| || | | .

/

x xp
i

n

i
p

p

=










=
∑

1

1
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å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÒÚÓÎ·ˆÓ‚ (ÚÓ˜ÌÂÂ, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚË-
ÍÓÈ ÌÓÏ˚ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÒÛÏÏ ÔÓ ÒÚÓÎ·ˆ‡Ï) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ 1-ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚
|| ||natA B− 1  Ì‡ M n. 1-çÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚ || || ,nat⋅ 1 , ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl l1-ÌÓÏÓÈ  ‚ÂÍÚÓ-
‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÒÛÏÏ ÔÓ ÒÚÓÎ·ˆ‡Ï.
ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈  Mn ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

|| || max | | .natA a
j n

i

n

ij
1

1
1

=
≤ ≤

=
∑

å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÒÚÓÍ (ÚÓ˜ÌÂÂ, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
ÌÓÏ˚ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÒÛÏÏ ÔÓ ÒÚÓÍ‡Ï) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ �-ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚
|| ||natA B− ∞  Ì‡ M n. ∞-çÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚ || || ,nat⋅ ∞  ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl l∞-ÌÓÏÓÈ  ‚ÂÍÚÓ‡,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÒÛÏÏ ÔÓ ÒÚÓÍ‡Ï. ÑÎfl
Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mn ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

|| || max | | .natA a
j n

j

n

ij
∞

≤ ≤
=

= ∑
1

1

åÂÚËÍ‡ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏ˚ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ 2-ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ || ||natA B− 2  Ì‡ Mn.
ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mn ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

|| A ||sp = (Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ A*A)1/2,

„‰Â Ï‡ÚËˆ‡ A a Mij n
∗ = ∈(( )  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ

Ï‡ÚËˆ˚ Ä (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ äË î‡Ì‡, „Î. 14).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ îÓ·ÂÌËÛÒ‡
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ îÓ·ÂÌËÛÒ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í
|| A – B ||Fr,

„‰Â || ⋅ ||Fr – ÌÓÏ‡ îÓ·ÂÌËÛÒ‡. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mm,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || | | .FrA a
i

m

j

n

ij=
= =
∑ ∑

1 1

2

éÌ‡ ‡‚Ì‡ Ú‡ÍÊÂ Í‚‡‰‡ÚÌÓÏÛ ÍÓÌ˛ ËÁ ÒÎÂ‰‡ Ï‡ÚËˆ˚ A*A, „‰Â Ï‡ÚËˆ‡
A aji

∗ = (( ))  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ Ä
ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, Í‚‡‰‡ÚÌÓÏÛ ÍÓÌ˛ ËÁ ÒÛÏÏ˚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ λ i Ï‡Ú-

Ëˆ˚ A*A: || || ( )Fr

min{ , }

A Tr A A
i

m n

i= =∗

=
∑

1

λ  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ò‡ÚÂÌ‡, „Î. 13). ùÚ‡

ÌÓÏ‡ ÔÓÓÊ‰ÂÌ‡ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Mm,n, ÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÛ·ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ ‰Îfl m = n.

åÂÚËÍ‡ (c, p)-ÌÓÏ˚
èÛÒÚ¸ k ∈ �, k ≤ min{m, n}, c ∈ �k, c1 ≥ c2 ≥ ⋅⋅⋅ ≥ ck > 0 Ë 1 ≤ p < ∞. åÂÚËÍ‡ (c, p)-

ÌÓÏ˚ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,( , )A B c p
k−
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„‰Â || ||( , )⋅ c p
k  (c, p)-ÌÓÏ‡ Ì‡ Mm,n. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || ( ) ,( , )

/

A c s Ac p
k

i

k

i i
p

p

=










=
∑

1

1

„‰Â s1(A) ≥ s2(A) ≥ ⋅⋅⋅ ≥ sk(A) – ÔÂ‚˚Â k ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ä. ÖÒÎË p = 1,
ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ò-ÌÓÏÛ. ÖÒÎË, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, c1 = ⋅ ⋅ ⋅ = c k = 1, ÚÓ ËÏÂÂÏ k-ÌÓÏÛ
äË î‡Ì‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ äË î‡Ì‡
ÑÎfl k ∈ �, k ≤ min{m, n} ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ äË î‡Ì‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚

Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,KFA B k−

„‰Â || ||KF⋅ k  – k-ÌÓÏ‡ äË î‡Ì‡ Ì‡ Mm,n. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÒÛÏÏ‡ ÂÂ ÔÂ‚˚ı k ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ:

|| || ( ).KFA s Ak

i

k

i=
=
∑

1

ÑÎfl k = 1 Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÌÓÏÛ. ÑÎfl k = min{m, n} ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Ó‚Û˛
ÌÓÏÛ.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ò‡ÚÂÌ‡
ÖÒÎË ‰‡ÌÓ 1 ≤ p < ∞, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ò‡ÚÂÌ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡

Mm,n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,SchA B p−

„‰Â || ||Sch⋅ p  – -ÌÓÏ‡ ò‡ÚÂÌ‡ Ì‡ Mm,n. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÍÓÂÌ¸ -È ÒÚÂÔÂÌË ËÁ ÒÛÏÏ˚ -ı ÒÚÂÔÂÌÂÈ ‚ÒÂı ÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ:

|| || ( ) .Sch

min{ , } /

A s Ap

i

m n

i
p

p

=










=
∑

1

1

ÑÎfl p = 2 Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÌÓÏÛ îÓ·ÂÌËÛÒ‡, ‡ ‰Îfl p = 1 – ÒÎÂ‰Ó‚Û˛ ÌÓÏÛ.

åÂÚËÍ‡ ÒÎÂ‰Ó‚ÓÈ ÌÓÏ˚
åÂÚËÍÓÈ ÒÎÂ‰Ó‚ÓÈ ÌÓÏ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n, ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ‚ÒÂı ÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ :

|| A – B ||tr,

„‰Â || ⋅ ||tr – ÒÎÂ‰Ó‚‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ Mm,n. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ M m,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÒÛÏÏ‡ ‚ÒÂı ÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ:

|| || ( ).tr

min{ , }

A s A
i

m n

i=
=
∑

1
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åÂÚËÍ‡ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡
èÛÒÚ¸ Mm,n(�q) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı m × n Ï‡ÚËˆ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÎfl

�q. çÓÏ‡ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡ || ⋅ ||RT Ì‡ Mm,n(�q) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ: ÂÒÎË m = 1 Ë a = (ξ1, ξ2,…, ξn) ∈ M1,n(�q), ÚÓ || 01,n ||RT = 0 Ë || a ||RT = max{i|ξi ≠ 0}
‰Îfl a ≠ 01,n; ÂÒÎË A  = (a 1,…, am)T ∈  M m,n(�q), a j ∈ M1,n(�q), 1 ≤  j  ≤  m , ÚÓ

|| || || || .RT RTA a
j

m

j=
=
∑

1

åÂÚËÍÓÈ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡ ([RoTs96]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚
Ï‡ÚËˆ˚ (Ì‡ Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡) Ì‡ Mm,n(�q), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| A – B ||RT.

ì„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ „‡ÒÒÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó G(m, n) ‚ÒÂı n-ÏÂÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚

Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 
m; ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ
‡ÁÏÂÌÓÒÚË n(m–n).

ÖÒÎË ËÏÂ˛ÚÒfl ‰‚‡ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ A, B ∈ G (m, n), ÚÓ „Î‡‚Ì˚Â Û„Î˚
π θ θ
2

01≥ ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ ≥n  ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl (‰Îfl k = 1,…, n) ËÌ‰ÛÍÚË‚ÌÓ Í‡Í

cos max max ( ) ,θk
x A y B

T k T kx y x y= =
∈ ∈

ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl || || || || ,  ,  x y x x y yT i T i
2 2 1 0 0= = = =  ‰Îfl 1 ≤ i ≤ k – 1, „‰Â

|| ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡. ÉÎ‡‚Ì˚Â Û„Î˚ ÏÓ„ÛÚ Á‡‰‡‚‡Ú¸Òfl Ú‡ÍÊÂ ˜ÂÂÁ ÓÚÓ-
ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Â Ï‡ÚËˆ˚ Q A Ë QB, Ì‡ ÍÓÚÓ˚Â Ì‡ÚflÌÛÚ˚ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ä Ë Ç
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ: ËÏÂÌÌÓ n  ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚
QAQB ∈ Mn ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì˚ Í‡Í cosθ1,…, cosθn.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl (ÔÓ
ÇÓÌ„Û, 1967) Í‡Í

2
1

2

i

n

i
=
∑ θ .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÚËÌ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ln
cos

.
i

n

i=
∏

1
2
1

θ

ÖÒÎË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‡‚ÚÓÂ„ÂÒÒË‚Ì˚Â ÏÓ‰ÂÎË, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
å‡ÚËÌ‡ ÏÓÊÂÚ ‚˚‡Ê‡Ú¸Òfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÂÔÒÚ‡ ‡‚ÚÓÍÓÂÎflˆËÓÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË
˝ÚËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ (ÒÏ. äÂÔÒÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÚËÌ‡, „Î. 21).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÁËÏÓ‚‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

θ1.

éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌÓ Ú‡ÍÊÂ ˜ÂÂÁ ÙËÌÒÎÂÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË
G(m, n).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÔÛÒÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sinθ1.
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éÌÓ ÏÓÊÂÚ ‚˚‡Ê‡Ú¸Òfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓÂÍÚË-
Ó‚‡ÌËfl Í‡Í l2-ÌÓÏ‡ ‡ÁÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Ä  Ë Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ. åÌÓ„ËÂ ‚‡Ë‡ˆËË ˝ÚÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÚÂÓËË ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl
(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÔÓÔÛÒÍ‡, „Î. 18).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÓ·ÂÌËÛÒ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2
1

2

i

n

i
=
∑ sin .θ

éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓ-
ÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Í‡Í ÌÓÏ‡ îÓ·ÂÌËÛÒ‡ ‡ÁÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Ä Ë Ç

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 
i

n

i
=
∑

1

2sin θ  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ıÓ‰‡Î¸Ì˚Ï

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ.

èÓÎÛÏÂÚËÍË Ì‡ ÒıÓ‰ÒÚ‚‡ı
ëÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚Â ÔÓÎÛÏÂÚËÍË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÒıÓ‰ÒÚ‚ d1 Ë d2 Ì‡

‰‡ÌÌÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ï (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı
ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı Ï‡ÚËˆ).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ãÂÏ‡Ì‡ (ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÌ‰‡ÎÎ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı, „Î. 11)
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

| {({ , },{ , }) :  ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) } |

| |
,

x y u d x y d u d x y d u

X

v v v1 1 2 2
2

0

1

2

− − <
+





„‰Â ({x, y}, {u, v}) – Î˛·‡fl Ô‡‡ ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ {x, y}, {u, v} ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x, y, u,
v ËÁ ï.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ä‡ÛÙÏ‡Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

| {({ , },{ , }) :  ( ( , ) ( , )) ) ( , ) ( , )) } |

| {({ , },{ , }) :  ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) } |
.

x y u d x y d u d x y d u

x y u d x y d u d x y d u

v v v
v v v

1 1 2 2

1 1 2 2

0

0

− − <
− − ≠
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ

îÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Î‡ÒÚ¸˛ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ÍÓÚÓ‡fl Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl
ËÁÛ˜ÂÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. í‡ÍÓÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÒÎÓ‚‡ ÙÛÌÍˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì˚È ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÓÚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ËÒ˜ËÒÎÂÌËfl, „‰Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËË,
‡„ÛÏÂÌÚÓÏ ÍÓÚÓ˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl. ç‡ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÏ ˝Ú‡ÔÂ ÔÂ‰ÏÂÚÓÏ
ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ËÁÛ˜ÂÌËÂ ÔÓÎÌ˚ı ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÌ˚ı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, Ú.Â. ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡
ÔËÏÂÓÏ ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı ÔÓ
ãÂ·Â„Û ÙÛÌÍˆËÈ, -fl ÒÚÂÔÂÌ¸ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì˚È
ËÌÚÂ„‡Î. ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‚ ÍÓÚÓ-
ÓÏ ÌÓÏ‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ËÁ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ‚ ÙÛÌÍˆËÓ-
Ì‡Î¸ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÎËÌÂÈÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â
Ì‡ ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı Ë „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı.

13.1.  åÖíêàäà  çÄ  îìçäñàéçÄãúçõï  èêéëíêÄçëíÇÄï

èÛÒÚ¸ I ⊂  �  – ÓÚÍ˚Ú˚È ËÌÚÂ‚‡Î (Ú.Â. ÌÂÔÛÒÚÓÂ Ò‚flÁÌÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó)
‚ �. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : I → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ
Ì‡ I, ÂÒÎË ÓÌ‡ ‡ÁÎÓÊËÏ‡ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ ‚ ÓÚÍ˚ÚÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ux0

 Í‡Ê‰ÓÈ

ÚÓ˜ÍË x0 ∈  I : f(x ) = 
n

n
nf x

n
x x

=

∞

∑ −
0

0
0

( ) ( )

!
( )  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x  ∈ Ux0

.  èÛÒÚ¸ D ⊂  �  –

Ó·Î‡ÒÚ¸ (Ú.Â. ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó) ‚ �. äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl
f : I → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ (ËÎË ÔÓÒÚÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ) Ì‡ D ,
ÂÒÎË ÓÌ‡ ‡ÁÎÓÊËÏ‡ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ ‚ ÓÚÍ˚ÚÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË
z0 ∈  D. äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl f fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡ D ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ „ÓÎÓÏÓÙÌ‡ Ì‡ D , Ú.Â. Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ

′ = −
−→

f
f f

( ) lim
( ) ( )

z
z z
z zz z

0
0

00

 ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ z0 ∈  D.

àÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
àÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl L1-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C[a, b] ‚ÒÂı

ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ ÓÚÂÁÍÂ [a, b],
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

a

b

f x g x dx∫ −| ( ) ( ) | .

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í
C a b[ , ]

1  Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
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Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó (ËÎË Ò˜ÂÚÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó) ÚÓÔÓÎÓ-
„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı

ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : X → �(�) Í‡Í 
X

f x g x dx∫ −| ( ) ( ) | .

ê‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ê‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË sup-ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ L�-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C[a, b]

‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ ÓÚÂÁÍÂ
[a, b], ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

sup | ( ) ( ) | .
[ , ]x a b

f x g x
∈

−

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í
C a b[ , ]

∞  Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

é·Ó·˘ÂÌËÂÏ C a b[ , ]
∞  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ C(X), Ú.Â.

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â,
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı) ÙÛÌÍˆËÈ f : X → � ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï Ò L∞-ÏÂÚËÍÓÈ
sup | ( ) ( ) | .
x X

f x g x
∈

−

ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ C(X, Y) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı) ÙÛÌÍˆËÈ f : X → Y ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚ‡ (X, dX) ‚ ‰Û„ÓÈ
(X, dY) sup-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÙÛÌÍˆËflÏË f, g ∈  C(X, Y) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
sup ( ( ), ( )).
x X

Yd f x g x
∈

 åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó C a b[ , ]
∞  Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

C a b[ , ]
1  fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚‡ÊÌÂÈ¯ËÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ C pa b

p
[ , ],  1 ≤ ≤ ∞

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C[a, b] Ò L p-ÏÂÚËÍÓÈ 
a

b
p

p

f x g x dx∫ −








| ( ) ( ) | .

/1

 èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó C a b
p

[ , ]

fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÏÂÓÏ Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ·‡ÍÓ‚Ó‰‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÓ·‡ÍÓ‚Ó‰‡ Ì‡Á˚‡‚ÂÚÒfl

ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ f : [0, 1] → X, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf sup ( ( ), ( ( )),
[ , ]σ

σ
t

d f t g t
∈ 0 1

„‰Â σ: [0, 1] → [0, 1] ÂÒÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ú‡Í‡fl
˜ÚÓ σ(0) = 0, σ(1) = 1. Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍË îÂ¯Â.
èËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÍË‚˚ÏË.

åÂÚËÍ‡ ÅÓ‡
èÛÒÚ¸ � – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÏÂÚËÍÓÈ ρ. çÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl

f : �  → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
l = l(ε) > 0, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ËÌÚÂ‚‡Î [t0, t0 + l(ε)] ÒÓ‰ÂÊËÚ ÔÓ ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÂÂ Ó‰ÌÓ
˜ËÒÎÓ τ , ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ρ(f(t), f(t + τ)) < ε, –∞ < t < +∞.

åÂÚËÍÓÈ ÅÓ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ  ̊|| f – g || Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Äê ‚ÒÂı ÔÓ˜ÚË
ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÌÓÏÓÈ

|| ||  sup | ( ) | .f f t
t

=
−∞< <+∞
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íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Äê ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. çÂÍÓÚÓ-
˚Â Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ
‰Û„Ëı ÌÓÏ; ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÚÂÔ‡ÌÓ‚‡, ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ç˝ÈÎfl, ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡
Ë åÂÚËÍÛ ÅÓıÌÂ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÚÂÔ‡ÌÓ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÚÂÔ‡ÌÓ‚‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ

f : �  → �  Ò ÒÛÏÏËÛÂÏÓÈ -È ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏ ËÌÚÂ„‡ÎÂ,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  

sup | ( ) ( ) | .

/

x
x

x l
p

p

l
f x g x dx

∈

+

∫ −










�

1
1

êêêê‡‡‡‡ÒÒÒÒÒÒÒÒÚÚÚÚÓÓÓÓflflflflÌÌÌÌËËËËÂÂÂÂ    ÇÇÇÇÂÂÂÂÈÈÈÈÎÎÎÎflflflfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÚÓÏ ÊÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â, Á‡‰‡ÌÌÓÂ Í‡Í

  

lim sup | ( ) ( ) | .

/

l x
x

x l
p

p

l
f x g x dx

→∞ ∈

+

∫ −










�

1
1

ùÚËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËflÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË
ëÚÂÔ‡ÌÓ‚‡ Ë Ç˝ÈÎfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı

ÙÛÌÍˆËÈ f : �  → �  Ò ÒÛÏÏËÛÂÏÓÈ -È ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏ
ËÌÚÂ„‡ÎÂ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

lim | ( ) ( ) | .

/

T
T

T
p

p

T
f x g x dx

→∞
−
∫ −











1

2

1

ùÚËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËflÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË
ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡.

• åÂÚËÍ‡ ÅÓıÌÂ‡
ÑÎfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÏÂÓÈ (Ω, �, µ) ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, || ⋅ ||V) Ë 1 ≤ p ≤ ∞

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÅÓıÌÂ‡ (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ãÂ·Â„‡–ÅÓıÌÂ‡) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : Ω → V, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ || || .

( , )
f

L Vp Ω
< ∞  á‰ÂÒ¸

ÌÓÏ‡ ÅÓıÌÂ‡ | ||
( , )

f
L Vp Ω

 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
Ω
∫









|| ( ) || ( )

/

f dV
p

p

ω µ ω

1

 ‰Îfl 1 ≤ p < ∞ Ë

Í‡Í ess f Vω ω∈Ω || ( ) || . ‰Îfl p = ∞.

-ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡
èË ‰‡ÌÌÓÏ 1 ≤ p  ≤ ∞  ÔÛÒÚ¸ Lp(∆ ) – Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÎÂ·Â„Ó‚˚ı ËÁÏÂËÏ˚ı

ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ 

  

∆
∆

= ∈ < =








 < ∞∫{ :| | } c || || | ( ) | ( ) .

/

z z z z� 1

1

f f dp
p

p

µ

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Lp
a ( )∆  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

Lp(∆), ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ, Ë -ÏÂÚËÍÓÈ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
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Lp-ÏÂÚËÍ‡ Lp
a ( )∆  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡, „Î. 7). ã˛·ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÂ„Ï‡Ì‡

fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

åÂÚËÍ‡ ÅÎÓı‡

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÎÓı‡ Ç Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆ = {z ∈ � : | z | < 1} ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ ∆ , Ú‡ÍËı ˜ÚÓ 
  
|| ||  sup( | | ) | ( ) |  .Bf f= − ′ < ∞

∈z
z z

∆
1 2

èË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÔÓÎÌÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ || ⋅ ||B ÌÓÏ‡ Ì‡ Ç Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| ||   | ( ) | || || .Bf f f= +0

åÂÚËÍÓÈ ÅÎÓı‡ Ì‡Á˚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || f – g || Ì‡ Ç; ÓÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Ç ‚
·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

åÂÚËÍ‡ ÅÂÒÓ‚‡
ÖÒÎË 1 < p  < ∞ , ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÂÒÓ‚‡ Bp Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆  ] {z ∈

∈ �  : | z | < 1} ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ f ‚ ∆ , Ú‡ÍËı ˜ÚÓ

  

|| || ( | | ) | ( ) | ( ) ,

/

f f dB
p p

p

p
= − ′









∫

∆

1 2

1

z z zλ  „‰Â 
 
d

dλ µ
( )

( )

( | | )
z

z

z
=

−1 2 2  – ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂ‡

åfi·ËÛÒ‡ Ì‡ ∆. èË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÔÓÎÌÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ || ||⋅ Bp
 ÌÓÏ‡ Bp Ì‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl

Í‡Í
|| ||   | ( ) || || .f f f Bp

= +0

åÂÚËÍ‡ ÅÂÒÓ‚‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || f – g || Ì‡ Bp. éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Bp ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó B2 fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÑËËıÎÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı
Ì‡ ÙÛÌÍˆËÈ ∆ Ò Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌsÏ ÏÂÚËÍÓÈ
ÑËËıÎÂ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÎÓı‡ Ç ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í B∞.

åÂÚËÍ‡ ï‡‰Ë
ÖÒÎË 1 ≤ p  < ∞ , ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ï‡‰Ë Hp(∆) ÂÒÚ¸ ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ, ‡Ì‡ÎËÚË-

˜ÂÒÍËı Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆ = {z ∈ � : | z | < 1} Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÓÒÚ‡ ‰Îfl ÌÓÏ˚ ï‡‰Ë || || :⋅

H p

|| || sup | ( ) | .
( )

/

f f re d
H

r

i p

p

p ∆
=









 < ∞

< <
∫

0 1
0

2 1

1

2π
θ

π
θ

åÂÚËÍ‡ ï‡‰Ë – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||
( )

f g
H p−

∆
 Ì‡ Hp(∆). éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Hp(∆) ‚

·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.
Ç ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï‡‰Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„‡ÏË Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚

ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡. í‡ÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Í‡Í ‚ Ò‡ÏÓÏ
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ, Ú‡Í Ë ‚ ÚÂÓËË ‡ÒÒÂflÌËfl Ë ÚÂÓËË ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl (ÒÏ. „Î. 18).

åÂÚËÍ‡ ˜‡ÒÚË
åÂÚËÍÓÈ ˜‡ÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Ó·Î‡ÒÚË D ‚ �2, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

sup  ln
( )

( )
 

f H

f x

f y∈ +
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‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �
2, „‰Â H + – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı

ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ Ó·Î‡ÒÚË D.
Ñ‚‡Ê‰˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡fl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : D → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡ D, ÂÒÎË ÂÂ Î‡ÔÎ‡ÒË‡Ì ∆f
f

x

f

x
= ∂

∂
+ ∂

∂

2

1
2

2

2
2  Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ Ì‡ D .

åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡
èÛÒÚ¸ M(u) – ˜ÂÚÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl

‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ‰Îfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó u Ë lim ( ) lim ( ( )) .
u u

u M u u M u
→

−

→∞

−= =
0

1 1 0  Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

ÙÛÌÍˆËfl p(v) = M'(v) ÌÂ Û·˚‚‡ÂÚ Ì‡ [0, ∞), p(0) = 
  
lim ( )
v

v
→

=
0

0p  Ë p(v) > 0 ÔË v > 0.

ÖÒÎË Á‡‰‡Ú¸ 

  
M u p d

u

( ) ( )
| |

= ∫
0

v v Ë 

  
N u p d

u

( ) ( )
| |

= ∫ −

0

1 v v, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ô‡Û (M (u), N(u))

‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ.
èÛÒÚ¸ (M(u), N(u)) ·Û‰ÂÚ Ô‡‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ë ÔÛÒÚ¸

G – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ �Ú. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó éÎË˜‡ L GM
∗ ( )  ÂÒÚ¸

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁÏÂËÏ˚ı ÔÓ ãÂ·Â„Û ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ G, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ
ÛÒÎÓ‚Ë˛ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ‰Îfl ÌÓÏ˚ éÎË˜‡ || f ||M:

|| || sup ( ) ( ) : ( ( )) .f f t g t dt N g t dtM

G G

= ≤











< ∞∫ ∫ 1

åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || f – g ||M Ì‡ L GM
∗ ( ).  éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ L GM

∗ ( ).  ‚
·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ([Orli32]).

ÖÒÎË M(u) = up, 1 < p < ∞, ÚÓ L GM
∗ ( ).  ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Lp(G) Ë Lp-ÌÓÏ‡

|| f ||p ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò || f ||M Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl. çÓÏ‡ éÎË˜‡
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ÌÓÏÂ ã˛ÍÒÂÏ·Û„‡ || f ||M ≤ || f ||M ≤ 2|| f ||(M).

åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡
èÛÒÚ¸ w : (0, ∞) →(0, ∞) – ÌÂ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl. èÛÒÚ¸ M : [0, ∞) → [0, ∞) –

ÌÂÛ·˚‚‡˛˘‡fl Ë ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ò M(0) = 0 Ë ÔÛÒÚ¸ G – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ �n.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡ Lw, M(G) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÏÂË-
Ï˚ı ÔÓ ãÂ·Â„Û ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ G, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛
‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ‰Îfl ÌÓÏ˚ éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡ || f ||w, M:

|| || inf : ( )
( )

,,

*

f w x M
f x

dxw M = >






≤











< ∞

∞

∫λ
λ

0 1
0

„‰Â f x t f t x*( ) sup{ : (| |  ) }= ≥ ≥µ  – ÌÂ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ f.
åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ || f – g  ||w, M Ì‡ L w, M(G). éÌ‡

ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Lw, M(G) ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ éÎË˜‡

L GM
* ( )  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡) Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ãÓÂÌˆ‡ Lw, M(G), 1 ≤ q < ∞  ‚ÒÂı

ËÁÏÂËÏ˚ı ÔÓ ãÂ·Â„Û ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ G, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛
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‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ‰Îfl ÌÓÏ˚ ãÓÂÌˆ‡ || f ||w, q:

|| || ( )( ( )) .,
*

/

f w x f xw q
q

q

=








 < ∞

∞

∫
0

1

åÂÚËÍ‡ ÉÂÎ¸‰Â‡
èÛÒÚ¸ Lα(G) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f, Á‡‰‡ÌÌ˚ı

Ì‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �
n Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÉÂÎ¸‰Â‡ Ì‡ G.

îÛÌÍˆËfl f Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÉÂÎ¸‰Â‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ y  ∈ G  Ò ËÌ‰ÂÍÒÓÏ (ËÎË
ÔÓfl‰ÍÓÏ) α (0 < α ≤ 1) Ë Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ A(y), ÂÒÎË | f(x) – f(y) | ≤ A(y) | x – y |α ‰Îfl
‚ÒÂı x ∈ G, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÎËÁÍËı Í Û. ÖÒÎË A A y

y G
= < ∞

∈
sup( ( )) ,  ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÉÂÎ¸‰Â‡

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï Ì‡ G  Ë Ä Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÉÂÎ¸‰Â‡ ‰Îfl G .

ÇÂÎË˜ËÌ‡ | | sup
| ( ) ( ) |

| |
,   

,
f

f x f y

x yx y G
α α α= −

−
≤ ≤

∈
0 1 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl α-ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ ÉÂÎ¸‰Â‡

‰Îfl f Ë ÌÓÏ‡ ÉÂÎ¸‰Â‡ ‰Îfl f ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
|| || sup | ( ) | | .

( )
f f x f

L G
x G

α α= +
∈

åÂÚËÍ‡ ÉÂÎ¸‰Â‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||
( )

f g
L G

− α  Ì‡ Lα(G). éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ

Lα(G) ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

åÂÚËÍ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Wk, p ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ

f Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‰Ó ÔÓfl‰Í‡ k Ó·Î‡‰‡˛Ú ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ Lp-ÌÓÏÓÈ. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ËÏÂfl
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ

W W G f L G f L G i kk p k p
p

i
p

, , ( )( ) { ( ) : ( ),  },= = ∈ ∈ ≤ ≤1

„‰Â f ii
x x nn

n( ) ,  ,= ∂ …∂ +…+ =
1
1

1
α α α α  Ë ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ·ÂÛÚÒfl ‚ ÒÎ‡·ÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ.

çÓÏ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Ì‡ Wk, p ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || || || .,
( )f fk p

i

k
i

p=
=
∑

0

èË ˝ÚÓÏ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂ‚ÓÂ Ë ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ˜ËÒÎ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, Ú.Â. ÌÓÏ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í || ||  || || || || ,,

( )f f fk p p
k

p= +  ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡
‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌÓÈ ÌÓÏÂ. ÑÎfl p  = ∞  ÌÓÏ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ ‡‚Ì‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ
ÒÛÔÂÏÛÏÛ ‰Îfl 

  
| |  :  || || | ( ) |,,f f f xk

x G
∞

∈
= esssup  Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÙËÏÛÏÓÏ ‚ÒÂı ˜ËÒÂÎ

a ∈ �, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó |  f(x) | > a ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÏÂ˚ ÌÛÎ¸.
åÂÚËÍ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || f – g ||k, p Ì‡ Wk, p; ÓÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Wk, p ‚

·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Wk, 2 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í Hk. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÎ¸·Â-

ÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl 〈 〉 = 〈 〉 =
=
∑f g f gk
i

k
i i

L, ,( ) ( )

1
2

=
=
∑ ∫
i

k

G

i if g d
1

( ) ( ) ( ).µ ω
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èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ – ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ C1 (ÙÛÌÍˆËÈ Ò
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË) ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚
˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı.

• åÂÚËÍË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚

èÛÒÚ¸ G – ÌÂÔÛÒÚÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n Ë ÔÛÒÚ¸ p : G →
→ [1, ∞) – ËÁÏÂËÏ‡fl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌ-
ÚÓÈ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ãÂ·Â„‡ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚ Lp( ⋅ )(G) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı

ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : G → � , ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÏÓ‰ÛÎfl ρp

G

p xf f x dx( )
( )( ) | ( ) |⋅ = ∫

ÍÓÌÂ˜ÂÌ. çÓÏ‡ ã˛ÍÒÂÏ·Û„‡ Ì‡ ˝ÚÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || inf{ : ( / ) }.( ) ( )f fp p⋅ ⋅= > ≤λ ρ λ0 1

åÂÚËÍ‡ ÎÂ·Â„Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚
|| f – g ||p( ⋅ ) Ì‡ Lp( ⋅ )(G).

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÓ·ÓÎÂ‚‡ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚ W1, p( ⋅ )(G) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚Ó Lp( ⋅ )(G), ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ ÙÛÌÍˆËÈ f, ‡ÒÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸Ì˚È „‡‰ËÂÌÚ ÍÓÚÓ˚ı
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓ˜ÚË ‚Ò˛‰Û Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ |  ∇ f | ∈ Lp( ⋅ )(G). çÓÏ‡

|| ||   || || || ||, ( ) ( ) ( )f f fp p p1 ⋅ ⋅ ⋅= + ∇

ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ W1, p( ⋅ )(G) ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. åÂÚËÍ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡
ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ || f – p ||1, p( ⋅ ) Ì‡ W1, p( ⋅ ).

åÂÚËÍ‡ ò‚‡ˆ‡

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ò‚‡ˆ‡ (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·˚ÒÚÓ Û·˚‚‡˛˘Ëı ÙÛÌÍˆËÈ) S(�n)
ÂÒÚ¸ ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ ò‚‡ˆ‡, Ú.Â. ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ
f : �n → �, ÍÓÚÓ˚Â Û·˚‚‡˛Ú Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, Ú‡Í ÊÂ Í‡Í ‚ÒÂ Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â,
·˚ÒÚÂÂ, ˜ÂÏ Î˛·‡fl Ó·‡ÚÌ‡fl ÒÚÂÔÂÌ¸ ı. íÓ˜ÌÂÂ, f fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ò‚‡ˆ‡, ÂÒÎË
ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl:

  

|| || sup  
( , , )

  ,f x x
f x x

x xx
n

n

nn

n
n

nα β
β β

α α

α α= … ∂ …
∂ …∂

< ∞
∈

+…+

�
1

1

1

1
1

1

‰Îfl Î˛·˚ı ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ α  Ë β. ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÔÓÎÛÌÓÏ
|| ⋅ ||αβ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ S(�n), ÍÓÚÓÓÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï Ë ÔÓÎÌ˚Ï.

åÂÚËÍ‡ ò‚‡ˆ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ S(�n), ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
‰‡ÌÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËË (ÒÏ. C˜ÂÚÌÓ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, „Î. 2).

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡ S(�n) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
îÂ¯Â ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡, Ú.Â. ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ F-ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚Ó.

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂ„Ï‡Ì‡

èÛÒÚ¸ G ⊂ �n – Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò ÌÂÔÛÒÚÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛ G0 Ë ÔÛÒÚ¸ f –
ÙÛÌÍˆËfl ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ò ÁÓÌÓÈ G.

ääää‚‚‚‚‡‡‡‡ÁÁÁÁËËËË‡‡‡‡ÒÒÒÒÒÒÒÒÚÚÚÚÓÓÓÓflflflflÌÌÌÌËËËËÂÂÂÂ    ÅÅÅÅÂÂÂÂ„„„„ÏÏÏÏ‡‡‡‡ÌÌÌÌ‡‡‡‡ Df : G × G0 → �≥0 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

D x y f x f y f y x yf ( , ) ( ) ( ) ( ), ,= − − 〈∇ − 〉
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„‰Â ∇ = ∂
∂

… ∂
∂







f
f

x

f

xn1

, , .  D f(x, y) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y, Df(x, y) +

+ Df(y, z) – Df(x, z) = 〈∇ f(z) – ∇ f(y), x – y〉  ÌÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Df ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ë ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï.

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f, ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ÍÓÚÓÓÈ ÒÓ‰ÂÊËÚ G, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ò ÁÓÌÓÈ G, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) f ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡ Ì‡ G;
2) f ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎ‡ Ë ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ Ì‡ G;
3) ‰Îfl ‚ÒÂı δ ∈ � ÌÂÔÓÎÌ˚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÓ‚Ìfl É(x, δ) = {y ∈

∈ G0 : Df(x, y) ≤ δ}  fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  G;
4) ÂÒÎË {yn}n ⊂  G0 ÒıÓ‰ËÚÒfl Í y*, ÚÓ Df(y*, yn) ÒıÓ‰ËÚÒfl Í 0;
5) ÂÒÎË   { }x Gn n�  Ë   { }y Gn n� 0  – Ú‡ÍËÂ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ˜ÚÓ {yn}n Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡,

lim
n yn

y
→

∗=  Ë lim ( , ) ,
n

f n nD x y
→∞

= 0  ÚÓ lim .
n

nx y
→∞

∗=

ÖÒÎË G = �n, ÚÓ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‰Îfl ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËË ·˚Ú¸

ÙÛÌÍˆËÂÈ ÅÂ„Ï‡Ì‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰: lim
( )

|| ||
.

|| ||x

f x

x→∞
= ∞

13.2. åÖíêàäà  çÄ  ãàçÖâçõï  éèÖêÄíéêÄï

ãËÌÂÈÌ˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl T : V → W ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË V, W Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ �, ÍÓÚÓ‡fl ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡ Ò Ëı ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÒÚÛÍ-
ÚÛ‡ÏË, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  V Ë Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ k ∈ � ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡: T(x + y) = T(x) + T(y) Ë T(kx) = kT(x).

åÂÚËÍ‡ ÓÔÂ‡ÚÓÌÓÈ ÌÓÏ˚

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, || ⋅ ||V) Ì‡ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (W, || ⋅ ||W). éÔÂ‡ÚÓÌ‡fl
ÌÓÏ‡ || T || ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T : V → W ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÂ í ‡ÒÚfl„Ë‚‡ÂÚ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ËÁ V, Ú.Â.

  
|| ||  sup

|| ( ) ||

|| ||
sup || ( ) || sup || ( ) || .

|| || || || || ||
T

T
T T

V V V

W

V
W W= = =

≠ = ≤v v v

v
v

v v
0 1 0

ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ T  : V → W  ËÁ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V ‚ ÌÓÏËÓ-
‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó W Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ÌÓÏ‡
ÍÓÌÂ˜Ì‡. ÑÎfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË-
˜ÂÌÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ ÌÂÔÂ˚‚ÂÌ.

åÂÚËÍÓÈ ÓÔÂ‡ÚÓÌÓÈ ÌÓÏ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â B(V, W)
‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ V ‚ W, ÍÓÚÓ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| T – P ||.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (B(V, W)) || ⋅ ||) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚. Ñ‡ÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ‚˚Ï
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó W. ÖÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó V = W ÔÓÎÌÓÂ, ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
B(V, V) ÂÒÚ¸ ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ‡Î„Â·‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ÌÓÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛ·ÏÛÎ¸-
ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ ÌÓÏÓÈ.
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ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ T : V → W ËÁ ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V ‚ ‰Û„ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó W Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Î˛·Ó„Ó Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
ÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ V – ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ W. ã˛·ÓÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï (Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï). èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (K(V, W), || ⋅ ||) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â K(V, W) ‚ÒÂı ÍÓÏÔ‡ÍÚ-
Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ V ‚ W Ò ÓÔÂ‡ÚÓÌÓÈ ÌÓÏÓÈ ||  ⋅ || Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚.

åÂÚËÍ‡ fl‰ÂÌÓÈ ÌÓÏ˚

èÛÒÚ¸ B(V, W) – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ÓÚÓ·‡-
Ê‡˛˘Ëı ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||V) ‚ ‰Û„ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(W, || ⋅ ||W). é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰Îfl V Í‡Í V' Ë
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ x' ∈ V' ‚ ÚÓ˜ÍÂ x ∈ V  Í‡Í 〈 x, x'〉 . ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ T ∈
∈ B(V, W) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl fl‰ÂÌ˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ, ÂÒÎË Â„Ó ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

  

x T x x x y
i

i ia ( ) , ,= 〈 ′ 〉
=

∞

∑
1

 „‰Â { }′xi i  Ë { }yi i  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ‚ V' Ë W

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ú‡ÍËÏË ˜ÚÓ 
i

i V i Wx y
=

∞

′∑ ′ < ∞
1

|| || || || .  Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl fl‰ÂÌ˚Ï Ë ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ í ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‡Ì„‡ 1 (Ú.Â. Ò Ó‰ÌÓÏÂÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ). ü‰ÂÌ‡fl ÌÓÏ‡
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ í ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
|| || inf || || || || ,T x y

i
i V i WÔËÒ = ′

=

∞

′∑
1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï fl‰ÂÌ˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏ í.
åÂÚËÍ‡ fl‰ÂÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || T – P ||ÔËÒ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â N(V, W)

‚ÒÂı fl‰ÂÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘Ëı V ‚ W. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (N(V, W), || ⋅ ||ÔËÒ)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ fl‰ÂÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚ÓÏ.

ü‰ÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‰Îfl
ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÒÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â – fl‰ÂÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚. ü‰ÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÚÓËÚÒfl Í‡Í ÔÓÂÍÚË‚Ì˚È
ÔÂ‰ÂÎ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Hα Ò Ú‡ÍËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó α ∈ I
ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË β ∈  I, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Hβ ⊂  Hα Ë ÓÔÂ‡ÚÓ ‚ÎÓÊÂÌËfl Hβ � x → x ∈ Hα
fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÉËÎ¸·ÂÚ‡-òÏË‰Ú‡. çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚Îfl-
ÂÚÒfl fl‰ÂÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓ.

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ fl‰ÂÌÓÈ ÌÓÏ˚

èÛÒÚ¸ F(V, W) – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡Ì„‡
(Ú.Â. Ò ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ), ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘Ëı ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||V) ‚ ‰Û„ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (W, || ⋅ ||W). ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ

T ∈ F(V, W)  ÏÓÊÌÓ  ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸  ‚  ‚Ë‰Â x T x x x y
i

n

i ia ( ) , ,= 〈 ′ 〉
=
∑

1

  „‰Â  { }′xi i   Ë  { }yi i

fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ËÁ V' (·‡Ì‡ıÓ‚‡ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‰Îfl
V) Ë W  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ 〈x, x'〉  – ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ x' ∈  V' Ì‡ ‚ÂÍÚÓÂ x ∈  V.
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äÓÌÂ˜Ì‡fl fl‰ÂÌ‡fl ÌÓÏ‡ í ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || inf || || || || , T x yf
i

n

i V i WÔËÒ = ′
=

′∑
1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏ í .
åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ fl‰ÂÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || T – P ||f ÔËÒ Ì‡ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Â F( V, W). èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó F(V, W), || ⋅ ||f ÔËÒ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
fl‰ÂÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡Ì„‡. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÚÌ˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï
ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‰ÂÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ N(V, W).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

H H1 1
, || ||⋅( )  ‚ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó H H2 2

, || || .⋅( )  çÓÏ‡ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡

|| T ||HS ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T : H1 →H2 Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| || || ( ) || ,HS

/

T T e
I

H=










∈
∑
α

α 2

2

1 2

„‰Â (eα)α ∈  I – ÓÚÓ„ÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ ‚ ç1. ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ T : H1 → H2

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡, ÂÒÎË || || .HST 2 < ∞
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || T – P ||HS Ì‡ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Â S(H1, H2) ‚ÒÂı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡ ËÁ H1 ‚ H2.
ÑÎfl H1 = H2 = H ‡Î„Â·‡ S(H, H) = S(H) Ò ÌÓÏÓÈ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡ fl‚ÎflÂÚ-

Òfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ‡Î„Â·ÓÈ. éÌ‡ ÒÓ‰ÂÊËÚ Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÔÂ‡ÚÓ-
˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡Ì„‡ Ë ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û K(H) ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓ-
Ó‚. ëÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 , 〉HS Ì‡ S(H ) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ë 〈 T, P〉 HS =
= 

α
α α

∈
∑ 〈 〉

l

T e P e( ), ( )  Ë || || , .HS HS
/T T T= 〈 〉 1 2  ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,  S(H)  fl‚ÎflÂÚÒfl  „ËÎ¸·ÂÚÓ-

‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ‚˚·Ó‡ ·‡ÁËÒ‡ (eα)α ∈  l).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ
ÑÎfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ç ÌÓÏ‡ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ ‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓ„Ó

ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T : H → H Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| || | | ( ), ,tcT T e e
I

= 〈 〉
∈

∑
α

α α

„‰Â | T | – ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ í ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ‡Î„Â·Â B(X) ‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ ç ‚ ÒÂ·fl, ‡ (eα)α ∈  l – ÓÚÓ„ÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ ‚ ç. éÔÂ‡ÚÓ
T : H → H  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ, ÂÒÎË || T ||tc < ∞. ã˛·ÓÈ Ú‡ÍÓÈ
ÓÔÂ‡ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ ‰‚Ûı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || T – P ||tc Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
L(H) ‚ÒÂı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ ËÁ ç ‚ ÒÂ·fl. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó L(H) Ò ÌÓÏÓÈ || ⋅ ||tc
Ó·‡ÁÛÂÚ ·‡Ì‡ıÓ‚Û ‡Î„Â·Û, ÍÓÚÓ‡fl ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ ‡Î„Â·Â K(H) (‚ÒÂı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ ç ‚ ÒÂ·fl), Ë ÒÓ‰ÂÊËÚ ‡Î„Â·Û S(H) (‚ÒÂı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–
òÏË‰Ú‡ ËÁ ç ‚ ÒÂ·fl).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ -ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÂÌ‡
ÇÓÁ¸ÏÂÏ 1 ≤ p < ∞. ÑÎfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓ„Ó „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ç ÌÓÏ‡
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-ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÂÌ‡ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T : H → H ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || | | ,Sch

/

T sp

n
n

p

p

=








∑

1

„‰Â {sn}n – ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ í. äÓÏÔ‡ÍÚÌ˚È
ÓÔÂ‡ÚÓ T : H → H Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ -ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÂÌ‡, ÂÒÎË || || .SchT p < ∞

åÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ -ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÚ� ÂÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||SchT P p−  Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sp(H) ‚ÒÂı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ -ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÂÌ‡ ËÁ ç Ì‡ ÒÂ·fl. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó Sp(H) Ò
ÌÓÏÓÈ || ||Sch⋅ p  Ó·‡ÁÛÂÚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. S1(H) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒÓÏ ÓÔÂ‡-
ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ ‰Îfl ç Ë S2(H) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒÓÏ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡
‰Îfl ç (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ò‡ÚÂÌ‡, „Î. 12).

çÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ (V, || ⋅ ||) – ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ V' – ÏÌÓÊÂÒÚ-

‚Ó ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓ‚ í ËÁ V ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÂ ÔÓÎÂ (� ËÎË �) Ë
ÔÛÒÚ¸ || ⋅ ||' – ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ V', ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || sup | ( ) | .
|| ||

T T x
x

′=
≤1

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V', || ⋅ ||') fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, || ⋅ ||).

í‡Í, ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚‡ l lp

n
p( )∞  fl‚ÎflÂÚÒfl l lq

n
q( )∞  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. é·‡ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÓÒÚ-

‡ÌÒÚ‚‡ ‰Îfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ë (ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ Ò l�-ÏÂÚËÍÓÈ) Ë C0 (ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ (Ò

l�-ÏÂÚËÍÓÈ), ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl Í ÌÛÎ˛) ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Îfl˛ÚÒfl Ò l1
∞ .

èÓÒÚÓflÌÌ‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÌÓÈ ‡Î„Â·˚
èÛÒÚ¸ � – ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ‡Î„Â·‡ ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡flÒfl  ‚ B(H) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚e ‚ÒÂı Ó„‡ÌË-

˜ÂÌÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ì‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T ∈
∈ B(H) ÔÛÒÚ¸ β(T, A) = sup{|| P⊥ TP||; P – ÔÓÂÍˆËfl Ë P ⊥ �P = (0)}. èÛÒÚ¸ dist(T, �) ÂÒÚ¸
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ í Ë ‡Î„Â·ÓÈ �, Ú.Â. Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÌÓÏ‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡
T – A, „‰Â Ä  ÔÓ·Â„‡ÂÚ �. ç‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ë (ÂÒÎË ÓÌ‡
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T ∈ B(H) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

dist(T, �) ≤ C(T, �),

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ‡Î„Â·˚ �.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÏÂËÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (Ω, � , P),
„‰Â � ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω, ‡ P – ÏÂ‡ Ì‡ �
Ò P(Ω) = 1. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ω Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‚˚·ÓÓÍ. ùÎÂÏÂÌÚ a ∈ �
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·˚ÚËÂÏ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÂ ÒÓ·˚ÚËÂ – ˝ÚÓ ÔÓ‰ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω , ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ ˝ÎÂÏÂÌÚ; P(a) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ·˚ÚËfl ‡. åÂ‡ ê Ì‡ � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÓÈ, ËÎË
Á‡ÍÓÌÓÏ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ), ËÎË ÔÓÒÚÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ (‚ÂÓflÚ-
ÌÓÒÚÂÈ).

ëÎÛ˜‡ÈÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï ÂÒÚ¸ ËÁÏÂËÏ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ
(Ω, � , P ) ‚ ËÁÏÂËÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÓÒÚÓflÌËÈ
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ; Ó·˚˜ÌÓ ·ÂÛÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ Ò ·ÓÂ-
ÎÂ‚ÓÈ α -‡Î„Â·ÓÈ, Ú‡Í ˜ÚÓ X : Ω → �. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ χ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚
ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÒÛ˘ËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ê; ˝ÎÂÏÂÌÚ x ∈ χ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÒÓÒÚÓflÌËÂÏ.

á‡ÍÓÌ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÓÊÌÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔËÒ‡Ú¸ ˜ÂÂÁ ÍÛÏÛÎfl-
ÚË‚ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (CDF, ÙÛÌÍˆË˛ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl, ÍÛÏÛÎflÚË‚ÌÛ˛
ÙÛÌÍˆË˛ ÔÎÓÚÌÓÒÚË) F(x), ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÒÎÛ˜‡ÈÌ‡fl
‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï  ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ı: F (x) = P (X ≤ x) = P (ω ∈
∈ Ω : X(ω) < x).

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Î˛·‡fl ÒÎÛ˜‡ÈÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, ÍÓÚÓ˚Ï ËÌÚÂ‚‡ÎÛ [a, b] ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸
P(a ≤ X ≤ b) = P(ω ∈ Ω : a ≤ X(ω) ≤ b), Ú.Â. ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ [a, b].

ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï, ÂÒÎË F(x) ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÒÍ‡˜ÍÓ‚ ÔË xi; ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï, ÂÒÎË F(x)
ÌÂÔÂ˚‚Ì‡. å˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ (Í‡Í ‚ ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Â ÔËÎÓÊÂÌËÈ) ÚÓÎ¸ÍÓ ‰ËÒÍÂÚ-
Ì˚Â ËÎË ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
F : � → � fl‚ÎflÂÚÒfl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ˜ËÒÎ‡
ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ δ > 0, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÓÔ‡ÌÓ
ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ [xk, yk], 1 ≤ k ≤ n ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

1≤ ≤
∑ − <

k n
k ky x( ) δ

‚ÎÂ˜ÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 
1≤ ≤
∑ − <

k n
k kF y F x| ( ) ( ) |  .ε

á‡ÍÓÌ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÊÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ
˜ÂÂÁ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ (PDF, ÙÛÌÍˆË˛ ÔÎÓÚÌÓÒÚË,
ÙÛÌÍˆË˛ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË)  (ı) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚. ÑÎfl
‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË
‚Ò˛‰Û ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ Ë ÙÛÌÍˆËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl
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p(x) = F'(x) ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl; ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, F x P X x p t dt
x

( ) ( ) ( )= ≤ =
−∞
∫  Ë

a

b

p t dt P a X b∫ = ≤ ≤( ) ( ). ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÙÛÌÍˆËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË

(ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ï) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl p x P X xi( ) ( ),= =
Ú‡Í ˜ÚÓ F x p x

x x
i

i

( ) ( ).=
≤

∑  Ç ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓÏÛ Í‡Ê‰ÓÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÂ

ÒÓ·˚ÚËÂ ËÏÂÂÚ ‚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÌÓÎ¸.
ëÎÛ˜‡ÈÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl "ÔÂÂÌÓÒ‡" ÏÂ˚ ê Ì‡ Ω Ì‡ ÏÂÛ dF Ì‡

�. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÂıÌË˜ÂÒÍËÏ ËÌÒÚÛ-
ÏÂÌÚÓÏ, ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ,
‡ ËÌÓ„‰‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ë ‰Îfl Ëı ÔÓÒÚÓÂÌËfl.

Ç ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ ÏÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚ˚ÏË
ÏÂÚËÍ‡ÏË, ‡ ÏÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÎÓÊÌ˚ÏË
ÏÂÚËÍ‡ÏË [Rach91]. ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚ Ï˚ ·Û‰ÂÏ Ó·˚˜ÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‰ËÒÍÂÚ-
Ì˚È ‚‡Ë‡ÌÚ ÏÂÚËÍ ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ËÁ ÌËı ÓÔÂ‰Â-
Îfl˛ÚÒfl Ì‡ Î˛·ÓÏ ËÁÏÂËÏÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. ÑÎfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÚËÍË d ÛÒÎÓ-
‚ËÂ P(X = Y) = 1 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d(X, Y) = 0. ÇÓ ÏÌÓ„Ëı
ÒÎÛ˜‡flı Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÓÒÚÓflÌËÈ χ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓÓÂ ·‡ÁÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó ÎËÙÚËÌ„ÓÏ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÔÂ-
‰ÂÎÂÌËÈ.

Ç ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ ÏÌÓ„ËÂ ËÁ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÌËÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË
P1 Ë P2 ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl Í‡Í ÏÂ˚ ÒÚÂÔÂÌË ÒÓ„Î‡ÒËfl ÏÂÊ‰Û ÓˆÂÌË‚‡ÂÏ˚Ï (P2) Ë
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÏ (P1) ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË.

Ñ‡ÎÂÂ ÔÓ ÚÂÍÒÚÛ ÒËÏ‚ÓÎÓÏ 
[X] Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÊË‰‡ÌËÂ (ËÎË
ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ) ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ï: ‚ ‰ËÒÍÂÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â 
[X] = 

x

xp x∑ ( ),

a ‰Îfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl 
 

[ ] ( ) .X xp x dx= ∫  ÑËÒÔÂÒËÂÈ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌ‡


[X – 
[X])2]. àÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl pX = p(x) = P(X = x), FX = F(x) =
= P(X ≤ x), p(x, y) = P(X = x, Y = y).

14.1.   êÄëëíéüçàü  çÄ  ëãìóÄâçõï  ÇÖãàóàçÄï

ÇÒÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Z ‚ÒÂı ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı
‚ÂÎË˜ËÌ Ò Ó‰ÌËÏ Ë ÚÂÏ ÊÂ ÌÂÒÛ˘ËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ χ; Á‰ÂÒ¸ X, Y ∈  Z.

Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË

Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Z c χ ⊂ � Ë 
[| Z |p] < ∞ ‰Îfl ‚ÒÂı
Z ∈ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  

( [| | ]) | | ( , ) ./

( , )

/


 X Y x y p x yp p

x y

p

p

− = −










∈ ×
∑1

1

χ χ
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ÑÎfl p = 1, 2 Ë ∞ ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÌÊÂÌÂÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÒÂ‰ÌÂ-
Í‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÒÛÔÂÏÛÏ‡ ÏÂÊ‰Û
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË.

àÌ‰ËÍ‡ÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

àÌ‰ËÍ‡ÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Z, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  


[ ] ( , ) ( , ).
( , ) ( , ) ,  

1 1X Y
x y

x y
x y x y

p x y p x y≠
∈ ×

≠
∈ × ≠

= =∑ ∑
χ χ χ χ

(ÒÏ. ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡, „Î. 1).

ä ÏÂÚËÍ‡ äË î‡Ì‡

ä ÏÂÚËÍ‡ äË î‡Ì‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ä Ì‡ Z, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf{ : (| | ) }.ε ε ε> − > <0 P X Y

ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÛ˜‡ÂÏ d(x, y) = | X – Y | ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

K* ÏÂÚËÍ‡ äË î‡Ì‡

K* ÏÂÚËÍ‡ äË î‡Ì‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ K* Ì‡ Z, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í



| |

| |

| |

| |
( , ).

( , )

X Y

X Y

x y

x y
p x y

x y

−
+ −







= −
+ −∈ ×

∑1 1χ χ

ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ , d) ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Z
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf{ : ( ( , ) ) }.ε ε εP d X Y > <

14.2.  êÄëëíéüçàü  çÄ  áÄäéçÄï  êÄëèêÖÑÖãÖçàü

ÇÒÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � ‚ÒÂı Á‡ÍÓÌÓ‚
‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ËÏÂ˛Ú
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ χ; Á‰ÂÒ¸ P1, P2 ∈ �.

Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÚÌÓÒÚflÏË

Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÚÌÓÒÚflÏË ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (‰Îfl Ò˜ÂÚÌÓ„Ó χ), ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·Ó„ p > 0 Í‡Í

x

p pp x p x∑ −








| ( ) ( ) | ) .min( , / )

1 2
1 1

ÑÎfl p = 1 ÂÂ ÔÓÎÓ‚ËÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÓÎÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËË (ËÎË ËÁÏÂÌflÂÏ˚Ï
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÎÂ‰‡). íÓ˜Â˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ sup | ( ) ( ) |

x
p x p x1 2−  ÒÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚ÛÂÚ p = ∞.
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡ (ËÎË Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl

ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡fl Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂ �n), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

  
( [ ] [ ]) ( [ ] [ ])
 
 
 
P P

T
P PX X A X X

1 2 1 2

1− −−

‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎeÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ä.

àÌÊÂÌÂÌ‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
àÌÊÂÌÂÌÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂  �), ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

 

| [ ] [ ] |    ( ( ) ( ))  .
 
P P
x

X X x p x p x
1 2 1 2− = −∑

åÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl ÔÓÚÂË ÔÓfl‰Í‡ m
åÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl ÔÓÚÂË ÔÓfl‰Í‡ m ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂  �), ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  

sup
( )

!
( ( ) ( )).

t x t

mx t

m
p x p x

∈ ≥
∑ − −

�
1 2

åÂÚËÍ‡ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–ëÏËÌÓ‚‡
åÂÚËÍÓÈ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–ëÏËÌÓ‚‡ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡, ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂  �), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  
sup | ( ) ( ) | .
t

P X x P X x
∈

≤ − ≤
�

1 2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛËÔÂ‡ Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
sup( ( ) ( )) sup( ( ) ( ))
x x

P X x P X x P X x P X x
∈ ∈

≤ − ≤ + ≤ − ≤
� �

1 2 2 1

(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ èÓÏÔÂÈ˛–ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡,  „Î. 9).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÌ‰ÂÒÓÌ‡–Ñ‡ÎËÌ„‡ Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

 

sup
| ( ) ( )

ln ( )( ( ))
.

x

P X x P X x

P X x P X x∈

≤ − ≤
≤ − ≤�

1 2

1 11

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÌÍÓ‚Ë˜‡–Ñ‡ıÏ˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

sup( ( ) ( )) ln
( )( ( ))x

P X x P X x
P X x P X x∈

≤ − ≤
≤ − ≤

+
�

1 2
1 1

1

1

+ ≤ − ≤
≤ − ≤∈

 sup( ( ) ( )) ln
( )( ( ))

.
x

P X x P X x
P X x P X x�

2 1
1 1

1

1

íË ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÒÚÂ-
ÔÂÌË ÒÓ„Î‡ÒËfl, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ËÒÍÓ‚ÓÈ ÒÚÓËÏÓÒÚË ‚ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÒÙÂÂ.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡ÏÂ‡–ÙÓÌ åËÁÂÒ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡ÏÂ‡–ÙÓÌ åËÁÂÒ‡ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂  � ), ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

−∞

+∞

∫ ≤ − ≤( ( ) ( )) .P X x P X x dx1 2
2

éÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Í‚‡‰‡Ú L2-ÏÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ÍÛÏÛÎflÚË‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË
ÔÎÓÚÌÓÒÚË.

åÂÚËÍ‡ ãÂ‚Ë
åÂÚËÍ‡ ãÂ‚Ë – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl χ ⊂  �), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf{ : ( ) ( ) ( )ε ε ε ε ε< ≤ − − ≤ ≤ ≤ ≤ + +0 1 2 1P X x P X x P X x

‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ �}

éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍË èÓıÓÓ‚‡ ‰Îfl (χ, d) = (�, | x – y |).

åÂÚËÍ‡ èÓıÓÓ‚‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ , d) ÏÂÚËÍ‡ èÓıÓÓ‚‡ Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ0

Òfl Í‡Í

  inf{ : ( ) ( ) ( ) ( ) },ε ε εε ε> ∈ ≤ ∈ + ∈ ≤ ∈ +0 1 2 2 1P X B P X B P X B P X B  Ë  

„‰Â Ç – Î˛·ÓÂ ·ÓÂÎÂ‚ÒÍÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ χ, ‡ B x d x yε ε= <{ : ( , ) ,
y B∈ }.

ùÚÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ (ÔÓ ‚ÒÂÏ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏ Ô‡ (X, Y) ÒÎÛ˜‡È-
Ì˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ ï, Y, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Ëı Ï‡„ËÌ‡Î¸Ì˚ÂÏË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl P1
Ë P2 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ) ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË
ï Ë Y.

åÂÚËÍ‡ Ñ‡‰ÎË
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ, d) ÏÂÚËÍ‡ Ñ‡‰ÎË Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sup | [ ( )] [ ( )] |  sup  ( )( ( ) ( ))  .
f F

P P
f F x

f X f X f x p x p x
∈ ∈ ∈

− = −∑
 

1 2 1 2

χ

„‰Â F f f fd= → + ≤∞{ : ,  || || Lip ( ) }χ � 1  Ë Lip ( ) sup
| ( ) ( ) |

( , )
.

, ,  
d

x y x y
f

f x f y

d x y
= −

∈ ≠χ

åÂÚËÍ‡ òÛÎ¸„Ë
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ, d) ÏÂÚËÍ‡ òÛÎ¸„Ë Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sup  | ( ) | ( )) | ( ) | ( ))  ,/ /

f F x

p p

x

p pf x p x f x p x
∈ ∈ ∈

∑ ∑








 −











χ χ
1

1
2

1

„‰Â F f fd= → ≤{ : ,  Lip ( ) }χ � 1  Ë Lip ( ) sup
| ( ) ( ) |

( , )
.

, ,  
d

x y x y
f

f x f y

d x y
= −

∈ ≠χ
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ áÓÎÓÚ‡Â‚‡
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ áÓÎÓÚ‡Â‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

sup  ( )( ( ) ( ))  ,
f F x

f x p x p x
∈ ∈

∑ −
χ

1 2

„‰Â F – Î˛·ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÙÛÌÍˆËÈ (‰Îfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl F – Î˛·ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
Ú‡ÍËı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ); ÒÏ. åÂÚËÍ‡ òÛÎ¸„Ë, åÂÚËÍ‡
Ñ‡‰ÎË.

åÂÚËÍ‡ Ò‚ÂÚÍË

èÛÒÚ¸ G – ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì‡fl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ‡·ÂÎÂ‚‡ „ÛÔÔ‡ Ë ÔÛÒÚ¸ ë(G) –
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ G ,
ÍÓÚÓ˚Â Ó·‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ÙÛÌÍˆË˛ g  ∈ C(G),
Ú‡ÍÛ˛ ˜ÚÓ | g | fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÏÂÂ ï‡‡‡ Ì‡ G  Ë
{ : ˆ( ) }*β β∈ =G g 0  ËÏÂÂÚ ÔÛÒÚÛ˛ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸: Á‰ÂÒ¸ G* – ‰Û‡Î¸Ì‡fl „ÛÔÔ‡ ‰Îfl G  Ë
ĝ  – ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ îÛ¸Â ‰Îfl g.

åÂÚËÍ‡ Ò‚ÂÚÍË ûÍË˜‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı
‰‚Ûı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÏÂ Å˝‡ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ P1 Ë P2 Ì‡ G Í‡Í

sup ( )( )( ) | .
x G

y G

g xy dP dP y
∈ ∈

−∫ −1
1 2

Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ‡ÁÌÓÒÚ¸ T g T gp p1 2
( ) ( )−

ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ò‚ÂÚÍË Ì‡ C(G), „‰Â ‰Îfl Î˛·ÓÈ f ∈ C(G) ÓÔÂ‡ÚÓ Tpf(x) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

Í‡Í 
y G

f xy dP y
∈

−∫ ( ) ( ).1

åÂÚËÍ‡ ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡

ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ , d) ÏÂÚËÍ‡ ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ Ì‡ �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-
Òfl Í‡Í

sup{| ( ) ( ) |:P X B P X B1 2∈ − ∈  B – Î˛·ÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ¯‡}.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË P1
Ë P2, Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË Ì‡‰ ‡ÁÌ˚ÏË ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ÏË �1 Ë �2 ËÁÏÂËÏ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÏ‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

D P P D P P( , ) ( , ),1 2 2 1+

„‰Â D P P P C B C P B B( , ) sup{inf{ ( ) :  } ( ) :  }1 2 2 2 1 1= ∈ − ∈� � �  – ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÂ ä‡Ï‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÂ ä‡Ï‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ P1

Ë P2 (Á‡‰‡ÌÌ˚ı Ì‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı χ1 Ë χ2), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·‡ÁÓÏ:

max{ ( , ),  ( , )},δ δP P P P1 2 2 1
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„‰Â  δ
χ

( , ) inf | ( ) ( ) |P P BP X x BP X x
B

x
1 2 1 2 2 2 2 2

2 2

= = − =
∈
∑  – ÌÂ‚flÁÍ‡  ãÂ  ä‡Ï‡.  á‰ÂÒ¸

BP X x p x b x x
x

1 2 2 1 1 2 1

1 1

( ) ( ) ( | ),= =
∈
∑

χ

 „‰Â Ç – ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ì‡‰ χ1 × χ2 Ë

b x x
B X x X x

B X x

B X x X x

B X x X x
x

( | )
( , )

( )

( , )

( , )
.2 1

1 1 2 2

1 1

1 1 2 2

1 2 2

2

= = =
=

= = =
= =

∈
∑

χ

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, BP X x2 2 2( )=  fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ì‡‰ χ2,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ 
x

b x x
2 2

2 1 1
∈
∑ =

χ

( | ) . ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÂ ä‡Ï‡ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÚÂÓËË

‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ P1 Ë P2 Á‡‰‡Ì˚ Ì‡‰ ‡ÁÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË; ˝ÚÓ ÂÒÚ¸
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËÏË ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ÏË (ÏÓ‰ÂÎflÏË).

åÂÚËÍ‡ ëÍÓÓıÓ‰‡–ÅËÎËÌ„ÒÎË
åÂÚËÍ‡ ëÍÓÓıÓ‰‡–ÅËÎËÌ„ÒÎË – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf max sup | ( ) ( ( )) | sup | ( ) |, sup  ln
( ) ( )

 ,
f x x x y

P X x P X f x f x x
f y f x

y x1 2≤ − ≤ − −
−







≠

„‰Â f: � → � – ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl.

åÂÚËÍ‡ ëÍÓÓıÓ‰‡
åÂÚËÍÓÈ ëÍÓÓıÓ‰‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf : max sup | ( ) ( ( )) |, sup | ( ) | ,ε ε> < − ≤ −







<








0 1 2
x x

P X x P X f x f x x

„‰Â f: � → � – ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅËÌ·‡ÛÏ‡–éÎË˜‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅËÌ·‡ÛÏ‡–éÎË˜‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  
sup (| ( ) ( ) |),
x

f P X x P X x
∈

≤ − ≤
�

1 2

„‰Â f: �≥0 → �≥0 – Î˛·‡fl ÌÂÛ·˚‚‡˛˘‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ò f(0) = 0 Ë f(2t) ≤ Kf(t)
‰Îfl Î˛·Ó„Ó t > 0 Ë ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó K. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ÏÂÚËÍÓÈ,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÓ·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ d P P K d P P d P P( , ) ( ( , ) ( , )).1 2 2 3 3 2≤ +

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅËÌ·‡ÛÏ‡–éÎË˜‡ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ
Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, 1], „‰Â ÓÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

Í‡Í 
0

1

∫ −H f x g x dx(| ( ) ( ) |) ,  „‰Â ç – ÌÂÛ·˚‚‡˛˘‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ËÁ [0, ∞) ‚

[0, ∞), ÍÓÚÓ‡fl Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ‚ ÌÛÎÂ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ éÎË˜‡:

sup
( )

( )
.

t

H t

H t>
< ∞

0

2
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛ„ÎÓ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛ„ÎÓ‚‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∫ ≤ − ≤f P X x P X x dx( ( ) ( ) ,1 2

„‰Â f: � ≥0  → �≥0 – ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ˜eÚÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ò f(0) = 0 Ë f s t( )+ ≤
≤ +K f s f t( ( ) ( ))  ‰Îfl Î˛·˚ı s, t ≥ 0 Ë ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó K ≥ 1. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÓ˜ÚË ÏÂÚËÍÓÈ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÓ·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ d P P K d P P d P P( , ) ( ( , ) ( , )).1 2 1 3 3 2≤ +

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÛ·Ë–ê‡Ó

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛   φ( ) : ( , )t 0 ∞ → �  Ë ÔÓÎÓÊËÏ
φ φ( ) lim ( ) ( , ].0

0
= ∈ −∞ ∞

→t
t  Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ φ ‚ÎÂ˜ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË

δφ : [ , ] ( , ],0 1 2 → −∞ ∞  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Í‡Í δ φ φ φφ( , )
( ) ( )

x y
x y x y= + − +



2 2

 ÂÒÎË (x, y) ≠

≠ (0, 0) Ë δφ(0, 0) = 0.
ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÛ·Ë–ê‡Ó Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

x

p x p x∑ δφ( ( ), ( )).1 2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂ„Ï‡Ì‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÛ˛ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ φ(t): (0, ∞) → � Ë ÔÓÎÓ-

ÊËÏ φ φ( ) lim ( ) ( , ].0
0

= ∈ −∞ ∞
→t

t  Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ φ ‚ÎÂ˜ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË

δφ : [ , ] ( , ],0 1 2 → −∞ ∞  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Í‡Í ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË

  δ φ φ φφ( , ) ( ) ( ) ( )( ),u u uv v v v= − − ′ −    0 1< ≤u,  v  Ì‡ [0, 1]2.
ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

m

i ip q∑ δφ( , )

(ÒÏ. ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂ„Ï‡Ì‡).

f-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ óËÁ‡‡
f-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ óËÁ‡‡  ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �×�, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

x

p x f
p x

p x∑ 



2

1

2

( )
( )

( )
,

„‰Â f: �≥0 → � – ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl.
ëÎÛ˜‡Ë f(t ) = t ln t Ë f(t) = (t  – 1)2/2 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ‡ÒÒÚÓflÌË˛ äÛÎÎ·‡Í‡–

ãÂÈ·ÎÂ‡ Ë �2-‡ÒÒÚÓflÌË˛, ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÌËÊÂ. ëÎÛ˜‡È f(t) = | t – 1 | ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ

L1-ÏÂÚËÍÂ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÚÌÓÒÚflÏË, ‡ ÒÎÛ˜‡È f t t( ) = −( )4 1  (Ú‡Í ÊÂ Í‡Í Ë ÒÎÛ˜‡È

f t t t( ) ( ) )= + −2 1 4  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Í‚‡‰‡ÚÛ ÏÂÚËÍË ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡.
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èÓÎÛÏÂÚËÍË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Í‚‡‰‡ÚÌ˚È ÍÓÂÌ¸ f-‡ÒıÓÊ-
‰ÂÌËfl óËÁ‡‡ ‚ ÒÎÛ˜‡flı f t t t( ) ( ) /( )= − +1 12  (ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ç‡Ê‰˚–äÛÒ‡), f t( ) =

= − | | /t a a1 1  Ò 0 < a ≤ 1 (ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ å‡ÚÛ¯ËÚ˚) Ë f t
t t

a

a a a a

( )
( ) ( )

/

/ ( ) /

= + − +
−

−1 2 1

1 1

1 1

(ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ éÒÚÂÂÈıÂ‡).

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË (ËÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl, ‡ÙÙËÌÌÓÒÚ¸
ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡) Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

ρ( , ) ( ) ( ).P P p x p x
x

1 2 1 2= ∑
åÂÚËÍ‡ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË, ÏÂÚËÍ‡ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡
ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡–ä‡ÍÛÚ‡ÌË) Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2 2 11 2

2
1 2

1 2
1 2

x

p x p x P P∑ −( )







 = −( ) ( ) ( ( , )) .

/

/ρ

ùÚÓ – L2-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Í‚‡‰‡ÚÌ˚ÏË ÍÓÌflÏË ÙÛÌÍˆËÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÂÒÚ¸ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2 1 2

1 2

p x p x

p x p x
x

( ) ( )

( ) ( )
.

+∑
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl Ì‡ � ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÚÒfl Í‡Í

(arccos ρ(P1, P2))2.

ì‰‚ÓÂÌËÂ Ú‡ÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔËÏÂÌflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ Ë Ï‡¯ËÌÌÓÏ
Ó·Û˜ÂÌËË, „‰Â ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ îË¯Â‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl Ì‡ � ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÚÒfl Í‡Í

–ln ρ(P1, P2).

�2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
�2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË �2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ çÂÈÏ‡Ì‡) ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

( ( ) ( ))

( )
.

p x p x

p x
x

1 2
2

2

−∑
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�2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ èËÒÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

( ( ) ( ))

( )
.

p x p x

p x
x

1 2
2

1

−∑
ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌ‡fl ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl �2-ÏÂ‡ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

ÌÓÂ Í‡Í

2 1 2
2

1 2

( ( ) ( ))

( ) ( )
.

p x p x

p x p x
x

−
−∑

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ � (‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ò˜ÂÚÌÓ-

„Ó χ), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

max
( )

( )
.

x

p x

p x
1 1

2

−






(çÂ ÔÛÚ‡Ú¸ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÚÂÎ‡ÏË.)

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãeÈ·ÎÂ‡

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡ (ËÎË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ˝ÌÚÓÔËfl, ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ
ËÌÙÓÏ‡ˆËË, KL-‡ÒÒÚÓflÌËÂ) ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  

KL P P L p x
p x

p xP
x

( , ) [ln ] ( ) ln
( )

( )
,1 2 1

1

2
1

= = ∑


„‰Â L
p x

p x
= 1

2

( )

( )
 – ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

KL P P p x p x p x p x H P P H P
x x

( , ) ( ( ) ln ( )) ( ( ) ln ( )) ( , ) ( ),1 2 1 2 1 1 1 2 1= − + = −∑ ∑

„‰Â H P( )1  – ˝ÌÚÓÔËfl P1, ‡ H P P( , )1 2  – ÔÂÂÍeÒÚÌ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl P1 Ë P2. ÖÒÎË P2

fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ Ï‡„ËÌ‡ÎÓ‚ P1, ÚÓ KL-‡ÒÒÚÓflÌËÂ KL(P1, P2) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ò˝ÌÌÓÌ‡ Ë ‡‚ÌÓ 
( , )

( , ) ln
( , )

( ) ( )
x y

p x y
p x y

p x p y∈ ×
∑

χ χ
1

1

1 1

 (ÒÏ. ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ ò˝ÌÌÓÌ‡).

äÓÒÓÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ
äÓÒÓÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ – Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

KL P aP a P( , ( ) ),1 2 11+ −

„‰Â a ∈  [0, 1] – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë KL – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

ÒÎÛ˜‡È a = 1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ KL(P1, P2). äÓÒÓÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ Ò a = 1

2
 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

K-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂÏ.
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ê‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÙÙË
ê‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂÏ ÑÊÂÙÙË (ËÎË J-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ‚ÂÒËfl

‡ÒÒÚÓflÌËfl äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

KL P P KL P P p x
p x

p x
p x

p x

p x
x

( , ) ( , ) ( ) ln
( )

( )
( ) ln

( )

( )
.1 2 2 1 1

1

2
2

2

1

+ = +




∑

ÑÎfl P1 → P2 ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÙÙË ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ �2-‡ÒÒÚÓflÌË˛.

ê‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–ò˝ÌÌÓÌ‡
ê‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–ò˝ÌÌÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

aKL P P a KL P P( , ) ( ) ( , ),1 3 2 31+ −

„‰Â P aP a P3 1 21= + −( )  Ë a ∈ [0, 1] – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ (ÒÏ. èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ flÒÌÓÒÚË).

ç‡ flÁ˚ÍÂ ˝ÌÚÓÔËË H P p x p x
x

( ) ( ) ln ( )= ∑  ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–ò˝ÌÌÓÌ‡

‡‚ÌÓ H aP a P aH P a H P( ( ) ) ( ) ( ) ( ).1 2 1 21 1+ − − − −
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ íÓÔÒÂ ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ‚ÂÒËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡

Ì‡ �. éÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

KL P P KL P P p x
p x

p x
p x

p x

p x
x

( , ) ( , ) ( ) ln
( )

( )
( ) ln

( )

( )
,1 3 2 3 1

1

3
2

2

3

+ = +




∑

„‰Â P P P3 1 2
1

2
= +( ).  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ íÓÔÒÂ ÂÒÚ¸ Û‰‚ÓÂÌÌÓÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–

ò˝ÌÌÓÌ‡ Ò a = 1

2
.  çÂÍÓÚÓ˚Â ‡‚ÚÓ˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ÚÂÏËÌ "‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–

ò˝ÌÌÓÌ‡" ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‡. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓÊÂ ÏÂÚËÍÓÈ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl,
ÌÓ Â„Ó Í‚‡‰‡ÚÌ˚È ÍÓÂÌ¸ – ÏÂÚËÍ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ÔÓ ÑÊÂÌÒÂÌÛ–òËÏ‡ÌÓ‚Ë˜Û ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜-

Ì‡fl ‚ÂÒËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡ Ì‡ �. éÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í „‡ÏÓ-
ÌË˜ÂÒÍ‡fl ÒÛÏÏ‡

1 1

1 2 2 1

1

KL P P KL P P( , ) ( , )
+







−

(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ‰Îfl „‡ÙÓ‚, „Î. 15).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÎË–ëËÎ‚Âfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÎË–ëËÎ‚Âfl ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, Á‡‰‡ÌÌÓÂ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓÏ

f g LP( [ ( )]),

1

„‰Â L
p x

p x
= 1

2

( )

( )
 – ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl, f – ÌÂÛ·˚‚‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ‡ g – ÌÂÔÂ-

˚‚Ì‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl (ÒÏ. f-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ óËÁ‡‡).
ëÎÛ˜‡È f(x) = x, g(x ) = x ln x ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡;

ÒÎÛ˜‡È f(x) = –ln x, g(x) = x' – ‡ÒÒÚÓflÌË˛ óÂÌÓ‚‡.



222 ó‡ÒÚ¸ III. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ óÂÌÓ‚‡

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ óÂÌÓ‚‡ (ËÎË ÔÂÂÍeÒÚÌÓÈ ˝ÌÚÓÔËÂÈ êÂÌ¸Ë) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

max ( , ),
[ , ]t

tD P P
∈ 0 1

1 2

„‰Â D P P p x p xt
x

t t( , ) ln ( ( )) ( ( )) ,1 2 1 2
1= − ∑ −  ˜ÚÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ êÂÌ¸Ë.

ëÎÛ˜‡È t = 1
2

 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ 2 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÂÌ¸Ë
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÂÌ¸Ë (ËÎË ˝ÌÚÓÔËfl êÂÌ¸Ë ÔÓfl‰Í‡ t) ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1

1 2
1

2t
p x

p x

p x
x

t

−




∑ln ( )

( )

( )
,

„‰Â t ≥ 0, t ≠ 1.
èÂ‰ÂÎÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl êÂÌ¸Ë ‰Îfl t → 1 fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡.

ÑÎfl t = 1
2

 ÔÓÎÓ‚ËÌ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl êÂÌ¸Ë ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl (ÒÏ. f-‡ÒıÓÊ-

‰ÂÌËÂ óËÁ‡‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ óÂÌÓ‚‡).

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ flÒÌÓÒÚË
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ flÒÌÓÒÚË – ˝ÚÓ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))KL P P KL P P KL P P KL P P1 3 2 3 1 2 2 1+ − + =

= +




∑

x

p x
p x

p x
p x

p x

p x1
2

3
2

1

3

( ) ln
( )

( )
( ) ln

( )

( )
,

„‰Â KL – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡ Ë P3 – Á‡‰‡ÌÌ˚È ÒÒ˚ÎÓ˜Ì˚È Á‡ÍÓÌ ÚÂÓËË
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ. ÇÔÂ‚˚Â ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‚ ÚÛ‰Â [CCL01], „‰Â P3 ÓÁÌ‡˜‡ÎÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ó·˘Â„Ó ‡Ì„ÎËÈÒÍÓ„Ó flÁ˚Í‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò˝ÌÌÓÌ‡

ÑÎfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÏÂÓÈ (Ω, �, P) „‰Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ω ÍÓÌÂ˜ÌÓ Ë ê fl‚ÎflÂÚÒfl
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÓÈ, ˝ÌÚÓÔËfl ÙÛÌÍˆËË f : Ω → X, „‰Â ï – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó,
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

H f P f x P f x
x X

( ) ( ) ln( ( ));= = =
∈
∑

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, f ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ‡Á·ËÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÏÂÓÈ.
ÑÎfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı Ú‡ÍËı ‡Á·ËÂÌËÈ f : Ω → X Ë g  : Ω → Y Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˝ÌÚÓÔË˛
‡Á·ËÂÌËfl (f, g): Ω → X × Y (Ó·˘Û˛ ˝ÌÚÓÔË˛) Í‡Í H(f, g) Ë ÛÒÎÓ‚ÌÛ˛ ˝ÌÚÓÔË˛
Í‡Í H(f | g). íÓ„‰‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò˝ÌÌÓÌ‡ ÏÂÊ‰Û f Ë g ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2H f g H f H g H f g H g f( , ) ( ) ( ) ( | ) ( | ).− − = +
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Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÌÙÓÏ‡ˆËË ò˝ÌÌÓÌ‡ ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

H f g H f H g p f x g y
p f x g y

p f x p g y
x y

( , ) ( ) ( ) ( , ) ln
( , )

( ) ( )
.

( , )

− − = = = = =
= =∑

ÖÒÎË ê  – Á‡ÍÓÌ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, ÚÓ, Í‡Í ‰ÓÍ‡Á‡Î
ÉÓÔÔ‡, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò˝ÌÌÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Í‡Í ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ÒÎÛ˜‡È ÏÂÚËÍË
ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓ‰„ÛÔÔ.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÂÚËÍ‡ ËÌÙÓÏ‡ˆËË (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ˝ÌÚÓÔËË) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË (ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ËÌÙÓÏ‡ˆËË) ï  Ë Y ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

H(X | Y) + H(Y | X),

„‰Â ÛÒÎÓ‚Ì‡fl ˝ÌÚÓÔËfl H(X | Y ) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
x X y Y

p x y p x y
∈ ∈
∑ ∑ ( , ) ln ( | )  Ë

p x y P X x Y y( , ) ( | )= = =  fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ÌÓÈ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛.
çÓÏ‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

H X Y H Y X

H X Y

( | ) ( | )

( , )
.

−

éÌ‡ ‡‚Ì‡ 1, ÂÒÎË X Ë Y ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ (ÒÏ. ‰Û„ÓÂ ÔÓÌflÚËÂ çÓÏ‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
‡ÒÒÚÓflÌËfl ËÌÙÓÏ‡ˆËË,  „Î. 11).

åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡–å˝ÎÎÓÛÁ‡–åÓÌÊ‡–Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ, d) ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡–å˝ÎÎÓÛÁ‡–åÓÌÊ‡–

Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf 
S[d(X, Y)],

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏ S Ô‡ (X, Y) ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ X Ë Y,
Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Ï‡„ËÌ‡Î¸Ì˚ÏË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË X Ë Y fl‚Îfl˛ÚÒfl P1 Ë P2.

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ, d) ˝ÚÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ

ÎËÔ¯ËˆÂ‚Û ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË sup ( ),
f

fd P P∫ −1 2  „‰Â ÒÛÔÂÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ

‚ÒÂÏ ÙÛÌÍˆËflÏ f Ò | ( ) ( ) |  ( , )f x f y d x y− ≤  ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ χ .
Ç ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÏ ÒÏ˚ÒÎÂ Lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl χ  = �n ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

(inf [ ( , )]) ,/
S
p pd X Y 1

Ë ‰Îfl p = 1 ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ρ -‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ. ÑÎfl (χ, d) = (�, | x – y |) ÓÌÓ
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Lp-ÏÂÚËÍÓÈ ÏÂÊ‰Û ÙÛÌÍˆËflÏË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (CDF) Ë Â„Ó ÏÓÊÌÓ
Á‡ÔËÒ‡Ú¸

  

(inf [| | ]) | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |/

/ /




�

X Y F x F x dx F x F x dxp p p

p

p

p

− = −








 = −









∫ ∫ − −1

1 2

1

0

1

1
1

2
1

1

Ò F x P X x ui
u

i
− = ≤ <1( ) sup( ( ) ).

ëÎÛ˜‡È p  = 1 ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ åÓÌÊ‡–ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡ (ËÎË, ‚
ÚÂÓËË Ù‡ÍÚ‡ÎÓ‚ ÏÂÚËÍÓÈ ï‡Ú˜ËÌÒÓÌ‡), ÏÂÚËÍÓÈ Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡ (ËÎË
ÏÂÚËÍÓÈ îÓÚÂ–åÛ¸Â)
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d -ÏÂÚËÍ‡ éÌ¯ÚÂÈÌ‡

d -ÏÂÚËÍ‡ éÌ¯ÚÂÈÌ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (‰Îfl χ = �n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1
1

1
n

dS
x y i

n

x yi i
inf ,

,
∫ ∑

=
≠











„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏ S Ô‡ (X, Y) ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı
‚ÂÎË˜ËÌ X Ë Y, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Ï‡„ËÌ‡Î¸Ì˚ÏË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË X Ë Y fl‚Îfl˛ÚÒfl P1 Ë P2.

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ ÚÂÓËË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚,
ÚÂÓËË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ Ë ÚÂÓËË ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÚÂÓËË „‡ÙÓ‚

É‡ÙÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‡ G  = (V, E), „‰Â V – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ-
‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡ G, Ë Ö – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ ‚Â¯ËÌ, ÍÓÚÓ˚Â
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Â·‡ÏË „‡Ù‡ G . éËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È „‡Ù (ËÎË Ó„‡Ù) ÂÒÚ¸ Ô‡‡
D = (V, E), „‰Â V – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ Ó„‡Ù‡ D, Ë Ö –
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ ‚Â¯ËÌ, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‰Û„‡ÏË Ó„‡Ù‡ D.

É‡Ù, Û ÍÓÚÓÓ„Ó Î˛·˚Â ‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ Ó‰ÌËÏ Â·ÓÏ,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ˚Ï „‡ÙÓÏ. ÖÒÎË ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚÒfl ÒÓÂ‰ËÌÂÌËÂ ‚Â¯ËÌ Í‡ÚÌ˚ÏË
(Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË) Â·‡ÏË, ÚÓ Ú‡ÍÓÈ „‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÛÎ¸ÚË„‡ÙÓÏ. É‡Ù Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï (·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï), ÂÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó V Â„Ó ‚Â¯ËÌ ÍÓÌÂ˜ÌÓ (ËÎË
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ). èÓfl‰ÍÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó
Â„Ó ‚Â¯ËÌ; ‡ÁÏÂÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ Â„Ó Â·Â.

É‡Ù ËÎË ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È „‡Ù ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ÙÛÌÍˆËÂÈ, ÔËÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÈ
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÒ Í‡Ê‰ÓÏÛ Â·Û, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚Ï „‡ÙÓÏ ËÎË ÒÂÚ¸˛.
ëÂÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Í‡Í‡ÒÓÏ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓ„‰‡ ‚ÂÒ‡ ËÌÚÂÔÂÚËÛ˛ÚÒfl Í‡Í
‰ÎËÌ˚ Â·Â ‚ÓÁÏÓÊÌÓ„Ó ‚ÎÓÊÂÌËfl ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. Ç ÚÂÏË-
Ì‡ı ÚÂÓËË ÔÓ˜ÌÓÒÚË Â·‡ Í‡Í‡Ò‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÛÚ¸flÏË (Ó·˚˜ÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ
‰ÎËÌ˚); ÚÂÌÒÂ„ËÚË – ˝ÚÓ Í‡Í‡ÒÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÔÛÚ¸fl fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎË·Ó
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ Ì‡ÚflÊÂÌËfl – ÚÓÒ‡ÏË (Ú.Â. ÌÂ ÏÓ„ÛÚ ÓÚ‰‡ÎËÚ¸Òfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡), ÎË·Ó
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ÒÊ‡ÚËfl – ‡ÒÔÓÍ‡ÏË (Ú.Â. ÌÂ ÏÓ„ÛÚ Ò·ÎËÁËÚ¸Òfl).

èÓ‰„‡ÙÓÏ „‡Ù‡ G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡Ù G', ‚Â¯ËÌ˚ Ë Â·‡ ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·‡ÁÛ˛Ú
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚Â¯ËÌ Ë Â·Â „‡Ù‡ G. ÖÒÎË G' fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰„‡ÙÓÏ G, ÚÓ „‡Ù G
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛÔÂ„‡ÙÓÏ „‡Ù‡ G' . àÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓ‰„‡Ù – ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
‚Â¯ËÌ „‡Ù‡ G  ‚ÏÂÒÚÂ ÒÓ ‚ÒÂÏË Â·‡ÏË, Ó·Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ÍÓÚÓ˚ı
ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ‰‡ÌÌÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û.

É‡Ù G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‚Â¯ËÌ u, v ∈  V ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚ÛÂÚ (u – v) ÔÛÚ¸, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Â·Â uw1 = w0w1, w1w2,…, wn–1wn =
= wn–1v  ËÁ Ö, ˜ÚÓ wi ≠ wj ‰Îfl i ≠ j, i, j ∈  {0, 1,…, n}. é„‡Ù D  = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÒËÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‚Â¯ËÌ u, v ∈  V ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Í‡Í ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì-
Ì˚È (u – v) ÔÛÚ¸, Ú‡Í Ë ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È (v – u) ÔÛÚ¸. ã˛·ÓÈ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È
Ò‚flÁÌ˚È ÔÓ‰„‡Ù „‡Ù‡ G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â„Ó Ò‚flÁÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓÈ.

ëÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚Â Â·ÓÏ ‚Â¯ËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË. ëÚÂÔÂÌ¸ deg(v) ‚Â¯ËÌ˚
v ∈  V „‡Ù‡ G = (V, E) ‡‚Ì‡ ˜ËÒÎÛ Â„Ó ‚Â¯ËÌ, ÒÏÂÊÌ˚ı Ò v.

èÓÎÌ˚Ï „‡ÙÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡Ù, Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ ‚Â¯ËÌ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡
Â·ÓÏ. Ñ‚Û‰ÓÎ¸Ì˚È „‡Ù – „‡Ù, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚Â¯ËÌ V ‡Á·Ë‚‡ÂÚÒfl Ì‡
‰‚‡ Ú‡ÍËı ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ˜ÚÓ ‚ Ó‰ÌÓÏ Ë ÚÓÏ ÊÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
ÌÂÚ ÌË Ó‰ÌÓÈ Ô‡˚ ÒÏÂÊÌ˚ı ‚Â¯ËÌ. èÛÚ¸ – ˝ÚÓ ÔÓÒÚÓÈ Ò‚flÁÌ˚È „‡Ù, ‚ ÍÓÚÓÓÏ
‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚ ËÏÂ˛Ú ÒÚÂÔÂÌ¸ 1, ‡ ‰Û„ËÂ ‚Â¯ËÌ˚, ÂÒÎË ÓÌË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú, ËÏÂ˛Ú
ÒÚÂÔÂÌ¸ 2; ‰ÎËÌÓÈ ÔÛÚË fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ Â„Ó Â·Â. ñËÍÎÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚È
ÔÛÚ¸, Ú.Â. ÔÓÒÚÓÈ Ò‚flÁÌ˚È „‡Ù, Í‡Ê‰‡fl ‚Â¯ËÌ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ËÏÂÂÚ ÒÚÂÔÂÌ¸ 2.
ÑÂÂ‚Ó – ˝ÚÓ ÔÓÒÚÓÈ Ò‚flÁÌ˚È „‡Ù, ÌÂ ËÏÂ˛˘ËÈ ˆËÍÎÓ‚.
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Ñ‚‡ „‡Ù‡, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÂ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ‚Â¯ËÌ,
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ‰‚‡ „‡Ù‡ G  = (V(G), E(G )) Ë H = (V(H),
E(H)) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ËÂÍˆËfl f : V(G) → V(H), Ú‡Í‡fl
˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı u, v ∈ V(G) Â·Ó uv ∈ E(G) ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â·Ó f(u)f(v)
∈ E(H).

å˚ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏÓÚË‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÒÚ˚Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â „‡Ù˚ Ë Ó„‡Ù˚, ÚÓ˜ÌÂÂ
ÍÎ‡ÒÒ˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ú‡ÍËı ËÁÓÏÓÙÌ˚ı „‡ÙÓ‚.

15.1.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ÇÖêòàçÄï  ÉêÄîÄ

åÂÚËÍ‡ ÔÛÚË
åÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ „‡Ù‡, ÏÂÚËÍÓÈ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË) dpath

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡ G = (V, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl
Î˛·˚ı u, v ∈  V Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó (u – v) ÔÛÚË ‚ G. ä‡Ú˜‡È¯ËÈ (u – v) ÔÛÚ¸
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ ÎËÌËÂÈ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÙË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Ï Ò „‡ÙÓÏ G.

åÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ ä˝ÎË É ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚ (G, ⋅ , e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÒÎÓ‚‡ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. åÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ G = (V, E), Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ V ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ˆËÍÎË˜ÂÒÍË ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ ‚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÏ ˆËÍÎÂ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ. åÂÚËÍ‡ „ËÔÂÍÛ·‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ „ËÔÂÍÛ·‡ ç(m , 2) Ò ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ V = {0, 1}m, Â·‡ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl Ô‡‡ÏË ‚ÂÍÚÓÓ‚ x, y ∈
∈ {0, 1}m, Ú‡ÍËÏË ˜ÚÓ | {i ∈ {1,…, n}: xi ≠  yi} | = 1; ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ | {i ∈ {1,…, n}:
xi ≠  1}∆{i ∈ {1,…, n}: yi = 1 |. É‡ÙË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘ÂÂ „‡ÙÛ „ËÔÂÍÛ·‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ „ËÔÂÍÛ·‡.
éÌÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ({ , } , ).0 1

1

m
ld

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË dwpath ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V Ò‚flÁÌÓ„Ó

‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ G  = (V, E) Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË e·Â (w(e))e ∈  E,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

min ( ),
P

e P

w e
∈
∑

„‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ (u – v) ÔÛÚflÏ ê ‚ G.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·ıÓ‰‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·ıÓ‰‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G  =

= (V, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ‰ÎËÌÌÓ„Ó ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÛÚË
(Ú.Â. ÔÛÚË, ÍÓÚÓ˚È fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓ‰„‡ÙÓÏ „‡Ù‡ G) ËÁ ‚Â¯ËÌ˚ u
‚ ‚Â¯ËÌÛ v ∈  V.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ. É‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÙÓÏ Ó·ıÓ‰‡,
ÂÒÎË Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·ıÓ‰‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [CJT93]).

ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‚ Ó„‡Ù‡ı
ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‚ Ó„‡Ù‡ı ddpath ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ

V ÒËÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓ„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ D = (V, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı u,
v ∈  V Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó (u – v) ÔÛÚË ‚ „‡ÙÂ D. ïÓÓ¯ËÈ
Ú‡ÍÒËÒÚ ÔË ÂÁ‰Â ÔÓ „ÓÓ‰ÒÍËÏ ÛÎËˆ‡Ï Ò Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ‰ÓÎÊÂÌ
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ‰‡ÌÌÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ.
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ñËÍÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‚ Ó„‡Ù‡ı
ñËÍÎË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‚ Ó„‡Ù‡ı Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V

ÒËÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓ„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ D = (V, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

ddpath(u, v) + ddpath(v, u),

„‰Â ddpath – Í‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‚ Ó„‡Ù‡ı.

�-ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÍÎ‡ÒÒ‡ ϒ Ò‚flÁÌ˚ı „‡ÙÓ‚ ÏÂÚËÍ‡ d ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl �-ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË (X, d) ËÁÓÏÂÚË˜ÌÓ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, dwpath), „‰Â „‡Ù G = (V, E) ∈ ϒ Ë dwpath – ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË
Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V „‡Ù‡ G Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Â·ÂÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚ w (ÒÏ.
‰Â‚Ó‚Ë‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡).

ÑÂ‚Ó‚Ë‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÂ‚Ó‚Ë‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÂ‚‡) d Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï ÂÒÚ¸

�-ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ÍÎ‡ÒÒ‡ ϒ ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚, Ú.Â. ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d)
ËÁÓÏÂÚË˜ÌÓ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, dwpath), „‰Â T = (V, E)
ÂÒÚ¸ ‰ÂÂ‚Ó Ë dwpath – ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V ‰ÂÂ‚‡ í
Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Â·ÂÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚ w. åÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Â‚Ó‚Ë‰ÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı
ÚÓ˜ÂÍ.

åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÈ ‰Â‚ÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ,
ÂÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚ÎÓÊÂÌÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓ) Â·ÂÌÓ-‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ X ÏÂÚËÍ‡
d(x, y) ‡‚Ì‡ ÒÛÏÏÂ ‚ÂÒÓ‚ ‚ÒÂı Â·Â ‚‰ÓÎ¸ (Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó) ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ‚Â¯ËÌ‡ÏË ı Ë Û ‰ÂÂ‚‡. åÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÈ ‰Â‚Ó‚Ë‰-
ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÏÛ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ.

åÂÚËÍ‡ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl
ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E) Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Â·ÂÌ˚ı

‚ÂÒÓ‚ w = (w(e))e ∈  E  ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÂÒ‡ e·Â Í‡Í ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl. ÇÓÁ¸ÏÂÏ Î˛·˚Â ‰‚Â
‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ Ë Ë v ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Í ÌËÏ ÔÓ‰ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ·‡Ú‡Âfl Ú‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Â‰ËÌËˆ‡ ÚÓÍ‡ ÚÂ˜ÂÚ ËÁ v ‚ u. çÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡fl ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ‡ÁÌÓÒÚ¸ (ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡ÎÓ‚) Ì‡ÔflÊÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ éÏ‡ Í‡Í ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂ
ÏÂÊ‰Û u Ë v ‚ ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ˆÂÔË; ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl Ω(u, v)
ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ([KlRa93]) (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl, „Î. 14). óËÒÎÓ

  

1

Ω( , )u v
 ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚Ó‰ËÏÓÒÚË Í‡Í ÏÂÛ

ÒÓÂ‰ËÌflÂÏÓÒÚË ÏÂÊ‰Û u Ë v. àÏÂÌÌÓ, ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ 
  
Ω( , ) min

( )
,u

w eP
e P

v ≤
∈
∑ 1

„‰Â ê – Î˛·ÓÈ (u – v) ÔÛÚ¸, Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ú‡ÍÓÈ ÔÛÚ¸ ê
fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï; ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË w(e) = 1 ‰Îfl ‚ÒÂı Â·Â, ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ G fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÂ‚ÓÏ. åÂÚËÍ‡ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ÔËÏÂÌflÂÚÒfl (‚ ÙËÁËÍÂ,
ıËÏËË Ë ÒÂÚflı) ‚ ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸ ˜ËÒÎÓ ÔÛÚÂÈ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË
‰‚ÛÏfl ‚Â¯ËÌ‡ÏË.

ÖÒÎË w(e) = 1 ‰Îfl ‚ÒÂı Â·Â, ÚÓ

  Ω( , ) ( ) ( ),u g g g guu uuv vv vv= + − +
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„‰Â ((gij)) – Ó·Ó·˘fiÌÌ‡fl Ó·‡ÚÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ ã‡ÔÎ‡Ò‡ (lij)) „‡Ù‡ G:
Á‰ÂÒ¸ lii ÂÒÚ¸ ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚Â¯ËÌ˚ i, ‡ ‰Îfl i ≠ j ‚ÂÎË˜ËÌ‡ lij = 1, ÂÒÎË ‚Â¯ËÌ˚ i Ë j
ÒÏÂÊÌ˚Â, Ë lij = 0, ËÌ‡˜Â. ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌ‡fl ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl Ú‡ÍÓ‚‡:   Ω( , )u v =

  = − −(deg( )Pr( )) ,u u v 1  „‰Â deg(u) – ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚Â¯ËÌ˚ u Ë Pr(u – v) – ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÔË
ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ„ ·ÎÛÊ‰‡ÌËË, Ì‡˜ËÌ‡˛˘ÂÏÒfl Ò u, ÔÓÒÂÚËÚ¸ v ÔÂÂ‰ ‚ÓÁ‡˘ÂÌËÂÏ ‚ u.

ìÒÂ˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ìÒÂ˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡, ‡‚Ì‡fl 1

‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÒÏÂÊÌ˚ı ‚Â¯ËÌ Ë ‡‚Ì‡fl 2 ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÌÂÒÏÂÊÌ˚ı
‚Â¯ËÌ. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl 2-ÛÒÂ˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl ÏÂÚËÍË ÔÛÚË „‡Ù‡. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
(1,2)-Ç-ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ÒÚÂÔÂÌ¸ Î˛·ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ Ç.

åÌÓ„ÓÍ‡ÚÌÓ ‚˚‚ÂÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
åÌÓ„ÓÍ‡ÚÌÓ ‚˚‚ÂÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

‚Â¯ËÌ V m-Ò‚flÁÌÓ„Ó ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó „‡Ù‡G = (V, E) , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı u, v ∈
∈ V Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÛÏÏ‡ ‰ÎËÌ m ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl (u – v) ÔÛÚÂÈ.
éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÚÂ·ÛÂÚÒfl Ì‡ÈÚË
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÛÚÂÈ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı
Ò‚flÁË, „‰Â m  – 1 ËÁ (u – v) ÔÛÚÂÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl ÒÓÓ·˘ÂÌËfl,
ÔÂÂ‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓ ÓÒÚ‡‚¯ÂÏÛÒfl (u – v) ÔÛÚË (ÒÏ. [McCa97]).

É‡Ù G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl m-Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÁ m – 1 Â·-
‡, Û‰‡ÎÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ÔÂ‚‡ÚËÚ „‡Ù ‚ ÌÂÒ‚flÁÌ˚È. ë‚flÁÌ˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl
1-Ò‚flÁÌ˚Ï.

ê‡ÁÂÁ – ˝ÚÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË. ÖÒÎË Á‡‰‡ÌÓ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó S
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn = {1,…, n}, ÚÓ Á‡‰‡ÌÓ ‡Á·ËÂÌËÂ  {S, Vn\S} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn. èÓÎÛ-
ÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡ Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Ú‡ÍËÏ ‡Á·ËÂÌËÂÏ, ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl
Í‡Í ÒÔÂˆË‡Î¸Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ ÔÓÎÌÓ„Ó ‰‚Û‰ÓÎ¸ÌÓ„Ó „‡Ù‡
KS V Sn, \ ,  „‰Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‚Â¯ËÌ‡ÏË ‡‚ÌÓ 1, ÂÒÎË ÓÌË ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ‡ÁÌ˚Ï

˜‡ÒÚflÏ ‰‡ÌÌÓ„Ó „‡Ù‡, Ë ‡‚ÌÓ 0, ËÌ‡˜Â.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡
ÖÒÎË Á‡‰‡ÌÓ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó S ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn = {1,…, n}, ÚÓ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡

(ËÎË ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡Á‰‚ÓÂÌËfl) δS fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍa Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

    
δS i j

i j S i j
( , )

,  ,  | { , } | ,

,
=

≠ =



1 1

0

ÂÒÎË 

 ËÌ‡˜Â.

	

é·˚˜ÌÓ ÓÌ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÍÚÓ ‚   �
| | ,  ( ) {{ , } : }.En E n i j i j n= ≤ < ≤1

äÛ„Ó‚ÓÈ ‡ÁÂÁ Vn Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ S[k+1, l] = {k + 1,…, l} (mod n) ⊂ Vn:
ÂÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓ˜ÍË Í‡Í ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Â ‚‰ÓÎ¸ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‚ ÚÓÏ ÊÂ
ÍÛ„Ó‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ, ÚÓ S[k+1, l] ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚Â¯ËÌ ÓÚ k + 1 ‰Ó l.
ÑÎfl ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ‡ÁÂÁ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ‡ÁÂÁ‡.

èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ˜ÂÚÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ δS Ì‡ Vn Ò ˜ÂÚÌ˚Ï | S |.
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÌÂ˜ÂÚÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ δS Ì‡ V n Ò ÌÂ˜ÂÚÌ˚Ï
| S |. èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ k-‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ ÂÒÚ¸ δS Ì‡ Vn Ò | S | ∈ {k, n – k} .

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡‚ÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ δS Ì‡ Vn Ò | |  ,  .S
n n∈ 

















2 2
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÌÂ‡‚ÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ δS Ì‡ Vn Ò | |  ,  S
n n∉ 

















2 2

 (ÒÏ.,

Ì‡ÔËÏÂ, [DeLa97]).

ê‡ÁÎÓÊËÏ‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡

ê‡ÁÎÓÊËÏ‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn = {1,…, n}, ÍÓÚÓÛ˛ ÏÓÊÌÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆË˛ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ ‡ÁÂÁ‡.
åÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ‡ÁÎÓÊËÏ˚ı ÔÓÎÛÏÂÚËÍ Ì‡ Vn Ó·‡ÁÛÂÚ ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ,
ÍÓÚÓ˚È Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÁÂÁÌ˚Ï ÍÓÌÛÒÓÏ CUTn.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn ·Û‰ÂÚ ‡ÁÎÓÊËÏÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ l1-ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ.

äÛ„Ó‚ÓÈ ‡ÁÎÓÊËÏÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn = {1,…, n},
ÍÓÚÓÛ˛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆË˛ ÔÓÎÛ-
ÏÂÚËÍ ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ‡ÁÂÁ‡.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn ·Û‰ÂÚ ÍÛ„Ó‚ÓÈ ‡ÁÎÓÊËÏÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÚÓÏÛ ÊÂ
ÔÓfl‰ÍÛ (ÒÏ. [ChFi98]).

äÓÌÂ˜Ì‡fl lp-ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡

ÑÎfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÍÓÌÂ˜Ì‡fl lp-ÔÓÎÛÏÂÚËÍ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒflÒ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ d
Ì‡ ï, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ (X, d) ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó lp

m -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

  
( , )�m

ld
p

 ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó m  ∈ �. ÖÒÎË X = {0, 1}n, ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl lp
m -ÍÛ·ÓÏ. lm

1 -ÍÛ· Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ı˝ÏÏËÌ„Ó‚˚Ï ÍÛ·ÓÏ.
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ d  Ì‡ Vn = {1,…, n},

Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚Ë˛

max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )d i j d r s d i s d j r d i r d j s+ + ≤ +

‰Îfl ‚ÒÂı 1 ≤ i ≤ j ≤ r ≤ s ≤ n. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ‚‡ÊÂÌ ÔÓfl‰ÓÍ ˝ÎÂÏÂÌ-
ÚÓ‚; ËÏÂÌÌÓ, d fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÔÓfl‰ÍÛ
1,…, n.

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÂÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓ˜ÍË {1,…, n} Í‡Í ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Â ‚‰ÓÎ¸
ˆËÍÎ‡ Cn ‚ ÚÓÏ ÊÂ ÍÛ„Ó‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ Vn fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ
ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡, ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d i r d j s d i j d r s( , ) ( , ) ( , ) ( , )+ ≤ +

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı i, j, r, s ∈ V n, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÓÚÂÁÍË [i, j] Ë [r, s] fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl ıÓ‰‡ÏË Cn.

ÑÂ‚Ó‚Ë‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÒÚË
‚Â¯ËÌ ‰ÂÂ‚‡. Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ, Ó·‡ÁÛ˛-
˘Ëı ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÛÎ¸ÚË‡ÁÂÁ‡

èÛÒÚ¸ {S1,…, Sq}, q ≥ 2 – ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn = {1,…, n}, Ú.Â. ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸
S1,…, Sq ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ

  S S Vq n1 
 
… = .
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÛÎ¸ÚË‡ÁÂÁ‡ δS Sq1, ,…  – ˝ÚÓ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

  

δS S
h

q
i j

i j S h h q
1

0 1

1
, , ( , )

, , , ,
… =

∈ ≤ ≤





 ÂÒÎË   ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó 

,  ËÌ‡˜Â.

ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡
ÑÎfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn = {1,…, n} Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì-

ÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ ′δS  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  
′ =

∈ ∉



δS i j
i S j S

( , )
, ,  ,1

0

 ÂÒÎË  

,  ËÌ‡˜Â.

é·˚˜ÌÓ ÓÌ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÍÚÓ ‚   �
| | ,   ( ) {{ , } : }.In I n i j i j n= ≤ ≠ ≤1

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡ δS ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Í‡Í ′ + ′δ δS V Sn \ .

ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÏÛÎ¸ÚË‡ÁÂÁ‡
ÑÎfl ‡Á·ËÂÌËfl {S1,…, Sq}, q ≥ 2 ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÓËÂÌÚËÓ-

‚‡ÌÌÓ„Ó ÏÛÎ¸ÚË‡ÁÂÁ‡ δS Sq1, ,…  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl  Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

′ =
∈ ∈ <





…δS S

h m

q
i j

i S j S h m
1

1

0
, , ( , )

, ,  ,  , ÂÒÎË  

,  ËÌ‡˜Â.

15.2.  ÉêÄîõ,  éèêÖÑÖãüÖåõÖ  ë  èéåéôúû  êÄëëíéüçàâ

k-cÚÂÔÂÌ¸ „‡Ù‡
k-cÚÂÔÂÌ¸ „‡Ù‡ G = (V, E) ÂÒÚ¸ ÒÛÔÂ„‡Ù Gk = (V, E') „‡Ù‡ G Ò Â·‡ÏË ÏÂÊ‰Û

‚ÒÂÏË Ô‡‡ÏË ‚Â¯ËÌ, ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ k .

àÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÔÓ‰„‡Ù
èÓ‰„‡Ù ç „‡Ù‡ G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‰„‡ÙÓÏ, ÂÒÎË

ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ‚Â¯ËÌ‡ÏË ÔÓ‰„‡Ù‡ ç ‡‚Ì‡ Ëı ÏÂÚËÍÂ ÔÛÚË
‚ „‡ÙÂ G.

êÂÚ‡ÍÚ ÔÓ‰„‡Ù‡
èÓ‰„‡Ù ç „‡Ù‡ G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÂÚ‡ÍÚ-ÔÓ‰„‡ÙÓÏ, ÂÒÎË ÓÌ ÔÓÓÊ‰ÂÌ

Ë‰ÂÏÔÓÚÂÌÚÌ˚Ï ÒÊËÏ‡˛˘ËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ G ‚ ÒÂ·fl, Ú.Â. f2 = f : V → V Ò dpath(f(u),
f(v)) ≤ dpath(u, v) ‰Îfl ‚ÒÂı . ã˛·ÓÈ ÂÚ‡ÍÚ – ÔÓ‰„‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓ‰„‡ÙÓÏ.

ÉÂÓ‰ÂÚË˜ÂÒÍËÈ „‡Ù
ë‚flÁÌ˚È „‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÚË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ Í‡Ú-

˜‡È¯ËÈ ÔÛÚ¸ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl Â„Ó ‚Â¯ËÌ‡ÏË. ã˛·ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl
„ÂÓ‰ÂÚË˜ÂÒÍËÏ „‡ÙÓÏ.
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ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚È „‡Ù
ë‚flÁÌ˚È „‡Ù G = (V, E) ‰Ë‡ÏÂÚ‡ í Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚Ï, ÂÒÎË

‰Îfl Î˛·˚ı Â„Ó ‚Â¯ËÌ u, v Ë Î˛·˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ 0 ≤ i, j ≤ T ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚Â¯ËÌ w,
Ú‡ÍËı ˜ÚÓ dpath(u, w) = i  Ë dpath(v, w) = j, Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ i, j Ë k = dpath(u, v), ÌÓ ÌÂ ÓÚ
‚˚·‡ÌÌ˚ı ‚Â¯ËÌ u Ë v.

ëÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ú‡ÌÁËÚË‚Ì˚È „‡Ù, Ú.Â. Ú‡ÍÓÈ „‡Ù,
˜ÚÓ Â„Ó „ÛÔÔ‡ ‡‚ÚÓÏÓÙËÁÏÓ‚ Ú‡ÌÁËÚË‚Ì‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó 0 ≤ i < T Ì‡ Ô‡‡ı ‚Â¯ËÌ
(u, v) Ò dpath(u, v) = i.

ã˛·ÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Û‡‚ÌÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï
„‡ÙÓÏ, Ú.Â. | {x ∈ V: d(x, u) ≤ d(x, v)} | = | {x ∈ V: d(x, v) ≤ d(x, u)} | ‰Îfl Î˛·˚ı Â„Ó
Â·Â uv, Ë ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-ÒÚÂÔÂÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚Ï „‡ÙÓÏ, Ú.Â. | {x ∈ V: d(x, u) = i} |
Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ i, ÌÓ ÌÂ ÓÚ u ∈ V.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚È „‡Ù ËÌ‡˜Â Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ê-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓÈ ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚-
ÌÓÈ ÒıÂÏÓÈ. äÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚Ì‡fl
ÒıÂÏ‡, ÍÓÚÓ‡fl ê-  Ë Q-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì‡. íÂÏËÌ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó ‰‚ÛıÚÓ˜Â˜-
ÌÓ„Ó Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. Ç‡Ì„ ÍÎ‡ÒÒËÙËˆËÓ‚‡Î Ëı Í‡Í Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ Â‰Ë-
ÌË˜Ì˚Â ÒÙÂ˚, ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â Ë Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌ˚Â ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÎË ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔÎÓÒÍÓÒÚË ä˝ÎË.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì˚È „‡Ù
ÇÓÁ¸ÏÂÏ Ò‚flÁÌ˚È „‡Ù G = (V, E)  ‰Ë‡ÏÂÚ‡ í, ‰Îfl Î˛·Ó„Ó 2 ≤ i ≤ T Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ

˜ÂÂÁ Gi „‡Ù Ò ÚÂÏ ÊÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ, ˜ÚÓ Ë G, Ë Â·‡ÏË uv, Ú‡ÍËÏË ˜ÚÓ
dpath(u, v) = i.

É‡Ù G  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì˚Ï, ÂÒÎË Ï‡ÚËˆ‡ ÒÏÂÊÌÓÒÚË
Î˛·Ó„Ó „‡Ù‡ Gi, 2 ≤ i ≤ T, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎËÌÓÏÓÏ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı Ï‡ÚËˆ˚ ÒÏÂÊÌÓÒÚË G.

ã˛·ÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì˚Ï.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚È „‡Ù
ë‚flÁÌ˚È „‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË Í‡Ê‰˚È ËÁ Â„Ó

Ò‚flÁÌ˚ı ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ. É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-
Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ Í‡Ê‰˚È ËÁ Â„Ó ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÛÚÂÈ. ã˛·ÓÈ
ÍÓ„‡Ù, Ú.Â. „‡Ù, ÍÓÚÓ˚È ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÛÚÂÈ Ì‡ ˜ÂÚ˚Âı
‚Â¯ËÌ,‡ı fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï. É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-
Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ. É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ‰‚Û‰ÓÎ¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ·ÎÓÍÓ‚˚Ï „‡ÙÓÏ ËÎË ‰ÂÂ-
‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ÂÒÚ¸ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌ‡fl ‰Â‚Ó‚Ë‰Ì‡fl
ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl Â·ÂÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË
ÔÓÎÛˆÂÎ˚ÏË, ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË ˆÂÎ˚ÏË, ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÔÓÎÛˆÂÎ˚ÏË ËÎË ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˆÂÎ˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË.

É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Í‡Ê‰˚È
Â„Ó ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓ‰„‡Ù – 1-ÓÒÚÓ‚.

ÅÎÓÍÓ‚˚È „‡Ù
É‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÎÓÍÓ‚˚Ï , ÂÒÎË Í‡Ê‰˚È Â„Ó ·ÎÓÍ, Ú.Â. Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È

2-Ò‚flÁÌ˚È ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓ‰„‡Ù, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï „‡ÙÓÏ. ã˛·ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó –
·ÎÓÍÓ‚˚È „‡Ù. É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÎÓÍÓ‚˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÏÂÚËÍ‡
ÔÛÚË fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Â‚Ó‚Ë‰ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ-
‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ.
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èÚÓÎÂÏÂÂ‚ „‡Ù

É‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï, ÂÒÎË Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Û èÚÓÎÂÏÂfl

  d x y d u d x u d y d x d y u( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).z z z≤ +

É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-
Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ë ıÓ‰‡Î¸Ì˚È, Ú.Â. Í‡Ê‰˚È ˆËÍÎ ‰ÎËÌ˚ ·ÓÎÂÂ 3 ËÏÂÂÚ ıÓ‰Û.
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·ÓÈ ·ÎÓÍÓ‚˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï.

É‡Ù D-‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó 1, Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) „‡ÙÓÏ D-‡ÒÒÚÓflÌËfl D(X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡Ù Ò ÏÌÓÊÂÒÚ-
‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Â·Â {uv : d(u, v) ∈ D} (ÒÏ. D-ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ,
„Î. 1).

É‡Ù D-‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÙÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË D = {1},
„‡ÙÓÏ ε -Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË D  = [1 – ε , 1 + ε], „‡ÙÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË D  = (0, 1], „‡ÙÓÏ ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË D  = �+,
„‡ÙÓÏ ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË D  = 	+, „‡ÙÓÏ ÔÓÒÚÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl,
ÂÒÎË D fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÂÎ (Ò 1).

é·˚˜ÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 
n. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Í‡Ê‰˚È ÍÓÌÂ˜Ì˚È „‡Ù G = (V, E) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌ Í‡Í „‡Ù D-‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ 
n. åËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍÓ„Ó
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl D-‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ „‡Ù‡ G.

t-çÂÔË‚Ó‰ËÏÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
åÌÓÊÂÒÚ‚Ó S ⊂  V ‚Â¯ËÌ ‚ Ò‚flÁÌÓÏ „‡ÙÂ G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl t-ÌÂÔË‚Ó‰ËÏ˚Ï

(ÔÓ ï‡ÚÚËÌ„Û Ë ïÂÌÌËÌ„Û, 1994), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó u ∈  S ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚Â¯ËÌ‡ v ∈  V,
Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ÏÂÚËÍË ÔÛÚË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

  d x t d V S( , ) ( , \ ).v v≤ <

óËÒÎÓ t-ÌÂÔË‚Ó‰ËÏÓÂ irt „‡Ù‡ G ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ | S |,
Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ S fl‚ÎflÂÚÒfl, ‡ S ∪  {v} ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl t-ÌÂÔË‚Ó‰ËÏ˚Ï ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó v ∈  V\S.

óËÒÎÓ t-‰ÓÏËÌËÓ‚‡ÌËfl γt Ë ˜ËÒÎÓ t-ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚË α t  „‡Ù‡ G ÂÒÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-

‚ÂÌÌÓ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó t-ÔÓÍ˚ÚËfl Ë Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ 
1

2
-ÛÔ‡ÍÓ‚ÍË

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, d) (ÒÏ. P‡‰ËÛÒ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „Î. 1).

èÛÒÚ¸ γt
i  – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ | S |, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ S fl‚ÎflÂÚÒfl, ‡ S ∪  {v} ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl 

t

2
-ÛÔ‡ÍÓ‚-

ÍÓÈ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó v ∈  V\S; ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ú‡Í‡fl ÌÂ‡Ò¯ËflÂÏ‡fl 
t

2
-ÛÔ‡ÍÓ‚-

Í‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ t-ÔÓÍ˚ÚËÂÏ. èË ˝ÚÓÏ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ 
γt

tir
+ ≤ ≤1

2
≤ ≤ ≤γ γ αt t

i
t .

t-éÒÚÓ‚
éÒÚÓ‚ÌÓÈ ÔÓ‰„‡Ù H V E H= ( , ( ))  Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl t-ÓÒÚÓ‚ÓÏ

„‡Ù‡ G, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı u, v ∈  V ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó   d u d u tH G
path path( , ) / ( , ) .v v ≤ .

ÇÂÎË˜ËÌ‡ t Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ‡ÒÚflÊÂÌËfl ÔÓ‰„‡Ù‡ ç.



234 ó‡ÒÚ¸ IV. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ

éÒÚÓ‚ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G  = (V, E) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ËÁ | V | – 1
e·Â, ÍÓÚÓ˚Â Ó·‡ÁÛ˛Ú ‰ÂÂ‚Ó Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ òÚÂÈÌÂ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ òÚÂÈÌÂ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ⊂  V ‚Â¯ËÌ Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E) ÂÒÚ¸

ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Â·Â Ò‚flÁÌÓ„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ „‡Ù‡ G , ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó S. í‡ÍÓÈ
ÔÓ‰„‡Ù  fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÂ‚ÓÏ Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÂ‚ÓÏ òÚÂÈÌÂ‡ ‰Îfl S.

ëıÂÏ‡ ËÌ‰ÂÍÒËÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó „‡ÙÓ‚ Ä (èÂÎÂ„, 2000) ËÏÂÂÚ l(n) ÒıÂÏÛ ËÌ‰ÂÍÒËÓ‚‡ÌËfl

‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÙÛÌÍˆËfl L, ÍÓÚÓ‡fl ËÌ‰ÂÍÒËÛÂÚ ‚Â¯ËÌ˚ Í‡Ê‰Ó„Ó
n-‚Â¯ËÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ ‚ Ä ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‰Ó ·ËÚ, Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
‡Î„ÓËÚÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ‰ÂÍÓ‰ÂÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÍÓÚÓ˚È Ì‡ıÓ‰ËÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ‚Â¯ËÌ‡ÏË u, v ‚ „‡ÙÂ ËÁ Ä ‚ ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓÂ (ÔÓ ‰ÎËÌÂ Â„Ó
ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ L(u), L(v)) ‚ÂÏfl.

15.3.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ÉêÄîÄï

èÓ‰„‡Ù-ÒÛÔÂ„‡Ù ‡ÒÒÚÓflÌËfl
é·˘ËÈ ÔÓ‰„‡Ù „‡ÙÓ‚ G Ë H – „‡Ù, ÍÓÚÓ˚È ËÁÓÏÓÙÂÌ ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚Ï

ÔÓ‰„‡Ù‡Ï Ó·ÓËı „‡ÙÓ‚ G Ë H . é·˘ËÈ ÒÛÔÂ„‡Ù „‡ÙÓ‚ G Ë H – „‡Ù, ÒÓ‰Â-
Ê‡˘ËÈ ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÔÓ‰„‡Ù˚, ËÁÓÏÓÙÌ˚Â „‡Ù‡Ï G Ë H.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ áÂÎËÌÍË dZ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ (·ÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓ, Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
‚ÒÂı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ËÁÓÏÓÙÌ˚ı „‡ÙÓ‚) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

max{ ( ), ( )} ( , )n G n G n G G1 2 1 2−

‰Îfl Î˛·˚ı G G1 2, ,∈ G  „‰Â n(G1, – ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ ‚ Gi, i = 1, 2 Ë n(G1, G2) – Ï‡ÍÒË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ G1  Ë G2).

ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å „‡ÙÓ‚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ dM Ì‡ å
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

max{ ( ) ( )} ( , ),n G n G n G G1 2 1 2−

‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˘Â„Ó ÒÛÔÂ„‡Ù‡ dM
*  Ì‡ å ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

N G G n G n G( , ) min{ ( ), ( )}1 2 1 2−

‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ M , „‰Â n(Gi) – ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ ‚ Gi, i  = 1, 2 Ë n(G1, G2) –
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ G  ∈ M  Ë G1 Ë G2 Ë
N(G1, G2) – ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ Ó·˘Â„Ó ÒÛÔÂ„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ H ∈ M  Ë G1  Ë
G2.

dM fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ å, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (1): ÂÒÎË H ∈
∈ M – Ó·˘ËÈ ÒÛÔÂ„‡Ù „‡ÙÓ‚ G1, G2 ∈ M, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˘ËÈ ÔÓ‰„‡Ù G ∈ M
„‡ÙÓ‚ G 1  Ë G2 Ò n G n G n G n H dM( ) ( ) ( ) ( ).  *≥ + −1 2  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ å, ÂÒÎË
‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (2): ÂÒÎË G ∈ M – Ó·˘ËÈ ÔÓ‰„‡Ù „‡ÙÓ‚ G1, G2 ∈
∈ M , ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˘ËÈ ÒÛÔÂ„‡Ù H  ∈ M „‡ÙÓ‚ G 1  Ë G2 Ò n H( ) ≥
≥ + −n G n G n G( ) ( ) ( ).  1 2  å˚ ËÏÂÂÏ d dM M≤ * ,  ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ (1) Ë

d dM M≥ * ,  ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ (2).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ dM fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
„‡ÙÓ‚ ·ÂÁ ˆËÍÎÓ‚, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ‰‚Û‰ÓÎ¸Ì˚ı „‡ÙÓ‚ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ dM

*  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
Ò‚flÁÌ˚ı „‡ÙÓ‚, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı Ò‚flÁÌ˚ı ‰‚Û‰ÓÎ¸Ì˚ı „‡ÙÓ‚ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
‰ÂÂ‚¸Â‚. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ áÂÎËÌÍË dZ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò dM Ë dM

*  Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚.

ç‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â í ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl dM Ë dM
*  Ë‰ÂÌÚË˜Ì˚, ÌÓ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ

‡ÒÒÚÓflÌËfl áÂÎËÌÍË.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ áÂÎËÌÍË dZ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ Ò n

‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë ‡‚ÌÓ n – k ËÎË K – n ‰Îfl ‚ÒÂı G1, G2 ∈ G(n), „‰Â k – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ
˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ G1 Ë G2, ‡ ä – ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ
Ó·˘Â„Ó ÒÛÔÂ„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ G1 Ë G2. ç‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â T(n) ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚ Ò n ‚Â-
¯ËÌ‡ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dZ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰ÂÂ‚‡ áÂÎËÌÍË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ,
[Zeli75]).

êÂ·ÂÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
êÂ·ÂÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ

Í‡Í

| | | | | | || | | ||E E E V V1 2 12 1 22+ − + −

‰Îfl Î˛·˚ı „‡ÙÓ‚ G V E1 1 1= ( , )  Ë G V E2 2 2= ( , ), , „‰Â G V E12 12 12= ( , )  – Ó·˘ËÈ
ÔÓ‰„‡Ù „‡ÙÓ‚ G1 Ë G2 Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ e·Â. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ¯ËÓÍÓ
ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ó„‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÏÂ‰ËˆËÌÒÍÓÈ ıËÏËË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÚfl„Ë‚‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÚfl„Ë‚‡ÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n ) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ Ò n

‚Â¯ËÌ‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

n – k

‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ G(n), „‰Â k – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡, ËÁÓÏÓÙÌÓ„Ó
Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ „‡ÙÛ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÏÛ ËÁ Í‡Ê‰Ó„Ó „‡Ù‡ G1, G2 ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ
ÓÔÂ‡ˆËÈ ÒÚfl„Ë‚‡ÌËfl Â·Â.

éÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÚ¸ ÒÚfl„Ë‚‡ÌËÂ Â·‡ uv  ∈ E , ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Â„Ó „‡ÙÛ G  = (V, E),
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ‚Â¯ËÌ˚ u Ë v Ó‰ÌÓÈ Ú‡ÍÓÈ ‚Â¯ËÌÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÏÂÊ-
ÌÓÈ ‰Îfl ‚ÒÂı ‚Â¯ËÌ V \{u, v}, ÒÏÂÊÌ˚ı Ò u ËÎË v.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n, m) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚

Ò n ‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m  Â·‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ G(n, m) Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡
G1 ‚ „‡Ù G2. éÌÓ ‡‚ÌÓ m – k, „‰Â k – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Â·Â Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡
„‡ÙÓ‚ G1 Ë G2.

èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Â·‡ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ
Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚Â) ‚Â¯ËÌ˚ u, v, w Ë x ‚ „‡ÙÂ G,
Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ uv ∈  E(G), wx ≠ E(G) Ë H = G – uv + wx.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍ‡˜Í‡ Â·‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍ‡˜Í‡ Â·‡ – ‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ÍÓÚÓ‡fl ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â

ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ∞) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n, m) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ Ò n ‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m
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Â·‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ G(n, m) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÍ‡˜ÍÓ‚
Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡ G1 ‚ „‡Ù G2.

ëÍ‡˜ÓÍ Â·‡ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÍ‡˜Í‡
Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ˜ÂÚ˚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v, w Ë x ‚ „‡ÙÂ G , Ú‡ÍËÂ
˜ÚÓ uv ∈  (G), wx ∉  E(G) Ë H = G – uv + wx.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl Â·‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n, m) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ Ò n

‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m  Â·Â‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı G1, G 2 ∈ G(n, m) Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡ G1 ‚
„‡Ù G2.

Ç‡˘ÂÌËÂ Â·‡ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
‚‡˘ÂÌËfl Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v Ë w ‚ „‡ÙÂ G , Ú‡ÍËÂ
˜ÚÓ uv ∈ E(G), wx ∉ E(G) Ë H = G – uv + uw.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â T(n) ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚ Ò n

‚Â¯ËÌ‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ T(n) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËÈ
Â·Â ‰ÂÂ‚‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T 2. ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ T(n)
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ ÏÓ„ÛÚ ‡ÁÎË˜‡Ú¸Òfl.

Ç‡˘ÂÌËÂ Â·‡ ‰ÂÂ‚‡ – ˝ÚÓ ‚‡˘ÂÌËÂ Â·‡, ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÏÓÂ Ì‡ ‰ÂÂ‚Â Ë
‰‡˛˘ÂÂ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰ÂÂ‚Ó.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl Â·‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Gc(n, m) ‚ÒÂı Ò‚flÁÌ˚ı „‡ÙÓ‚ Ò n ‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m e·‡ÏË, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl
‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ GÒ(n, m) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡ G1 ‚ „‡Ù G2.

ëÏÂ˘ÂÌËÂ Â·‡ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v Ë  w ‚ „‡ÙÂ G, Ú‡ÍËÂ
˜ÚÓ uv, uv ∈  E(G), wx ∉  E(G) Ë H = G – uv + uw. ëÏÂ˘ÂÌËÂ Â·‡ – ˝ÚÓ ÓÒÓ·˚È ÚËÔ
‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ‚Â¯ËÌ˚ v, w fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË ‚ G.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË „‡Ù‡ÏË G Ë
H Ò ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË Gi(1 ≤ i ≤ k) Ë Hi(1 ≤ i ≤ k), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÂÒÎË Gi Ë Hi ËÏÂ˛Ú
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ÔÓfl‰ÓÍ Ë ‡ÁÏÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ F-‚‡˘ÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ F-‚‡˘ÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â GF(n, m) ‚ÒÂı

„‡ÙÓ‚ Ò n ‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m Â·Â‡ÏË, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı ÔÓ‰„‡Ù, ËÁÓÏÓÙÌ˚È ‰‡Ì-
ÌÓÏÛ „‡ÙÛ F ÔÓfl‰Í‡ ÌÂ ÏÂÌÂÂ 2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl ‚ÒÂı G1, G2 ∈ GF(n, m) Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ F-‚‡˘ÂÌËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡ G1 ‚
„‡Ù G2.

F-‚‡˘ÂÌËÂ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÔÛÒÚ¸ F' ÂÒÚ¸ ÔÓ‰„‡Ù „‡Ù‡ G, ËÁÓÏÓÙÌ˚È „‡ÙÛ F, Ë ÔÛÒÚ¸ u, v,
w – ÚË ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ „‡Ù‡ G, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ u ∉  V(F'), v , w ∈  V(F'), uv ∈
∈ E (G ) Ë u w ∉  E(G); „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
F-‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ uv ‚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ uw, ÂÒÎË H = G – uv + uw..
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

èÛÒÚ¸ R – ÌÂÂÙÎÂÍÒË‚ÌÓÂ ·ËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û „‡Ù‡ÏË, Ú.Â. R ⊂  G × G
Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ „‡Ù G ∈ G, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ (G, G) ∉  R.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl – ‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ÍÓÚÓ‡fl ‚ Ó·˘ÂÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ∞) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl
‰Îfl Î˛·˚ı „‡ÙÓ‚ G 1 Ë G2 Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ R-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl Ú‡ÌÒÙÓÏ‡ˆËË „‡Ù‡ G1 ‚ „‡Ù G2. å˚ „Ó‚ÓËÏ, ˜ÚÓ „‡Ù ç
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G ÔÛÚÂÏ R-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ÂÒÎË (H, G) ∈  R.

èËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÂÛ„ÓÎ¸Ì˚ÏË
‚ÎÓÊÂÌËflÏË ÔÓÎÌÓ„Ó „‡Ù‡ (Ú.Â. Â„Ó ÍÎÂÚÓ˜Ì˚ÏË ‚ÎÓÊÂÌËflÏË ‚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸,
ËÏÂ˛˘Û˛ ÚÓÎ¸ÍÓ 3-„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â „‡ÌË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ t,
Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‚ÎÓÊÂÌËfl ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Á‡ÏÂ˘ÂÌËfl t „‡ÌÂÈ.

åÂÚËÍË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ

ÑÎfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ËÁ �2 ÓÒÚÓ‚ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó ·ÂÁ  ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ÂÒÚ¸
‰ÂÂ‚Ó, ‚Â¯ËÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó – ÚÓ˜ÍË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S , ‡ Â·‡ – ÔÓÔ‡ÌÓ
ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÓÚÂÁÍË ÔflÏ˚ı.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ([AAH00]) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â TS ‚ÒÂı
ÓÒÚÓ‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2 ∈
∈ TS Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T2. èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Â·‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ – ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Â·Â,
ÒÛÚ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ‰Ó·‡‚ÎÂÌËË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó Â·‡ Â ‚ T ∈ TS Ë ÛÌË˜ÚÓÊÂ-
ÌËË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó Â·‡ f ËÁ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡, Ú‡Í ˜ÚÓ·˚ e  Ë f ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÎËÒ¸.

åÂÚËÍ‡ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl Â·‡ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â TS ‚ÒÂı
ÓÒÚÓ‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2 ∈
∈ TS Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËÈ  Â·Â ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T2. ëÍÓÎ¸ÊÂÌËÂ Â·‡ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÂÒÚ¸ Ó‰ÌÓ ËÁ ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Â·Â, ‚ ıÓ‰Â ÍÓÚÓÓ„Ó ·ÂÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â·Ó Â ‚ T ∈ TS Ë Ó‰Ì‡ ËÁ Â„Ó
ÍÓÌˆÂ‚˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÒÏÂÊÌÓ„Ó Ò Â Â·‡ ‚ T Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚
ÌÂ ‚ÓÁÌËÍÎÓ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Â·Â Ë "Á‡ÏÂÚ‡ÌËfl" ÚÓ˜ÂÍ ËÁ S (˝ÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ‚ÏÂÒÚÓ Â
ÌÓ‚ÓÂ Â·Ó f). ëÍÓÎ¸ÊÂÌËÂ Â·‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÓ·˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡
·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ: ÌÓ‚ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Á‡Ï˚Í‡ÌËfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ f
ˆËÍÎ‡ ë ‰ÎËÌ˚ 3 ‚ í Ë Û‰‡ÎÂÌËfl Â ËÁ ë Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ f ÌÂ ÔÓÔ‡‰‡ÎÓ ‚ÌÛÚ¸
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ë.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ï‡¯ÛÚÓ‚ ÍÓÏÏË‚ÓflÊÂ‡

èÓ·ÎÂÏ‡ ÍÓÏÏË‚ÓflÊÂ‡ ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Í‡Í Á‡‰‡˜‡ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó Ï‡¯-
ÛÚ‡ ‰Îfl ÔÓÒÂ˘ÂÌËfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ „ÓÓ‰Ó‚. å˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ·ÎÂÏÛ
ÍÓÏÏË‚ÓflÊÂ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÌÂÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl. ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÔÓ·ÎÂÏ˚
ÍÓÏÏË‚ÓflÊÂ‡ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í N  „ÓÓ‰‡Ï ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �N

Ï‡¯ÛÚÓ‚ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ 
( )!N −1

2
 ˆËÍÎË˜ÂÒÍËı ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ

„ÓÓ‰Ó‚ 1, 2,…, N.
åÂÚËÍ‡ D Ì‡ �N ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‡ÁÎË˜Ëfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÂÒÎË

Ï‡¯ÛÚ˚ T, T' ∈ �N ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ‚ m Â·‡ı, ÚÓ D(T, T') = m .
k-OPT ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ï‡¯ÛÚ‡ í ÔÓÎÛ˜‡˛Ú ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl k Â·Â ËÁ í

Ë ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‰Û„Ëı Â·Â. å‡¯ÛÚ T', ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ˚È ËÁ í Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ k-OPT
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl k-OPTÓÏ ‰Îfl í . ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ d  Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �N

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı 2-OPT ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ: d(T, T') ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ i,
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‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ËÁ i 2-OPT ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÔÂÂ-
‚Ó‰fl˘‡fl í ‚ T'.

ÑÎfl Î˛·˚ı T, T' ∈ �N ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(T, T') ≤ D(T, T') (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ,
[MaMo95]).

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰„‡Ù‡ÏË
ëÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  min{ ( , ) : ( ),  ( )}pathd u u V F V Hv v∈ ∈

‰Îfl Î˛·˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ F, H „‡Ù‡ G. ÑÎfl Î˛·˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ F, H ÒËÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓ„Ó
Ó„‡Ù‡ D = (V, E) ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  min{ ( , ) : ( ),  ( )}.dpathd u u V F V Hv v∈ ∈

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sk(G) ‚ÒÂı Â·ÂÌÓ-ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı
ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò k Â·‡ÏË ‚ Ò‚flÁÌÓÏ „‡ÙÂ G ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
‚‡˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl F ∈ Sk(G) ‚ H ∈ Sk(G). ÉÓ‚ÓflÚ,
˜ÚÓ H ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ F ‚‡˘ÂÌËÂÏ Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v
Ë w ‚ G, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ uv ∈  E(F), uw ∈ E(G) Ë H = F – uv + uw.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sk(G) ‚ÒÂı Â·ÂÌÓ-ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı
ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò k Â·‡ÏË ‚ Ò‚flÁÌÓÏ „‡ÙÂ G ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl F ∈ Sk(G) ‚ H ∈ Sk(G). ÉÓ‚ÓflÚ,
˜ÚÓ ç ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ F ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v
Ë w ‚ G, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ uv ∈  E(F), uw ∈ E(G)\E(F) Ë H = F – uv + uw.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sk(G) ‚ÒÂı Â·ÂÌÓ-ËÌ‰ÛˆË-
Ó‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò k Â·‡ÏË ‚ „‡ÙÂ G (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓÏ) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl F ∈
∈ Sk(G) ‚ H ∈ Sk(G). ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ç ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ F  ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏ Â·‡, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚Â) ‚Â¯ËÌ˚ u, v, w Ë x  ‚ G , Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ
uv ∈ E(F), wx ∈  E(G)\E(F) Ë H = F – uv + w x. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ –
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Sk(G). ÖÒÎË F Ë H ËÏÂ˛Ú s Ó·˘Ëı e·Â, ÚÓ ÓÌÓ ‡‚ÌÓ k – s.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍ‡˜Í‡ Â·‡ (ÍÓÚÓÓÂ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ
∞) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sk(G) ‚ÒÂı Â·ÂÌÓ-ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò k e·‡ÏË „‡Ù‡
G (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓ„Ó) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÍ‡˜ÍÓ‚ Â·‡,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl F ∈ Sk(G) ‚ H ∈ Sk(G). ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ H ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl
ËÁ F ÒÍ‡˜ÍÓÏ Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ˜ÂÚ˚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v, w Ë x
‚ G, ˜ÚÓ uv ∈ E(F), wx ∈  E(G)\E(F) Ë H = F – uv + wx.

15.4.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ÑÖêÖÇúüï

èÛÒÚ¸ í – ÍÓÌÂ‚ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó, Ú.Â. ‰ÂÂ‚Ó, Û ÍÓÚÓÓ„Ó Ó‰Ì‡ ËÁ Â„Ó ‚Â¯ËÌ ‚˚·‡Ì‡ ‚
Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÍÓÌfl. ÉÎÛ·ËÌ‡ ‚Â¯ËÌ˚ v, depth(v) – ˝ÚÓ ˜ËÒÎÓ e·Â Ì‡ ÔÛÚË ÓÚ v Í
ÍÓÌ˛. ÇÂ¯ËÌ‡ v Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ËÚÂÎ¸ÒÍÓÈ ‰Îfl ‚Â¯ËÌ˚ u, v = par(u), ÂÒÎË ÓÌË
ÒÏÂÊÌ˚Â Ë ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó depth(u) = depth(v) + 1; ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â u Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ‰Ó˜ÂÌÂÈ ‰Îfl v. Ñ‚Â ‚Â¯ËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÂÒÚ‡ÏË, ÂÒÎË ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌÓ„Ó Ë
ÚÓ„Ó ÊÂ Ó‰ËÚÂÎfl. ëÚÂÔÂÌ¸ ‚˚ıÓ‰‡ ‚Â¯ËÌ˚ – ˝ÚÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÂÂ ‰Ó˜ÂÌËı ‚Â-
¯ËÌ.  T(v) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰‰ÂÂ‚Ó ‰ÂÂ‚‡ í Ò ÍÓÌÂÏ ‚ ‚Â¯ËÌÂ v ∈  V(T). ÖÒÎË w ∈  V(T(v)),
ÚÓ v  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÍÓÏ ‰Îfl w, ‡ w – ÔÓÚÓÏÍÓÏ ‰Îfl v; nca(u, v) – ·ÎËÊ‡È¯ËÈ Ó·˘ËÈ
ÔÂ‰ÓÍ ‰Îfl ‚Â¯ËÌ u Ë v. ÑÂÂ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ, ÂÒÎË Í‡Ê‰‡fl ËÁ
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Â„Ó ‚Â¯ËÌ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ‡ ÒËÏ‚ÓÎÓÏ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡ÎÙ‡‚ËÚ‡ �. ÑÂÂ‚Ó í
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ, ÂÒÎË Á‡‰‡Ì ÔÓfl‰ÓÍ (ÒÎÂ‚‡ Ì‡Ô‡‚Ó) Ì‡
‚Â¯ËÌ‡ı-ÒÂÒÚ‡ı.

ç‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ‰ÓÔÛÒ-
Í‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÓÔÂ‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl:

èÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËfl – ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÏÂÚÍË ‚Â¯ËÌ˚ v.

ì‰‡ÎÂÌËÂ – Û‰‡ÎÂÌËÂ ÌÂÍÓÌÂ‚ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ v Ò Ó‰ËÚÂÎÂÏ v', Ú‡Í ˜ÚÓ ‰Ó˜ÂÌËÂ
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ v ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ‰Ó˜ÂÌËÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË v'; ˝ÚË ‰Ó˜ÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ‚ÒÚ‡‚-
Îfl˛ÚÒfl ‚ÏÂÒÚÓ v Í‡Í ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ‡fl ÒÎÂ‚‡ Ì‡Ô‡‚Ó ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‰Ó˜ÂÌËı
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ v'.

ÇÒÚ‡‚Í‡ – ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ Í Û‰‡ÎÂÌË˛; ‚ÒÚ‡‚Í‡ ‚Â¯ËÌ˚ v ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‰Ó˜ÂÌÂ„Ó
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ v', ˜ÚÓ ‰ÂÎ‡ÂÚ v Ó‰ËÚÂÎÂÏ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‰Ó˜Â-
ÌËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ v'.

ÑÎfl ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ÓÔÂ‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ-
„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ÌÓ ÓÔÂ‡ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË Ë Û‰‡ÎÂÌËfl ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú Ì‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â, ‡ ÌÂ
Ì‡ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË.

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÙÛÌÍˆËfl ˆÂÌ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÓÔÂ-
‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ‡ ˆÂÌ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ˆÂÌ ˝ÚËı ÓÔÂ‡ˆËÈ.

ìÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl – ÒÔÂˆË‡Î¸Ì‡fl
ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÚÓÈÍÛ (M, T1, T2)
Í‡Í ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡ í1 ‚
‰ÂÂ‚Ó í2, T1, T2 ∈ �rlo, ÂÒÎË M ⊂ V(T1) × V(T2) Ë, ‰Îfl Î˛·˚ı (v1, w1), (v2, w2) ∈ M
‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ: v1 = v2 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ w1 = w2

(ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚Á‡ËÏÌÓÈ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚË), v1 fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÍÓÏ ‰Îfl v2 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ w1 fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÍÓÏ w2 (ÛÒÎÓ‚ËÂ ÔÂ‰ÍÓ‚), v1 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÒÎÂ‚‡ ÓÚ v2

ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ w1 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÒÎÂ‚‡ ÓÚ w2 (ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÂÒÚÂ).
ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ‚Â¯ËÌ‡ v ‚ T 1 Ë T2 ÚÓÌÛÚ‡ ÎËÌËÂÈ ‚ å , ÂÒÎË v ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl

‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ô‡Â ËÁ å.  èÛÒÚ¸ N1 Ë N2 – ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚Â¯ËÌ ‰ÂÂ‚¸Â‚ T1 Ë T2 ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÚÓÌÛÚ˚ ÎËÌËflÏË ‚ å.  ñÂÌ‡ å Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  

γ γ γ λ γ λ( ) ( ) ( ) ( ),
( , )

M w w
w M N w N

= → + → + →
∈ ∈ ∈

∑ ∑ ∑v v
v v 1 2

 „‰Â γ γ( ) ( , )a b a b→ =  – ˆÂÌ‡ ÓÔÂ-

‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl a → b, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÂÈ, ÂÒÎË a, b ∈ � ,
Û‰‡ÎÂÌËÂÏ, ÂÒÎË b = λ, Ë ‚ÒÚ‡‚ÍÓÈ, ÂÒÎË a = λ .  á‰ÂÒ¸ ÒËÏ‚ÓÎ λ ∉ � ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ Í‡Í
ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚È ÒËÏ‚ÓÎ ÔÓ·ÂÎ‡, Ë γ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � ∪ λ  (ËÒÍÎ˛-
˜‡fl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ γ(λ, λ)).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡ ([Tai79]) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı

ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2 ∈ �rlo Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÈ,
‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ‚Ó‰fl˘ÂÈ T1 ‚ T2.

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ˝ÚÓ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ min ( ),( , , )M T T M

1 2
γ  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï

ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (M, T1, T2).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÂÎÍÓÛ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÂÎÍÓÛ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌËÒıÓ‰fl˘Â„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ‡ÒÒÚÓflÌËfl

Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl 1-ÒÚÂÔÂÌË) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı
ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2 ∈ �rlo
Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ-
‰ÂÍÒ‡ˆËÈ, ‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ‚Ó‰fl˘ÂÈ T1 ‚ T2, ÂÒÎË ‚ÒÚ‡‚ÍË Ë Û‰‡ÎÂÌËfl
‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ÎËÒÚ¸fl ‰ÂÂ‚¸Â‚ ([Selk77]).  äÓÂÌ¸ ‰ÂÂ‚‡ T1 ‰ÓÎÊÂÌ
ÓÚÓ·‡Ê‡Ú¸Òfl ‚ ÍÓÂÌ¸ ‰ÂÂ‚‡ T2 Ë, ÂÒÎË ‚Â¯ËÌ‡ v ÔÓ‰ÎÂÊËÚ Û‰‡ÎÂÌË˛ (‚ÒÚ‡‚ÍÂ),
ÚÓ ÔÓ‰‰ÂÂ‚Ó Ò ÍÓÌÂÏ ‚ v, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ‚ÓÂ ËÏÂÂÚÒfl, ÔÓ‰ÎÂÊËÚ Û‰‡ÎÂÌË˛ (‚ÒÚ‡‚ÍÂ).

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ëÂÎÍÓÛ ‡‚ÌÓ min ( ),( , , )M T T M

1 2
γ  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ

‡ÒÒÚÓflÌËfl ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (M, T1, T2), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛: ÂÒÎË (v, w) ∈ M , „‰Â ÌË v, ÌË w ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÌflÏË, ÚÓ (par(v),
par(w)) ∈ M.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂÏ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂÏ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â„Î‡ÏÂÌÚËÓ‚‡Ì-

ÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ-
˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2  ∈ �rlo Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÈ,
‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ‚Ó‰fl˘ÂÈ T1 ‚ T2, Ò ÚÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂÏ, ˜ÚÓ ÌÂÔÂÂ-
ÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸fl ‰ÓÎÊÌ˚ ÓÚÓ·‡Ê‡Ú¸Òfl Ì‡ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸fl.

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂÏ ‡‚ÌÓ min ( ),( , , )M T T M

1 2
γ  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl

ÔÓ ‚ÒÂÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (M, T1, T2),
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛: ‰Îfl ‚ÒÂı (v1, w1), (v2, w2), (v3, w3) ∈ M,
nca(v1, v2) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂ‰ÍÓÏ v3 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ nca(w1, w2)
fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂ‰ÍÓÏ w3.

ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÒÚÛÍÚÛÂ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ Í‡Í min ( ),( , , )M T T M

1 2
γ  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ

ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (M, T1, T2), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
fl˛˘ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛: ‰Îfl ‚ÒÂı (v1, w1), (v2, w2), (v3, w3) ∈ M, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÌË
Ó‰Ì‡ ËÁ v1, v2 Ë v3 ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÍÓÏ ‰Îfl ‰Û„Ëı, nca(v1, v2) = nca(v1, v3) ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ nca(w1, w2) = nca(w1, w3)

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ˆÂÌ˚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ˆÂÌ˚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı

ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı
T1, T2 ∈ �rlo Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÂÈ,
‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ‚Ó‰fl˘Ëı T1 ‚ T2.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚˚‡‚ÌË‚‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚˚‡‚ÌË‚‡ÌËfl ([JWZ94]) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı

ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı
T1, T2 ∈ �rlo Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ‚˚‡‚ÌË‚‡ÌËfl T1 Ë T2.  éÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡Ò-
ÒÚÓflÌË˛ Â„Î‡ÏÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, „‰Â ‚ÒÂ ‚ÒÚ‡‚ÍË ‰ÓÎÊÌ˚ ÔÂ‰¯ÂÒÚ-
‚Ó‚‡Ú¸ Û‰‡ÎÂÌËflÏ.

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ï˚ ‚ÒÚ‡‚ÎflÂÏ ÔÓ·ÂÎ˚, Ú.Â. ‚Â¯ËÌ˚, Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÌ˚Â ÒËÏ‚Ó-
ÎÓÏ ÔÓ·ÂÎ‡ λ , ‚ ‰ÂÂ‚¸fl T1 Ë T2 Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÓÌË ÒÚ‡ÎË ËÁÓÏÓÙÌ˚ ÔË Ë„ÌÓËÓ-
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‚‡ÌËË ËÌ‰ÂÍÒÓ‚;  ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰ÂÂ‚¸fl Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡˛ÚÒfl ‰Û„ Ì‡ ‰Û„‡ Ë
‰‡˛Ú ‚˚‡‚ÌË‚‡ÌËÂ TA, – ‰ÂÂ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ‚Â¯ËÌ‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Ô‡ÓÈ
ËÌ‰ÂÍÒÓ‚.  ñÂÌ‡ TA – ÒÛÏÏ‡ ˆÂÌ ‚ÒÂı Ô‡ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ ‚ TA.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Á·ËÂÌËÈ-ÒÓ‚ÏÂ˘ÂÌËÈ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Á·ËÂÌËÈ-ÒÓ‚ÏÂ˘ÂÌËÈ ([ChLu85]) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo

‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1,
T2 ∈ �rlo Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡Á·ËÂÌËÈ Ë ÒÓ‚ÏÂ˘ÂÌËÈ ‚Â¯ËÌ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T2.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2-ÒÚÂÔÂÌË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2-ÒÚÂÔÂÌË ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �l ‚ÒÂı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚

(ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ
˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÂÈ, ‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ-
‚Ó‰fl˘Ëı T1 ‚ T2, ÂÒÎË Î˛·‡fl ‚ÒÚ‡‚ÎflÂÏ‡fl (Û‰‡ÎflÂÏ‡fl) ‚Â¯ËÌ‡ ËÏÂÂÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ‰‚Ûı
ÒÓÒÂ‰ÌËı ‚Â¯ËÌ.  í‡Í‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‡Ò¯ËÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl ëÂÎÍÓÛ.

îËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ï-‰ÂÂ‚Ó – ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó ·ÂÁ ÍÓÌfl Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÎËÒÚ¸Â‚ ï, ÌÂ ËÏÂ˛˘ÂÂ ‚Â¯ËÌ ÔÓfl‰Í‡ 2.  ÖÒÎË Í‡Ê‰‡fl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl
‚Â¯ËÌ‡ ËÏÂÂÚ ÔÓfl‰ÓÍ 3, ÚÓ ‰ÂÂ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ËÌ‡Ì˚Ï (ËÎË ‚ÔÓÎÌÂ ‡ÁÂ-
¯ÂÌÌ˚Ï).

ê‡ÁÂÁ Ä|Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÂÒÚ¸ ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ì‡ ‰‚‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç
(ÒÏ. èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡). ì‰‡ÎÂÌËÂ Â·‡ Â ËÁ ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ï-‰ÂÂ‚‡ ‚ÎÂ-
˜ÂÚ ‡ÁÂÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÎËÒÚ¸Â‚ ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ‡ÁÂÁÓÏ, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ˚Ï Ò Â.

åÂÚËÍ‡ êÓ·ËÌÁÓÌ‡–îÓÛÎ‰Ò‡
åÂÚËÍ‡ êÓ·ËÌÁÓÌ‡-îÓÛÎ‰Ò‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ‡Á·ËÂÌËfl, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

‡ÁÂÁ‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X) ‚ÒÂı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1

2

1

2

1

21 2 1 2 2 1Σ ∆Σ Σ Σ Σ Σ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .T T T T T T= − + −

‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ �(X), „‰Â Σ(T) – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂı ‡ÁÂÁÓ‚ ï, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ˚ı Ò
Â·‡ÏË í.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ êÓ·ËÌÁÓÌ‡–îÓÛÎ‰Ò‡
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ êÓ·ËÌÁÓÌ‡–îÓÛÎ‰Ò‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X) ‚ÒÂı ÙË-

ÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

A B T T

w A B w A B
| ( ) ( )

( | ) ( | )
∈ ∪

∑ −
Σ Σ1 2

1 2

‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ � (X), „‰Â w w ei e E Ti
= ∈( ( )) ( )  – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı

Â·ÂÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚ ï-‰ÂÂ‚‡ Ti, Σ(Ti) – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂı ‡ÁÂÁÓ‚ ï, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡Ì-
Ì˚ı Ò Â·‡ÏË Ti, Ë wi(A|B) – ‚ÂÒ Â·‡, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Ò ‡ÁÂÁÓÏ Ä|Ç
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ïi, i = 1, 2.

åÂÚËÍ‡ Ó·ÏÂÌ‡ ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ÒÓÒÂ‰flÏË
åÂÚËÍ‡ Ó·ÏÂÌ‡ ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ÒÓÒÂ‰flÏË (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÒÒÓ‚Â‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X) ‚ÒÂı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı
T1, T2 ∈ �(X) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ó·ÏÂÌÓ‚ ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ÒÓÒÂ‰flÏË, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T2.
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é·ÏÂÌ ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ÒÓÒÂ‰flÏË – Á‡ÏÂÌ‡ ‰‚Ûı ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸Â‚ ‚ ‰ÂÂ‚Â, ÒÏÂÊÌ˚ı
Ò Ó‰ÌËÏ Ë ÚÂÏ ÊÂ ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ Â·ÓÏ;  ÔË ˝ÚÓÏ ÓÒÚ‡Î¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‰ÂÂ‚‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl
·ÂÁ ËÁÏÂÌÂÌËÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓ˘ÂÌËfl Ë ÔÂÂÒ‡‰ÍË ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓ˘ÂÌËfl Ë ÔÂÂÒ‡‰ÍË ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X)

‚ÒÂı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ �(X) Í‡Í ÏËÌË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÛÔÓ˘ÂÌËÈ Ë ÔÂÂÒ‡‰ÍË ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËfl T1 ‚ T2.

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÛÔÓ˘ÂÌËfl Ë ÔÂÂÒ‡‰ÍË ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÚË ˝Ú‡Ô‡:
ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Ë Û‰‡ÎflÂÚÒfl Â·Ó uv ‰ÂÂ‚‡, ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‰ÂÂ‚Ó ‡Á‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡
‰‚‡ ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tu (ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ u) Ë Tv (ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ v); Á‡ÚÂÏ ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Ë ÔÓ‰‡Á-
‰ÂÎflÂÚÒfl Â·Ó ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tv, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÌÓ‚Û˛ ‚Â¯ËÌÛ w; Ì‡ÍÓÌÂˆ, ‚Â¯ËÌ˚ u Ë
w ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl Â·ÓÏ, ‡ ‚ÒÂ ‚Â¯ËÌ˚ ÒÚÂÔÂÌË ‰‚‡ Û‰‡Îfl˛ÚÒfl.

åÂÚËÍ‡ ‡ÒÒÂ˜ÂÌËfl-‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡
åÂÚËÍ‡ ‡ÒÒÂ˜ÂÌËfl-‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X) ‚ÒÂı

ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ �(X) Í‡Í ÏËÌË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ‡ÒÒÂ˜ÂÌËfl – ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl Ó·‡˘ÂÌËfl T1 ‚ T2.

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ‡ÒÒÂ˜ÂÌËfl – ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÚË
˝Ú‡Ô‡:  ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Ë Û‰‡ÎflÂÚÒfl Â·Ó uv ‰ÂÂ‚‡, ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‰ÂÂ‚Ó ‡Á‰Â-
ÎflÂÚÒfl Ì‡ ‰‚‡ ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tu (ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ u) Ë Tv (ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ v);  Á‡ÚÂÏ ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl
Ë ÔÓ‰‡Á‰ÂÎfl˛ÚÒfl Â·Ó ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tv, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÌÓ‚Û˛ ‚Â¯ËÌÛ w, Ë Â·Ó
ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tu, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÌÓ‚Û˛ ‚Â¯ËÌÛ z;  Ì‡ÍÓÌÂˆ, ‚Â¯ËÌ˚ w Ë z ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl
Â·ÓÏ, ‡ ‚ÒÂ ‚Â¯ËÌ˚ ÒÚÂÔÂÌË  ‰‚‡ Û‰‡Îfl˛ÚÒfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Í‚‡ÚÂÚ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Í‚‡ÚÂÚ‡ ([EMM85]) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �b(X) ‚ÒÂı ·ËÌ‡-

Ì˚ı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T 2 ∈ � b(X) Í‡Í
˜ËÒÎÓ ÌÂÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘Ëı Í‚‡ÚÂÚÓ‚ (ËÁ Ó·˘Â„Ó ˜ËÒÎ‡ ( )4

n  ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı Í‚‡ÚÂÚÓ‚) ‰Îfl
T1 Ë T2.

Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ Ì‡ ÚÓÏ Ù‡ÍÚÂ, ˜ÚÓ ‰Îfl ˜ÂÚ˚Âı ÎËÒÚ¸Â‚ {1, 2, 3, 4}
‰ÂÂ‚‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÔÓÒÓ·‡ Ëı Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl Ì‡ ·ËÌ‡ÌÓÏ
ÔÓ‰‰ÂÂ‚Â: (12|34), (13|24) ËÎË (14|23): ÒËÏ‚ÓÎÓÏ (12|34) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ·ËÌ‡ÌÓÂ
‰ÂÂ‚Ó Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÎËÒÚ¸Â‚ {1, 2, 3, 4}, ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓÒÎÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó
Â·‡ ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ‰ÂÂ‚¸fl Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ÎËÒÚ¸Â‚ {1, 2} Ë {3, 4}.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚËÔÎÂÚ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÚËÔÎÂÚ‡ ([CPQ96]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �b(X) ‚ÒÂı

·ËÌ‡Ì˚ı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ �b(X) Í‡Í
˜ËÒÎÓ  ÚÓÂÍ (ËÁ Ó·˘Â„Ó ˜ËÒÎ‡ ( )3

n  ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÚÓÂÍ), ÍÓÚÓ˚Â ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl (Ì‡-
ÔËÏÂ, ÔÓ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌË˛ ÎËÒÚ‡) ‰Îfl T1 Ë T2.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �b(X) ‚ÒÂı

ÍÓÌÂ‚˚ı ·ËÌ‡Ì˚ı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ï  n  ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı
ÎËÒÚ¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T 2 ∈ �b(X) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂ-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÂÂ‚ÂÒÚË ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓÂ Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÂ
‰ÂÂ‚‡ T1 ‚ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓÂ Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÂ ‰ÂÂ‚‡ T2.
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ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A = {1,..., 2k}, ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ 2k ÚÓ˜ÂÍ, ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï Ô‡ÓÒÓ-
˜ÂÚ‡ÌËÂÏ A Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Á·ËÂÌËÂ A Ì‡ k Ô‡.  äÓÌÂ‚ÓÂ ·ËÌ‡ÌÓÂ ÙËÎÓ„Â-
ÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‰ÂÂ‚Ó Ò n ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ÏË ÎËÒÚ¸flÏË ËÏÂÂÚ ÍÓÂÌ¸ Ë n – 2 ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ
‚Â¯ËÌ˚, ÓÚÎË˜‡˛˘ËıÒfl ÓÚ ÍÓÌfl. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï
Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÂÏ Ì‡ 2n – 2 ÓÚÎË˜‡˛˘ËıÒfl ÓÚ ÍÓÌfl ‚Â¯ËÌ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó
ÔÓÒÚÓÂÌËfl: Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ‚Â¯ËÌ˚ ˜ËÒÎ‡ÏË n + 1,..., 2n – 2, ÔÓÒÚ‡‚Ë‚
Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ ËÏÂ˛˘ËÈÒfl ËÌ‰ÂÍÒ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ó‰ËÚÂÎ¸ÒÍÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ Ô‡˚ ÔÓÏÂ-
˜ÂÌÌ˚ı ‰Ó˜ÂÌËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı Ó‰ËÌ ËÏÂÂÚ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ ËÌ‰ÂÍÒ ÒÂ‰Ë
ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ‰Ó˜ÂÌËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚; ÚÂÔÂ¸ Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÂ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÂ‰-
ÒÚ‚ÓÏ ÓÚÒÎÓÂÌËfl ÔÓ ‰‚ÓÂ ‰Ó˜ÂÌËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ËÎË Ô‡ ‚Â¯ËÌ-ÒÂÒÚÂ.

åÂÚËÍË ‡ÚË·ÛÚË‚ÌÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡
ÄÚË·ÛÚË‚Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÈÍ‡ (V, E, α ), „‰Â T = (V, E) – ËÒıÓ‰ÌÓÂ

‰ÂÂ‚Ó Ë α – ÙÛÌÍˆËfl, ÍÓÚÓ‡fl ÒÚ‡‚ËÚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ Í‡Ê‰ÓÈ ‚Â¯ËÌÂ v ∈ V ‚ÂÍÚÓ
‡ÚË·ÛÚÓ‚ α(v).  ÑÎfl ‰‚Ûı ‡ÚË·ÛÚË‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ (V1, E1, α) Ë (V2, E2, β) ‡ÒÒÏÓÚËÏ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÓÏÓÙËÁÏÓ‚ ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸Â‚ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı
ËÁÓÏÓÙËÁÏÓ‚ f : H1 → H2, H 1 ⊂ V1, H 2 ⊂ V2 ÏÂÊ‰Û Ëı ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË
ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸flÏË.  ÖÒÎË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‡ÚË·ÛÚÓ‚ ËÏÂÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ s, ÚÓ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸
ÏÂÊ‰Û ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÔÓ‰ ‰ÂÂ‚¸flÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
W f s fs

H

( ) ( ( ), ( ( ))).=
∈
∑ α βv v

v 1

 àÁÓÏÓÙËÁÏ φ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ Ws(φ) =

= W(φ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÏÓÙËÁÏÓÏ ‰ÂÂ‚‡ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛.
ç‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Tatt ‚ÒÂı ‡ÚË·ÛÚË‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔÓÎÛ-

ÏÂÚËÍË:
1.  max{| |, | |} ( );V V W1 2 − φ
2.  | | | | ( );V V W1 2 2+ − φ

3. 1
1 2

− W

V V

( )

max{| |, | |}
;

φ

4. 1
1 2

−
+ −

W

V V W

( )

| | | | ( )
.

φ
φ

éÌË ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ‡ÚË·Û-
ÚË‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚: ‰‚‡ ‡ÚË·ÛÚË‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚‡ (V1, E1, α)  Ë  (V2, E2, β) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÓÌË ‡ÚË·ÛÚË‚ÌÓ-ËÁÓÏÓÙÌ˚, Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÓÙËÁÏ
g: V1 → V2 ÏÂÊ‰Û ‰ÂÂ‚¸flÏË T1 Ë T2, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ v ∈ V1 ËÏÂÂÚÒfl
α(v) = β(g(v)).  íÓ„‰‡ |V1| = |V2| = W(g).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â í ‚ÒÂı

‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T 2 ∈ T Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÎËÒÚ¸Â‚,
ÍÓÚÓ˚Â ÌÛÊÌÓ Û‰‡ÎËÚ¸ ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡.

èÓ‰‰ÂÂ‚Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡ (ËÎË Ó·˘ÂÂ ÛÔÓ˘ÂÌÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó) ‰‚Ûı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ÂÒÚ¸ ‰ÂÂ‚Ó,
ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ Ó·ÂËı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl ÎËÒÚ¸Â‚ Ò
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï ËÌ‰ÂÍÒÓÏ.
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íÂÓËfl ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl Óı‚‡Ú˚‚‡ÂÚ ‚ÓÔÓÒ˚ ‡Á‡·ÓÚÍË Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÍÓ‰Ó‚ Ò
ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ ‰Îfl Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl Ì‡‰ÂÊÌÓÈ ÔÂÂ‰‡˜Ë ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÔÓ
Í‡Ì‡Î‡Ï Ò ‚˚ÒÓÍËÏ ÛÓ‚ÌÂÏ ¯ÛÏÓ‚ ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò‚flÁË Ë ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ı ı‡ÌÂÌËfl
‰‡ÌÌ˚ı.  ñÂÎ¸˛ ÚÂÓËË ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÒÍ ÍÓ‰Ó‚, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘Ëı
·˚ÒÚÛ˛ ÔÂÂ‰‡˜Û Ë ‰ÂÒÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËÂ ËÌÙÓÏ‡ˆËË, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı ÏÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ËÏ˚ı
ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚ Ë ÒÔÓÒÓ·Ì˚ı ËÒÔ‡‚ÎflÚ¸ ËÎË, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ, Ó·Ì‡ÛÊË‚‡Ú¸ ÏÌÓ„Ó
Ó¯Ë·ÓÍ.  ùÚË ˆÂÎË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚Á‡ËÏÌÓ ËÒÍÎ˛˜‡˛˘ËÏË; Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ
ÔËÎÓÊÂÌËÈ ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ıÓÓ¯ËÈ ÍÓ‰.

Ç Ó·Î‡ÒÚË ÍÓÏÏÛÌËÍ‡ˆËÈ ÍÓ‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‚ËÎÓ ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒÓÓ·-
˘ÂÌËÈ (Ì‡ÔËÏÂ, ÔËÒÂÏ, ÒÎÓ‚ ËÎË Ù‡Á) ‚ ‰Û„Û˛ ÙÓÏÛ ËÎË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ, ÌÂ
Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÚÓ„Ó ÊÂ ÚËÔ‡. äÓ‰ËÓ‚‡ÌËÂ – ÔÓˆÂÒÒ, ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÚÓÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ
(Ó·˙ÂÍÚ) ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ‚ ‰‡ÌÌ˚Â, ÔÂÂ‰‡‚‡ÂÏ˚Â Á‡ÚÂÏ
ÔÓÎÛ˜‡ÚÂÎ˛ (Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎ˛), Ì‡ÔËÏÂ, ÒËÒÚÂÏÂ Ó·‡·ÓÚÍË ‰‡ÌÌ˚ı.  ÑÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·‡ÚÌ˚Ï ÔÓˆÂÒÒÓÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‰‡ÌÌ˚ı, ÔÓÒÚÛÔË‚¯Ëı ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡,
‚ ÔÓÌflÚÌ˚È ‰Îfl ÔÓÎÛ˜‡ÚÂÎfl ‚Ë‰.

äÓ‰ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ – Ú‡ÍÓÈ ÍÓ‰, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰˚È ÔÂÂ‰‡‚‡ÂÏ˚È
˝ÎÂÏÂÌÚ ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï Ô‡‚ËÎ‡Ï ÔÓÒÚÓÂÌËfl, Ò ÚÂÏ ˜ÚÓ·˚
ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÓÚ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÏ ÒË„Ì‡ÎÂ ÏÓ„ÎË ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍË
‚˚fl‚ÎflÚ¸Òfl Ë ÍÓÂÍÚËÓ‚‡Ú¸Òfl. í‡Í‡fl ÚÂıÌÓÎÓ„Ëfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌ˚ı
Ì‡ÍÓÔËÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ı, Ì‡ÔËÏÂ ‚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ Ô‡ÏflÚË RAM Ë ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı
ÔÂÂ‰‡˜Ë ‰‡ÌÌ˚ı.  á‡‰‡˜‡ ‚˚fl‚ÎÂÌËfl Ó¯Ë·ÓÍ Â¯‡ÂÚÒfl „Ó‡Á‰Ó ÎÂ„˜Â, ˜ÂÏ Á‡‰‡˜‡
ËÒÔ‡‚ÎÂÌËfl Ó¯Ë·ÓÍ, Ë ‰Îfl Ó·Ì‡ÛÊÂÌËfl Ó¯Ë·ÓÍ ‚ ÌÓÏÂ‡ ÍÂ‰ËÚÌ˚ı Í‡Ú
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ‚‚Ó‰flÚÒfl Ó‰Ì‡ ËÎË ·ÓÎÂÂ "ÍÓÌÚÓÎ¸Ì˚ı" ˆËÙ.  ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡
ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÍÎ‡ÒÒ‡ ÍÓ‰Ó‚ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ: ·ÎÓÍÓ‚˚Â ÍÓ‰˚ Ë Ò‚ÂÚÓ˜-
Ì˚Â ÍÓ‰˚.

ÅÎÓÍÓ‚˚È ÍÓ‰ (ËÎË ‡‚ÌÓÏÂÌ˚È ÍÓ‰) ‰ÎËÌ˚ n Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ � , Ó·˚˜ÌÓ
Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓÎÂÏ �q = {0,..., q – 1}, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ C ⊂ �n; Í‡Ê‰˚È
‚ÂÍÚÓ x ∈ C Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰Ó‚˚Ï ÒÎÓ‚ÓÏ, M = | C | Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÁÏÂÓÏ ÍÓ‰‡; ‰Îfl
‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d Ì‡ 

 
�q

n  (Ó·˚˜ÌÓ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË dH) ÁÌ‡˜ÂÌËÂ d* = d*(C) =
= minx,y ∈ C, x ≠ yd(x, y) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÍÓ‰‡ ë.  ÇÂÒ w(x)
ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ x ∈ C ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í w(x) = d(x, 0). (n, M, d*)-ÍÓ‰ ÂÒÚ¸ q-ÁÌ‡˜Ì˚È
·ÎÓÍÓ‚˚È ÍÓ‰  ‰ÎËÌ˚ n, ‡ÁÏÂ‡ å Ë Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ d*. ÅËÌ‡Ì˚Ï
ÍÓ‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ Ì‡‰ �2.

äÓ„‰‡ ÍÓ‰Ó‚˚Â ÒÎÓ‚‡ ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ÌËÏË ·˚ÎÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï, ÍÓ‰ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍ‡ÊÂÌÌ˚Â ‚ÂÍÚÓ˚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ˚ ÔÛÚÂÏ
‚˚·Ó‡ ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡.  äÓ‰ ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ t
Ó¯Ë·ÓÍ (Ë ÍÓ‰ÓÏ Ò Ó·Ì‡ÛÊÂÌËÂÏ 2t Ó¯Ë·ÓÍ), ÂÒÎË d*(C) ≥ 2t + 1.  Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
Í‡Ê‰‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ Ut(x) = {y ∈ C: d(x, y) ≤ t} ÚÓ˜ÍË x ∈ C ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚÒfl Ò Ut(y)
‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË y ∈ C, y ≠ x.  ëÓ‚Â¯ÂÌÌ˚È ÍÓ‰ – ˝ÚÓ q-ÁÌ‡˜Ì˚È (n, M, 2t + 1)-ÍÓ‰,
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‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó å ÒÙÂ Ut(x) Ò ‡‰ËÛÒÓÏ t Ë ˆÂÌÚ‡ÏË ‚ ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚‡ı Á‡ÔÓÎÌfl˛Ú
ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ‚ÒÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Fq

n  ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ.

ÅÎÓÍÓ‚˚È ÍÓ‰ C Fq
n⊂  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï, ÂÒÎË ë fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓ‰-

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Fq
n .  [n, k]-ÍÓ‰ ÂÒÚ¸ k-ÏÂÌ˚È ÎËÌÂÈÌ˚È ÍÓ‰ C Fq

n⊂
(Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ d*);  ÓÌ ËÏÂÂÚ ‡ÁÏÂ qk, Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl (n, qk, d*)-ÍÓ‰ÓÏ.

äÓ‰ÓÏ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚È ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚È 
q

q

q

q
r

r r−
−

−
−

−






1

1

1

1
3, , -ÍÓ‰ Ò

ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó‰ÌÓÈ Ó¯Ë·ÍË.
k × n å‡ÚËˆ‡ G ÒÓ ÒÚÓÍ‡ÏË, fl‚Îfl˛˘ËÏËÒfl ·‡ÁËÒÌ˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ‰Îfl ÎËÌÂÈ-

ÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ ë, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÈ Ï‡ÚËˆÂÈ ÍÓ‰‡ C .  Ç ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÏ
‚Ë‰Â ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í (1k|A), „‰Â 1k ÂÒÚ¸ k × k Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡. ä‡Ê‰ÓÂ
ÒÓÓ·˘ÂÌËÂ (ËÎË ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ÒËÏ‚ÓÎ, ÒËÏ‚ÓÎ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡) u u u Fk q

n= ∈( , ..., )1

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÍÓ‰ËÓ‚‡Ì ÔÛÚÂÏ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Â„Ó (ÒÔ‡‚‡) Ì‡ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Û˛ Ï‡ÚËˆÛ:
uG ∈ C.  å‡ÚËˆ‡ H = (–AT|1n–k) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÚËˆÂÈ ÔÓ‚ÂÍË Ì‡ ÔÓ˜ÌÓÒÚ¸ ÍÓ‰‡
ë.  óËÒÎÓ r = n – k ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Û ˆËÙ ÔÓ‚ÂÍË Ì‡ ˜ÂÚÌÓÒÚ¸ ‚ ÍÓ‰Â Ë
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÍÓ‰‡ ë.  àÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ (ËÎË ÍÓ‰Ó‚‡fl

ÒÍÓÓÒÚ¸) ÍÓ‰‡ ë – ˝ÚÓ ˜ËÒÎÓ R
M

n
= log

.2  ÑÎfl q-ÁÌ‡˜ÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ R
k

n
q= log ;2

‰Îfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ R
k

n
= .

ë‚ÂÚÓ˜Ì˚È ÍÓ‰ – Ú‡ÍÓÈ ÚËÔ ÍÓ‰‡ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÔÓ‰ÎÂ-
Ê‡˘ËÈ ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌË˛ k-·ËÚÓ‚ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ÒËÏ‚ÓÎ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl ‚ n-·ËÚÓ‚ÓÂ

ÍÓ‰Ó‚ÓÂ ÒÎÓ‚Ó, „‰Â R
k

n
=  – ÍÓ‰Ó‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ (n ≥ k), ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl

ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÓÒÎÂ‰ÌËı m ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, „‰Â m – ‰ÎËÌ‡ ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó Ó„‡-
ÌË˜ÂÌËfl. ë‚ÂÚÓ˜Ì˚Â ÍÓ‰˚ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ÔÓ‚˚¯ÂÌËfl Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ‡‰ËÓ Ë
ÒÔÛÚÌËÍÓ‚˚ı ÎËÌËÈ Ò‚flÁË. äÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ – ÍÓ‰ Ò ÍÓ‰Ó‚˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË
‡ÁÎË˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÍÓ‰Ó‚ Ò ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂ‰Ì‡Á-
Ì‡˜ÂÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÔÓ‚˚¯ÂÌËfl Ì‡‰ÂÊÌÓÒÚË ÔÂÂ‰‡˜Ë ‰‡ÌÌ˚ı, ÍËÔÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÂ
ÍÓ‰˚ ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌ˚ ‰Îfl ÔÓ‚˚¯ÂÌËfl Á‡˘Ë˘ÂÌÌÓÒÚË ÎËÌËÈ Ò‚flÁË. Ç ÍËÔÚÓ„‡ÙËË
ÓÚÔ‡‚ËÚÂÎ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ÍÎ˛˜ ‰Îfl ¯ËÙÓ‚‡ÌËfl ÒÓÓ·˘ÂÌËfl ‰Ó Â„Ó ÔÂÂ‰‡˜Ë ÔÓ
ÌÂÁ‡˘Ë˘ÂÌÌ˚Ï Í‡Ì‡Î‡Ï Ò‚flÁË, ‡ ‡‚ÚÓËÁÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓÎÛ˜‡ÚÂÎ¸ Ì‡ ‰Û„ÓÏ ÍÓÌˆÂ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ÍÎ˛˜ ‰Îfl ‡Ò¯ËÙÓ‚ÍË ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ÒÓÓ·˘ÂÌËfl.  ó‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ‡Î„ÓËÚ-
Ï˚ ÒÊ‡ÚËfl Ë ÍÓ‰˚ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ÍËÔÚÓ„‡-
ÙË˜ÂÒÍËÏË ÍÓ‰‡ÏË, ˜ÚÓ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÛ˛ Ë Ì‡‰ÂÊÌÛ˛
Ò‚flÁ¸ ·ÂÁ Ó¯Ë·ÓÍ ÔÂÂ‰‡˜Ë ‰‡ÌÌ˚ı Ë Á‡˘ËÚÛ ‰‡ÌÌ˚ı ÓÚ ÌÂÒ‡ÌÍˆËÓÌËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
‰ÓÒÚÛÔ‡.  á‡¯ËÙÓ‚‡ÌÌ˚Â ÒÓÓ·˘ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÍ˚Ú˚ ‚
ÚÂÍÒÚÂ, ËÁÓ·‡ÊÂÌËË Ë Ú.Ô., Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÚÂ„‡ÌÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÏË ÒÓÓ·˘ÂÌËflÏË.

16.1. åàçàåÄãúçéÖ  êÄëëíéüçàÖ  à  ÖÉé  ÄçÄãéÉà

åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÑÎfl ÍÓ‰‡ ë ⊂ V, „‰Â V – n-ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ

d, ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d* = d*(C) ÍÓ‰‡ ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

min ( , ).
, ,x y C x y

d x y
∈ ≠
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åÂÚËÍ‡ d  Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔËÓ‰˚ ÔÓ‰ÎÂÊ‡˘Ëı ËÒÔ‡‚ÎÂÌË˛ Ó¯Ë·ÓÍ ‚
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ÍÓ‰‡.  ÑÎfl Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl ÚÂ·ÛÂÏ˚ı ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ
ÔÓ ÍÓÂÍÚËÓ‚ÍÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔËÏÂÌflÚ¸ ÍÓ‰˚ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ
ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚.  ç‡Ë·ÓÎÂÂ ¯ËÓÍÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÌ˚ÏË ‚ ˝ÚÓÏ ÔÎ‡ÌÂ ÍÓ‰‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl
q-ÁÌ‡˜Ì˚Â ·ÎÓÍÓ‚˚Â ÍÓ‰˚ ‚ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ d x y i x y i nH i i( , ) | { : , , ..., } | .= ≠ =1

ÑÎfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓ‰Ó‚ ë ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d*(C) = w (C), „‰Â w (C) =
= min{w(x): x ∈ C}, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‚ÂÒÓÏ ÍÓ‰‡ C.  èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï‡ÚËˆ‡ H
Ï‡ÚËˆ‡ ÔÓ‚ÂÂÌ‡ ˜ÂÒÚÌÓÒÚ¸ [n, k]-ÍÓ‰‡ ë ËÏÂÂÚ rank(H ) ≤ n – k ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı
ÒÚÓÎ·ˆÓ‚, ÚÓ d*(C) ≤ n – k + 1 (‚ÂıÌflfl „‡ÌËˆ‡ ëËÌ„ÎÚÓÌ‡).

Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d⊥  ÎËÌÂÈÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ 
  
C q

n⊂ �  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸-
Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ C⊥  ‰Îfl ë.

Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÍÓ‰ C⊥  ‰Îfl ÍÓ‰‡ ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‚ÂÍÚÓÓ‚
�q

n ,  ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı Í‡Ê‰ÓÏÛ ÍÓ‰Ó‚ÓÏÛ ÒÎÓ‚Û ËÁ ë: C uq
n⊥ = ∈ 〈 〉 ={ : ,v v� 0  ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó u ∈ C}. äÓ‰ C⊥  fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï [n, n – k]-ÍÓ‰ÓÏ. (n – k) × n ÔÓÓÊ‰‡˛˘‡fl
Ï‡ÚËˆ‡ ‰Îfl C⊥  fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÚËˆÂÈ ÔÓ‚ÂÍË Ì‡ ˜ÂÚÌÓÒÚ¸ ‰Îfl ë.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ar-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
ÑÎfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓ‰Ó‚ ë1 Ë ë2, ËÏÂ˛˘Ëı ‰ÎËÌÛ n Ò C2 ⊂  C1, Ëı bar-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

C1|C2 ÂÒÚ¸ ÎËÌÂÈÌ˚È ÍÓ‰ ‰ÎËÌ˚ 2n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È Í‡Í C C x x y x C1 2 1| { | : ,= + ∈
y C∈ 2}.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ bar-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl – ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d*(C1|C2) bar-ÔÓËÁ-
‚Â‰ÂÌËfl C C1 2| .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ËÁ‡ÈÌ‡
ãËÌÂÈÌ˚È ÍÓ‰ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÏ ÍÓ‰ÓÏ, ÂÒÎË ‚ÒÂ ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÂ Ò‰‚Ë„Ë

ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ Ú‡ÍÊÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ë, Ú.Â. ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó (a0,...., an–1) ∈ C ‚ÂÍÚÓ
(an– 1 , a0,..., an– 2 ) ∈ C .  ì‰Ó·ÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎflÚ¸ ÍÓ‰Ó‚ÓÂ ÒÎÓ‚Ó (a0,..., an– 1) Ò
ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ c x a a x a xn

n( ) ... ,= + + + −
−

0 1 1
1  ÚÓ„‰‡ Í‡Ê‰˚È ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÈ [n, k]-ÍÓ‰

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ Í‡Í „Î‡‚Ì˚È Ë‰Â‡Î 〈 〉 = ∈g x r x g x r x Rn( ) { ( ) ( ) : ( ) } ÍÓÎ¸ˆ‡

  
R x xn q

n= −� ( ) /( ),1  ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ˚È ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ g x g g x xn k( ) ... ,= + + + −
0 1  Ì‡Á˚‚‡Â-

Ï˚Ï ÔÓÓÊ‰‡˛˘ËÏ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ  ÍÓ‰‡ ë.
ÑÎfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ α  ÔÓfl‰Í‡ n  ‚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÔÓÎÂ 

 
�

qs  [n, k]-ÍÓ‰ ÅÓÁÂ–óÓ‰ıÛË–

ïÓÍ‚ÂÌ„ÂÏ‡, ËÏÂ˛˘ËÈ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ËÁ‡ÈÌ‡ d, fl‚ÎflÂÚÒfl ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÏ ÍÓ‰ÓÏ ‰ÎËÌ˚ n ,
ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ g(x) ‚ �q x( )  ÒÚÂÔÂÌË n – k, ËÏÂ˛˘ËÏ ÍÓÌË
α , α2,..., αd–1.  åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d* ÍÓ‰‡ ÅÓÁÂ–óÓ‰ıÛË–ïÓÍ‚ÂÌ„ÂÏ‡ Ò
ÌÂ˜ÂÚÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰ËÁ‡ÈÌ‡ d ·ÓÎ¸¯Â ËÎË ‡‚ÌÓ d.

äÓ‰ êË‰‡–ëÓÎÓÏÓÌ‡ – ˝ÚÓ ÍÓ‰ ÅÓÁÂ–óÓ‰ıÛË–ïÓÍ‚ÂÌ„ÂÏ‡ Ò s = 1.  èÓÓÊ‰‡˛-
˘ËÏ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ ÍÓ‰‡ êË‰‡–ëÓÎÓÏÓÌ‡ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰ËÁ‡ÈÌ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ g x x x d( ) ( )...( )= − − −α α 1  ÒÚÂÔÂÌË n – k = d – 1, Ú.Â. ‰Îfl ÍÓ‰‡ êË‰‡–
ëÓÎÓÏÓÌ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ËÁ‡ÈÌ‡ d = n – k + 1 Ë ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d* ≥ d .
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d* ≤ n – k + 1
(‚ÂıÌflfl „‡ÌËˆ‡ ëËÌ„ÎÚÓÌ‡), ÍÓ‰ êË‰‡–ëÓÎÓÏÓÌ‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ d* = n – k + 1 Ë ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ‚ÂıÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ ëËÌ„ÎÚÓÌ‡. Ç ÔÓË„˚-
‚‡ÚÂÎflı ÍÓÏÔ‡ÍÚ-‰ËÒÍÓ‚ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡ ‰‚ÓÈÌÓÈ ÍÓÂÍ-
ˆËË Ó¯Ë·ÓÍ (255, 251,5) ÍÓ‰‡ êË‰‡–ëÓÎÓÏÓÌ‡ Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ �256.
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ê‡Ò˜ÂÚÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÔÔ˚
ê‡Ò˜ÂÚÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÔÔ˚ ([Gopp71]) – ÌËÊÌflfl „‡ÌËˆ‡ d*(m)

‰Îfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ó‰ÌÓÚÓ˜Â˜Ì˚ı „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓ‰Ó‚ ÉÓÔÔ˚ (ËÎË
ÍÓ‰Ó‚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË) G(m ).  ÑÎfl ÍÓ‰‡ G(m), ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Ò
‰ÂÎËÚÂÎflÏË D  Ë mP, m ∈ �  „Î‡‰ÍÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂÔË‚Ó‰ËÏÓÈ
‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÈ ÍË‚ÓÈ Ó‰‡ g > 0 Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓÎÂÏ �q, Ï˚ ËÏÂÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
d*(m) = m + 2 – 2g, ÂÒÎË 2g – 2 < m < n.

ÑÎfl ÍÓ‰‡ ÉÓÔÔ˚ ë(m) ÒÚÛÍÚÛ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÓÔÛÒÍÓ‚ ‚ ê ÏÓÊÂÚ
ÔÓÁ‚ÓÎËÚ¸ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÛ˛ ÌËÊÌ˛˛ „‡ÌËˆÛ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl
(ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡-ê‡Ó).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡–ê‡Ó
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡-ê‡Ó δFR(m) – ÌËÊÌflfl „‡ÌËˆ‡ ‰Îfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl

Ó‰ÌÓÚÓ˜Â˜Ì˚ı „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓ‰Ó‚ ÉÓÔÔ˚ G(m), ÍÓÚÓÓÂ ÎÛ˜¯Â ‡Ò˜ÂÚÌÓ„Ó
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÉÓÔÔ˚.  àÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È ÏÂÚÓ‰ ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl îÂÌ„‡–ê‡Ó
‰Îfl ÍÓ‰‡ ë(m) ‰ÂÍÓ‰ËÛÂÚ Ó¯Ë·ÍË ‰Ó ÔÓÎÓ‚ËÌ˚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl îÂÌ„‡–ê‡Ó δFR(m) Ë
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÔÓ ËÒÔ‡‚ÎÂÌË˛ Ó¯Ë·ÓÍ ‰Îfl Ó‰ÌÓÚÓ˜Â˜Ì˚ı „ÂÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍËı ÍÓ‰Ó‚ ÉÓÔÔ˚.

îÓÏ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡–ê‡Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. èÛÒÚ¸ S
·Û‰ÂÚ ˜ËÒÎÓ‚‡fl ÔÓÎÛ„ÛÔÔ‡, Ú.Â. ÔÓ‰ÔÓÎÛ„ÛÔÔ‡ S ÔÓÎÛ„ÛÔÔ˚ � ∪ {0}, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ
Ó‰   g S= ∪| { } \ |� 0  ÔÓÎÛ„ÛÔÔ˚ S fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï, Ë 0 ∈ S.  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡–
ê‡Ó Ì‡ S ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl δFR S: { },→ ∪� 0  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ δ νFR m r r m r S( ) min{ ( ) : , },= ≥ ∈
„‰Â ν( ) | {( , ) : } | .r a b S a b r= ∈ + =2  é·Ó·˘ÂÌÌÓÂ r-Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡–ê‡Ó Ì‡ S ÓÔÂ-

‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í δ νFR
r

r r im m m m m m m S( ) min{ [ ,..., ] : ... , },= ≤ < < ∈1 1  „‰Â ν[ , ..., ]m mr1 =
= ∈ − ∈| { :a S m a Si  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó i = 1,..., r}|. íÓ„‰‡ ËÏÂÂÏ δ δFR FRm m( ) ( )= 1

(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [FaMu03]).

ë‚Ó·Ó‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ë‚Ó·Ó‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÈ ‚ÂÒ ï˝ÏÏËÌ„‡ Î˛·Ó„Ó ÍÓ‰Ó-

‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ ‚ Ò‚ÂÚÓ˜ÌÓÏ ÍÓ‰Â ËÎË ÍÓ‰Â ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚.
îÓÏ‡Î¸ÌÓ, k-Â ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dk

∗  Ò‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ ËÎË ÍÓ‰‡ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÓÚÂÁ-
Í‡ÏË ‰ÎËÌ˚ k Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl Ì‡ ‰‡ÌÌ˚ı
Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÓÚÂÁÍ‡ı.  èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ d d d d d d1 2 3 1 2 3

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗≤ ≤ ≤, , , ...( ...)  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‡ÒÒÚÓflÌÌ˚Ï ÔÓÙËÎÂÏ  ÍÓ‰‡.  ë‚Ó·Ó‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ ËÎË ÍÓ‰‡
ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ‡‚ÌÓ max lim .

l
l

l
ld d d∗

→∞

∗
∞
∗=

ùÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
íÛ·Ó-ÍÓ‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÎËÌÌ˚È ·ÎÓÍÓ‚˚È ÍÓ‰, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ËÏÂÂÚÒfl  L ‚ıÓ‰fl˘Ëı

·ËÚÓ‚ Ë Í‡Ê‰˚È ËÁ ˝ÚËı ·ËÚÓ‚ ÍÓ‰ËÛÂÚÒfl q ‡Á.  èË j-Ï ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËË L ·ËÚÓ‚
ÔÓÔÛÒÍ‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ·ÎÓÍ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ Pj, ‡ Á‡ÚÂÏ ÍÓ‰ËÛ˛ÚÒfl ·ÎÓÍÓ‚˚Ï [Nj, L]
ÍÓ‰ÂÓÏ (ÍÓ‰ÂÓÏ ÍÓ‰Ó‚˚ı Ù‡„ÏÂÌÚÓ‚), ÍÓÚÓ˚È ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í
L × Nj Ï‡ÚËˆ‡.  íÓ„‰‡ ËÒÍÓÏ˚Ï ÚÛ·Ó-ÍÓ‰ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚È [N1 + ... +Nq, L]-ÍÓ‰
(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [BGT93]).

i-‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ıÓ‰‡ di(C) ÚÛ·Ó-ÍÓ‰‡ ë ÂÒÚ¸ ÏËÌË-
Ï‡Î¸Ì˚È ‚ÂÒ ‰Îfl ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚ıÓ‰fl˘ËÏ ÒÎÓ‚‡Ï ‚ÂÒ‡ i.  ùÙÙÂÍ-
ÚË‚Ì˚Ï Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÍÓ‰‡ ë ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â„Ó 2-‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸-
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ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ıÓ‰‡ d2(C), Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È ‚ÂÒ ‰Îfl ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚Û˛˘Ëı ‚ıÓ‰fl˘ËÏ  ÒÎÓ‚‡Ï ‚ÂÒ‡ 2.

ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
ÑÎfl ÍÓ‰‡ ë Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X, d) Ò ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ

diam(X, d) = D ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‰Îfl ë ÂÒÚ¸ (D + 1)-‚ÂÍÚÓ (A0,..., AD), „‰Â

A
C

c c C d c c ii = ′ ∈ ′ =1 2

| |
| {( , ) : ( , ) } | . í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ ‚ÂÎË˜ËÌ˚

Ai(c) – ˜ËÒÎÓ ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË i ÓÚ ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ Ò, Ë ·ÂÂÏ Ai Í‡Í
ÒÂ‰ÌÂÂ ÓÚ Ai(c) ÔÓ ‚ÒÂÏ c ∈ C. A0 = 1 Ë, ÂÒÎË d* = d*(C) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂÏ ‰Îfl ë, ÚÓ A A

d1 1
0= =∗ −

... .

ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‰Îfl ÍÓ‰‡ Ò Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ‚‡ÊÌÓ, ‚ ˜‡ÒÚ-
ÌÓÒÚË, ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË Ó¯Ë·ÍË ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl ÔË ÔËÏÂÌÂÌËË ‡ÁÎË˜Ì˚ı
‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ˝ÚÓ ÏÓÊÂÚ ÔÓÏÓ˜¸ ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË
Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÚÛÍÚÛ Ë ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÒÛ˘ÂÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚ı ÍÓ‰Ó‚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚË ÍËÔÚÓÒËÒÚÂÏ˚ (òÂÌÌÓÌ, 1949) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌË-

Ï‡Î¸Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ ¯ËÙÓÚÂÍÒÚ‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡fl ‰Îfl Û‚ÂÂÌÌÓÒÚË ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÚÓÎ¸ÍÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÒÏ˚ÒÎÓ‚ÓÈ ‚‡Ë‡ÌÚ Â„Ó ‡Ò¯ËÙÓ‚ÍË. ÑÎfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı
ÍËÔÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÍÎ˛˜Â‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚË ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ ç(K)/D , „‰Â H(K) – ˝ÌÚÓÔËfl
ÍÎ˛˜Â‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ („Û·Ó „Ó‚Ófl, log2N, „‰Â N – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÍÎ˛˜ÂÈ), ‡ D
ËÁÏÂflÂÚ ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ÂÁÂ‚ËÓ‚‡ÌËfl ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó flÁ˚Í‡ ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ÚÂÍÒÚ‡ ‚ ·ËÚ‡ı
Ì‡ ·ÛÍ‚Û.

äËÔÚÓÒËÒÚÂÏ‡ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ Ë‰Â‡Î¸ÌÛ˛ ÒÂÍÂÚÌÓÒÚ¸, ÂÒÎË ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó‰ÌÓ-
ÁÌ‡˜ÌÓÒÚË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ. ç‡ÔËÏÂ, Ó‰ÌÓ‡ÁÓ‚˚Â ·ÎÓÍÌÓÚ˚ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú Ë‰Â‡Î¸-
ÌÛ˛ ÒÂÍÂÚÌÓÒÚ¸; ËÏÂÌÌÓ Ú‡ÍËÂ ÍÓ‰˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl Ò‚flÁË ÔÓ "Í‡ÒÌÓÏÛ
ÚÂÎÂÙÓÌÛ" ÏÂÊ‰Û äÂÏÎÂÏ Ë ÅÂÎ˚Ï ‰ÓÏÓÏ.

16.2.  éëçéÇçõÖ  êÄëëíéüçàü  çÄ  äéÑÄï

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓ‰‡
ÄËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÍÓ‰ÓÏ (ËÎË ÍÓ‰ÓÏ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı Ó¯Ë·ÓÍ)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � ˆÂÎ˚ı (Ó·˚˜ÌÓ ÌÂÓÚËˆ‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı) ˜ËÒÂÎ.  éÌ ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÍÓÌÚÓÎfl ÙÛÌÍˆËÓÌËÓ‚‡ÌËfl ·ÎÓÍ‡
ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl (ÏÓ‰ÛÎfl ÒÎÓÊÂÌËfl). äÓ„‰‡ ÒÎÓÊÂÌËÂ ˜ËÒÂÎ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‚ ‰‚ÓË˜-
ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ò˜ËÒÎÂÌËfl, ÚÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ò·ÓÈ ‚ ‡·ÓÚÂ ·ÎÓÍ‡ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ‚Â‰ÂÚ Í
ËÁÏÂÌÂÌË˛ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÒÚÂÔÂÌ¸ ‰‚ÓÈÍË, Ú.Â., Í Ó‰ÌÓÈ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒ-
ÍÓÈ Ó¯Ë·ÍÂ. îÓÏ‡Î¸ÌÓ Ó‰Ì‡ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl Ó¯Ë·Í‡ Ì‡ �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ˜ËÒÎ‡ n ∈ � ‚ ˜ËÒÎÓ n = n ± 2i, i = 1, 2,... .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓ‰‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı
n1, n2 ∈ � Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı Ó¯Ë·ÓÍ,  ÔÂÂ‚Ó‰fl˘Ëı n1 ‚ n2.
Ö„Ó ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í w2(n1 –  n 2), „‰Â w2(n) ÂÒÚ¸ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ 2-‚ÂÒ n, Ú.Â.
Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÓÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË

n ei
i

i

k

=
=
∑ 2

0

, „‰Â e i 0, ±1 Ë k – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ. àÏÂÌÌÓ, ‰Îfl

Í‡Ê‰Ó„Ó n ËÏÂÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ú‡ÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ò ek ≠ 0,  eiei+1 = 0 ‰Îfl ‚ÒÂı
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i = 0,..., k – 1, ÍÓÚÓÓÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ˜ËÒÎÓÏ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚
(ÒÏ. ÄËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ r-ÌÓÏ˚, „Î. 12).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡
èÛÒÚ¸ q ≥ 2 Ë m ≥ 2.  ê‡Á·ËÂÌËÂ {B0, B1,..., Bq–1} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �m Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Á·ËÂ-

ÌËÂÏ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:
1) B0 = {0};
2) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó i ∈ �m, i ∈ Bs ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ m – i ∈ Bs, s = 1, 2,..., q – 1;
3) ÂÒÎË i∈ Bs, j ∈ Bt Ë s > t, ÚÓ min{i, m – i} > {j, m – j};
4) ÂÒÎË s > t, s, t = 0, 1,..., q – 1, ÚÓ | | | |,B Bs t≥  ÍÓÏÂ s = q – 1, ÍÓ„‰‡

| | | | .B Bq q− −≥1 2
1

2
ÑÎfl ‡Á·ËÂÌËfl ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �m ‚ÂÒ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡ wSK(x)

Î˛·Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ �m ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í wSK(x) = i, ÂÒÎË x ∈ Bi, i ∈ {0, 1,..., q – 1}.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [ShKa97]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �m,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í
wSK(x – y).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡ Ì‡ �m
n  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í wSK(x – y), „‰Â ‰Îfl

  x x xn m
n= ∈( , ..., )1 �  Ï˚ ËÏÂÂÏ w x w xSK

n
SK i

i

n

( ) ( ).=
=
∑

1

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë ÏÂÚËÍ‡ ãË ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú Í‡Í ‰‚‡ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÒÎÛ˜‡fl ‡Á·ËÂ-
ÌËÈ ‚˚¯ÂÌ‡Á‚‡ÌÌÓ„Ó ÚËÔ‡: PH = {B0, B1}, „‰Â B1 = {1, 2,...., q – 1} Ë PL = {B0, B1,...,

B q/2}, „‰Â B i m i i
q

i = − = 





{ , },  , ..., .1
2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãË) – ÏÂÚËÍ‡ ãË Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �m
n , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wLee(x – y),

„‰Â w x x m xSK i i
i

n

( ) min{ , }= −
=
∑

1

 fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÒÓÏ ãË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡   x x xn m
n= ∈( , ..., ) .1 �

ÖÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   �m
n  ÒÌ‡·ÊÂÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl, ÚÓ

ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �m
n  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ãË.  äÓ‰˚ ‡ÒÒÚÓfl-

ÌËfl ãË ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ Í‡Ì‡Î‡ı Ò‚flÁË Ò Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÏÓ‰ÛÎflˆËÂÈ Ë Ò ÏÌÓ„ÓÛÓ‚ÌÂ‚ÓÈ
Í‚‡ÌÚÓ‚‡ÌÌÓÈ ËÏÔÛÎ¸ÒÌÓÈ ÏÓ‰ÛÎflˆËÂÈ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ ÚÓÓË‰‡Î¸Ì˚ı ÒÂÚflı Ò‚flÁË.
Ç‡ÊÌÂÈ¯ËÏË ÍÓ‰‡ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ãË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ„‡ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÂ ÍÓ‰˚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÌıÂÈÏ‡
èÛÒÚ¸ �[i] = {a + bi: a, b ∈ �} – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˆÂÎ˚ı „‡ÛÒÒÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ.  èÛÒÚ¸

π = a + bi(a > b > 0) – „‡ÛÒÒÓ‚Ó ÔÓÒÚÓÂ ˜ËÒÎÓ. ùÚÓ ÁÌ‡˜ËÚ, ˜ÚÓ (a + bi)(a – bi) =
= a2 + b2 = p, „‰Â p � 1(mod 4) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚÓÂ ˜ËÒÎÓ, ËÎË ˜ÚÓ π = p + 0 ⋅ i = p, „‰Â
p � 3(mod 4) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚÓÂ ˜ËÒÎÓ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÌıÂÈÏ‡ – ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �[i], ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı
ˆÂÎ˚ı „‡ÛÒÒÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ ı Ë Û Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë
ÏÌËÏÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ ‡ÁÌÓÒÚË x – y(mod π).  èË‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ ÔÂÂ‰ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂÏ
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‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë ÏÌËÏÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ – ‡ÁÌËˆ‡ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚËÍÓÈ
å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ å‡ÌıÂÈÏ‡.

ùÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÎfl �p = {0, 1,..., p – 1} ‰Îfl p � 2(mod 4), p = a2 + b2 Ë
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÎfl �

p2  ‰Îfl p � 3(mod 4), p  = a ÏÓ„ÛÚ ÓÚÓ·‡Ê‡Ú¸-

Òfl Ì‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˆÂÎ˚ı „‡ÛÒÒÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËË

µ k k
k a bi

p
a bi k p( ) = − −







 + = −( )
( ),  , ..., ,0 1  „‰Â [.] Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÓÍÛ„ÎÂÌËÂ ‰Ó ·ÎË-

Ê‡È¯Â„Ó ˆÂÎÓ„Ó „‡ÛÒÒÓ‚Ó„Ó  ˜ËÒÎ‡.  åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚˚·‡ÌÌ˚ı ˆÂÎ˚ı „‡ÛÒÒÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ
Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚ÏË ÌÓÏ‡ÏË É‡ÎÛ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓÁ‚ÂÁ‰ËÂÏ.  í‡ÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‰‡ÂÚ
ÌÓ‚˚È ÒÔÓÒÓ· ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÍÓ‰Ó‚ ‰Îfl ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÒË„Ì‡ÎÓ‚.  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÌıÂÈÏ‡
·˚ÎÓ ‚‚Â‰ÂÌÓ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÚ¸ ÔËÏÂÌÂÌËÂ Í éÄå-ÔÓ‰Ó·Ì˚Ï ÒË„Ì‡Î‡Ï
ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl. ÑÎfl ÍÓ‰Ó‚ Ì‡‰ ÒÓÁ‚ÂÁ‰ËflÏË „ÂÍÒ‡„Ó-
Ì‡Î¸Ì˚ı ÒË„Ì‡ÎÓ‚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌ‡ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡–üÍÓ·Ë.  éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Û‰Ó·ÌÓÈ ‰Îfl ·ÎÓÍÓ‚˚ı ÍÓ‰Ó‚ Ì‡‰
ÚÓÓÏ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Hube93], [Hube94]).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
èÛÒÚ¸   ( , )Vn p−  – ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡ Vn = {1,..., n}.  èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó I

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ë‰Â‡ÎÓÏ, ÂÒÎË x ∈ I Ë ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl   y xp−  ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ y ∈ I.
ÖÒÎË J ⊂ Vn, ÚÓ (J) – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ Ë‰Â‡Î ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ J.  ê‡ÒÒÏÓÚ-
ËÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 

  
�q

n  Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓÎÂÏ �q. ê-‚ÂÒ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡

  
x x xn q

n= ∈( , ..., )1 �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó Ë‰Â‡Î‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó ÌÂÒÛ˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ı: wp(x) = |〈supp(x)〉 |, „‰Â supp(x) =
= {i: xi ≠ 0}.  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ (ÒÏ. [BGL95]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

  
�q

n ,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wP(x – y).

ÖÒÎË 
  
�q

n  ÒÌ‡·ÊÂÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÚÓ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ë

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ 
  
�q

n  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡.  ÖÒÎË Vn Ó·‡ÁÛÂÚ
ˆÂÔ¸ 1 ≤ 2 ≤ ... ≤ n, ÚÓ ÎËÌÂÈÌ˚È ÍÓ‰ ë ‡ÁÏÂÌÓÒÚË k, ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ËÁ ‚ÒÂı ‚ÂÍÚÓÓ‚

  
( , ..., , , ..., ) ,0 0 1a an k n q

n
− + ∈ �  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï ÍÓ‰ÓÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡

Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡) d C n kP
∗ = − +( ) .1  ÖÒÎË Vn

Ó·‡ÁÛÂÚ ‡ÌÚËˆÂÔ¸, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ıÂÏÏË-
Ì„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ì„‡
èÛÒÚ¸ �q – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÎÂ, � = �q – ‡Ò¯ËÂÌËÂ ÒÚÂÔÂÌË m ÔÓÎfl �q Ë 
 = �n –

‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n Ì‡‰ �.  ÑÎfl Î˛·Ó„Ó a = (a1,..., an) ∈ 
 Â„Ó
‡Ì„, rank(a), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡‰ �q,
ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ {a1,..., an}. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ì„‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ 
, ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

rank(a – b).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ì„‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÍÓ‰Ó‚˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ
ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓ‰‡ ë ⊂ 
 Â„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò-
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ÒÚÓflÌËÂ (‡Ì„‡) d C m n CRK qm
∗ ≤ − +( ) min{ , log | | }.1  äÓ‰ ë Ò d C n CRK q m

∗ = − +( ) log | | ,1

n m< ,  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡ (ÒÏ. [Gabi85]). äÓ‰ ë Ò d C m m nRK
∗ = ≤( ) ,  ,

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓÎÌÓ„Ó ‡Ì„‡. í‡ÍÓÈ ÍÓ‰ ËÏÂÂÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ qn

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. å‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÍÓ‰ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓÎÌÓ„Ó ‡Ì„‡  ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰
‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓÎÌÓ„Ó ‡Ì„‡ Ò qn ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË; ÓÌ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ m ‰ÂÎËÚ n.

åÂÚËÍË É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡–ëËÏÓÌËÒ‡

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
  
�q

n  (Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓÎÂÏ �q) Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ

ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó F = {Fi: i ∈ I} Â„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Fi
i I

q
n=

∈
U � .  çÂ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡fl

Ó·˘ÌÓÒÚË, ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ F – ‡ÌÚËˆÂÔ¸ ÎËÌÂÈÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ 
 
�q

n .  F-‚ÂÒ wF

‚ÂÍÚÓ‡ x x xn q
n= ∈( , ..., )1 �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó

ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ J ËÁ I, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ 
  

x Fq
n

i I

∈
∈
U .

åÂÚËÍ‡ É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡–ëËÏÓÌËÒ‡ (ËÎË F-‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÒÏ. [GaSi98]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ �q

n ,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wF(x – y).

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛, ÍÓ„‰‡ Fi, i ∈ I Ó·‡ÁÛ˛Ú ÒÚ‡Ì‰‡Ú-
Ì˚È ·‡ÁËÒ.  åÂÚËÍ‡ Ç‡Ì‰ÂÏÓÌ‰‡ – ˝ÚÓ F-‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò Fi, i ∈ I, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÒÚÓÎ·ˆ‡ÏË Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ç‡Ì‰ÂÏÓÌ‰‡.  åÂÚËÍ‡ÏË É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡–ëËÏÓÌËÒ‡
fl‚Îfl˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ì„‡, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ b-Ô‡ÍÂÚ‡, ÍÓÏ·ËÌ‡ÚÓÌ˚Â ÏÂÚË-
ÍË É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡ (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÒÓÏÌÓÊÂÒÚ‚‡).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡
èÛÒÚ¸ Mm,n(Fq) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı m × n Ï‡ÚËˆ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÎfl

Fq (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÁ Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡ÎÙ‡‚ËÚ‡ � = {a1,..., aq}). çÓÏ‡ êÓÁÂÌ-
·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡ || ⋅ ||RT Ì‡ Mm,n(Fq) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÂÒÎË m = 1 Ë
a  = (ξ1, ξ2,..., ξn) ∈ M 1,n, ÚÓ || 01,n ||RT = 0 Ë || a ||RT = max{i | ξi ≠ 0} ‰Îfl a ≠ 01,n; ÂÒÎË

A a a M Fm
T

m n q= ∈( , ..., ) ( ),,1  a M Fj n q∈ 1, ( ),  1 ≤ ≤j m,  ÚÓ || || || || .A aRT j RT
j

m

=
=
∑

1

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡ ([RoTs96]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÛÎ¸Ú‡-
ÏÂÚËÍ‡) Ì‡ Mm,n(Fq), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || .A B RT−

ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó Ï‡ÚË˜ÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ C M Fm n q⊂ , ( )  Ò q k ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ

‡ÒÒÚÓflÌËÂ (êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡) d C mn kRT
∗ ≤ − +( ) .1  äÓ‰˚, Ì‡ ÍÓÚÓ˚ı ‰ÓÒÚË-

„‡ÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡Á‰ÂÎËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÍÓ‰‡ÏË Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂÏ.

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÍÓ‰Ó‚˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË Ï‡ÚË˜-
ÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ C M Fm n q⊂ , ( )  fl‚ÎflÂÚÒfl ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mm,n(Fq), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl
Í‡Í || || ,A B H−  „‰Â || ||A H  – ‚ÂÒ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n(Fq), Ú.Â. ˜ËÒÎÓ ÌÂÌÛ-
ÎÂ‚˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ï‡ÚËˆ˚ Ä.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Á‡ËÏÓÓ·ÏÂÌ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Á‡ËÏÓÓ·ÏÂÌ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚ÓÔ‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓ‰Â ë ⊂ �n

Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ C Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ò‚ÓÔÓ‚
(Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ), Ú.Â. ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÒÏÂÊÌ˚ı Ô‡ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı ‚ Û.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄëåÖ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄëåÖ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓ‰Â ë ⊂ �n Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ �, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

min{ ( , ), ( , )},d x y d x yH I

„‰Â dH – ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‡ dI – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌË
èÛÒÚ¸ W – ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÒÎÓ‚ Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ �.  ì‰‡ÎÂÌËÂ ·ÛÍ‚˚ ‚ ÒÎÓ‚Â

β = b1...bn ‰ÎËÌ˚ n ÂÒÚ¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ β ‚ ÒÎÓ‚Ó ′ = − +β b b b bi i n1 1 1... ...  ‰ÎËÌ˚ n – 1.
ÇÒÚ‡‚Í‡ ·ÛÍ‚˚ ‚ ÒÎÓ‚Ó β  = b1...bn ‰ÎËÌ˚ n ÂÒÚ¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ β ‚ ÒÎÓ‚Ó

′′ = +β b b bb bi i n1 1... ...  ‰ÎËÌ˚ n + 1.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓ‰Ó‚ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Û‰‡ÎÂÌËÈ Ë

‚ÒÚ‡‚ÓÍ) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ W, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı α , β ∈ W Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ
˜ËÒÎÓ Û‰‡ÎÂÌËÈ Ë ‚ÒÚ‡‚ÓÍ ·ÛÍ‚, ÔÂÓ·‡ÁÛ˛˘Ëı α ‚ β.

äÓ‰ ë Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Û‰‡ÎÂÌËÈ Ë ‚ÒÚ‡‚ÓÍ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ W.  èËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ„Ó ÍÓ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒÎÓ‚

β = b1...bn ‰ÎËÌ˚ n Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ � = {0, 1}, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ib ni
i

n

≡ +
=
∑ 0 1

1

(mod ).

äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÎÓ‚ ‚ ˝ÚÓÏ ÍÓ‰Â ‡‚ÌÓ 
1

2 1
2 1

( )
( ) ,( ) /

n
k n k

k
+

+∑φ  „‰Â ÒÛÏÏ‡ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ

‚ÒÂÏ ÌÂ˜ÂÚÌ˚Ï ‰ÂÎËÚÂÎflÏ k ˜ËÒÎ‡ n + 1, ‡ φ – ÙÛÌÍˆËfl ùÈÎÂ‡.

àÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
àÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Bata95]) – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ „ÛÔ-

ÔÂ (G, +, 0), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wint(x – y),

„‰Â wint(x) – ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì˚È ‚ÂÒ Ì‡ G, Ú.Â. ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚, ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓÚÓÓÈ fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˆÂÎ˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË 0,..., m.  ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ „ÛÔÔÓ‚˚ı ÍÓ‰‡ı C ⊂ G.

åÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ
åÂÚËÍÓÈ î‡ÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl, ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ì‡ËÎÛ˜¯ÂÈ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ‡Î„Ó-
ËÚÏÛ î‡ÌÓ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl Ò‚ÂÚÓ˜Ì˚ı ÍÓ‰Ó‚.

ë‚ÂÚÓ˜Ì˚È ÍÓ‰ – ÍÓ‰ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰˚È k-·ËÚ ÔÓ‰ÎÂ-
Ê‡˘Â„Ó ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌË˛ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÒËÏ‚ÓÎ‡ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl ‚ n-·ËÚÓ‚ ÍÓ‰Ó‚ÓÂ

ÒÎÓ‚Ó, „‰Â R
k

n
=  ÂÒÚ¸ ÍÓ‰Ó‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ (n ≥ k), ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ – ÙÛÌÍˆËfl ÔÓÒÎÂ‰-

ÌËı m  ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.  ãËÌÂÈÌ˚È, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÈ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ‰ÂÍÓ‰Â
(ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È Ò‚ÂÚÓ˜Ì˚È ‰ÂÍÓ‰Â) ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ÒËÏ‚ÓÎ
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u u ui N∈ { ,..., },1  u u ui i ik= ( , ..., ),1  
 
uij ∈ �2  ÍÓ‰Ó‚ÓÂ ÒÎÓ‚Ó x x xi N∈ { ,..., },1  x x xi i in= ( , ..., ),1

  
xij ∈ �2  Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Ì‡ ‚˚ıÓ‰Â ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ {x1,..., xN} ËÁ N ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚ Ò
‚ÂÓflÚÌÓÒÚflÏË { ( ),..., ( )}.p x p xN1  èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ l ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚ ÙÓÏË-
ÛÂÚ ÔÓÚÓÍ (ËÎË ÔÛÚ¸) x x x xl l= =[ , ] { , ..., },1 1  ÍÓÚÓ˚È ÔÂÂ‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï
Í‡Ì‡Î‡Ï ·ÂÁ Ô‡ÏflÚË Ë ÔÓÒÚÛÔ‡ÂÚ Ì‡ ÔËÂÏÌËÍ ‚ ‚Ë‰Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË y = y[1,l].
Ç Á‡‰‡˜Û ‰ÂÍÓ‰Â‡, ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌÌÓ„Ó ‰Îfl ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË Ó¯Ë·ÓÍ ‚
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ‚ıÓ‰ËÚ ÔÓËÒÍ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ‡fl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚ Ó·˘Û˛ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ‚ıÓ‰fl˘ÂÈ Ë ËÒıÓ‰fl˘ÂÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ
p(x, y) = p (y | x) ⋅ p(x). é·˚˜ÌÓ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ì‡ÈÚË ÔÓˆÂ‰ÛÛ Ï‡ÍÒËÏËÁ‡ˆËË p(y | x),
Ë ‰ÂÍÓ‰Â, ‚ÒÂ„‰‡ ‚˚·Ë‡˛˘ËÈ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ò‚ÓÂÈ ÓˆÂÌÍË Ó‰ÌÛ ËÁ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚÂÈ, Ï‡ÍÒËÏËÁËÛ˛˘Ëı ˝ÚÛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ (ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÏÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ),
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÍÓ‰ÂÓÏ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl.

ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, Í‡Ê‰˚È ÍÓ‰ ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ‰ÂÂ‚ÓÏ, Û ÍÓÚÓÓ„Ó Í‡Ê‰‡fl ‚ÂÚ‚¸
fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Ï ÍÓ‰Ó‚˚Ï ÒÎÓ‚ÓÏ. ÑÂÍÓ‰Â Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ Ò ÔÂ‚ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚
‰ÂÂ‚‡ Ë ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚ ÏÂÚËÍÛ ‚ÂÚ‚Ë ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ‚ÂÚ‚ÂÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflfl
Í‡Í Ì‡ËÎÛ˜¯Û˛ ÚÛ, ‚ÂÚ‚¸ ÍÓÚÓ‡fl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓ‰Ó‚ÓÏÛ ÒÎÓ‚Û xj, Ó·Î‡‰‡˛˘ÂÏÛ
Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‚ÂÚ‚Ë µF(xj). ùÚ‡ ‚ÂÚ‚¸ ‰Ó·‡‚ÎflÂÚÒfl Í ÔÛÚË, Ë ‡Î„ÓËÚÏ
ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚÒfl Ò ÌÓ‚ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÒÛÏÏÛ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ ‚Â¯ËÌ˚ Ë
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ·ËÚÓ‚ ‚ ÚÂÍÛ˘ÂÏ Ì‡ËÎÛ˜¯ÂÏ ÍÓ‰Ó‚ÓÏ ÒÎÓ‚Â.

èÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÔÓˆÂÒÒ‡ ËÚÂ‡ˆËË ‰Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ ‰ÂÂ‚‡ ‡Î„ÓËÚÏ ÔÓ-
ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚ÂÓflÚÌ˚È ÔÛÚ¸. Ç ˝ÚÓÏ ÔÓÒÚÓÂÌËË ·ËÚÓ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

log
( | )

( )
,2

p y x

p y
Ri i

i

−

ÏÂÚËÍ‡ ‚ÂÚ‚Ë î‡ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

µF j
i ji

ii

n

x
p y x

p y
R( ) log

( | )

( )
,= −





=

∑ 2
1

‡ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË î‡ÌÓ – Í‡Í

µ µF l F j
j

l

x x( ) ( ),[ , ]1
1

=
=
∑

„‰Â p y xi ji( | )  – ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ÔÂÂıÓ‰‡ Í‡Ì‡ÎÓ‚, p y p x p y xi m
xm

i m( ) ( ) ( | )= ∑  – ‡ÒÔÂ-

‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ ‚˚ıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ÔË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ‚ıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı (ÛÒÂ‰-

ÌÂÌÌÓÂ ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ıÓ‰Ì˚Ï ÒËÏ‚ÓÎ‡Ï) Ë R
k

n
=  – ÍÓ‰Ó‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸.

ÑÎfl  ‰ÂÍÓ‰Â‡  Ò  "ÊÂÒÚÍËÏ"  Â¯ÂÌËÂÏ p y x p pi j( | ) ,  = = = < <0 0 0
1

2
  ÏÂÚËÍÛ

î‡ÌÓ ‰Îfl ÔÛÚË x l[ , ]1  ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

µ α βF l H l lx d y x l n( ) ( , ) ,[ , ] [ , ] [ , ]1 1 1= − + ⋅ ⋅

„‰Â α β= −
−

> = − + −log ,  log ( )2 21
0 1 1

p

p
R p  Ë dH – ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡.
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é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ ‰Îfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-
Òfl Í‡Í

µF
w

l
i j

w

j
w

j

x
p y x

p y
wR( ) log

( | )

( )
,[ , ]1 2 1

1

= −








−

=
∑
ln

0 ≤ w ≤ 1. äÓ„‰‡ w = 1/2, Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÏÂÚËÍÂ î‡ÌÓ Ò
ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ 1/2.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÂÍÛÒËfl åÄê ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl
å‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÔÓÒÚÂËÓÌ‡fl ÓˆÂÌÍ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ËÎË åÄê ‰ÂÍÓ‰Ë-

Ó‚‡ÌËÂ ‰Îfl ÍÓ‰Ó‚ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘‡fl ‡Î„ÓËÚÏ ÇËÚÂ·Ë, ÓÒÌÓ‚‡Ì‡
Ì‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÂÍÛÒËË

Λ Λk
m

k
m

k n
m

n

l
k n k n

m

k n k n
m k

mx
p y x

p y x
p u

k
m

( ) ( )
,

( ) , ,
( )

, ,
( )

( )

( )

log
( |

( |
log ( ),= +

= +
= −

+−
=
∑1

1
2 2

1

1
2

„‰Â Λ k
m( )  – ÏÂÚËÍ‡ ‚ÂÚ‚Ë ‰Îfl ‚ÂÚ‚Ë m ‚ ÔÂËÓ‰ ‚ÂÏÂÌË (ÛÓ‚ÂÌ¸) k; xk,n – n-È ·ËÚ ÍÓ-

‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ Ò lk
m( )  ·ËÚ‡ÏË, ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ‚ÂÚ‚Ë; Ûk,n – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ

ÔËÌflÚ˚È "Ïfl„ÍËÈ" ·ËÚ; uk
m  – ËÒıÓ‰Ì˚Â ÒËÏ‚ÓÎ˚ ‚ÂÚ‚Ë m  ‚ ÔÂËÓ‰ k , Ë ÔË

ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚË ËÒıÓ‰Ì˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸
p uk

m( )( )  ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÒËÏ‚ÓÎ‡, ÔÓÏÂ˜ÂÌÌÓ„Ó Ì‡ ‚ÂÚ‚Ë m ,
ÍÓÚÓ‡fl ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ ËÎË ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl.  åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ËÌÍÂÏÂÌÚ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl
‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ‚ÂÚ‚Ë, Ë Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÒÓÒÚÓflÌËflËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÈ Â-
ÍÛÒËË. ÑÂÍÓ‰Â ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚˚˜ËÒÎflÂÚ ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ‚ÒÂı ‚ÂÚ‚flı, Ë Á‡ÚÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ò Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‚ÂÚ‚Ë ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Ì‡˜ËÌ‡fl
Ò Á‡ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl.
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êÄëëíéüçàü  à  èéÑéÅçéëíà
Ç  ÄçÄãàáÖ  ÑÄççõï

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰‡ÌÌ˚ı – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ m ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ
( , ..., ),  { , ..., }x x j mj

n
j

1 1∈  ‰ÎËÌ˚ n .  áÌ‡˜ÂÌËfl x xi i
m1, ...,  ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‡ÚË·ÛÚ S i.

éÌ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ˜ËÒÎÓ‚˚Ï, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï (‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡) Ë
‰‚ÓË˜Ì˚Ï (‰‡/ÌÂÚ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‡Í 1/0), Ó‰ËÌ‡Î¸Ì˚Ï (˜ËÒÎ‡ÏË ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ
‡Ì„) ËÎË ÌÓÏËÌ‡Î¸Ì˚Ï (ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï).

äÎ‡ÒÚÂÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ (ËÎË ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËfl, Ú‡ÍÒÓÌÓÏËfl, ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËÂ Ó·‡ÁÓ‚)
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‡Á·ËÂÌËÂ ‰‡ÌÌ˚ı Ä Ì‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ˜ËÒÎÓ ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚,
Ú.Â. Ú‡ÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ˜ÚÓ (ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÏÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl)
Ó·˙ÂÍÚ˚, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ˝ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, "·ÎËÁÍË", ÂÒÎË ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú Ó‰ÌÓÏÛ Ë ÚÓÏÛ ÊÂ
ÍÎ‡ÒÚÂÛ, Ë "‰‡ÎÂÍË", ÂÒÎË ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ‡ÁÌ˚Ï ÍÎ‡ÒÚÂ‡Ï, Ë ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ ÔÓ‰‡Á-
‰ÂÎÂÌËÂ Ì‡ ÍÎ‡ÒÚÂ˚ ÓÒÎ‡·ËÚ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚË ÚËÔË˜Ì˚ı ÒÎÛ˜‡fl.  Ç ÔËÎÓÊÂÌËflı, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ‚˚·ÓÍÓÈ ËÌ-
ÙÓÏ‡ˆËË, ÛÁÎ˚ Ó‰ÌÓ‡Ì„Ó‚ÓÈ ·‡Á˚ ‰‡ÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÓÚËÛ˛Ú ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ (ÒÓ‚Ó-
ÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÚÂÍÒÚÓ‚˚ı ‰ÓÍÛÏÂÌÚÓ‚);  Í‡Ê‰˚È ‰ÓÍÛÏÂÌÚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ ËÁ
�n. Ç Á‡ÔÓÒÂ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎfl ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ÂÍÚÓ x ∈ �n, Ë ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎ˛ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚
‚ÒÂ ‰ÓÍÛÏÂÌÚ˚ ·‡Á˚ ‰‡ÌÌ˚ı, ËÏÂ˛˘ËÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Í ˝ÚÓÏÛ Á‡ÔÓÒÛ, Ú.Â. ÔËÌ‡‰-
ÎÂÊ‡˘ËÂ ¯‡Û ‚ �n Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ı, ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡ Ë ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl.  Ç „ÛÔÔËÓ‚ÍÂ Á‡ÔËÒÂÈ, Í‡Ê‰˚È ‰ÓÍÛÏÂÌÚ (Á‡ÔËÒ¸ ‚ ·‡ÁÂ
‰‡ÌÌ˚ı) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ‚ÂÍÚÓÓÏ ˜‡ÒÚÓÚÌÓÒÚË ÚÂÏËÌ‡ x ∈ � n, Ë ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÓÔÂ-
‰ÂÎËÚ¸ ÒÂÏ‡ÌÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸ ÒËÌÚ‡ÍÒË˜ÂÒÍË ‡ÁÌ˚ı Á‡ÔËÒÂÈ. Ç ˝ÍÓÎÓ„ËË, ÂÒÎË
‚ÂÍÚÓ‡ ı, Û Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ˜ËÒÎÂÌÌÓÒÚË ‚Ë‰Ó‚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‰‚ÛÏfl
ÏÂÚÓ‰‡ÏË, ‚˚·ÓÍË ‰‡ÌÌ˚ı (Ú.Â. xj, yj – ˜ËÒÎ‡ ËÌ‰Ë‚Ë‰Ó‚ ‚Ë‰‡ j, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍÂ), ÚÓ ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÏÂÛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ı Ë Û
‰Îfl Ò‡‚ÌÂÌËfl ‰‚Ûı ÏÂÚÓ‰Ó‚. á‡˜‡ÒÚÛ˛ ‰‡ÌÌ˚Â Ó„‡ÌËÁÛ˛ÚÒfl ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚ ‚Ë‰Â
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡, Ú.Â. ‚ ‚Ë‰Â ‰ÂÂ‚‡, ËÌ‰ÂÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

èÓÒÎÂ ‚˚·Ó‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl d ÏÂÊ‰Û Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË ÏÂÚËÍ‡ ÎËÌÍË‰Ê‡, Ú.Â. ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍÎ‡ÒÚÂ‡ÏË A = {a1,..., am} Ë B = {b1,..., bn}, Ó·˚˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
Ó‰ÌÓ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı:

– ÛÒÂ‰ÌÂÌÌ‡fl ÎËÌÍË‰Ê:  ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ‚ÒÂÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË

˝ÚËı ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚, Ú.Â. 

d a b

mn

i j
ji

( , )

;

∑∑

– Ó‰ËÌ‡Ì˚È ÎËÌÍË‰Ê: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË ˝ÚËı ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚,
Ú.Â. min ( , );

ij
i jd a b

– ÔÓÎÌ˚È ÎËÌÍË‰Ê: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ò‡Ï˚ÏË Û‰‡ÎÂÌÌ˚ÏË ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡
˜ÎÂÌ‡ÏË ˝ÚËı ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚, Ú.Â. min ( , );

ij
i jd a b
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– ÎËÌÍË‰Ê ˆÂÌÚÓË‰Ó‚:  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚÓË‰‡ÏË (ˆÂÌÚ‡ÏË ÚflÊÂÒÚË)

˝ÚËı ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚, Ú.Â. || ˜ ˜ || ,a b− 2  „‰Â a

a

m

i
i=

∑
 Ë b

b

n

i
i=

∑
;

– ÎËÌÍË‰Ê ‚‡‰‡:  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 
min

|| ˜ ˜ || .
m n

a b
+

− 2

åÌÓ„ÓÏÂÌÓÂ ¯Í‡ÎËÓ‚‡ÌËÂ – ÚÂıÌËÍ‡, ÔËÏÂÌflÂÏ‡fl ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÔÓ‚Â‰ÂÌ˜ÂÒÍËı Ë
ÒÓˆË‡Î¸Ì˚ı Ì‡ÛÍ ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ËÎË Î˛‰ÂÈ. ÇÏÂÒÚÂ Ò ÍÎ‡ÒÚÂÌ˚Ï
‡Ì‡ÎËÁÓÏ ÓÌ‡ ·‡ÁËÛÂÚÒfl Ì‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËÈ. é‰Ì‡ÍÓ ÔË ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÏ
¯Í‡ÎËÓ‚‡ÌËË, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÍÎ‡ÒÚÂÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡, ÔÓˆÂÒÒ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ
m  × m Ï‡ÚËˆ˚ D  ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË Ë Á‡ÚÂÏ (ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ) Ë˘ÂÚÒfl
ÂÔÂÁÂÌÚ‡ˆËfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‚ � n Ò Ï‡Î˚Ï n , Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ Ëı Ï‡ÚËˆ‡ Â‚ÍÎË‰Ó-
‚˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÓÚ ËÒıÓ‰ÌÓÈ
Ï‡ÚËˆ˚ D.

Ç ÔÓˆÂÒÒÂ ‡Ì‡ÎËÁ‡ ‰‡ÌÌ˚ı ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ÏÌÓ„ËÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË; Ëı ‚˚·Ó Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ ı‡‡ÍÚÂ‡ ‰‡ÌÌ˚ı Ë ÔÓÍ‡ ÚÓ˜ÌÓÈ Ì‡ÛÍÓÈ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl. çËÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl
ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ËÁ ˝ÚËı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÈ.

ÑÎfl ‰‚Ûı Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË x  = (x 1,..., xn) Ë
y = (y1,..., yn) ËÁ �n, ‚ ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl:

xi∑  ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ xi
i

n

.
=
∑

1

1F – ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÒÓ·˚ÚËfl F: 1F = 1, ÂÒÎË F ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ Ë
1F = 0, ÂÒÎË ÌÂÚ.

|| ||x xi2
2= ∑  – Ó·˚˜Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.

∑ x

n
i , Ú.Â. ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ı, Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í x.  í‡Í, x

n
= 1

,  ÂÒÎË

x fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ ˜‡ÒÚÓÚÌÓÒÚË (‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ),

Ú.Â. ‚ÒÂ xi ≥ 0, ∑xi = 1; Ë x
n= +1

2
,  ÂÒÎË ı fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËÂÏ (ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ),

Ú.Â.  ‚ÒÂ xi –  ‡ÁÌ˚Â ˜ËÒÎ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,..., n}.
ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl x ∈ {0, 1}n (Ú.Â. ÍÓ„‰‡ ı fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËÌ‡ÌÓÈ n-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-

ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛) ÔÛÒÚ¸ X i n xi= ≤ ≤ ={ : }1 1  Ë X i n xi= ≤ ≤ ={ : }.1 0  èÛÒÚ¸ | |,X Y∩
| |,  | \ |X Y X Y∪  Ë | |X Y∆  Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl, Ó·˙Â‰Ë-
ÌÂÌËfl, ‡ÁÌÓÒÚË Ë ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË ( \ ) ( \ )X Y Y X∪  ÏÌÓÊÂÒÚ‚ X Ë Y ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

17.1. èéÑêéÅçéëíà  à  êÄëëíéüçàü  Ñãü  óàëãéÇõï  ÑÄççõï

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÛÊÂ˜ÍË

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÛÊÂ˜ÍË – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑
∑

min{ , }

max{ , }

x y

x y
i i

i i
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ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

1 − ∑
∑

= ∑ −
∑

min{ , }

max{ , }

| |

max{ , }

x y

x y

x y

x y
i i

i i

i i

i i

ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ì‡   �≥0
n  Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓÎËÌÛÍÎÂÓÚË‰‡ (ÒÏ. „Î. 25).

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÓ·ÂÚÒ‡

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÓ·ÂÚÒ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ +

∑ +

( )
min{ , }

max{ , }

( )
.

x y
x y

x y

x y

i i
i i

i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ùÎÎÂÌ·Â„‡

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ùÎÎÂÌ·Â„‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ +
∑ + +

≠

=

( )

( )( )
.

x y

x y
i i x x

i i x y

i i

i i

1

1 1
0

0

ÅËÌ‡Ì˚Â ÒÎÛ˜‡Ë ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ ùÎÎÂÌ·Â„‡ Ë êÛÊÂ˜ÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú; Ú‡Í‡fl ÔÓ-
‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ í‡ÌËÏÓÚÓ (ËÎË Ê‡ÍÍ‡‰Ó‚ÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛
Ó·˘ÌÓÒÚË):

| |

| |

X Y

X Y

∩
∪

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡ÌËÏÓÚÓ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1 − ∩
∪

=
∪

| |

| |

| |

| |
.

X Y

X Y

X Y

X Y

∆

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÉÎËÒÓÌ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÉÎËÒÓÌ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ +
∑ +

≠( )

( )
.

x y

x y
i i x x

i i

i i
1 0

ÅËÌ‡Ì˚Â ÒÎÛ˜‡Ë ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ ÉÎËcÓÌ‡, åÓÚ˚ÍË Ë Å˝fl-äÛÚËÒ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú;
Ú‡Í‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ Ñ‡ÈÒ‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ëÓÂÌÒÂÌ‡,
ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ôÂÍ‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó):

2 2| |

| | | |

| |

| | | |
.

X Y

X Y X Y

X Y

X Y

∩
∪ + ∩

= ∩
+

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ôÂÍ‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó–Ñ‡ÈÒ‡ (ËÎË ÌÂÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Å˝fl–
äÛÚËÒ‡, ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË) ÂÒÚ¸ ÔÓ˜ÚË
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1
2− ∩

+
=

+
| |

| | | |

| |

| | | |
.

X Y

X Y

X Y

X Y

∆



258 ó‡ÒÚ¸ IV. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1 − ∑
∑ ∑

min{ , }

min{ , }
.

x y

x y
i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ åÓÚ˚ÍË
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ åÓÚ˚ÍË – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑
∑ +

= ∑
+

min{ , }

( }

min{ , }
.

x y

x y
n

x y

x y
i i

i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å˝fl–äÛÚËÒ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å˝fl-äÛÚËÒ‡ – ˝ÚÓ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2

n x y
x yi j( )

min{ , }.
+

∑

éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl % ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ êÂÌÍÓÌÂÌ‡ (ËÎË ÔÓˆÂÌÚÌÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛),
ÂÒÎË ı, Û fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ˜‡ÒÚÓÚÌÓÒÚË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å˝fl–äÛÚËÒ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å˝fl-äÛÚËÒ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ −
∑ +

| |

( )
.

x y

x y
i i

i i

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡Ì·Â˚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡Ì·Â˚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ −
+

| |

| | | |
.

x y

x y
i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 1 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 1 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑
∑ −
min{ , }

| |
.

x y

x y
i i

i i

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl

∑ −
∑

| |

min{ , }
.

x y

x y
i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

n

x y
x yi i2

1 1+






∑ min{ , }.

ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl  ÓÌ‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

| | (| | | |)

| | | |
.

x Y X Y

X Y

∩ ⋅ +
⋅2
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èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å‡ÓÌË-ì·‡ÌË–ÅÛcÂ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å‡ÓÌË-ì·‡ÌË-ÅÛcÂ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ + ∑ ∑ −

∑ + ∑ ∑ −
≤ ≤

≤ ≤

min{ , } min{ , } (max max{ , })

max{ , } min{ , } (max max{ , })
.

x y x y x x y

x y x y x x y

i i i i j n j i i

i i i i j n j i i

1

1

ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl  ÓÌ‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

| | | | | |

| | | | | |
.

X Y X Y X Y

X Y X Y X Y

∩ + ∩ ⋅ ∪

∪ + ∩ ⋅ ∪

17.2.  ÄçÄãéÉà  ÖÇäãàÑéÇÄ  êÄëëíéüçàü

ëÚÂÔÂÌÌÓÂ (p, r) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëÚÂÔÂÌÌ˚Ï (p, r)-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

( ( ) ) /∑ −w x yi i i
p p1

ÑÎfl p = r ≥ 1 ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl lp-ÏÂÚËÍÓÈ, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ÏÂÚ-
ËÍÛ, ÏÂÚËÍÛ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ Ë ˜Â·˚¯Â‚ÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ  ‰Îfl n = 2,1 Ë ∞ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ëÎÛ˜‡È 0 < p = r < 1 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰Ó·Ì˚Ï lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÌÂ ÏÂÚËÍ‡);  ÓÌÓ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÒÎÛ˜‡Â‚, ÍÓ„‰‡ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ ˜ËÒÎÓ n
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ‚ÂÎËÍÓ.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ˚Â ‚ÂÒËË ( ( ) ) /∑ −w x yi i i
p p1  (Ò ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË wi) Ú‡ÍÊÂ

ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ ÔËÎÓÊÂÌËflı ‰Îfl p = 2,1.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÁÏÂ‡ èÂÌÓÛÁ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÁÏÂ‡ èÂÌÓÛÁ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

n x yi i∑ −| | .

éÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ÏÂÚËÍÂ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡.  ëÂ‰Ìflfl ‡ÁÌÓÒÚ¸ ôÂÍ‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
∑ −| |

.
x y

n
i i

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÙÓÏ˚ èÂÌÓÛÁ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÙÓÏ˚ èÂÌÓÛÁ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ − − −(( ) ( )) .x x y yi i
2

ëÛÏÏ‡ Í‚‡‰‡ÚÓ‚ ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ èÂÌÓÛÁ‡ ‡‚Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÛ
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

ãÓÂÌˆÂ‚ÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ãÓÂÌˆÂ‚ÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ + −ln( | |).1 x yi i

Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‰‚ÓË˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‰‚ÓË˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ −> >( ) .1 10 0
2

x yi i
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Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÒÂ‰ÌÂÂ ˆÂÌÁÛËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÒÂ‰ÌÂÂ ˆÂÌÁÛËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ −
∑

+ ≠

( )
.

x yi i

x yi i

2

0
1 2 2

çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

|| ||

|| || || ||
.

x y

x y
p

p p

−
+

Ö‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ˆÂÎ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ , ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÚ¸ p = 2.  ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ [Yian91], ‰Îfl Î˛·˚ı

a, b > 0 ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 
|| ||

(|| || || || )

x y

a b x y

−
+ +

2

2 2

 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÎ‡Í‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÎ‡Í‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1
2 1 2

n

x y

x y
i i

i i

∑ −
+















| | | |

.

/

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÎ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÎ‡ (ËÎË ËÌ‰ÂÍÒ åËÎ‡) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1 1
1 1

2

≤ ≤ −
+ +∑ − − +

i n
i i i ix y x y( ) .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

2

2

∑ −






x

x

y

y
i i

(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡, „Î. 14).

àÌ‰ÂÍÒ ‡ÒÒÓˆË‡ˆËË ì‡ÈÚÚÂÍÂ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
1

2
∑ −x

x

y

y
i i .

ëËÏÏÂÚË˜Ì‡fl �2-ÏÂ‡
ëËÏÏÂÚË˜Ì‡fl �2-ÏÂ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

x y

n x y

x

x

y

y

x y

n x y

x y y x

x yi i

i i i i

i i

+
+

−






= +
⋅

⋅ −
+∑ ∑( ) ( )

( )
.

2

2

2

ëËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ  �2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ  �2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ıË-‡ÒÒÚÓflÌËÂ) ÂÒÚ¸  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ � n,
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ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

x y

n x y

x

x

y

y

x y

n x y

x y y x

x yi i

i i i i

i i

+
+

−






= +
⋅

⋅ −
+∑ ∑( ) ( )

( )
.

2

2

2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡ (ËÎË ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡

�n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

(det ) ( ) ( ) ./A x y A x yn T1 1− −−

„‰Â Ä – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡ (Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚ-
ÌÓÒÚË Ï‡ÚËˆ‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÁ �n, ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÂÍÚÓÓ‚ Ì‡·Î˛-
‰ÂÌËfl) (ÒÏ. èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡, „Î. 14).

17.3. èéÑéÅçéëíà  à  êÄëëíéüçàü  Ñãü  ÅàçÄêçõï  ÑÄççõï

é·˚˜ÌÓ Ú‡ÍËÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË s ËÏÂ˛Ú ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÓÚ 0 ‰Ó 1 ËÎË ÓÚ –1 ‰Ó 1,

‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ó·˚˜ÌÓ ‡‚Ì˚ 1 – s ËÎË 
1

2

− s
.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÄÏ‡Ì‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÄÏ‡Ì‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2
1

2| | | |
.

X Y

n

n X Y

n

∆ ∆− = −

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ê˝Ì‰‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ê˝Ì‰‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ëÓÍ‡Î‡–åË˜ÂÌÂ‡, ÔÓÒÚÓÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-

‚ËÂ) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |
.

X Y

n

∆

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡ 
| |X Y

n

∆
 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚ¸˛ (fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËÌ‡-

Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÒÂ‰ÌÂÈ ‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ÔËÁÌ‡Í‡ÏË ôÂÍ‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó) Ë 1 − | |X Y

n

∆

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ÉÓ‚‡‡.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 1 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËÒ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 1 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËÒ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2 | |

| |
.

X Y

n X Y

∆
∆+

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËc‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËc‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| | | |
.

X Y

X Y X Y

∩
∪ + ∆



262 ó‡ÒÚ¸ IV. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 3 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËc‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 3 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËÒ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| |
.

X Y

X Y

∆
∆

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ê‡ÒÒÂÎ‡–ê‡Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ê‡ÒÒÂÎ‡–ê‡Ó – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |
.

X Y

n

∩

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ëËÏÔÒÓÌ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ëËÏÔÒÓÌ‡ (ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔÂÂÍ˚ÚËfl) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

min{| |, | |}
.

X Y

X Y

∩

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å‡ÛÌ‡–ÅÎ‡ÌÍÂ
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å‡ÛÌ‡–ÅÎ‡ÌÍÂ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

max{| |, | |}
.

X Y

X Y

∩

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÓ‰ÊÂ‡–í‡ÌËÏÓÚÓ
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÓ‰ÊÂ‡–í‡ÌËÏÓÚÓ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| |
.

X Y

n X Y

∆
∆+

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ î˝ÈÒ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ îÂÈÚ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | |
.

X Y X Y

n

∩ + ∆
2

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ í‚ÂÒÍÓ„Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ í‚ÂÒÍÓ„Ó – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| | | |
.

X Y

a X Y b X Y

∩
+ ∩∆

éÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ í‡ÌËÏÓÚÓ, ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ Ñ‡ÈÒ‡ Ë (‰Îfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó

ÒÎÛ˜‡fl) ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ 1 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó ‰Îfl ( , ) ( , ), ,a b = 



1 1

1

2
1  Ë (1, 0) ÒÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚ÂÌÌÓ.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÉÓ‚Â‡–ãÂÊ‡Ì‰‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÉÓÛ˝‡–ãÂÊ‡Ì‰‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| | | |

| |

( ) | |
.

X Y

a X Y X Y

X Y

n a X Y

∆
∆ ∆

∆
∆+

=
+ −1
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èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÄÌ‰Â·Â„‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÄÌ‰Â·Â„‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 4 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËc‡) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡

{0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| | | |

| |

| | | |
.

X Y

X Y

X Y

X Y

∩ +



 + ∪ +



4

1 1

4

1 1

Q ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ûÎÂ
Q ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ûÎÂ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | | | \ | | \ |

| | | | | \ | | \ |
.

X Y X Y X Y Y X

X Y X Y X Y Y X

∩ ⋅ ∪ − ⋅
∩ ⋅ ∪ + ⋅

Y ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡ÌÌÓÒÚË ûÎÂ
Y ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡ÌÌÓÒÚË ûÎÂ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

| | | | | \ | | \ |

| | | | | \ | | \ |
.

X Y X Y X Y Y X

X Y X Y X Y Y X

∩ ⋅ ∪ − ⋅

∩ ⋅ ∪ + ⋅

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‰ËÒÔÂÒËË
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‰ËÒÔÂÒËË – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | | | \ | | \ |
.

X Y X Y X Y Y X

n

∩ ⋅ ∪ − ⋅
2

� ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ èËÒÓÌ‡
� ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ èËÒÓÌ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | | | \ | | \ |

| | | | | | | |
.

X Y X Y X Y Y X

X X Y Y

∩ ⋅ ∪ − ⋅
⋅ ⋅ ⋅

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 ÉÓ‚Â‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 ÉÓ‚Â‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 5 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËÒ‡) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1)n,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | |

| | | | | | | |
.

X Y X Y

X X Y Y

∩ ⋅ ∪
⋅ ⋅ ⋅

ê‡ÁÌÓÒÚ¸ Ó·‡ÁÓ‚
ê‡ÁÌÓÒÚ¸ Ó·‡ÁÓ‚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

4
2

| \ | | / |
.

X Y Y X

n

⋅

Q0-‡ÁÌÓÒÚ¸
Q0-‡ÁÌÓÒÚ¸ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

| \ | | / |

| | | |
.

X Y Y X

X Y X Y

⋅
∩ ⋅ ∪
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17.4. äéêêÖãüñàéççõÖ  èéÑêéÅçéëíà  à  êÄëëíéüçàü

äÓ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸

äÓ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ − − = ∑ − ⋅( )( )
.

x x y y

n

x y

n
x yi i i i

äÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸

äÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ (ËÎË ÍÓÂÎflˆËfl èËÒÓÌ‡, ËÎË ÎËÌÂÈÌ˚È ÍÓ˝Ù-
ÙËˆËÂÌÚ ÍÓÂÎflˆËË ÔÓ ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚Ï ÏÓÏÂÌÚ‡Ï èËÒÓÌ‡) s – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ − −

∑ − ∑ −

( )( )

( ( ) )( ( ) )
.

x x y y

x x y y

i i

j j
2 2

çÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ 1 – s Ë 1 – s2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÂÎflˆËÓÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ èËÒÓÌ‡ Ë
Í‚‡‰‡ÚÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl èËÒÓÌ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.  ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó,

2 1
2 2

( )
( ) ( )

− = −

∑ −
− −

∑ −











∑s

x x

x x

y y

y y

i

j

i

j

fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÒÏ. ÓÚÎË˜‡˛˘ÂÂÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ
l2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â).

ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl x y= = 0  ÍÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ 
〈 〉x y

x y

,

|| || || ||
.

2 2

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÍÓÒËÌÛÒ‡

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÍÓÒËÌÛÒ‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ é˜ËÌË, Û„ÎÓ‚‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸, ÌÓÏËÓ-
‚‡ÌÌÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

〈 〉
⋅

=x y

x y

,

|| || || ||
cos ,

2 2

φ

„‰Â φ – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ı Ë Û.  ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl  ÓÌ‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

| |

| | | |

X Y

X Y

∩
⋅

Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ é˜Ë‡Ë-éÚÒÛÍË.
Ç „ÛÔÔËÓ‚ÍÂ Á‡ÔËÒÂÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÍÓÒËÌÛÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl TF-IDF (ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ ÓÚ

‡Ì„ÎËÈÒÍËı ÚÂÏËÌÓ‚ ó‡ÒÚÓÚ‡ – é·‡ÚÌ‡fl ó‡ÒÚÓÚ‡ ÑÓÍÛÏÂÌÚ‡).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÒËÌÛÒ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 1 – cos φ.

ì„ÎÓ‚‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡

ì„ÎÓ‚‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n – Û„ÓÎ (ËÁÏÂÂÌÌ˚È ‚ ‡‰Ë‡Ì‡ı) ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË
ı Ë Û:

arccos
,

|| || || ||
.

〈 〉
⋅

x y

x y2 2
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ éÎÓ˜Ë
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ éÎÓ˜Ë (ËÎË ıÓ‰Ó‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ � n, ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÏÓÂ Í‡Í

2 1
2 2

− 〈 〉
⋅







x y

x y

,

|| || || ||
.

éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË
éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ äÓıÓÌÂÌ‡) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

〈 〉
〈 〉+ −

x y

x y x y

,

, || ||
.

2
2

ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ í‡ÌËÏÓÚÓ.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ åÓËÒËÚ˚–ïÓÌ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ åÓËÒËÚ˚–ïÓÌ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2

2
2

2
2

〈 〉

⋅ + ⋅

x y

x
y

x
y

x

y

,

|| || || ||
.

ê‡Ì„Ó‚‡fl ÍÓÂÎflˆËfl ëÔËÏ‡Ì‡
Ç ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÍÚÓ˚ x, y  ∈ �n fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËflÏË (ËÎË ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚-

Í‡ÏË), Ú.Â. ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ ÌËı – ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,..., n}, Ï˚

ËÏÂÂÏ x y
n= = +1

2
.  ÑÎfl Ú‡ÍËı Ó‰ËÌ‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ÍÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸

ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

1
6

12
2−

−
∑ −

n n
x yi i( )

( ) .

ùÚÓ – ρ ‡Ì„Ó‚‡fl ÍÓÂÎflˆËfl ëÔËÏ‡Ì‡. éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ρ-ÏÂÚËÍÓÈ
ëÔËÏ‡Ì‡, ÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ. ρ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÔËÏÂÌ‡ – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚË-
Í‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı.  å‡Ò¯Ú‡·Ì‡fl ÎËÌÂÈÍ‡ ëÔËÏ‡Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1
3

12−
−

∑ −
n

x yi i| | .

ùÚÓ l1-‚ÂÒËfl ‡Ì„Ó‚ÓÈ ÍÓÂÎflˆËË ëÔËÏ‡Ì‡. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ï‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍË
ëÔËÏ‡Ì‡ fl‚ÎflÂÚÒfl l1-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı.

ÑÛ„ÓÈ ÍÓÂÎflˆËÓÌÌÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ‰Îfl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ fl‚ÎflÂÚÒfl τ  ‡Ì„Ó‚‡fl
ÍÓÂÎflˆËfl äÂÌ‰‡ÎÎ‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl Ú‡ÍÊÂ τ  ÏÂÚËÍÓÈ äÂÌ‰‡ÎÎ‡ (‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÌÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl), ÍÓÚÓ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2

1
1∑ − −

−
≤ < ≤j j n i j i jx x y y

n n

sign( )sign( )

( )
.

τ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÌ‰‡ÎÎ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

| {( , ) : ,  ( )( ) } | .i j i j n x x y yi j i j1 0≤ < ≤ − − <
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÍ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ äÛÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ‰‡˛˘ÂÂ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÓˆÂÌÍÛ

ÚÓ„Ó, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒËÎ¸ÌÓ ÌÂÍÓÂ i-Â Ì‡·Î˛‰ÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ÔÓ‚ÎËflÚ¸ Ì‡ ÓˆÂÌÍË Â„ÂÒÒËË.
éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï Í‚‡‰‡ÚÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‡Ò˜ÂÚÌ˚ÏË
Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË Â„ÂÒÒËÓÌÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ, ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚ı Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ‚ÒÂı ‰‡ÌÌ˚ı Ë ‰‡Ì-
Ì˚ı ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡ i-„Ó Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË Ú‡ÍÓ„Ó Ó‰‡, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ÏË ‚ Â„ÂÒÒË‚ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ
‰Îfl ‚˚fl‚ÎÂÌËfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚ÎËflÚÂÎ¸Ì˚ı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ, fl‚Îfl˛ÚÒfl DFITS ‡ÒÒÚÓflÌËÂ,
‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ç˝Î¯‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï‡‰Ë.

å‡¯ËÌÌÓÂ Ó·Û˜ÂÌËÂ Ì‡ ·‡ÁÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
ÑÎfl ÏÌÓ„Ëı Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËı ÔËÎÓÊÂÌËÈ (ÌÂÈÓÌÌ˚ı ÒÂÚÂÈ, ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı

ÒÂÚÂÈ Ë Ú.Ô.), ı‡‡ÍÚÂÌ˚ÏË ÔËÁÌ‡Í‡ÏË ÍÓÚÓ˚ı fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÓÎÌÓÚ‡ ‰‡ÌÌ˚ı, ‡
Ú‡ÍÊÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ Ë ÌÓÏËÌ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‡ÚË·ÛÚÓ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Á‡‰‡˜Ë.  ÑÎfl Ú × (n + 1) Ï‡ÚËˆ˚ ((xij)), ÂÂ ÒÚÓÍ‡ (xi0, xi1,..., xin) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚ıÓ‰ÌÓÈ
‚ÂÍÚÓ xi = (xi1,..., xin) Ò ‚˚ıÓ‰ÌÓÈ ÏÂÚÍÓÈ xi0;  ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁ m ‚ıÓ‰Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÚÂÌËÓ‚Ó˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÌÓ‚Ó„Ó ‚ıÓ‰ÌÓ„Ó
‚ÂÍÚÓ‡ y = (y1,..., yn) Ë˘ÂÚÒfl ·ÎËÊ‡È¯ËÈ (‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‚˚·‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl)
‚ıÓ‰ÌÓÈ ‚ÂÍÚÓ ıi, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚È ‰Îfl ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË Û, Ú.Â. ‰Îfl ÔÓ„ÌÓÁËÓ‚‡ÌËfl Â„Ó
‚˚ıÓ‰ÌÓÈ ÏÂÚÍË Í‡Í xi0.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ([WiMa97]) d(xi, y) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

d x yj ij j
j

n
2

1

( , )
=
∑

Ò dj(xij, yj) = 1, ÂÒÎË xij ËÎË yj ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚.  ÖÒÎË ‡ÚË·ÛÚ j (Ú.Â. ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ xij
‰Îfl 1 ≤ i ≤ m) fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏËÌ‡Î¸Ì˚Ï, ÚÓ dj(xij, yj) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl, Ì‡ÔËÏÂ, Í‡Í 1x yij ≠

ËÎË Í‡Í

| { : , } |

| { :  } |

| { :  , } |

| { :  } |

1

1

1

1
0 0≤ ≤ = =

≤ ≤ =
−

≤ ≤ = =
≤ ≤ =∑ t m x a x x

t m x x

t m x a x y

t m x y
t ij ij

tj ij

t tj i

tj jo

q

‰Îfl q = 1 ËÎË 2;  ÒÛÏÏ‡ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÍÎ‡ÒÒ‡Ï ‚˚ıÓ‰Ì˚ı ÏÂÚÓÍ, Ú.Â. ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‡ ËÁ
{xt0 : 1 ≤ t ≤  m}.  ÑÎfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ‡ÚË·ÛÚÓ‚ j ˜ËÒÎÓ dj ·ÂÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÎË˜ËÌ‡

| |,x yij j−  ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ maxt xtj – mint xtj ËÎË Ì‡ 
1

4
 ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ

xij, 1 ≤ t ≤ m.
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Ç ˝ÚÓÈ „Î‡‚Â Ò„ÛÔÔËÓ‚‡Ì˚ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔËÏÂÌflÂÏ˚Â ÔË ÔÓ„‡ÏÏË-
Ó‚‡ÌËË ‰‚ËÊÂÌËfl Ó·ÓÚÓ‚, ÍÎÂÚÓ˜Ì˚ı ‡‚ÚÓÏ‡ÚÓ‚, ÒËÒÚÂÏ Ò Ó·‡ÚÌÓÈ Ò‚flÁ¸˛ Ë
ÏÌÓ„ÓˆÂÎÂ‚ÓÈ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË.

18.1.  êÄëëíéüçàü  Ç  éêÉÄçàáÄñàà  ÑÇàÜÖçàü  êéÅéíéÇ

åÂÚÓ‰˚ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÂı‡ÌËÁÏÓ‚ ÔËÏÂ-
Ìfl˛ÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ó·ÓÚÓÚÂıÌËÍË, ÒËÒÚÂÏ‡ı ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓÈ Â‡Î¸ÌÓÒÚË Ë ‡‚ÚÓ-
Ï‡ÚËÁËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl. åÂÚËÍ‡ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ –
˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ‡fl ‚ ÏÂÚÓ‰ËÍÂ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËı ÏÂı‡ÌËÁÏÓ‚.

êÓ·ÓÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÊfiÒÚÍËı Á‚ÂÌ¸Â‚, Ó„‡ÌËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÂ‡ıËÂÈ.  ÖÒÎË Ó·ÓÚ ËÏÂÂÚ n ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó-
‰˚, ˝ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Ì‡Ò Í n-ÏÂÌÓÏÛ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ ë, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ (ËÎË C-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ó·ÓÚ‡.  ê‡·Ó˜ÂÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó W Ó·ÓÚ‡ –
˝ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·ÓÚ ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl. é·˚˜ÌÓ ÓÌÓ ÏÓ‰Â-
ÎËÛÂÚÒfl Í‡Í Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
3. é·Î‡ÒÚ¸ ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ ëÇ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
‚ÒÂı ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ q ∈ C , ÍÓÚÓ˚Â ÎË·Ó ‚˚ÌÛÊ‰‡˛Ú Ó·ÓÚ‡ ÒÚ‡ÎÍË‚‡Ú¸Òfl Ò
ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË Ç, ÎË·Ó Á‡ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‡ÁÌ˚Â Á‚ÂÌ¸fl Ó·ÓÚ‡ ÒÚ‡ÎÍË‚‡Ú¸Òfl ÏÂÊ‰Û
ÒÓ·ÓÈ.  á‡Ï˚Í‡ÌËÂ Cl(Cfree) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Cfree = C\{CB} Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ ·ÂÁ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ. á‡‰‡˜‡ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂ-
ÏÂ˘ÂÌËÈ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÔÓËÒÍÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÓÚ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ ÔÛÚË ÓÚ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓÈ
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Í ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ.

åÂÚËÍÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂ-
ÏÂ˘ÂÌËÈ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÍÓÌåÙË„Û‡ˆËÈ ë Ó·ÓÚ‡.

é·˚˜ÌÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÛ˛
¯ÂÒÚÂÍÛ ˜ËÒÂÎ (x, y, z, α , β, γ), „‰Â ÔÂ‚˚Â ÚË ˜ËÒÎ‡ – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ë
ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ÚË – ÓËÂÌÚ‡ˆËfl. äÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÓËÂÌÚ‡ˆËË ‚˚‡ÊÂÌ˚ Û„Î‡ÏË ‚ ‡‰Ë‡-
Ì‡ı.  àÌÚÛËÚË‚ÌÓ, ıÓÓ¯‡fl ÏÂ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËflÏË – ˝ÚÓ
ÏÂ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Á‡ÏÂÚ‡ÂÏÓ„Ó Ó·ÓÚÓÏ ‚ ıÓ‰Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û
ÌËÏË (Á‡ÏÂÚ‡ÂÏ˚È Ó·˙ÂÏ).  é‰Ì‡ÍÓ ‡Ò˜ÂÚ Ú‡ÍÓÈ ÏÂÚËÍË fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÁÏÂÌÓ
‰ÓÓ„ÓÒÚÓfl˘ËÏ ‰ÂÎÓÏ.

èÓ˘Â ‚ÒÂ„Ó ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ë-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Í‡Í Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ËÎË Ëı Ó·Ó·˘ÂÌËfl. ÑÎfl Ú‡ÍËı ÏÂÚËÍ ÍÓÌÙË-
„Û‡ˆËË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÓËÂÌÚ‡ˆËË Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ-
·˚ ÓÌË ·˚ÎË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ÔÓÎÓÊÂÌËfl.  ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl,
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÓËÂÌÚ‡ˆËË ÛÏÌÓÊ‡˛ÚÒfl Ì‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ x, y ËÎË z ‡ÁÏÂ‡
Ó„‡ÌË˜Ë‚‡˛˘Â„Ó ·ÎÓÍ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. èËÏÂ˚ Ú‡ÍËı ÏÂÚËÍ ÍÓÌÙË„Û-
‡ˆËË ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÌËÊÂ.
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Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ ‰Îfl ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ÊÂÒÚÍÓ„Ó ÚÂÎ‡
ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò „ÛÔÔÓÈ ãË ISO(3):C � �3 × �P3. é·˘‡fl ÙÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚ ‚
ISO(3) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

R X

0 1





,

„‰Â � ∈ SO(3) � �P3 Ë X ∈ �3.  ÖÒÎË Xq Ë R q fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË ÔÂÂÌÓÒ‡ Ë
‚‡˘ÂÌËfl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË q = (Xq, Rq) ∈ ISO(3), ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË ÏÂÊ‰Û
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËflÏË q Ë r Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í w X X w f R Rtr q r q r|| || ( , ),rot− +  „‰Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂ-
ÂÌÓÒ‡ || ||X Xq r−  ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÌÓÏ˚ || ||⋅  Ì‡
�3, ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl f(Rq, Rr) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ,
Á‡‰‡˛˘ÂÈ Ì‡Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‚‡˘ÂÌËflÏË R R SOq r, ( ).∈ 3  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl
Ï‡Ò¯Ú‡·ËÛÂÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÂÂÌÓÒ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‚ÂÒÓ‚ w tr Ë wrot.

åÂÚËÍ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ – Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ-
˘ÂÌËÈ ‚ ‡·Ó˜ÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �3.

àÏÂÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÏÌÓ„Ó ‰Û„Ëı ÚËÔÓ‚ ÏÂÚËÍ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ÔÓ„‡Ï-
ÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÏÂÚËÍË, ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡,
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÒÚ‡ Ë Ú.Ô.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ �6, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

| | ( | |)

/

x y w x yi i i i i
ii

− + −










==
∑∑ 2 2

4

6

1

3 1 2

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �6, „‰Â x = (x1,..., x6), x1, x2, x3 – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl, x4, x5, x6 –
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÓËÂÌÚ‡ˆËË Ë wi – ÌÓÏ‡ÎËÁËÛ˛˘ËÈ ÏÌÓÊËÚÂÎ¸.  ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ
Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ �6 ‰ÂÎ‡ÂÚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸ Ë ÔÓÎÓÊÂÌËfl, Ë
ÓËÂÌÚ‡ˆËË.

å‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
å‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌÌ˚Ï Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û-

‡ˆËË Ì‡ �6, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

s x y s w x yi i i i i
ii

| | ( ) ( | |)

/

− + − −










==
∑∑ 2 2

4

6

1

3 1 2

1

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �6.  å‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÁÏÂÌflÂÚ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ë ÓËÂÌÚ‡ˆËË ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·-
ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ s.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó – ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ �6, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | ( | |)

/

x y w x yi i
p

i i i
p

ii

p

− + −










==
∑∑

4

6

1

3 1
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‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �6.  éÌ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ Ô‡‡ÏÂÚ p ≥ 1 Ë Í‡Í Ë ‚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â,
ËÏÂÂÚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ë ÓËÂÌÚ‡ˆËË.

åÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
åÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó – ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ � 6,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | ( | |)

/

x y w x yi i
p

i i i
p

ii

p

− + −










==
∑∑ 1 2

3

4

6

1

3 1

‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈ �6. ê‡ÁÎË˜Ëfl ÏÂÊ‰Û ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ Ë ÓËÂÌÚ‡ˆËÂÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ò
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ p1 ≥ 1 (‰Îfl ÔÓÎÓÊÂÌËfl) Ë p2 ≥ 1 (‰Îfl ÓËÂÌÚ‡ˆËË).

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ �6,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | |x y w x yi i i i i
ii

− + −
==
∑∑

4

6

1

3

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �6.  éÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÌÓÏ‡ÎËÁÛ˛˘Â„Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl Ò
Ó·˚˜ÌÓÈ l1-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �6.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ó·ÓÚ‡
åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ó·ÓÚ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË ë Ó·ÓÚ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

max || ( ) ( ) ||
a A

a q a p
∈

−

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ q, r ∈ C, „‰Â a(q) – ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË ‡ ‚ ‡·Ó˜ÂÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �3, ÍÓ„‰‡ Ó·ÓÚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË q, Ë || ||⋅  – Ó‰Ì‡ ËÁ ÌÓÏ
Ì‡ �3, Ó·˚˜ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡. àÌÚÛËÚË‚ÌÓ, ÏÂÚËÍ‡ ‚˚˜ËÒÎflÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ËÁ
ÚÂı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‚ ‡·Ó˜ÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓıÓ‰ËÚ Í‡Ê‰‡fl ˜‡ÒÚ¸ Ó·ÓÚ‡
ÔË Â„Ó ÔÂÂıÓ‰Â ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Í ‰Û„ÓÈ (ÒÏ. ÏÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó
·ÎÓÍ‡).

åÂÚËÍ‡ Û„ÎÓ‚ ùÈÎÂ‡
åÂÚËÍ‡ Û„ÎÓ‚ ùÈÎÂ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ‚‡˘ÂÌËfl Ì‡ „ÛÔÔÂ SO(3) (‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ËÒÔÓÎ¸-

ÁÓ‚‡ÌËfl ˝ÈÎÂÓ‚˚ı Û„ÎÓ‚ ‰Îfl ‚‡˘ÂÌËfl), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wrot ( , ) ( , ) ( , )∆ ∆ ∆θ θ φ φ η η1 2
2

1 2
2

1 2
2+ +

‰Îfl ‚ÒÂı R1, R2 ∈ SO(3), Á‡‰‡ÌÌ˚ı Û„Î‡ÏË ùÈÎÂ‡ (θ1, φ1, η1) Ë (θ2, φ2, η2) ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, „‰Â ∆( , ) min{| |, | |},  [ , ]θ θ θ θ π θ θ θ π1 2 1 2 1 22 0 2= − − − ∈i  – ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û
Û„Î‡ÏË Ë wrot –ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl.

åÂÚËÍ‡ Â‰ËÌË˜Ì˚ı Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚
åÂÚËÍÓÈ Â‰ËÌË˜Ì˚ı Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ‚‡˘ÂÌËfl Ì‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-

ÎÂÌËË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Â‰ËÌË˜Ì˚ı Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚ ‰Îfl SO(3), Ú.Â. ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË SO(3) Í‡Í
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÚÓ˜ÂÍ (Â‰ËÌË˜Ì˚ı Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚) Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ S3 ‚ �4 Ò
ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË (q ~ –q).  Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ SO(3)
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ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ Ì‡ÎË˜ËÂ ÏÌÓ„Ëı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ ÌÂÏ, Ì‡ÔËÏÂ Ú‡ÍËı, Í‡Í:
1)  || ln( ) ||,q r−1

2)  w q ri i
i

rot ( || ||),  ,1
1

4

− =
=
∑λ λ

3)  min{|| ||, || ||},q r q r− +

4)  arccos , ,λ λ =
=
∑ q ri i
i 1

4

„‰Â q q q i q j q k= + + +1 2 3 4 , qi
i

=
=
∑ 1

1

4

,  || ||⋅  – ÌÓÏ‡ Ì‡ �4 Ë wrot – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ

Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl.

åÂÚËÍ‡ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ˚
åÂÚËÍ‡ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ˚ – ÏÂÚËÍ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ˚ Ó·ÓÚ‡ ‚ ‰‚Ûı ÍÓÌÙË„Û‡ˆËflı.  ñÂÌÚ
Ï‡ÒÒ˚ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚÒfl ÔÛÚÂÏ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl ‚ÒÂı ‚Â¯ËÌ Ó·˙ÂÍÚ‡.

åÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ·ÎÓÍ‡
åÂÚËÍÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ·ÎÓÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·ÓÈ ‚Â¯ËÌÓÈ
Ó„‡ÌË˜Ë‚‡˛˘Â„Ó ·ÎÓÍ‡ Ó·ÓÚ‡ ‚ Ó‰ÌÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ
‚Â¯ËÌÓÈ ‚ ‰Û„ÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÁ˚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÁ˚ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÏÂÛ ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ ÏÂÊ‰Û ‰ÂÈÒÚ‚ËflÏË ËÒÔÓÎÌË-

ÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÒÚÓÈÒÚ‚ (‚ÍÎ˛˜‡fl Ó·ÓÚÓ‚ Ë Î˛‰ÂÈ) ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ Ó·Û˜ÂÌËfl Ó·ÓÚÓ‚
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ËÏËÚ‡ˆËË.

Ç ˝ÚÓÏ ÍÓÌÚÂÍÒÚÂ ËÒÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Í‡Í ÍËÌÂÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËÂ ˆÂÔË Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ÙÓÏÂ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ
Á‚ÂÌÓ ‚ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ˆÂÔË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Â·ÓÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘Â„Ó ‰ÂÂ‚‡. äÓÌÙË„Û‡ˆËfl ˆÂÔË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ÔÓÁÓÈ  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡,
ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ‡ÁÏÂ˘ÂÌËfl Ô‡˚ (ni, li) Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ Â·Â ei. á‰ÂÒ¸ ni
fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ ÌÓÏ‡ÎË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘Â„Ó Á‚ÂÌ‡ ˆÂÔË, ‡ li ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ Á‚ÂÌ‡. äÎ‡ÒÒ ÔÓÁ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‚ÒÂı ÔÓÁ ‰‡ÌÌÓ„Ó
ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÁ˚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ ÍÎ‡ÒÒÂ ÔÓÁ, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÏÏÓÈ
ÏÂ ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ˚ı ÓÚÂÁÍÓ‚ ‚ ‰‡ÌÌ˚ı ‰‚Ûı ÔÓÁ‡ı.

åÂÚËÍË ÏËÎÎË·ÓÚÓ‚
åËÎÎË·ÓÚ˚ – „ÛÔÔ‡ ‡ÁÌÓÓ‰Ì˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÔÓ ÂÒÛÒ‡Ï Ó·ÓÚÓ‚ Ï‡ÎÓ„Ó

‡ÁÏÂ‡. ÉÛÔÔ‡ Ó·ÓÚÓ‚ ÏÓÊÂÚ ÍÓÎÎÂÍÚË‚ÌÓ Ó·ÏÂÌË‚‡Ú¸Òfl ËÌÙÓÏ‡ˆËÂÈ. éÌË ‚
ÒÓÒÚÓflÌËË Ó·˙Â‰ËÌflÚ¸ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏÛ˛ ÓÚ ‡ÁÌ˚ı ÔÎ‡Ú-
ÙÓÏ, Ë ÒÚÓËÚ¸ Í‡ÚÛ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÁÏÂ˘ÂÌËfl, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘Û˛ ÒÓ·ÓÈ Â‰ËÌÓÂ
ÍÓÎÎÂÍÚË‚ÌÓÂ ‚Ë‰ÂÌËÂ ÓÍÛÊ‡˛˘ÂÈ ÒÂ‰˚.  èË ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl
ÏËÎÎË·ÓÚÓ‚ Ò ˆÂÎ¸˛ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÏÂÚËÍË ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÏÓÊÌÓ
Ì‡ÁÌ‡˜ËÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ ‚ÓÍÛ„ Ó·ÓÚ‡ Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
Í‡Ê‰Û˛ ÚÓ˜ÍÛ Í‡Í ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ÔÂ‰ÒÚÓfl˘Â„Ó ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl.  èÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl
ÚÓ˜Í‡ Ò Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÓÎÂÁÌÓÒÚË Ë Ó·ÓÚ Ì‡Ô‡‚ÎflÂÚÒfl ËÏÂÌÌÓ ‚
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˝ÚÛ ÚÓ˜ÍÛ. í‡Í, ÏÂÚËÍ‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ÍÓÌÚÛÓÏ Ò‚Ó·Ó‰-
ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚˚·Ë‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂ ÚÓ˜ÍË, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÔÂ‰ÔÓ-
Î‡„‡˛Ú ÔÂÓ‰ÓÎÂÌËfl Ó·ÓÚÓÏ Í‡ÍËı-ÎË·Ó ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ; ÏÂÚËÍÓÈ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl
ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ ÓÚ‚Â„‡˛ÚÒfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl, Ï‡¯ÛÚ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓıÓ‰ËÚ ÒÎË¯ÍÓÏ
·ÎËÁÍÓ ÓÚ ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ; ÏÂÚËÍÓÈ ÓÒ‚‡Ë‚‡ÂÏÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÔÓÓ˘fl˛ÚÒfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl
Ó·ÓÚ‡ ÔÓ Ï‡¯ÛÚ‡Ï, ‚˚‚Ó‰fl˘ËÏ Â„Ó Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó; ÏÂÚËÍÓÈ ÍÓÌ-
ÙË„Û‡ˆËË ÔÓÓ˘fl˛ÚÒfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÂ ÒÓı‡ÌËÚ¸ ÍÓÌÙË„Û‡ˆË˛;
ÏÂÚËÍ‡ ÎÓÍ‡ÎËÁ‡ˆËË, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ‡fl Ì‡ Û„ÎÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û Ó‰ÌÓÈ ËÎË ÌÂÒÍÓÎ¸-
ÍËÏË Ô‡‡ÏË ÎÓÍ‡ÎËÁ‡ˆËË, ÔÓÓ˘flÂÚ ÚÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â Ï‡ÍÒËÏËÁËÛ˛Ú
ÎÓÍ‡ÎËÁ‡ˆË˛ ([GKC04], ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ, ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÌÓÒËÎ¸˘ËÍÓ‚ ÔË‡ÌËÌÓ, „Î. 19).

18.2.  êÄëëíéüçàü  Ñãü  äãÖíéóçõï  ÄÇíéåÄíéÇ

èÛÒÚ¸ S, 2 ≤ | S | < ∞ ÂÒÚ¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó (‡ÎÙ‡‚ËÚ) Ë ÔÛÒÚ¸ S∞ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‚ Ó·Â ÒÚÓÓÌ˚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ { } –xi i= ∞

∞  (ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ) ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚÓ‚ (·ÛÍ‚) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S . (é‰ÌÓÏÂÌ˚È) ÍÎÂÚÓ˜Ì˚È ‡‚ÚÓÏ‡Ú – ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : S∞ → S∞, ÍÓÚÓÓÂ ÍÓÏÏÛÚËÛÂÚ Ò ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ ÔÂÂÌÓÒ‡ g : S∞ →
S∞, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï Í‡Í g x xi i( ) .= +1  èÓÒÎÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË Ì‡ S∞ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ f Ó·‡ÁÛ˛Ú ‰ËÒÍÂÚÌÛ˛ ‰ËÌ‡ÏË-
˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ.  äÎÂÚÓ˜Ì˚Â ‡‚ÚÓÏ‡Ú˚ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Â ‚ Ó·Â
ÒÚÓÓÌ˚ Ú‡·ÎËˆ˚ ‚ÏÂÒÚÓ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ) ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÒËÏ‚ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ
‰ËÌ‡ÏËÍÂ, ËÌÙÓÏ‡ÚËÍÂ Ë (Í‡Í ÏÓ‰ÂÎË) ‚ ÙËÁËÍÂ Ë ·ËÓÎÓ„ËË. éÒÌÓ‚Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÏÂÊ‰Û ÍÓÌÙË„Û‡ˆËflÏË {xi} Ë {yi} ËÁ S∞ (ÒÏ. [BFK99]) ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÌËÊÂ.

åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓ‡
åÂÚËÍÓÈ ä‡ÌÚÓ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ S∞, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2 0 0− ≥ − + − ≠− −min{ :| | | | }.i x y x yi i i i

éÌ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛ a = 1

2
 Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË ä‡ÌÚÓ‡ („Î. 11). ëÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ S∞, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

lim
| : |

.l
i il i l x y

l→∞
− ≤ ≤ ≠

+2 1

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï (ÒÏ. ê‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡ Ì‡ ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËflı, „Î. 13).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ S∞, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

lim max
| : |

.l
k

i ik i l x y

l→∞
∈

+ ≤ ≤ ≠
�

1

ùÚ‡ Ë ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÏÂÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ËËËËÌÌÌÌ‚‚‚‚‡‡‡‡ËËËË‡‡‡‡ÌÌÌÌÚÚÚÚÌÌÌÌ˚̊̊̊ÏÏÏÏËËËË    ÓÓÓÓÚÚÚÚÌÌÌÌÓÓÓÓÒÒÒÒËËËËÚÚÚÚÂÂÂÂÎÎÎÎ¸̧̧̧ÌÌÌÌÓÓÓÓ    ÔÔÔÔÂÂÂÂ----
ÂÂÂÂÌÌÌÌÓÓÓÓÒÒÒÒ‡‡‡‡,,,,    Ó‰Ì‡ÍÓ ÓÌË ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚ÏË ËÎË ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË (ÒÏ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÂÈÎfl, „Î. 13).
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18.3. êÄëëíéüçàü  Ç  íÖéêàà  äéçíêéãü

Ç ÚÂÓËË ÍÓÌÚÓÎfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ˆÂÔ¸ Ó·‡ÚÌÓÈ Ò‚flÁË ÏÂÊ‰Û ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ê
(ÙÛÌÍˆËfl, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÔÓ‰ÎÂÊ‡˘ËÈ ÍÓÌÚÓÎ˛ Ó·˙ÂÍÚ Ë ÛÔ‡‚Îfl˛˘ËÏ
ÛÒÚÓÈÒÚ‚ÓÏ ë (ÙÛÌÍˆËfl, ÍÓÚÓÛ˛ ÔÂ‰ÒÚÓËÚ ÔÓÒÚÓËÚ¸). êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú y, ËÁÏÂ-
ÂÌÌ˚È ÒÂÌÒÓÌ˚Ï ‰‡Ú˜ËÍÓÏ, Ò‡‚ÌË‚‡ÂÚÒfl Ò ˝Ú‡ÎÓÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ r.  á‡ÚÂÏ
ÛÔ‡‚Îfl˛˘ÂÂ ÛÒÚÓÈÒÚ‚Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ‚˚˜ËÒÎÂÌÌÛ˛ Ó¯Ë·ÍÛ e  = r – y ‰Îfl ‚‚Ó‰‡
‰‡ÌÌ˚ı u = Ce. èË Ì‡ÎË˜Ë ÌÛÎÂ‚˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒË„Ì‡Î˚ ‚‚Ó‰‡ Ë ‚˚‚Ó‰‡ Ì‡
ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ ÒÓÓÚÌÓÒflÚÒfl Í‡Í y = Pu, „‰Â r, y, v Ë P, C fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ

ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ s.  í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, y
PC

PC
r=

+1
 Ë y ≈ r (Ú.Â. ‚˚‚Ó‰ ÍÓÌÚÓÎËÛÂÚÒfl

ÔÓÒÚÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ˝Ú‡ÎÓÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl), ÂÒÎË êë ·ÓÎ¸¯Â Î˛·Ó„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl s.
ÖÒÎË ÒËÒÚÂÏ‡ ÏÓ‰ÂÎËÛÂÚÒfl Í‡Í ÒËÒÚÂÏ‡ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ,

ÚÓ ÔÂÂ‰‡ÚÓ˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl 
PC

PC1 +
 fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ.  ìÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ê

fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË ÌÂ ËÏÂÂÚ ÔÓÎ˛ÒÓ‚ ‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ Ô‡‚ÓÈ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË
ë+ = {s ∈ �: �s ≥ 0}.

á‡‰‡˜‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÈ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË ÒÓÒÚÓËÚ ‚ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ‰Îfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÌÓÏË-
Ì‡Î¸ÌÓÈ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (ÏÓ‰ÂÎË) P0 Ë ÌÂÍÓÂÈ ÏÂÚËÍË d Ì‡ ÛÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı Ú‡ÍÓ„Ó ˆÂÌÚË-
Ó‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ P0 ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ¯‡‡ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡‰ËÛÒÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â
ÛÔ‡‚Îfl˛˘ËÂ ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ (‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË) ë ÏÓ„ÎË ÒÚ‡·ËÎËÁËÓ‚‡Ú¸ Í‡Ê-
‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰‡ÌÌÓ„Ó ¯‡‡.

É‡Ù G(P) ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ê  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ ‚ıÓ‰-‚˚ıÓ‰
(u, y = P u). ä‡Í u  Ú‡Í Ë y  ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ï‡‰Ë H2(�+) Ô‡‚ÓÈ
ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË; „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ H2(�+) + H 2 (�+).
àÏÂÌÌÓ, G(P) = f(P)H2(�2) ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÙÛÌÍˆËË f(P), Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÒËÏ‚ÓÎÓÏ
„‡Ù‡, ‡ G(P) fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ H2(�2).

ÇÒÂ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÌËÊÂ ÏÂÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÔÛÒÍÓÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË; ÓÌË
ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚, Ë ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÌËı.

åÂÚËÍ‡ ÔÓÔÛÒÍ‡
åÂÚËÍ‡ ÔÓÔÛÒÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÛÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË P1 Ë P2 (‚‚Â‰ÂÌ‡ ‚ ÚÂÓË˛ ÍÓÌÚÓÎfl á‡ÏÂ-

ÒÓÏ Ë ùÎ¸-á‡ÍÍ‡Ë) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

gap( , ) || ( ) ( ) || ,P P P P1 2 1 2 2= −Π Π

„‰Â è(Po),  i = 1, 2 fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÂÍˆËÂÈ „‡Ù‡ G(Pi) ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Pi,
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó Í‡Í Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó H 2(�2).

àÏÂÂÏ

gap( , ) max{ ( , ),  ( , )},P P P P P P1 2 1 1 2 1 2 1= δ δ

„‰Â δ1 1 2 1 2( , ) inf || ( ) ( ) ||P P f P f P QQ H H= −∈ ∞ ∞  Ë f(P) – ÒËÏ‚ÓÎ „‡Ù‡.
ÖÒÎË Ä fl‚ÎflÂÚÒfl m × n Ï‡ÚËˆÂÈ Ò m < n, ÚÓ ÂÂ n ÒÚÓÎ·ˆÓ‚ ÔÓÓÊ‰‡˛Ú n-ÏÂÌÓÂ

ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡ Ï‡ÚËˆ‡ Ç ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÂÍˆËË Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÚÓÎ·ˆÓ‚
Ï‡ÚËˆ˚ Ä ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ A A A AT T( ) .−1  ÖÒÎË ·‡ÁËÒ ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡Ì, ÚÓ B = AAT. Ç Ó·-
˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÔÛÒÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ
‡ÁÏÂÌÓÒÚË – l2-ÌÓÏ‡ ‡ÁÌÓÒÚË Ëı ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÔÓÂÍˆËÈ (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ
îÓ·ÂÌËÛÒ‡, „Î. 12).
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åÂÚËÍ‡ ÇË‰¸flÒ‡„‡‡
åÂÚËÍ‡ ÇË‰¸flÒ‡„‡‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ „‡Ù‡) ÏÂÊ‰Û ÛÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË P1 Ë P2 ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÚÒfl Í‡Í
max{ ( , ),  ( , )},δ δ2 1 2 2 2 1P P P P

„‰Â δ2 1 2 1 1 2( , ) inf || ( ) ( ) || .|| ||P P f P f P QQ H= −≤ ∞

èÓ‚Â‰ÂÌ˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÔÓÔÛÒÍ ÏÂÊ‰Û ‡Ò¯ËÂÌÌ˚ÏË „‡Ù‡ÏË ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ
P1 Ë P2; ÌÓ‚˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰Ó·‡‚ÎÂÌ Í „‡ÙÛ G(P) ‰Îfl Û˜ÂÚ‡ ‚ÒÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ËÒıÓ‰Ì˚ı
ÛÒÎÓ‚ËÈ (‚ÏÂÒÚÓ Ó·˚˜ÌÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË, ÍÓ„‰‡ ËÒıÓ‰Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÛÎÂ‚˚Â).

åÂÚËÍ‡ ÇËÌÌËÍÓÏ·Â
åÂÚËÍ‡ ÇËÌÌËÍÓÏ·Â (ÏÂÚËÍ‡ ν-ÔÓÔÛÒÍ‡) ÏÂÊ‰Û ÛÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË P1 Ë P2

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

δν ( , ) || ( ) ( )( ) ||/ /P P P P P P P P1 2 2 2
1 2

2 1 1 1
1 21 1= + − +∗ − ∗ −

∞

ÂÒÎË wno( ( ) ( ))f P f P∗ =2 1 0  Ë ‡‚Ì‡ 1, ËÌ‡˜Â. á‰ÂÒ¸ f(P) fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÒËÏ‚ÓÎ‡
„‡Ù‡ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ê.  Ç [Youn98] ‰‡Ì˚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ˜ËÒÎ‡ ÍÛ˜ÂÌËfl wno(f) ‰Îfl ‡-
ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË f, ‡ Ú‡ÍÊÂ ıÓÓ¯ÂÂ ‚‚Â‰ÂÌËÂ ‚ ÚÂÓË˛ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË Ò Ó·‡Ú-
ÌÓÈ Ò‚flÁ¸˛.

18.4.  åéÖÄ  êÄëëíéüçàü

åÌÓ„ËÂ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËÂÈ Á‡‰‡˜Ë ÔÂÒÎÂ‰Û˛Ú ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ˆÂÎÂÈ
Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ, Ó‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡ ËÁ ÌËı ÓÔÚËÏËÁËÛÂÚÒfl, ‡
ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ‚˚ÒÚÛÔ‡˛Ú ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ.  èË ÏÌÓ„ÓˆÂÎÂ‚ÓÈ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl (ÔÓÏËÏÓ ÌÂÍÓÚÓ˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ ‚ ‚Ë‰Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚) ˆÂÎÂ‚‡fl
‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËfl f : X ⊂ �n → �k ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓËÒÍ‡ (ËÎË „ÂÌÓÚËÔ‡, ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚ı Â¯ÂÌËfl) ï ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ˆÂÎÂÈ (ËÎË ÙÂÌÓÚËÔ‡, ‚ÂÍÚÓÓ‚ Â¯ÂÌËÈ) f(X) =
= {f(x): x ∈ X} ⊂ � k.  íÓ˜Í‡ x* ∈ X fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ è‡ÂÚÓ, ÂÒÎË ‰Îfl
Í‡Ê‰ÓÈ ‰Û„ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈ X ‚ÂÍÚÓ Â¯ÂÌËÈ f(x) ÌÂ Ï‡ÊÓËÛÂÚ ÔÓ è‡ÂÚÓ ‚ÂÍÚÓ
f(x*), Ú.Â f(x ) ≤ f(x*).  éÔÚËÏ‡Î¸Ì˚È ÔÓ è‡ÂÚÓ ÙÓÌÚ – ˝ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
PF f x x X∗ ∗= ∈{ ( ) : }, „‰Â X* fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı ÔÓ è‡ÂÚÓ
ÚÓ˜ÂÍ.

åÌÓ„ÓˆÂÎÂ‚˚Â ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌ˚Â ‡Î„ÓËÚÏ˚ (ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ MOEA ÓÚ ‡Ì„ÎËÈÒÍÓ„Ó
Multi-objective evolutionary algorithms) ÔÓÓÊ‰‡˛Ú Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ˝Ú‡ÔÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË (Ì‡È‰ÂÌÌ˚È ÔÓ è‡ÂÚÓ ÙÓÌÚ PFknown ÔË·ÎËÊ‡ÂÚ Í ÊÂÎ‡ÂÏ˚È
è‡ÂÚÓ ÙÓÌÚ PF*) ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ˆÂÎÂÈ, „‰Â ÌË Ó‰ËÌ ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰ÓÏËÌËÛÂÚ ÔÓ
è‡ÂÚÓ Ì‡‰ ‰Û„ËÏ.  èËÏÂ˚ ÏÂÚËÍ åéÖÄ, Ú.Â. ÏÂ ÓˆÂÌÍË, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ PFknown
·ÎËÁÓÍ Í PF*, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÌËÊÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÍÓÎÂÌËÈ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÍÓÎÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

d

m

j
j

m
2

1

1 2

=
∑











/

,

„‰Â  m PF= | |known   Ë  dj ÂÒÚ¸  Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ  (‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â  ˆÂÎÂÈ)  ÏÂÊ‰Û
(Ú.Â. j-Ï ˜ÎÂÌÓÏ ÙÓÌÚ‡ PFknown) Ë ·ÎËÊ‡È¯ËÏ ˜ÎÂÌÓÏ PF*.
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íÂÏËÌ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÍÓÎÂÌËÈ (ËÎË ÒÍÓÓÒÚ¸ Ó·ÓÓÚ‡) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‰Îfl
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ‚ÂÚ‚ÂÈ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓÎÓÊÂÌËflÏË ‚ Î˛·ÓÈ
ÒËÒÚÂÏÂ ‡ÌÊËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Û·˚‚‡ÌËfl, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓ„Ó ‚ ‚Ë‰Â ËÂ‡ıË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰Â-
Â‚‡. èËÏÂ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl: ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÏ
‰ÂÂ‚Â, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÍÓÎÂÌËÈ, ÓÚ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÙÓÚÓÍÓÔË˛ ÓÚ ÓË„ËÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÚÚËÒÍ‡,
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÍÓÎÂÌËÈ, ÓÚ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÔÓÒÂÚËÚÂÎÂÈ ÏÂÏÓË‡Î‡ ÓÚ Ô‡ÏflÚÌ˚ı ÒÓ·˚ÚËÈ,
ÍÓÚÓ˚Ï ÓÌ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ.

ê‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ò ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ÏË
ê‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ò ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

( )

,

/

d d

m

j
j

m

−

−



















=
∑ 2

1

1 2

1

„‰Â m PF= | |known  Ë dj ÂÒÚ¸ l1-‡ÒÒÚÓflÌËÂ (‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ˆÂÎÂÈ) ÏÂÊ‰Û fi(x) (Ú.Â. j-Ï
˜ÎÂÌÓÏ ÙÓÌÚ‡ PFknown) Ë ‰Û„ËÏ ·ÎËÊ‡È¯ËÏ ˜ÎÂÌÓÏ PFknown, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í d
fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂ‰ÌËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ‚ÒÂı dj.

ëÛÏÏ‡ÌÓÂ ÌÂ‰ÓÏËÌËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓÓ‚

ëÛÏÏ‡ÌÓÂ ÌÂ‰ÓÏËÌËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
| |

| |
.knownPF

PF∗



ó‡ÒÚ¸ V

êÄëëíéüçàü
Ç  äéåèúûíÖêçéâ  ëîÖêÖ



ÉÎ‡‚‡ 19

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ
Ë ˆËÙÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚflı

19.1.  åÖíêàäà  çÄ  ÑÖâëíÇàíÖãúçéâ  èãéëäéëíà

ç‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË �2 ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÏÌÓ„Ó ‡ÁÌ˚ı ÏÂÚËÍ.  Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·‡fl
lp-ÏÂÚËÍ‡ (Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ ÌÓÏ˚ || ||⋅  Ì‡ � 2)
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì‡ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔË ˝ÚÓÏ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl

l2-ÏÂÚËÍ‡, Ú.Â. Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ d x y x y x yE ( , ) ( ) ( ) ,= − + −1 1
2

2 2
2  ÍÓÚÓ‡fl ‰‡ÂÚ

Ì‡Ï ‰ÎËÌÛ ÓÚÂÁÍ‡ [x, y] ÔflÏÓÈ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.
é‰Ì‡ÍÓ ËÏÂ˛ÚÒfl Ë ‰Û„ËÂ, ÌÂÂ‰ÍÓ "˝ÍÁÓÚË˜ÂÒÍËÂ" ÏÂÚËÍË Ì‡ �2.  åÌÓ„ËÂ ËÁ ÌËı
ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ‰Ë‡„‡ÏÏ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡ �2 (ÒÏ., Ì‡ÔË-
ÏÂ, ÏÓÒÍÓ‚ÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, ÏÂÚËÍÛ ÒÂÚË, Ô‡‚ËÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ).  çÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ÌËı
ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ˆËÙÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

á‡‰‡˜Ë Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ˝‰Â¯Â‚ÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡ (Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚Â Ó·˚˜ÌÓ ‰Îfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ
ÏÂÚËÍË Ì‡ �2) ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ËÌÚÂÂÒ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl �n Ë ‰Îfl ‰Û„Ëı ÏÂÚËÍ Ì‡ �2.
èËÏÂÌ˚Ï ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂÏ Ú‡ÍËı Á‡‰‡˜ fl‚ÎflÂÚÒfl:

– Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ˜ËÒÎ‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (ËÎË Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó
˜ËÒÎ‡ ÔÓfl‚ÎÂÌËÈ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl) ‚ n-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2;  Ì‡Ë-
·ÓÎ¸¯ËÈ ‡ÁÏÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Â„Ó ÌÂ ·ÓÎÂÂ m
‡ÒÒÚÓflÌËÈ;

– ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ n-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2 ÚÓÎ¸ÍÓ Ò
ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË (ËÎË, ÒÍ‡ÊÂÏ, ·ÂÁ Ô‡˚ (d1, d2) ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ò
0 < | d1 – d2 | < 1);

– ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ n-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ i (‰Îfl
Í‡Ê‰Ó„Ó 1 ≤ i ≤ n) ‚ÒÚÂ˜‡ÂÚÒfl ÚÓ˜ÌÓ i ‡Á (ÔËÏÂ˚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ‰Îfl n ≤ 8);

– ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÌÂ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‡Á·ËÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2, Ú.Â. ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ˜‡ÒÚÂÈ.

åÂÚËÍ‡ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡
åÂÚËÍÓÈ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l1-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || | | | | .x y x y x y− = − + −1 1 1 2 2

Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔÓ-‡ÁÌÓÏÛ, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÂÚËÍÓÈ Ú‡ÍÒË, ÏÂÚËÍÓÈ
å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡, ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÏÂÚËÍÓÈ ÔflÏÓ„Ó Û„Î‡;  Ì‡ �2 ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú
ÏÂÚËÍÓÈ „Ë‰˚ Ë 4-ÏÂÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ óÂ·˚¯Â‚‡
åÂÚËÍÓÈ óÂ·˚¯Â‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l�-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || max{| |,  | |}.x y x y x y− − − −∞ 1 1 2 2

ùÚÛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, sup-ÏÂÚËÍÓÈ Ë ·ÓÍÒ-
ÏÂÚËÍÓÈ;  Ì‡ �6 ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â¯ÂÚÍË, ÏÂÚËÍÓÈ ˘‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË,
ÏÂÚËÍÓÈ ıÓ‰‡ ÍÓÓÎfl Ë 8-ÏÂÚËÍÓÈ.
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(p, q)-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ 0 < q ≤ 1, p q
q≥ − −








max ,1
2

3
 Ë ÔÛÒÚ¸ || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·-

˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n).
(p, q)-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n Ë ‰‡ÊÂ

Ì‡ Î˛·ÓÏ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ( , || ||)),V ⋅  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| ||

(|| || || || )
/

x y

x yp p
q p

−

+





2

2 2
1

2

‰Îfl ı ËÎË y ≠ 0 (Ë ‡‚Ì‡fl 0, ËÌ‡˜Â).  Ç ÒÎÛ˜‡Â p = ∞ ÓÌ‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

|| ||

(max || || , || || })
.

x y

x y q

− 2

2 2

ÑÎfl q  = 1 Ë Î˛·Ó„Ó 1 ≤ p < ∞ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ -ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ (ËÎË
ÏÂÚËÍÛ äÎ‡ÏÍËÌ‡–åÂË‡); ‰Îfl q = 1 Ë 1 ≤ p < ∞ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚ-
ËÍÛ. (1,1)-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ò‡Ú¯ÌÂÈ‰Â.

å-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ f : [ , ) ( , )0 0∞ → ∞  – ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ 
f x

x

( )

Û·˚‚‡ÂÚ ‰Îfl x > 0.  èÛÒÚ¸ || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n).
å-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n Ë ‰‡ÊÂ Ì‡

Î˛·ÓÏ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ( , || ||)),V ⋅  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| ||

(|| || ) (|| || )
.

x y

f x f y

−
⋅

2

2 2

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

|| ||

|| || || ||

x y

x ypp pp

−

+ +
2

2 21 1

fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �2 (Ì‡ �n) ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ p ≥ 1. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 \ {0} (Ì‡ �n \ {0}) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í

|| ||

|| || || ||
.

x y

x y

−
⋅

2

2 2

åÓÒÍÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÓÒÍÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÎÒÛ˝) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl

Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÒÂı ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë
y ∈ �2, „‰Â ÍË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ, ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ÓÚÂÁÍÓ‚
ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ë ÓÚÂÁÍÓ‚ ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ Ò ˆÂÌÚ‡ÏË
‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Klei88]).

ÖÒÎË ÔÓÎflÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‰Îfl ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈ �2 ‡‚Ì˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ (rx, θx) Ë
(ry, θy), ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‡ÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ‡‚ÌÓ min{ , } ( ) | |,r r r rx y x y x y∆ θ θ− + −
ÂÒÎË 0 2≤ <∆( , ) ,θ θx y  Ë ‡‚ÌÓ r rx y+ , , ÂÒÎË 2 ≤ <∆( , ) ,θ θ πx y  „‰Â ∆( , )θ θx y =
= − − −min{| |, | |},θ θ π θ θx y x y2  θ θ πx y, [ , )∈ 0 2  ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Û„Î‡ÏË.



278 ó‡ÒÚ¸ V. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ÒÙÂÂ

åÂÚËÍ‡ Ù‡ÌˆÛÁÒÍÓ„Ó ÏÂÚÓ
ÑÎfl ÌÓÏ˚ || ||⋅  Ì‡ �2 ÏÂÚËÍÓÈ Ù‡ÌˆÛÁÒÍÓ„Ó ÏÂÚÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| ||,x y−

ÂÒÎË x = cy ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó c ∈ �, Ë Í‡Í

|| || || ||,x y+

ËÌ‡˜Â. ÑÎfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÌÓÏ˚ || ||⋅ 2  ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡ËÊÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÏÂÚËÍÓÈ
ÂÊ‡, ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË ÛÒËÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ SNCF.  Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÒÂı ‰ÓÔÛÒÚË-
Ï˚ı ÍË‚˚ı ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‰‡ÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ı Ë Û, „‰Â ÍË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚË-
ÏÓÈ, ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ÓÚÂÁÍÓ‚ ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ Ì‡˜‡ÎÓ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

Ç ÚÂÏËÌ‡ı „‡ÙÓ‚ ˝Ú‡ ÏÂÚËÍ‡ ÔÓıÓÊ‡ Ì‡ ÏÂÚËÍÛ ÔÛÚË ‰ÂÂ‚‡, ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ
ÚÓ˜ÍË, ÓÚÍÛ‰‡ ËÒıÓ‰flÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÛÚÂÈ.

è‡ËÊÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ˝ÚÓ ÔËÏÂ �-‰ÂÂ‚‡ í, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸-
Ì˚Ï, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ı, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó T – {x} ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ó‰ÌÓÈ
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚, fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï Ë Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï.

åÂÚËÍ‡ ÎËÙÚ‡
åÂÚËÍÓÈ ÎËÙÚ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ Ò·Ó˘ËÍ‡ Ï‡ÎËÌ˚, ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ "ÂÍÓÈ") Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |,x y1 1−

ÂÒÎË x2 = y2, Ë Í‡Í

| | | | | |,x x y y1 2 2 1+ − +

ÂÒÎË x2 ≠ y2 (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Brya85]).  éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸Òfl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÒÂı ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ı Ë Û,
„‰Â ÍË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ, ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ÓÚÂÁÍÓ‚ ÔflÏ˚ı,
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÓÒË x1, Ë ÓÚÂÁÍÓ‚ ÓÒË x2.

åÂÚËÍ‡ ÎËÙÚ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÏÂÓÏ ÌÂÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓ„Ó (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ Ù‡ÌˆÛÁ-
ÒÍÓ„Ó ÏÂÚÓ) �-‰ÂÂ‚‡.

åÂÚËÍ‡ ·ËÚ‡ÌÒÍÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë
ÑÎfl ÌÓÏ˚ || ⋅ || Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n) ÏÂÚËÍÓÈ ·ËÚ‡ÌÒÍÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ

‰ÓÓ„Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || || ||x y+

‰Îfl x ≠ y (Ë ‡‚Ì‡fl 0, ËÌ‡˜Â).
ÖÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÓ˜Ú˚, ÏÂÚËÍÓÈ „ÛÒÂÌËˆ˚ Ë ÏÂÚËÍÓÈ ˜ÂÎÌÓÍ‡.
åÂÚËÍ‡ ˆ‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Ï‡„‡ÁËÌ‡
èÛÒÚ¸ d – ÏÂÚËÍ Ì‡ �2 Ë f – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ (ˆ‚ÂÚÓ˜Ì˚È Ï‡„‡ÁËÌ) Ì‡

ÔÎÓÒÍÓÒÚË.
åÂÚËÍÓÈ ˆ‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Ï‡„‡ÁËÌ‡ (ËÌÓ„‰‡ ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÏÂÚËÍÓÈ SNCF) Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ Î˛·ÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â),
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

d(x, f) + d(f, y)
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‰Îfl x ≠ y (Ë ‡‚Ì‡fl 0, ËÌ‡˜Â). í‡Í, ˜ÂÎÓ‚ÂÍ, ÊË‚Û˘ËÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ı, ÍÓÚÓ˚È ıÓ˜ÂÚ
ÔÓÒÂÚËÚ¸ ÍÓ„Ó-ÚÓ, ÊË‚Û˘Â„Ó ‚ ÚÓ˜ÍÂ y, ÒÌ‡˜‡Î‡ Á‡ıÓ‰ËÚ ‚ f, ˜ÚÓ·˚ ÍÛÔËÚ¸ ˆ‚ÂÚ˚.
Ç ÒÎÛ˜‡Â ÂÒÎË d x f x y( , ) || ||,= −  ‡ ÚÓ˜Í‡ f fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡˜‡ÎÓÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
ÏÂÚËÍÛ ·ËÚ‡ÌÒÍÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë.

ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl k > 1 ˆ‚ÂÚÓ˜Ì˚ı Ï‡„‡ÁËÌÓ‚ f1,…, fk, ÚÓ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ ÍÛÔËÚ ˆ‚ÂÚ˚ ‚ ·ÎË-
Ê‡È¯ÂÏ Ï‡„‡ÁËÌÂ Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂÏ ÓÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡¯ÛÚ‡, Ú.Â. ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË x, y ‡‚ÌÓ min ( ( , ) ( , )).l i k i id x f d f y≤ ≤ +

åÂÚËÍ‡ ˝Í‡Ì‡ ‡‰‡‡
ÑÎfl ÌÓÏ˚ || ⋅ || Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ � n) ÏÂÚËÍÓÈ ˝Í‡Ì‡ ‡‰‡‡ Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

min{ ,|| ||}.1 x y−

åÂÚËÍ‡ ÍÓ‚‡ êËÍÏ‡Ì‡
ÑÎfl ˜ËÒÎ‡ α ∈  (0, 1) ÏÂÚËÍÓÈ ÍÓ‚‡ êËÍÏ‡Ì‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

x y x y1 1 2 2− + − α
.

ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÛ˜‡ÂÏ n = 2 Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl („Î. 6; ÒÏ. Ú‡Ï ÊÂ ‰Û„ËÂ
ÏÂÚËÍË Ì‡ �n, n ≥ 2).

ååååÂÂÂÂÚÚÚÚËËËËÍÍÍÍ‡‡‡‡    ÅÅÅÅÛÛÛÛ‡‡‡‡„„„„ÓÓÓÓ––––àààà‚‚‚‚‡‡‡‡ÌÌÌÌÓÓÓÓ‚‚‚‚‡‡‡‡
ååååÂÂÂÂÚÚÚÚËËËËÍÍÍÍÓÓÓÓÈÈÈÈ    ÅÅÅÅÛÛÛÛ‡‡‡‡„„„„ÓÓÓÓ––––àààà‚‚‚‚‡‡‡‡ÌÌÌÌÓÓÓÓ‚‚‚‚‡‡‡‡    ([BuIv01]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

|| || || || min || || ||| || , ),x y x y x y2 2 2 2− + ⋅{ } ⋅ ∠(

„‰Â ∠( x y, ) – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ı Ë Û Ë || ⋅ || – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2. ëÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚Û˛˘‡fl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 ‡‚Ì‡ || || || || ,x y2 2−  ÂÒÎË ∠ =(x y, ) ,0  Ë ‡‚Ì‡
|| || || || ,x y2 2−  ËÌ‡˜Â.

åÂÚËÍ‡ 2n-Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡

ÑÎfl ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó Ô‡‚ËÎ¸ÌÓ„Ó 2n-Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ K Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÏÂÚ-
ËÍÓÈ 2n-Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x,y ∈  �2

Í‡Í Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ ÎÓÏ‡ÌÓÈ ÎËÌËË ÓÚ ı Í Û, Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ Á‚ÂÌ¸Â ÍÓ-
ÚÓÓÈ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ËÁ Â·Â ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ä.

ÖÒÎË ä ÂÒÚ¸ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ Ò ‚Â¯ËÌ‡ÏË {(±1, ±1)}, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ
å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡. åÂÚËÍÛ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ Ú‡ÍÊÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚËÍÛ åËÌ-
ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ò Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ¯‡ÓÏ ‚ ‚Ë‰Â ·ËÎÎË‡ÌÚ‡, Ú.Â. Í‚‡‰‡Ú‡ Ò ‚Â¯ËÌ‡ÏË
{(1,0(0,1), (–1,0),(0,–1)}.

åÂÚËÍ‡ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡Í‡

åÂÚËÍÓÈ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡Í‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ‰ÎË-
Ì‡ Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯Â„Ó l1-ÔÛÚË (ÔÛÚË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË, x, y ∈  �2 ÔË
Ì‡ÎË˜ËË ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÁÓÌ, ˜ÂÂÁ ÍÓÚÓ˚Â ÔÓıÓ‰flÚ Í‡Ú˜‡È¯ËÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚˚
ÔÛÚË (Ì‡ÔËÏÂ, ñÂÌÚ‡Î¸Ì˚È Ô‡Í ‚ å‡Ìı˝ÚÚÂÌÂ).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ
èÛÒÚ¸ � = {O1,…,Om} – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸-

ÌËÍÓ‚ Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÂ ÒÓ·ÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ,
ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÌÂÔÓÁ‡˜Ì˚ÏË Ë ÌÂÔÓıÓ‰ËÏ˚ÏË.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÌÓÒËÎ¸˘ËÍÓ‚ ÔË‡-
ÌËÌÓ, ÏÂÚËÍÓÈ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Â �2\{�}, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2\{�} Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ËÁ
‚ÒÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÔÛÚÂÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë Û Ë ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘Ëı ÔÂ-
ÔflÚÒÚ‚Ëfl Oi\∂Oi (ÔÛÚ¸ ÏÓÊÂÚ ÔÓıÓ‰ËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË Ì‡ „‡ÌËˆÂ ∂Oi ÔÂÔflÚÒÚ‚Ëfl
∂Oi), i = 1,…,m.

èflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò ·‡¸Â‡ÏË
èÛÒÚ¸ �  = {O1,…,Om} – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÓÚÍ˚Ú˚ı

ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸Ì˚ı ·‡¸ÂÓ‚ Ì‡ �2. èflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚È ÔÛÚ¸ (ËÎË ÔÛÚ¸ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡)
Px y  ÓÚ x  Í y ÂÒÚ¸ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ı Ë ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚ı ÓÚÂÁÍÓ‚
Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë Û . èÛÚ¸ Pxy Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÒÛ˘ÒÚ‚ÎflÂÏ˚Ï ÂÒÎË

P Bxy i
i

m

∩








 =

=1

0U / .

èflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò ·‡¸Â‡ÏË (ËÎË ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔË
Ì‡ÎË˜ËË ·‡¸ÂÓ‚) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2\{�}, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2\{�}
Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÏÓ„Ó ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÛÚË  ÓÚ ı Í Û.

èflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò ·‡¸Â‡ÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÊÂÌËÂÏ ÏÂÚËÍË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡
Ë Ó·˚˜ÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â  { , , }q qr1

2… ⊂ �  ËÁ n ÚÓ˜ÂÍ "ÓÚÔ‡‚ËÚÂÎ¸-
ÔÓÎÛ˜‡ÚÂÎ¸": Á‡‰‡˜‡ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÔÛÚÂÈ Ú‡ÍÓ„Ó ÚËÔ‡ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ, Ì‡ÔËÏÂ, ÔË Ó„‡-
ÌËÁ‡ˆËË Ú‡ÌÒÔÓÚÌ˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ ‚ „ÓÓ‰ÒÍËı ÛÒÎÓ‚Ëflı, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔË ÔÎ‡ÌËÓ‚ÍÂ
Á‡‚Ó‰Ó‚ Ë ÒÓÓÛÊÂÌËÈ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [LaLi81]).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚flÁË

èÛÒÚ¸ P ⊂  �2 – ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸Ì‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ (Ì‡ n ‚Â¯ËÌ‡ı Ò h ‰˚‡ÏË), Ú.Â. Á‡ÏÍÌÛ-
Ú‡fl ÏÌÓ„ÓÒ‚flÁÌ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸, „‡ÌËˆ‡ ÍÓÚÓÓÈ – Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ n ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÚÂÁÍÓ‚,
Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı n + 1 Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸Ì˚ı ˆËÍÎÓ‚. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ò‚flÁË Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ê, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  P Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
Â·Â ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÛÚË ÓÚ ı Í Û ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ê .

ÖÒÎË ‡ÁÂ¯ÂÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚Â ÔÛÚË, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ Ò‚flÁË. ÖÒÎË ÔÛÚË ë-ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì˚ (Ú.Â. Í‡Ê‰ÓÂ Â·Ó Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ Ó‰ÌÓ-
ÏÛ ËÁ Â·Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ë Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÓËÂÌÚ‡ˆËÂÈ), ÚÓ Ï˚ ËÏÂÂÏ ë-ÓËÂÌÚË-
Ó‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚flÁË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÎ‡ÌËÓ‚ÍË ÒÓÓÛÊÂÌËÈ

èÎ‡ÌËÓ‚Í‡ – ˝ÚÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ì‡ ÔflÏÓ-
Û„ÓÎ¸ÌËÍË ÏÂÌ¸¯Â„Ó ‡ÁÏÂ‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â ÓÚ‰ÂÎÂÌËflÏË, ÎËÌËflÏË, ÔÓıÓ‰fl˘ËÏË
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ ÒÚÓÓÌ‡Ï ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡. ÇÒÂ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ‚Â¯ËÌ˚
‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÚÂı‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ‡ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ÌËı, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ Ó‰Ì‡ Ì‡ „‡-
ÌËˆÂ Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÚ‰ÂÎÂÌËfl, fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰‚ÂflÏË, Ú.Â. ÏÂÒÚ‡ÏË ‚ıÓ‰‡-‚˚ıÓ‰‡. èÓ·ÎÂÏ‡
Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÒÓÁ‰‡ÌËË ÔÓ‰ıÓ‰fl˘Â„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Ó ‡ÒÒÚÓflÌËË d(x, y) ÏÂÊ‰Û ÓÚ-
‰ÂÎÂÌËflÏË ı Ë Û, ÍÓÚÓÓÂ ÏËÌËÏËÁËÓ‚‡ÎÓ ·˚ ÙÛÌÍˆË˛ ˆÂÌ˚ F x y d x y

x y

( , ) ( , ),
,

∑  „‰Â

F(x, y) – ÌÂÍËÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚È ÔÓÚÓÍ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ÏË ‰Îfl
˝ÚÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl:

– ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˆÂÌÚÓË‰‡, Ú.Â. Í‡Ú˜‡È¯ÂÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚÓË‰‡ÏË (ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎÂÈ) ı Ë Û;

– ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂËÏÂÚ‡, Ú.Â. Í‡Ú˜‡È¯ÂÂ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
‰‚ÂflÏË ı Ë Û, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‰ÓÎ¸ ÒÚÂÌ,  Ú.Â. ÔÂËÏÂÚÓ‚ ÓÚ‰ÂÎÂÌËÈ.
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åÂÚËÍ‡ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË
åÂÚËÍ‡ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÒÂÚË) – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (ËÎË Ì‡ ÔÓ‰-

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �2) ÔË Ì‡ÎË˜ËË ‰‡ÌÌÓÈ ÒÂÚË, Ú.Â. ÔÎÓÒÍÓ„Ó ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ G(V, E).
ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2 ˝ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÏÂÌÂÏ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‚ ÔË
Ì‡ÎË˜ËË ÒÂÚË G, Ú.Â. ÔÛÚË, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ÒÓÍ‡˘‡˛˘Â„Ó ‚ÂÏfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û
ı Ë Û. èÓÒÎÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‰ÓÒÚÛÔ‡ ‚ ÒÂÚ¸ G ‰‡ÎÂÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÏÂ˘‡Ú¸Òfl Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v > 1 ‚‰ÓÎ¸ ÂÂ Â·Â. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (Ì‡ÔËÏÂ, Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ
ÏÂÚËÍË ËÎË ÏÂÚËÍË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡).

åÂÚËÍ‡ ‚ÓÁ‰Û¯Ì˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍÓÈ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË Ì‡ �2 ÔË Ì‡-
ÎË˜ËË ÒÂÚË ‡˝ÓÔÓÚÓ‚, Ú.Â. ÔÎÓÒÍÓ„Ó „‡Ù‡ G(V, E) Ì‡ n ‚Â¯ËÌ‡ı (‡˝ÓÔÓÚ‡ı) Ò
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË Â·Â (we)e∈ E (‚ÂÏfl ÔÓÎÂÚ‡). ÇÓÈÚË Ë ‚˚ÈÚË ËÁ „‡Ù‡
ÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ÂÂÁ ‡˝ÓÔÓÚ˚. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ì‡
‡‚ÚÓÏÓ·ËÎÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‡‚ÌÓ ÏÂÚËÍÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl dE, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ÔÓÎÂÚ
‚‰ÓÎ¸ Â·‡ e = uv „‡Ù‡ G Á‡ÈÏÂÚ ‚ÂÏfl   w d ue E< ( , ).v  Ç ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡
ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÂ‚ÓÁÍ‡ ÔÓ ‚ÓÁ‰ÛıÛ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË a, b ∈  �2, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‡‚ÌÓ

min{ ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , )},d x y d x a w d b y d x b w d a yE E E E E+ + + +

„‰Â w < d2(a, b) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÂÚ‡ ÏÂÊ‰Û a Ë b.
åÂÚËÍ‡ „ÓÓ‰‡ – ÏÂÚËÍ‡ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË Ì‡ �2 ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÒÂÚË Ó·˘ÂÒÚ-

‚ÂÌÌÓ„Ó Ú‡ÌÒÔÓÚ‡, Ú.Â. ÔÎÓÒÍÓ„Ó „‡Ù‡ G Ò „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ËÎË ‚ÂÚËÍ‡Î¸-
Ì˚ÏË Â·‡ÏË. G ÏÓÊÂÚ ÒÓÒÚÓflÚ¸ ËÁ ÏÌÓ„Ëı Ò‚flÁÌ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ Ë ÒÓ‰ÂÊ‡Ú¸
ˆËÍÎ˚. ä‡Ê‰˚È ÏÓÊÂÚ ÔÓÔ‡ÒÚ¸ ‚ G ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ·Û‰¸ ÚÓ ‚Â¯ËÌ‡ ËÎË Â·Ó
(‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ì‡ÁÌ‡˜ËÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Ë ÒÚÓ„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ‚ıÓ‰‡). ÇÌÛÚË G
‰‚ËÊÂÌËÂ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v > 1 ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ı
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÚËÍË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ (‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl ÍÛÔÌ˚È
ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚È „ÓÓ‰ Ò ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÎ‡ÌËÓ‚ÍÓÈ ÛÎËˆ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ ÒÂ‚Â–˛„
Ë ‚ÓÒÚÓÍ–Á‡Ô‡‰).

åÂÚËÍ‡ ÏÂÚÓ – ÏÂÚËÍ‡ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË Ì‡ �2, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ
ÏÂÚËÍË „ÓÓ‰‡: ÏÂÚÓ (‚ ‚Ë‰Â ÎËÌËË Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÒÓÍ‡˘ÂÌËfl
ıÓ‰¸·˚ ÔÂ¯ÍÓÏ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı „ÓÓ‰ÒÍÓÈ ÒÂÚÍË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

èèèèÂÂÂÂËËËËÓÓÓÓ‰‰‰‰ËËËË˜̃̃̃ÂÂÂÂÒÒÒÒÍÍÍÍ‡‡‡‡flflflfl    ÏÏÏÏÂÂÂÂÚÚÚÚËËËËÍÍÍÍ‡‡‡‡
åÂÚËÍ‡ d Ì‡ �2 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡ ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡-

‚ËÒËÏ˚ı ‚ÂÍÚÓ‡ v Ë u, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ ÔÂÂÌÓÒ ÔÓ Î˛·ÓÏÛ ‚ÂÍÚÓÛ w = mv + nu,m,n ∈  �
ÒÓı‡ÌflÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Ú.Â. d x y d x w y w( , ) ( , )= + +  ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2 (ÒÏ. àÌ‚‡-
Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÂÌÓÒ‡, „Î. 5)

è‡‚ËÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ d  Ì‡ �2 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‚ËÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈ-

ÒÚ‚‡ÏË:
1) d ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛;
2) d-ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ó„‡ÌË˜ÂÌ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË;
3) ÂÒÎË x, y ∈  �2 Ë x ≠ y, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ˜Í‡ z z z, , ,≠ ≠x y  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl

‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d x y d x d y( , ) ( , ) ( , );= +z z
4) ÂÒÎË x, y ∈  �2,   x yp  („‰Â   p ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓfl‰ÓÍ Ì‡ �2, Ì‡ÔËÏÂ, ÎÂÍÒË-

ÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÈ ÔÓfl‰ÓÍ),     C x y d x d y( , ) { : ( , ) ( , )},= ∈ ≤z z z�2    D x y d x( , ) { : ( ,= ∈z �2
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  z z) ( , )}< d y  Ë D x y( , ) – Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ D(x,y), ÚÓ J x y C x y D x y( , ) ( , ) ( , )= ∩  ÂÒÚ¸ ÍË‚‡fl,
„ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡fl (0,1). èÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ‰‚Ûı Ú‡ÍËı ÍË‚˚ı ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡
ÏÌÓ„Ëı Ò‚flÁÌ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ.

ä‡Ê‰‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ 1., 2. Ë 3. ë‚ÓÈÒÚ‚Ó 2. ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÏÂÚ-
ËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË.
ë‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ 4. Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ „‡ÌËˆ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‰Ë‡„‡ÏÏ ÇÓÓÌÓ„Ó
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍË‚˚ÏË Ë ˜ÚÓ ÌÂ ÒÎË¯ÍÓÏ ÏÌÓ„Ó ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚ÛÂÚ ‚ ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË ËÎË ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. è‡‚ËÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ d ËÏÂÂÚ Ô‡‚ËÎ¸ÌÛ˛ ‰Ë‡„-
‡ÏÏÛ ÇÓÓÌÓ„Ó: ‚ ‰Ë‡„‡ÏÏÂ ÇÓÓÌÓ„Ó   V P d( , , )�2  („‰Â P p p kk= … ≥{ , , },1 2  – ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó „ÂÌÂ‡ÚÓÓ‚) Í‡Ê‰‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ÇÓÓÌÓ„Ó V(pi) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÛÚ¸-Ò‚flÁÌ˚Ï ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚ÓÏ Ò ÌÂÔÛÒÚÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛, ‡ ÒËÒÚÂÏ‡ { ( ), , ( )}V p V pi k…  Ó·‡ÁÛÂÚ ‡Á·ËÂÌËÂ
ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËfl ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËfl ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ
ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÒÏ. „Î. 1), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n).

ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ B ⊂  �2 Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂ‚Ó„Ó ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ dB ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf{ : }α α> − ∈0 y x B

(ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÂÚË ÒÂÌÒÓÌ˚ı ‰‡Ú˜ËÍÓ‚, „Î. 28).
ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl ÚÓ˜ÍË b ∈  B Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A ⊂  �2 Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó

ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í
d x A b x Ab ( , ) inf{ : }.= ≥ + ∈α α0

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂı‚‡Ú‡ ‰Îfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

d x y

B

b
b B∈
∑ ( , )

| |
.

Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl ‡‰‡‡

Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl ‡‰‡‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

| |,ρ ρ θx y xy− +

ÂÒÎË x y, \ { },∈ �2 0  Ë Í‡Í

| |,ρ ρx y−

ÂÒÎË x = 0 ËÎË y = 0, „‰Â ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ "ÎÓÍ‡ˆËË" x x∈ �2  ρ  – ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ı
ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ë ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2\{0} θxy – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË (‚ ‡-
‰Ë‡Ì‡ı)˛

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ùÂÌÙfiıÚ‡–ï‡ÛÒÎÂ‡

èÛÒÚ¸ S –  ·Û‰ÂÚ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �2, Ú‡Í ˜ÚÓ x x1 2 1 0≥ − ≥  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈  S.
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ùÂÌÙfiıÚ‡–ï‡ÛÒÎÂ‡ ([EhHa88]) Ì‡ S ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

log .2
1

2

1

2

1
1

x

y

y

x
+





 +
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íÓÓË‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡

íÓÓË‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÚÂÎÂ   T x x x= × = ∈ ≤ <[ , ) [ , ) { : , },0 1 0 1 0 12
1 2�

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

t t1
2

2
2+

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2, „‰Â t x y x yi i i i i= − − +{ }min | |,  | |1  ‰Îfl i = 1,2 (ÒÏ. åÂÚËÍ‡
ÚÓ‡).

åÂÚËÍ‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË
åÂÚËÍ‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË – ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË S1 ÍÛ„Â

Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ S x y x y ei1 2 2 1 0 2= + = = ≤ <{( , ) : } { : },θ θ π  ˝Ú‡ ÏÂÚËÍ‡

‰ÎËÌÓÈ Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ ËÁ ‰‚Ûı ‰Û„, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÚÓ˜ÍË eiθ, e ,i Sϑ ∈ 1  Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í

min | , | |}
| |,         | | ,

| |,  | |
θ π θ

θ θ π
π θ θ π

−{ } − − =
− ≤ − ≤
− − − >





ϑ ϑ
ϑ ϑ
ϑ ϑ

2
2

ÂÒÎË   0

ÂÒÎË  

(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Û„Î‡ÏË).

ì„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ì„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÍÛ„‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÓÏ ‡‰Ë‡Ì, ÔÓÈ‰ÂÌÌ˚ı

ÔÛÚÂÏ, Ú.Â.

θ = l

r
,

„‰Â l – ‰ÎËÌ‡ ÔÛÚË Ë r – ‡‰ËÛÒ ÓÍÛÊÌÓÒÚË.

ååååÂÂÂÂÚÚÚÚËËËËÍÍÍÍ‡‡‡‡    ÏÏÏÏÂÂÂÂÊÊÊÊ‰‰‰‰ÛÛÛÛ    ÛÛÛÛ„„„„ÎÎÎÎ‡‡‡‡ÏÏÏÏËËËË
åÂÚËÍÓÈ ÏÂÊ‰Û Û„Î‡ÏË Λ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı Û„ÎÓ‚ ÔÎÓÒ-

ÍÓÒÚË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

min | , | |}
| |,          | | ,

| |,  | |
θ π θ

θ θ π
π θ θ π

−{ } − − =
− ≤ − ≤
− − − >





ϑ ϑ
ϑ ϑ

ϑ ϑ
2

2

ÂÒÎË  0

ÂÒÎË  

‰Îfl Î˛·˚ı θ, ϑ  ∈  [0, 2π) (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÍÛ„‡).

åÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏË

ç‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË   �2  Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ l̂  ÂÒÚ¸ ÍÎ‡ÒÒ ‚ÒÂı ÔflÏ˚ı, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ‰‡ÌÌÓÈ
ÔflÏÓÈ   l ⊂ �2 .  åÂÚËÍÓÈ ÏÂÊ‰Û Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
	 ‚ÒÂı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ   

ˆ, ˆl m ∈ 	  Í‡Í
Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl Ëı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË.

ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ ÍÓÎ¸ˆÂ‚ÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë
ä‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ ÍÓÎ¸ˆÂ‚ÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Â‰Ë-

ÌË˜ÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË S1 ⊂  �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x,y ∈  S1 Í‡Í ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë
ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË ÓÚ ı Í Û.

àÌ‚ÂÒË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
àÌ‚ÂÒË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl ÍÛ„‡ÏË Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒ-

ÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚È ÎÓ„‡ËÙÏ ˜‡ÒÚÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒÓ‚ (·ÓÎ¸¯Â„Ó Ë ÏÂÌ¸-
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¯Â„Ó) ‰‚Ûı ÍÓÌˆÂÌÚË˜ÂÒÍËı ÍÛ„Ó‚, ‚ ÍÓÚÓ˚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÍÛ„Ë ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ËÌ‚Â-
ÒËÓ‚‡Ì˚.

èÛÒÚ¸ Ò – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚ‡ÏË ‰‚Ûı ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÍÛ„Ó‚ Ò ‡‰ËÛ-
Ò‡ÏË ‡ Ë ‚, b < a. íÓ„‰‡ Ëı ËÌ‚ÂÒË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

cosh .− + −1
2 2 2

2

a b c

ab

éÔËÒ‡ÌÌ‡fl ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Ë ‚ÔËÒ‡ÌÌ‡fl ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ò ‡‰ËÛÒÓÏ ÓÔË-
Ò‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË R Ë ‡‰ËÛÒÓÏ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ì‡ ËÌ‚ÂÒË‚ÌÓÏ

‡ÒÒÚÓflÌËË 2
1

2
1sinh .− 





r

R

àÏÂfl ÚË ÌÂÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÍË, ÔÓÒÚÓËÏ ÚË ÔÓÔ‡ÌÓ Í‡Ò‡˛˘ËÂÒfl ÓÍÛÊ-
ÌÓÒÚË Ò ˆÂÌÚ‡ÏË ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÚÓ˜ÌÓ ‰‚Â ÌÂÔÂ-
ÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‰Îfl ‚ÒÂı ÚÂı ÓÍÛÊ-
ÌÓÒÚÂÈ. éÌË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ Ë Ì‡ÛÊÌ˚Ï ÍÛ„‡ÏË ëÓ‰‰Ë. àÌ‚ÂÒË‚ÌÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍÛ„‡ÏË ëÓ‰‰Ë ‡‚ÌÓ 2cosh–12.

19.2. åÖíêàäà  çÄ  ñàîêéÇéâ  èãéëäéëíà

çËÊÂ ÔÂÂ˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÏÂÚËÍË, ÍÓÚÓ˚Â ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÏ ÁÂÌËË
(ËÎË ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËË Ó·‡ÁÓ‚, ÒËÒÚÂÏ‡ı ÚÂıÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÁÂÌËfl Ó·ÓÚ‡, ˆËÙÓ‚ÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË).

å‡¯ËÌÌÓÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ (ËÎË ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ) – ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �n,
Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ˆËÙÓ‚˚Ï nD ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. é·˚˜ÌÓ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú-
Òfl Ì‡ ˆËÙÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ËÎË ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ó·‡ÁÓ‚) �2 ËÎË ‚ ˆËÙÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Â (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ó·‡ÁÓ‚) �3. íÓ˜ÍË �n Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔËÍÒÂÎflÏË.
ñËÙÓ‚ÓÂ nD m-Í‚‡ÌÚÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ¯Í‡ÎËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

  

1

m
n� .

ñËÙÓ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [RoPf68]) – Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ˆËÙÓ‚ÓÏ nD
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. é·˚˜ÌÓ ÓÌ‡ ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ‡.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡ �n fl‚Îfl˛ÚÒfl l1- Ë l∞∞∞∞-ÏÂÚËÍË, ‡ Ú‡ÍÊÂ
l2-ÏÂÚËÍ‡, ÓÍÛ„ÎÂÌÌ˚Â ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÒÔ‡‚‡ (ËÎË ÒÎÂ‚‡) ˆÂÎÓ„Ó. Ç Ó·˘ÂÏ
ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË Á‡‰‡Ú¸ ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÒÓÒÂ‰ÌÂÈ ÔËÍÒÂÎfl, ÚÓ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸
Í‡Í ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÔÓ¯‡„Ó‚˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ Ì‡ �2. ëÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ ÔÓÒÚÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ú.Â. ÔÓ-
ÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÒ, Í‡Ê‰ÓÏÛ ÚËÔÛ Ú‡ÍËı ‰‚ËÊÂÌËÈ. íÂÔÂ¸ ÏÌÓ„ËÂ ˆËÙÓ‚˚Â ÏÂÚ-
ËÍË ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Í‡Í ÏËÌËÏÛÏ (ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÔÛÚflÏ, Ú.Â. ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ) ÒÛÏÏ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÔÓÒÚ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ.

ç‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ‚ÏÂÒÚÓ ÔÓÎÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

  ( ) { , , , } .�m
n nm= … −0 1 1   ( )�m

2  Ë   ( )�m
3  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ m-„ËÎÂÏ Ë m-

ÒÚÂÎÎ‡ÊÓÏ ÒÚÛÍÚÛÓÈ. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡  ( )�m
n

fl‚Îfl˛ÚÒfl ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë ÏÂÚËÍ‡ ãË.

åÂÚËÍ‡ „Ë‰˚
åÂÚËÍÓÈ „Ë‰˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l1-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n. l1-ÏÂÚËÍÛ Ì‡ �n ÏÓÊÌÓ ‡Ò-

ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚËÍÛ ÔÛÚË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡: ‰‚Â ÚÓ˜ÍË �n fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊ-
Ì˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l1-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ. ÑÎfl �2 ‰‡ÌÌ˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ
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„Ë‰ÓÈ (ÒÂÚÍÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÚÓ˜ÌÓ ˜ÂÚ˚Â ·ÎË-
Ê‡È¯Ëı ÒÓÒÂ‰‡ ‚ �2 ‰Îfl l1-ÏÂÚËÍË, ÚÓ ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ 4-ÏÂÚËÍÓÈ .

ÑÎfl n = 2 ‰‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÊÂÌËÂÏ Ì‡ �2 ÏÂÚËÍË „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡-
Ú‡Î‡, ÍÓÚÓÛ˛ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ÏÂÚËÍÓÈ Ú‡ÍÒË, ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË ÏÂÚ-
ËÍÓÈ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡.

åÂÚËÍ‡ Â¯ÂÚÍË
åÂÚËÍÓÈ Â¯ÂÚÍË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l∞∞∞∞-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n. l∞-ÏÂÚËÍÛ Ì‡ �n ÏÓÊÌÓ ‡Ò-

ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚËÍÛ ÔÛÚË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡: ‰‚Â ÚÓ˜ÍË �n fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊ-
Ì˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ. ÑÎfl �2 ÒÏÂÊÌÓÒÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ıÓ‰Û
ÍÓÓÎfl, ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ¯‡ıÏ‡Ú, Ë Ú‡ÍÓÈ „‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l∞-„Ë‰ÓÈ, ‡ Ò‡Ï‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÏÂÚËÍÓÈ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË, ÏÂÚËÍÓÈ ıÓ‰‡ ÍÓÓÎfl ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ
ÍÓÓÎfl. í‡Í Í‡Í Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÚÓ˜ÌÓ ‚ÓÒÂÏ¸ ·ÎËÊ‡È¯Ëı ÒÓÒÂ‰ÂÈ ‚ �2 ‰Îfl l∞-
ÏÂÚËÍË, ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ 8-ÏÂÚËÍÓÈ.

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÊÂÌËÂÏ Ì‡ �n ÏÂÚËÍË óÂ·˚¯Â‚‡, ÍÓÚÓÛ˛ Ú‡ÍÊÂ
Ì‡Á˚‚‡˛Ú sup ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÓÈ S1(x)

(Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ x ∈  �2), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Í‡Í S x S x x xl
1 1

1 21
1 1( ) ( ) {( , ),= ∪ − −  ( ,x1 1−

x2 1+ )} ‰Îfl ı ˜ÂÚÌÓ„Ó (Ú.Â. Ò ˜ÂÚÌ˚Ï x2) Ë Í‡Í S x S x x xl
1 1

1 21
1 1( ) ( ) {( , ),= ∪ + −  ( ,x1 1+

x2 1+ )} ‰Îfl ı ÌÂ˜ÂÚÌÓ„Ó (Ú.Â. Ò ÌÂ˜ÂÚÌ˚Ï x2). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Î˛·‡fl Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡
S1(x) ÒÓ‰ÂÊËÚ ÚÓ˜ÌÓ ¯ÂÒÚ¸ ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ 6-ÏÂÚËÍÓÈ ([LuRo76]).

ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2 ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í

max | |, (| | ) ,u u u
x y

u2 2 2
2 2

1
1

2

1

2

1

2
+ + +





− +









−

1

2

1

2

1

22 2
2 2

1(| | ) .u u
x y

u− − +





+ +





+ 



„‰Â u1 = x1–y1 Ë u2 = x2–y2.
òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Ì‡ ¯ÂÒ-

ÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ „Ë‰Â ÔÎÓÒÍÓÒÚË. Ç ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (h1, h2) („‰Â h1- Ë h2-
ÓÒË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ Â·‡Ï „Ë‰˚) ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË (h1, h2)
Ë (i1, i2) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í | | | |,h i h i1 1 2 2− + −  ÂÒÎË ( )( ) ,h i h i1 1 2 2 0− − ≥  Ë Í‡Í

max | |, | | ,h i h i1 1 2 2− −{ }  ÂÒÎË ( ) ( ) .h i h i1 1 2 2 0− − ≤  á‰ÂÒ¸ ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚
(h1, h2) ÚÓ˜ÍË ı ÒÓÓÚÌÓÒflÚÒfl Ò Ëı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚ÏË ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË

(x1, x2) Í‡Í h x
x

1 1
2

2
= − 




,  h2 = x2 ‰Îfl ı ˜ÂÚÌÓ„Ó Ë Í‡Í h x

x
1 1

2 1

2
− = − +




,  h2 = x2 ‰Îfl ı

ÌÂ˜ÂÚÌÓ„Ó.
òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÛ˜¯ÂÈ, ˜ÂÏ l1-ÏÂÚËÍ‡  ËÎË l∞∞∞∞-ÏÂÚËÍ‡,

‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÂÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË.

åÂÚËÍ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡
ç‡ ˆËÙÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË �2 ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ÚËÔ‡ ‰‚ËÊÂÌËÈ: ‰‚ËÊÂÌËÂ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó

Í‚‡Ú‡Î‡, „‰Â ‡ÁÂ¯ÂÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Â ËÎË ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚Â Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl,
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Ë ‰‚ËÊÂÌËÂ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË, „‰Â ‡ÁÂ¯‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓ ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎË.
àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ‰‚Ûı ˝ÚËı ÚËÔÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛
ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ B b b b l= …{ ( ), ( ), , ( )},1 2  „‰Â b i( ) { , }∈ 1 2  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÚËÔÓÏ ÒÓ-
ÒÂ‰ÒÚ‚‡: b(i) = 1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÍÚ‡ ‚ Ó‰ÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ (ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚Ó
„ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡), ‡ b(i) = 2 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÍÚ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ ‰‚Ûı ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú‡ı (ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚Ó ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË). èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÚËÔ ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl, ÍÓÚÓÓÂ ·Û‰ÂÚ ÔËÏÂÌflÚ¸Òfl Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ˝Ú‡ÔÂ (ÒÏ. [Das90]).

åÂÚËÍ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ‰ÎËÌ‡
Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ı Ë y ∈  �2, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛
ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ç. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

max{ ( ), ( )},d u d uB B
1 2

„‰Â u x y1 1 1= − , u x y2 2 2= − , d u u uB
1

1 2( ) max{| |, | |},=  d u
u u g j

f lB
j

l
2 1 2

1

( )
| | | | ( )

( )
,= + +









=
∑

f ( ) ,0 0=  f i b j
j

i

( ) ( ),
=
∑

1

 1 ≤ ≤i l, g j f l f j( ) ( ) ( ) ,= − − −1 1  1 ≤ ≤j l.

ÑÎfl B = {1} ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡, ‰Îfl B = {2} ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚ-
ËÍÛ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË. ëÎÛ˜‡È B = {1, 2}, Ú.Â. ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚ÌÓÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ˝ÚËı
ÔÂÂ‰‚ËÊÂÌËÈ, ‰‡ÂÚ  ‚ÓÒ¸ÏËÛ„ÓÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ (ÒÏ. [RoPf68]).

è‡‚ËÎ¸Ì˚È ‚˚·Ó Ç-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÏÓÊÂÚ ÔÓ‰‚ÂÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛
ÏÂÚËÍÛ ‚ÂÒ¸Ï‡ ·ÎËÁÍÓ Í Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ. éÌ‡ ‚ÒÂ„‰‡ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË, ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡.

åÂÚËÍ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË  nD-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡
åÂÚËÍÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË nD-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û x Ë y ∈  �n, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚ¸˛ nD-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ç (ÒÏ. [Faze99]).

îÓÏ‡Î¸ÌÓ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  �n Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl m-ÒÓÒÂ‰flÏË, 0 ≤ m ≤ n, ÂÒÎË

0 11≤ − ≤| | ,x yi  1 ≤ ≤i n,  Ë | | .x y mi i
i

n

− ≤
=
∑

1

 äÓÌÂ˜Ì‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ B b= { ( ),1

…, ( )},b l  b i n( ) { , , , }∈ …1 2 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ nD-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ò ÔÂËÓ-
‰ÓÏ l. ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  �n ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÚÓ˜ÂÍ x = x0, x1,…, xk = y, „‰Â xi Ë xi+1,
0 1≤ ≤ −i k  fl‚Îfl˛ÚÒfl r-ÒÓÒÂ‰flÏË, r = b((i mod l)+1), Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÛÚÂÏ ‰ÎËÌ˚ R ÓÚ ı
Í Û, Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ç. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

max ( ) ( )
( )

( )
,

1
1

≤ ≤
=

⊂ = +







∑

i n
i i

j

l
i i

i

d u d u
a g j

f l

„‰Â u u u un= …( )| |, | |, , | |1 2  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÒÚ¸˛ | um |, um =

= −x ym m ,  m n= …1, , , Ú.Â. | | | |,u ui j≤  ÂÒÎË i < j; a ui
j

n i

j=
=

− +

∑
1

1

; b j b ji ( ) ( ),=  ÂÒÎË b j( ) <

< − +n i 2, Ë ‡‚ÌÓ n i− +1, , ËÌ‡˜Â; f j b ki
k

j

i( ) ( ),=
=
∑

1

 ÂÒÎË 1 ≤ ≤j l,  Ë ‡‚ÌÓ 0, ÂÒÎË

j = 0; g j f l f j j li i( ) ( ) ( ) , .= − − − ≤ ≤1 1 1 1
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åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÂÚËÍ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË 3D-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ó·‡ÁÛÂÚ ÔÓÎÌÛ˛ ‰ËÒÚË-
·ÛÚË‚ÌÛ˛ Â¯ÂÚÍÛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Ò‡‚ÌÂÌËfl. Ñ‡ÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡
Ë„‡ÂÚ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡ÌËË Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË ˆËÙÓ‚˚ÏË ÏÂÚ-
ËÍ‡ÏË.

åÂÚËÍ‡, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÔÛÚÂÏ
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ l∞-„Ë‰Û, Ú.Â. „‡Ù Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ �2, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚

fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ. èÛÒÚ¸ � – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸

ÔÛÚÂÈ ‚ l∞-„Ë‰Â, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı  x y, ∈ �2  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ Ó‰ËÌ
ÔÛÚ¸ ËÁ � ÏÂÊ‰Û ı Ë Û, Ë � ÂÒÎË ÒÓ‰ÂÊËÚ ÔÛÚ¸ Q, ÚÓ ÓÌ‡ Ú‡ÍÊÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ Í‡Ê‰˚È
ÔÛÚ¸, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈÒfl ‚ Q. èÛÒÚ¸   d x y�( , ) – ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ËÁ � ÏÂÊ‰Û ı Ë

y ∈  �2. ÖÒÎË d� fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �2, ÚÓ ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, ÔÓÓÊ‰ÂÌ-
ÌÓÈ ÔÛÚÂÏ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Melt91]).

èÛÒÚ¸  G – Ó‰ÌÓ  ËÁ  ÏÌÓÊÂÒÚ‚ G1 = {  ,    },→ →  G2A = {  ,    },→ →  G2B = {  ,    },→ →
G2C = {   ,    },→ →

 G2D = {    ,    },→ →  G3A = {    ,    ,    },→→ →  G3B = {     ,    ,    },→ →→
G4A = {     ,    ,    },→→ →  G4B = {   ,    ,    },→→→  → → →G5 = {    ,   ,    ,    }.→  èÛÒÚ¸ �(G) – ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Ó ÔÛÚÂÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÒÓ˜ÎÂÌÂÌËfl ÔÛÚÂÈ ‚ G Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
ÔÛÚÂÈ ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı. ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÔÛÚÂÏ,
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÏÂÚËÍ d�(G). ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÙÓÏÛÎ˚:

1. 
  
d x y u uG�( ) ( , ) | | | |;

1 1 2= +

2.  d x y u u uG A�( ) ( , ) {| |, | |};
2

2 1 2 2= −

3. 
  
d x y u u uG B�( ) ( , ) max{| |, | |};

2
2 1 2 2= −

4. 
  
d x y u u uG C�( ) ( , ) max{| |, | |};

2
2 2 1 1= −

5. 
  
d x y u u uG D�( ) ( , ) max{| |, | |};

2
2 2 1 1= −

6. 
  
d x y u u u uG A�( ) ( , ) max{| |, | |, | |};

3 1 2 1 2= −

7. 
  
d x y u u u uG B�( ) ( , ) max{| |, | |, | |};

3 1 2 1 2= +

8.  d x y u u uG A�( ) ( , ) max | | | | / , | |;
4

2 2 01 2 2= −( ) { } +

9. 
  
d x y u u uG B�( ) ( , ) max | | | | / , | |;

4
2 2 02 1 1= −( ) { } +

10. 
  
d x y u uG�( ) ( , ) max{| |, | |};

5 1 2=

„‰Â u x y1 1 1= − ,  u x y2 2 2= − , ‡ ⋅ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÚÓÎÓ˜ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ: ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ı ˜ËÒÎÓ fl‚ÎflÂÚÒfl x  Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ˆÂÎ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ, ÍÓÚÓÓÂ ·ÓÎ¸¯Â ËÎË
‡‚ÌÓ ı.

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ËÁ G-ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ËÏÂ˛˘ËÂ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â
ˆËÙÓ‚˚Â ËÌ‰ÂÍÒ˚, fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚ÏË. 

  
d G�( )1

 ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó

Í‚‡Ú‡Î‡, ‡ 
  
d G�( )5

 – ÏÂÚËÍ‡ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË.

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌfl
åÂÚËÍÓÈ ÍÓÌfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ

ıÓ‰Ó‚, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÏÛ ÍÓÌ˛ ‰Îfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ËÁ ı ‚ �2.
ÖÂ Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡ Sknight

1  Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÒÓ‰ÂÊËÚ Ó‚ÌÓ 8 ˆÂÎÓ-
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˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ {(±2, ±1), (±1, ±2)} Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í S S Sl lknight ,1 3 2
1

= ∩
∞

„‰Â Sl1
3  ÂÒÚ¸ l1-ÒÙÂ‡ ‡‰ËÛÒ‡ 3 Ë Sl∞

2  ÂÒÚ¸ l∞-ÒÙÂ‡ ‡‰ËÛÒ‡ 2 Ë ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ

ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ([DaCh88]).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‡‚ÌÓ 3, ÂÒÎË (M, m) = (1, 0), ‡‚ÌÓ 4, ÂÒÎË (M, m) = (2, 2), Ë

‡‚ÌÓ max , ( ) max , (mod ),
M M m

M m
M M m

2 3 2 3
2





+













+ + − 





+













 ËÌ‡˜Â, „‰Â M =

= max{| |, | |},u u1 2  m u u= min{| |, | |},1 2  u x y1 1 1= − ,  u x y2 2 2= − .

åÂÚËÍ‡ ÒÛÔÂ-ÍÓÌfl
èÛÒÚ¸ p, q ∈  �, ÔË˜ÂÏ p + q ˜ÂÚÌÓ Ë (p, q) = 1.
(p, q)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌ¸ (ËÎË (p, q)-Ô˚„ÛÌ) ÂÒÚ¸ ÙË„Û‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ¯‡ıÏ‡Ú, ıÓ‰ ÍÓÚÓ-

ÓÈ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ô˚ÊÍ‡ Ì‡  ÍÎÂÚÓÍ ‚ Ó‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ÓÚÓ-
„ÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô˚ÊÍ‡ Ì‡ q ÍÎÂÚÓÍ ‚ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ÍÓÌÂ˜ÌÛ˛ ÍÎÂÚÍÛ. íÂÏËÌ˚ Ó·Ó·˘ÂÌ-
Ì˚ı ¯‡ıÏ‡Ú ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰Îfl (p, 1)-Ô˚„ÛÌ‡ Ò p = 0,1,2,3,4 (‚ËÁË¸, ÙÂÁ¸, Ó·˚˜Ì˚È
ÍÓÌ¸, ‚Â·Î˛‰, ÊË‡Ù) Ë ‰Îfl (p, 2)-Ô˚„ÛÌ‡ Ò p = 0,1,2,3 (‰‡··‡·‡, Ó·˚˜Ì˚È ÍÓÌ¸,
‡ÎÙËÎ, ÁÂ·‡).

åÂÚËÍ‡ (p, q)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌfl (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ (p, q)-Ô˚„ÛÌ‡) – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ıÓ‰Ó‚, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl (p, q)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌ˛ ‰Îfl
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ËÁ ı ‚ y  ∈  �2. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÂ Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡ Sp q,

1  Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚
Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÒÓ‰ÂÊËÚ Ó‚ÌÓ 8 ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ {(±p, ±q), (±q, ±p)}
([DaMu90].)

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌfl – ÏÂÚËÍ‡ (1,2)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌfl. åÂÚËÍÛ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡ ÏÓÊÌÓ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚËÍÛ ‚ËÁËfl, Ú.Â. ÏÂÚËÍÛ (0,1)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌfl.

åÂÚËÍ‡ Î‡‰¸Ë
åÂÚËÍÓÈ Î‡‰¸Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒ-

ÎÓ ıÓ‰Ó‚, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ Î‡‰¸Â ‰Îfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ËÁ x ‚
y ∈  �2. Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl {0,1,2} Ë ÒÓ‚Ô‡‰ÂÚ Ò ı˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �2.

åÂÚËÍ‡ ÒÍÛ„ÎÂÌËfl
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÎ‡ α, β Ò α  ≤ β < 2 Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ (α,β)-‚Á‚Â¯ÂÌ-

ÌÛ˛ l∞-„Ë‰Û ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ú.Â. ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚È „‡Ù Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ �2, ‰‚Â ‚Â-
¯ËÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ, ÔË˜ÂÏ
„ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Â/‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚Â Ë ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â Â·‡ ËÏÂ˛Ú ‚ÂÒ‡ α Ë β ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

åÂÚËÍÓÈ ÒÍÛ„ÎÂÌËfl (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ (α, β)-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl, ÒÏ. [Borg86]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË ‚ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ „‡ÙÂ. ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2 ÓÌ‡
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í

β αm M m+ −( ),

„‰Â M u u m u u u x y u x y= = = − = −max{| |, | |},  min{| |, | |},   ,   .1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

ÖÒÎË ‚ÂÒ‡ α Ë β ‡‚Ì˚ Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‰ÎËÌ‡Ï 1, 2  „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ı/‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚ı
Ë ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı Â·Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ‰ÎËÌÛ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó
ÔÛÚË ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË ÏÂÊ‰Û ı Ë Û. ÖÒÎË α = β = 1, ÚÓ ËÏÂÂÏ ÏÂÚËÍÛ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ
‰ÓÒÍË. åÂÚËÍ‡ (3, 4)-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ‡·ÓÚ˚ Ò ˆËÙ-
Ó‚˚ÏË Ó·‡Á‡ÏË; ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓ (3, 4)-ÏÂÚËÍÓÈ.
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åÂÚËÍ‡ 3D-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl – ÏÂÚËÍ‡ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË „‡Ù‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â-
¯ËÌ �3 ‚ÓÍÒÂÎÂÈ, ‰‚‡ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ
Â‰ËÌËˆÂ, ÔË˜ÂÏ ‚ÂÒ‡ α, β Ë γ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ÓÚ 6 „‡ÌÂ‚˚ı
ÒÓÒÂ‰ÂÈ, 12 Â·ÂÌ˚ı ÒÓÒÂ‰ÂÈ Ë 8 Û„ÎÓ‚˚ı ÒÓÒÂ‰ÂÈ.

åÂÚËÍ‡ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÛ˛ l∞-„Ë‰Û, Ú.Â. „‡Ù Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ �2, ‰‚Â ËÁ

ÍÓÚÓ˚ı fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ, Ë Í‡Ê‰ÓÂ
Â·Ó ËÏÂÂÚ Á‡‰‡ÌÌ˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÒ (ËÎË ˆÂÌÛ). é·˚˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‚Á‚Â¯ÂÌ-
ÌÓ„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔËÍÒÂÎflÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÌÓÈ ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Â„Ó Ëı
ÔÛÚË. åÂÚËÍÓÈ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔËÍÒÂÎflÏË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌË-
Ï‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ (ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÒÂÈ˜‡Ò Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ˆÂÌ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÏ˚ı Â·Â) ‡ÁÂÁ‡,
Ú.Â. ÍË‚ÓÈ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ Ëı Ë Ó·ıÓ‰fl˘ÂÈ ÔËÍÒÂÎË.

åÂÚËÍ‡ ˆËÙÓ‚Ó„Ó Ó·˙ÂÏ‡
åÂÚËÍÓÈ ˆËÙÓ‚Ó„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ä ‚ÒÂı Ó„‡ÌË-

˜ÂÌÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ (ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ ËÎË Ó·‡ÁÓ‚) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â
�n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

vol( ),A B∆

„‰Â vol(A) = |A|, Ú.Â. ˜ËÒÎÓ ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËıÒfl ‚ Ä ÔËÍÒÂÎÂÈ, Ë A∆B – ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç.

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ˆËÙÓ‚ÓÈ ‡Ì‡ÎÓ„ ÏÂÚËÍË çËÍÓ‰ËÏ‡.

òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı Ó„‡ÌË-

˜ÂÌÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ (ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ ËÎË Ó·‡ÁÓ‚) ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ „Ë‰˚ Ì‡ ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf{ , : ,  }p q A B qH D A pH⊂ + ⊂ +

‰Îfl Î˛·˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ Ä Ë Ç , „‰Â ç – Ô‡‚ËÎ¸Ì˚È ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‡ÁÏÂ‡ 
(Ú.Â. Ò  p + 1 ÔËÍÒÂÎÂÏ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ Â·Â) Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ
Ò‚Ó˛ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸, Ë + fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÓÊÂÌËÂÏ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó: A B y y x A+ = + ∈{ : ,
y B∈ } (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ èÓÏÔÂÈ˛–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡–ÅÎfl¯ÍÂ, „Î. 9). ÖÒÎË Ä fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÍÒÂ-
ÎÂÏ ı, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Ç ‡‚ÌÓ sup ( , ),y B d x y∈ 6  „‰Â d6 – ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚ-
ËÍ‡, Ú.Â. ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Ì‡ ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ „Ë‰Â.
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êÄëëíéüçàü  ÑàÄÉêÄåå  ÇéêéçéÉé

ÑÎfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ai ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â S ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚
ÇÓÓÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡Á·ËÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ S Ì‡ Ó·Î‡ÒÚË ÇÓÓÌÓ„Ó
V(Ai) Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ V(Ai) ÒÓ‰ÂÊ‡ÎË ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË S, ÍÓÚÓ˚Â ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚
"·ÎËÊÂ" Í Ai, ˜ÂÏ Í Î˛·ÓÏÛ ‰Û„ÓÏÛ Ó·˙ÂÍÚÛ Aj ËÁ Ä.

ÑÎfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ P p p kk= … ≥{ , , },  ,1 2  ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ (ÔÓÓÊ-
‰‡˛˘Ëı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚), ËÎË „ÂÌÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ �n, n ≥ 2, ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚È ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ
ÇÓÓÌÓ„Ó V(pi), Ò‚flÁ‡ÌÌ˚È Ò ÔÓÓÊ‰‡˛˘ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ pi, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

V p x d x p d x pi
n

E i E j( ) { : ( , ) ( , )= ∈ ≤�  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó j ≠ i},

„‰Â dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó

  V P d V p V pE
n

k( , , ) { ( ), , ( )}� = …1

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌÓÈ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏÓÈ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓÈ ê . É‡-
ÌËˆ˚ (n-ÏÂÌ˚ı) ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ((n–1)-ÏÂÌ˚ÏË) „‡ÌflÏË
ÇÓÓÌÓ„Ó, „‡ÌËˆ˚ „‡ÌÂÈ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl (n–2)-ÏÂÌ˚ÏË „‡ÌflÏË ÇÓÓ-
ÌÓ„Ó, …, „‡ÌËˆ˚ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı „‡ÌÂÈ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Â·‡ÏË ÇÓÓÌÓ„Ó, „‡-
ÌËˆ˚ Â·Â – ‚Â¯ËÌ‡ÏË ÇÓÓÌÓ„Ó.

é·Ó·˘ÂÌËÂ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÚÂı
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı:

1. é·Ó·˘ÂÌËÂ ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A A Ak= …{ , , },1  ÍÓÚÓÓÂ ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÔflÏ˚ı, ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ó·Î‡ÒÚÂÈ Ë Ú.Ô.

2. é·Ó·˘ÂÌËÂ ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ S, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÙÂÓÈ (ÒÙÂË-
˜ÂÒÍ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ˆËÎËÌ‰ÓÏ (ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó),
ÍÓÌÛÒÓÏ (ÍÓÌË˜ÂÒÍ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡ (‰Ë‡-
„‡ÏÏ‡ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó) Ë Ú.Ô.

3. é·Ó·˘ÂÌËÂ ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÙÛÌÍˆËË d, „‰Â d(x, A) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÓÈ "‡ÒÒÚÓflÌËfl" ÓÚ
ÚÓ˜ÍË x ∈  S ‰Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ Ai ∈  A.

í‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂÏ ÇÓÓÌÓ„Ó (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÇÓÓÌÓ„Ó, V-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) Ë ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸
ÏÌÓ„Ó ‰Û„Ëı ÙÛÌÍˆËÈ, ÍÓÏÂ Ó·˚˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍË Ì‡ S. ÖÒÎË F  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ-
‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ V-‡ÒÒÚÓflÌËfl d, Ú.Â. F d x A F d x Ai j( ( , )) ( ( , ))≤  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d x A d x Ai j( , ) ( , ),≤  ÚÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A F d S( , ( ), ) Ë
V A d S( , , ) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ë „Ó‚ÓflÚ, ˜ÚÓ V-‡ÒÒÚÓflÌËÂ F(d) fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÏ˚Ï
‚ V-‡ÒÒÚÓflÌËÂ d, Ë ˜ÚÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó V A F d S( , ( ), ) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A d S( , , ).  Ç
ÔËÎÓÊÂÌËflı ‰Îfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó
V P d n( , , )�  ˜‡ÒÚÓ ÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍËÏ
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ë ÒÚÂÔÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ‰Ë‡„‡ÏÏ˚
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ÇÓÓÌÓ„Ó   V P d n( , , ),�  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ V-‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ
fl‚Îfl˛ÚÒfl Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÏ˚ÏË Í Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ‡ÒÒÚÓflÌË˛ dE: ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ
‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó, ‡‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
Ë Ú.Ô.

ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â Ò‚Â‰ÂÌËfl ÔÓ ˝ÚÓÈ ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ [OBS92], [Klei89].

20.1. äãÄëëàóÖëäàÖ  êÄëëíéüçàü  ÇéêéçéÉé

ùÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ùÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

D x pi
d x pE i

exp
( , )( , ) e=

‰Îfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl 
  
V P D n( , , )exp �  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó

V P dE
n( , , ),�  „‰Â dE – Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ãÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ãÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ  – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

D x p d x pi E iln ( , ) ln ( , )=

‰Îfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl V P D n( , , )ln �  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó

V P dE
n( , , ),�  „‰Â dE – Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ëÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

D x p d x pi E iα
α α( , ) ( , ) ,  ,= > 0

‰Îfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl V P D n( , , )α �  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P( ,

  dE
n, ),�  „‰Â dE – Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

åÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
åÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dMW – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓ-

ÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P dMW
n( , , )�  (ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â-

¯ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x p
w

d x pMW i
i

E i( , ) ( , )= 1

‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË   x
n∈ �  Ë Î˛·Ó„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ p P p pi i k∈ = …{ , , },

k ≥ 2,  „‰Â w w w wi i k∈ = …{ , , } – Á‡‰‡ÌÌ˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ
ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ pi Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ÑÎfl �2 ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÛ„Ó-
‚ÓÈ ÛÔ‡ÍÓ‚ÒÍÓÈ ÑËËıÎÂ. êÂ·ÓÏ ˝ÚÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Û„‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ËÎË
ÔflÏ‡fl.

Ç ÔÎÓÒÍÓÒÚË �2 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡Ï-
Ï˚ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÍËÒÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó, Ò ÚÂÏ ÊÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ
‡ÒÒÚÓflÌËfl („‰Â wi – ÒÍÓÓÒÚ¸ ÓÒÚ‡ ÍËÒÚ‡ÎÎ‡ pi), ÌÓ ÓÚÎË˜‡˛˘ËÏÒfl ‡Á·ËÂ-
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ÌËÂÏ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍËÒÚ‡ÎÎ˚ ÏÓ„ÛÚ ‡ÒÚË ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.

Ä‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ä‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dMW ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó  V P dAW
n( , , )�  (‡‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡Ï-

Ï‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x p d x p wAW i E i i( , ) ( , )= −

‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  �n Ë Î˛·Ó„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ p P p pi i k∈ = …{ , , }, ,
k ≥ 2,  „‰Â w w w wi i k∈ = …{ , , } – Á‡‰‡ÌÌ˚È ‡‰‰ËÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡
pi, Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ÑÎfl �2 ‡‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ
ÛÔ‡ÍÓ‚ÍÓÈ ÑËËıÎÂ. êÂ·ÓÏ ˝ÚÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Û„‡ „ËÔÂ·ÓÎ˚ ËÎË ÓÚÂÁÓÍ
ÔflÏÓÈ.

Ä‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ä‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dPW – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P dPW
n( , , )�  (‡‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl

ÒÚÂÔÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x p d x p wPW i E i i( , ) ( , )= −2

‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  �n Ë Î˛·Ó„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ p P p pi i k∈ = …{ , , },
k ≥ 2,  „‰Â w w w wi i k∈ = …{ , , } – Á‡‰‡ÌÌ˚È ‡‰‰ËÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡, pi, Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ùÚ‡ ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÍÛ„Ó‚ ÇÓÓÌÓ„Ó ËÎË
‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ ã‡„Â‡ .

åÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d x p
w

d x pMPW i
i

E i( , ) ( , ),= 1 2

wi > 0, Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÚÒfl ‚ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë ‰‡ÂÚ ÚË-
‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó.

äÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
äÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ dCW Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó  V P dCW
n( , , )�  (ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡Ì-

ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  
d x p

w
d x pCW i

i
E i i( , ) ( , )= −1

v

‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  �n Ë Î˛·Ó„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ p P p pi i k∈ = …{ , , },
k ≥ 2,  „‰Â w w w wi i k∈ = …{ , , } – Á‡‰‡ÌÌ˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ
ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ pi,   v v v vi i k∈ = …{ , , }  – Á‡‰‡ÌÌ˚È ‡‰‰ËÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ
ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ pi, Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

êÂ·ÓÏ ‰‚ÛÏÂÌÓÈ ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl
˜‡ÒÚ¸ ÍË‚ÓÈ ˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ‰Û„‡, ‰Û„‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ËÎË
ÔflÏ‡fl.
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20.2. êÄëëíéüçàü  ÇéêéçéÉé  çÄ  èãéëäéëíà

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË
èÛÒÚ¸ � = {O1,…,Om} – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸-

ÌËÍÓ‚ Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÒÓ·ÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ,
ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÓÁ‡˜Ì˚ÏË Ë ÌÂÔÂÓ‰ÓÎËÏ˚ÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË dsp Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó   V P dsp( , , \ { })�2 �  (‰Ë‡-
„‡ÏÏ˚ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ÇÓÓÌÓ„Ó Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛-
·˚ı x, y ∈  �2\{�} Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÔÛÚÂÈ,
ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı  Ë Û Ë ÔË ˝ÚÓÏ Ó·ıÓ‰fl˘Ëı ÔÂÔflÚÒÚ‚Ëfl Oi\∂Oi (ÔÛÚ¸ ÏÓÊÂÚ
ÔÓıÓ‰ËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË Ì‡ „‡ÌËˆÂ Oi ÔÂÔflÚÒÚ‚Ëfl Oi), i = 1,…,m.

ä‡Ú˜‡È¯ËÈ ÔÛÚ¸ ÒÚÓËÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË Ë „‡Ù‡
‚Ë‰ËÏÓÒÚË ‰Ë‡„‡ÏÏ˚     V P dsp( , , \ { }).�2 �

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Ë‰ËÏÓ„Ó Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË
èÛÒÚ¸ � = {O1,…,Om} – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÓÚÂÁÍÓ‚

Ol = = [al, bl] Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, P = {p1,…,pk}, k ≥ 2  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÓÊ‰‡˛-
˘Ëı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚,

VIS p x x p a bi i l l( ) { : [ , ] , /= ∈ ∩ ] [ =�2 0 ‰Îfl ‚ÒÂı l = 1,…,m}

– ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË Ó·‡ÁÛ˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ pi, ‡ dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó
‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‚Ë‰ËÏÓ„Ó Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË dvsp Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó     V P dvsp( , , \ { })�2 �  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ‚Ë-
‰ËÏÓ„Ó Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ÇÓÓÌÓ„Ó Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

 
d x p

d x p x VIS p
vsp i

E i i( , )
( , ),  ( ),

      ,        
=

∈
∞





ÂÒÎË  

ËÌ‡˜Â.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂÚË
ëÂÚ¸ Ì‡ �2 ÂÒÚ¸ Ò‚flÁÌ˚È ÔÎÓÒÍËÈ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ „‡Ù G = (V, E) Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ

V ‚Â¯ËÌ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ E Â·Â.
èÛÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó P p pi k= …( , , )  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚‡ V p pl= …( , , )1  ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡ G  Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó L Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı
ÚÓ˜ÂÍ Â·Â „‡Ù‡ G.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂÚË dnetv Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â V ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó ÛÁÎÓ‚ ÒÂÚË V P d V( , , ),netv  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í Í‡Ú˜‡È¯ËÈ ÔÛÚ¸
‚‰ÓÎ¸ Â·Â „‡Ù‡ G ÓÚ pi ∈  V ‰Ó pj ∈  V. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË
„‡Ù‡ G, „‰Â we – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ Â·‡ e ∈  E.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂÚË dnetv Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â L ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚
ÇÓÓÌÓ„Ó Â·Â ÒÂÚË V P d L( , , ),netl , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í Í‡Ú˜‡È¯ËÈ ÔÛÚ¸ ‚‰ÓÎ¸ Â·Â
ÓÚ x ∈  L ‰Ó y ∈  L.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÓÒÚÛÔ‡ Í ÒÂÚË daccnet Ì‡ �2 ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Î‡ÒÚË ÒÂÚË  V P d( , , ),accnet �2  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x y d l x l y d x d yaccnet netl acc acc( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( ),= + +



294 ó‡ÒÚ¸ V. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ÒÙÂÂ

„‰Â d x d x l d x l xl L Eacc ( ) min ( , ) ( , ( ))= =∈  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÓÒÚÛÔ‡ ÚÓ˜ÍË ı. àÏÂÌÌÓ,
dacc(x) ÂÒÚ¸ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ı ‰Ó ÚÓ˜ÍË ‰ÓÒÚÛÔ‡ l(x) ∈  L ‰Îfl ı, ÍÓÚÓ‡fl
fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ Í ı ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡ Â·‡ı „‡Ù‡ G.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÓÁ‰Û¯Ì˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ
ëÂÚ¸ ‡˝ÓÔÓÚÓ‚ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÔÎÓÒÍËÈ „‡Ù G Ì‡ n ‚Â¯ËÌ‡ı (‡˝ÓÔÓÚ‡ı) Ò

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË Â·Â (‚ÂÏfl ÔÓÎÂÚ‡). ÇıÓ‰ Ë ‚˚ıÓ‰ ËÁ „‡Ù‡ ‰ÓÔÛÒ-
Í‡˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ÂÂÁ ‡˝ÓÔÓÚ˚. èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ÔÓ ÒÂÚË ‚ÌÛÚË „‡Ù‡ G ÓÒÛ˘ÂÒÚ-
‚ÎflÂÚÒfl Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v > 1. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜-
ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ó·˚˜ÌÓÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÓÁ‰Û¯Ì˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ dal ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ‚ÓÁ‰Û¯Ì˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ ÇÓÓÌÓ„Ó  V P d( , , ),al �2 , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í ‚ÂÏfl,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÒÂÚË ‡˝ÓÔÓÚÓ‚ G,
Ú.Â. ÔÛÚË, ÏËÌËÁËÛ˛˘Â„Ó ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û ı Ë Û.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÓÓ‰‡
ëÂÚ¸ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Ó·˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Ú‡ÌÒÔÓÚ‡, Ì‡ÔËÏÂ ÏÂÚÓ ËÎË ‡‚ÚÓ·ÛÒ-

Ì˚Â ÔÂÂ‚ÓÁÍË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÎÓÒÍËÈ „‡Ù G Ò „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ËÎË
‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚ÏË Â·‡ÏË. G ÏÓÊÂÚ ÒÓÒÚÓflÚ¸ ËÁ ÏÌÓ„Ëı Ò‚flÁÌ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ Ë
ÒÓ‰ÂÊ‡Ú¸ ˆËÍÎ˚. ä‡Ê‰˚È ÏÓÊÂÚ ‚ÓÈÚË ‚ G ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ·Û‰¸ ÚÓ ‚Â¯ËÌ‡ ËÎË
Â·Ó (‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ì‡ÁÌ‡˜ËÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Ë ÒÚÓ„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ‚ıÓ‰‡). ÇÌÛÚË
G ‰‚ËÊÂÌËÂ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v > 1 ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ı
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÚËÍË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ (‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl ÍÛÔÌ˚È ÒÓ‚Â-
ÏÂÌÌ˚È „ÓÓ‰ Ò ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÎ‡ÌËÓ‚ÍÓÈ ÛÎËˆ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ ÒÂ‚Â–˛„ Ë
‚ÓÒÚÓÍ–Á‡Ô‡‰).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ „ÓÓ‰‡ dcity Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Ë‡-
„‡ÏÏ˚ „ÓÓ‰‡ ÇÓÓÌÓ„Ó 

  
V P d( , , ),city �2  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í ‚ÂÏfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl

·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı ÒÂÚË G, Ú.Â. ÔÛÚË. ÏËÌËÎËÁËÛ˛˘Â„Ó
ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û ı Ë Û.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó P p pk= …( , , ),1  k ≥ 2  ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÂÍËı
„ÓÓ‰ÒÍËı Û˜ÂÊ‰ÂÌËÈ (Ì‡ÔËÏÂ, ÔÓ˜ÚÓ‚˚ı ÓÚ‰ÂÎÂÌËÈ ËÎË ·ÓÎ¸ÌËˆ): ‰Îfl ÏÌÓ„Ëı
Î˛‰ÂÈ Û˜ÂÊ‰ÂÌËfl Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ Ë ÔÂ‰ÔÓ˜-
ÚËÚÂÎ¸Ì˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ, ‰Ó ÍÓÚÓÓ„Ó ·˚ÒÚÂÂ ‰Ó·‡Ú¸Òfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÂÍÂ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ÂÍÂ driv Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·-

˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó   V P d( , , )riv �2  (‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡ ÂÍÂ), ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x y
x y x y x y

riv ( , )
( ) ( ) ( )( )

( )
,=

− − + − + − −
−

α α
α

1 1 1 1
2 2

2 2
2

2

1

1v

„‰Â v – ÒÍÓÓÒÚ¸ ÎÓ‰ÍË ‚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ‚Ó‰Â, w > 0 – ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‚

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË x1-ÓÒË Ë α α= < <w

v
( )0 1  – ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸

ÔÓÚÓÍ‡.
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êêêê‡‡‡‡ÒÒÒÒÒÒÒÒÚÚÚÚÓÓÓÓflflflflÌÌÌÌËËËËÂÂÂÂ    ÔÔÔÔ‡‡‡‡ÛÛÛÛÒÒÒÒÌÌÌÌÓÓÓÓÈÈÈÈ    ÎÎÎÎÓÓÓÓ‰‰‰‰ÍÍÍÍËËËË

èÛÒÚ¸   Ω ⊂ �2  – Ó·Î‡ÒÚ¸ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸), ÔÛÒÚ¸   f : Ω → �2  –
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ Ì‡ Ω, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓÚÓÍ‡ ‚Ó‰˚ (ÔÓÎÂ-
ÔÓÚÓÍ‡); ÔÛÒÚ¸ P p pk= … ⊂( , , ) ,1 Ω  k ≥ 2  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó k ÚÓ˜ÂÍ ‚ Ω („‡‚‡ÌË).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ô‡ÛÒÌËÍ‡ ([NiSu03]) dbs Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V(P, dbs, Ω) (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ Ô‡ÛÒÌËÍ‡
ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x y x ybs ( , ) inf ( , , )=
γ

δ γ

‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  Ω, „‰Â δ γ γ
γ

γ( , , )
( )

( )
( ( ))x y F

s

s
f s ds= ′

′
+∫

−

0

1 1

 – ‚ÂÏfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl

ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ Ô‡ÛÒÌËÍ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ F Ì‡ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ‚Ó‰Â ÔÂÂ-
ÏÂÒÚËÎÒfl ËÁ ı ‚ Û ‚‰ÓÎ¸ ÍË‚ÓÈ γ :{ , } ,0 1 → Ω  γ( ) ,0 = x  γ( ) ,1 = y  ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ
‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÍË‚˚Ï γ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ‰ÒÏ‡ÚË‚‡˛˘Â„Ó

èÛÒÚ¸   S x x x= ∈ >{( , ) : }1 2
2

1 0�  – ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‚ �2, ÔÛÒÚ¸ P p pk= …( , , ),1

k ≥ 2,  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÚÓ˜ÂÍ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËıÒfl ‚ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË  {( , ) : },x x x1 2
2

1 0∈ <�

Ë ÔÛÒÚ¸ ÓÍÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÚÂ‚‡Î a b,] [  Ò a = (0,1) Ë b = (0, –1).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ‰ÒÏ‡ÚË‚‡˛˘Â„Ó dpee ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P d S( , , )pee  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÔÓ‰ÒÏ‡ÚË‚‡˛˘Â„Ó
ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  
d x p

d x p x p a b
i

E i
pee ( , )

( , )    [ , ] , / ,

       ,      
=

∩ ] [ ≠
∞





ÂÒÎË

ËÌ‡˜Â,

0

„‰Â dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÌÂ„ÓıÓ‰‡

èÛÒÚ¸ Ω ⊂ �2  – Ó·Î‡ÒÚ¸ Ì‡ x1x2-ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �3  (‰‚ÛÏÂÌÓÂ ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËÂ) Ë   Ω Ω* {( , ( )) : ( ( ), ( )) , ( ) }= = ∈ ∈q h q q x q x q h q1 2 �  – ÚÂıÏÂÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸
ÁÂÏÎË, ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌ‡fl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌË˛ Ω. èÛÒÚ¸ P p pk= … ⊂{ , , } ,1 Ω
k ≥ 2  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó k ÚÓ˜ÂÍ ‚ Ω (ÒÚÓflÌÍË ÒÌÂ„ÓıÓ‰Ó‚).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÌÂ„ÓıÓ‰‡ dsm Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P dsm( , , )Ω  (‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÒÌÂ„ÓıÓ‰‡ ÇÓÓÌÓ„Ó),
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d q r
F

dh s

ds

dssm ( , ) inf
( ( ))

=
−





∫γ
γ α γ

1

1

‰Îfl Î˛·˚ı q,r ∈  Ω Ë ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ÂÂ ‡ÒÒ˜ËÚ‡Ú¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‚ÂÏfl ‰Îfl
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÒÌÂ„ÓıÓ‰‡ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ F Ì‡ Ó‚ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ËÁ (q,h(q)) ‚ (r,h(r))
ÔÓ Ï‡¯ÛÚÛ γ γ γ γ* *: ( ) ( ( ), ( ( ))),s s h s=  ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ Ò ÔÛÚÂÏ ÔÓ Ó·Î‡ÒÚË
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γ : [ , ] ,0 1 → Ω  γ( ) ,0 = q  γ( )1 = r  (ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÔÛÚflÏ γ,
‡ α  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ).

ëÌÂ„ÓıÓ‰ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚‚Âı, ‚ „ÓÛ, ÏÂ‰ÎÂÌÌÂÂ, ˜ÂÏ ‚ÌËÁ, ÔÓ‰ „ÓÛ. ÑÎfl ÎÂÒÌÓ„Ó
ÔÓÊ‡‡ ı‡‡ÍÚÂÌÓ Ó·‡ÚÌÓÂ: ÙÓÌÚ Ó„Ìfl ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl ·˚ÒÚÂÂ ‚‚Âı Ë ÏÂ‰ÎÂÌ-
ÌÂÂ ‚ÌËÁ. Ñ‡ÌÌÛ˛ ÒËÚÛ‡ˆË˛ ÏÓÊÌÓ ÒÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡Ú¸ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl α. èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÎÂÒÌÓ„Ó ÔÓÊ‡‡
Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰Ë‡„‡ÏÏÓÈ ÎÂÒÌÓ„Ó ÔÓÊ‡‡ ÇÓ-
ÓÌÓ„Ó.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl
èÛÒÚ¸ í – Ì‡ÍÎÓÌÌ‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‚ �

3, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ‚‡˘ÂÌËfl x1x2-

ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ÓÍÛ„ x1-ÓÒË Ì‡ Û„ÓÎ α , 0
2

< <α π
, Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl

ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ„Ó ‚‡˘ÂÌËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ x1x2-ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚË. ÑÎfl ÚÓ˜ÍË q T q x q x q∈ =,  ( ( ), ( ))1 2  ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ‚˚ÒÓÚÛ h(q) Í‡Í ÂÂ x3-ÍÓÓ-
‰ËÌ‡ÚÛ ‚ �3. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, h q x q( ) ( ) sin .= ⋅2 α  èÛÒÚ¸ P p p Tk= … ⊂{ , , } ,1  k ≥ 2.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl ([AACL98]) dskew Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P d T( , , )skew  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl
ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d q r d q r h r h q d q r x r x qE Eskew ( , ) ( , ) ( ( ) ( )) ( , ) sin ( ( ) ( )),= + − = + −α 2 2

ËÎË, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â,

d q r d q r k x r x qEskew ( , ) ( , ) ( ( ) ( ))= + −2 2

‰Îfl ‚ÒÂı q,r ∈  T, „‰Â dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‡ k ≥ 0 – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡.

20.3. ÑêìÉàÖ  êÄëëíéüçàü  ÇéêéçéÉé

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl ÓÚÂÁÍÓ‚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl (ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡) ÓÚÂÁÍÓ‚  dsl ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓfl-

ÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A dls( , , )�2  (ÎËÌÂÈÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡
ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÓÚÂÁÍ‡ÏË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x A d x ysl i
y A

E
i

( , ) inf ( , ),=
∈

„‰Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ A A Ak= …{ , , },1  k ≥ 2  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓ-
Ô‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÓÚÂÁÍÓ‚ A a bi i i= [ ] Ë dE ÂÒÚ¸ Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ. àÏÂÌÌÓ,

d x A

d x a x R

d x b x R

d x a
x a b a

d a b
b a x R R

ls i

E i a

E i b

E i
i

T
i i

E i i
i i a b

i

i

i i

( , )

                      ( , ),                            ,

                      ( , ),                             ,

( ,
( ) ( )

( , )
( )),      \ { },

=

∈

∈

− − − − ∈ ∪















ÂÒÎË

ÂÒÎË

ÂÒÎË2
2�

„‰Â � � �a i i
T

i b i i
T

ii i
x b a x a R x a b x b= ∈ − − < = ∈ − − <{ : ( ) ( ) },   { : ( ) ( ) }.2 20 0
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl ‰Û„

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl (ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÍÛ„Ó‚˚ı) ‰Û„ dca ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó   V A dca( , , )�2  (ÎËÌÂÈÌ‡fl ‰Ë‡-
„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ‰Û„‡ÏË ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x A d x yca i
y A

E
i

( , ) inf ( , ),=
∈

„‰Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A A Ai k= …{ , , }, k ≥ 2  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂ-
ÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ‰Û„ ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ Ai (ÏÂÌ¸¯Ëı ËÎË ‡‚Ì˚ı ÔÓÎÛÓÍÛÊÌÓÒÚflÏ) Ò
‡‰ËÛÒÓÏ ri Ë ˆÂÌÚÓÏ ‚ xci

, ‡ dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ. àÏÂÌÌÓ Ù‡ÍÚË-

˜ÂÒÍË,

d x A d x a d x b d x x rca i E i E i E c ii
( , ) min{ ( , ), ( , ), | ( , ) |},= −

„‰Â ai Ë bi – ÍÓÌˆÂ‚˚Â ÚÓ˜ÍË ‰Û„Ë Ai .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl (ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡) ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ dcl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ-
‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A dcl( , , )�2  (ÎËÌÂÈÌ‡fl ‰Ë‡-
„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÓÍÛÊÌÓÒÚflÏË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x A d x ycl i
y A

E
i

( , ) inf ( , ),=
∈

„‰Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A A Ak= …{ , , },1  k ≥ 2  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂ-
ÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ  Ai Ò ‡‰ËÛÒÓÏ ri Ë ˆÂÌÚÓÏ ‚ xci

, ‡ dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË-

‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ. àÏÂÌÌÓ, Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍË

d x A d x x rca i E c ii
( , ) | ( , ) | .= −

ÑÎfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰Ë‡„‡ÏÏ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ˚ı ÓÍÛÊÌÓÒÚflÏË, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÏÌÓ„Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ. ç‡ÔËÏÂ, d x A d x x rcl i E c ii

* ( , ) ( , )= −

ËÎË d x A d x x rcl i E c ii

* ( , ) ( , )= −2 2  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó ÔÓ ã‡„ÂÛ).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl Ó·Î‡ÒÚÂÈ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl Ó·Î‡ÒÚÂÈ dar ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A dar( , , )�2  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ Ó·Î‡ÒÚÂÈ ÇÓÓÌÓ„Ó),
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x A d x yar i
y A

E
i

( , ) inf ( , ),=
∈

„‰Â A A Ak= …{ , , ),1  k ≥ 2  ÂÒÚ¸ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl Ò‚flÁÌ˚ı
Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ (Ó·Î‡ÒÚÂÈ), Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ëÎÂ‰ÛÂÚ Ó·‡ÚËÚ¸ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A A Ak= …{ , , ),1  k ≥ 2  ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó
‡ÒÒÚÓflÌËfl ÇÓÓÌÓ„Ó ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË ı ‰Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ai :
: ( , ) sup ( , ),Hausd x A d x yi

y A
E

i

=
∈

 „‰Â dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.
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ñËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ñËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dcyl ÂÒÚ¸ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˆËÎËÌ-

‰‡ S, ÍÓÚÓ‡fl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl
ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A d S( , , )cyl  ÖÒÎË ÓÒ¸ ˆËÎËÌ‰‡ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó
‡‰ËÛÒ‡ ‡ÁÏÂ˘ÂÌ‡ Ì‡ ı3-ÓÒË ‚ �3, ÚÓ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË
ÚÓ˜Í‡ÏË x,y ∈  S Ò ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (1, θx, zx) Ë (1, θy, zy) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

    

d x y
x y x y y x

x y x y y x

cyl ( , )
( ) ( ) ,   ,

( ) ( ) ,   .
=

− + − − ≤

+ − + − − >







θ θ θ θ π

θ π θ θ θ π

2 2

2 22

z z

z z

ÂÒÎË   

ÂÒÎË   

äÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
äÓÌË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ dcon Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË

ÍÓÌÛÒ‡ S, ÍÓÚÓ‡fl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ÍÓÌË-
˜ÂÒÍÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P d S( , , ).con  ÖÒÎË ÓÒ¸ ÍÓÌÛÒ‡ S ‡ÁÏÂ˘ÂÌ‡ Ì‡ x3-ÓÒË ‚
�3 Ë ‡‰ËÛÒ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ó˜Â˜Ë‚‡ÂÏÓÈ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ ÍÓÌÛÒ‡ S Ò x1x2-ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛
‡‚ÂÌ Â‰ËÌËˆÂ, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÌÛÒ‡ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË x, y ∈  S Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  

d x y
r r r r

r r r r

x y x y y x y x

x y x y x y y x

con ( , )
           cos( ),             sin( / ),

cos( sin( / ) ),   sin( / ),
=

+ − ′ − ′ ′ ≤ ′ +

+ − ′ + − ′ ′ > ′ +







2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

θ θ θ θ π α

θ π α θ θ θ π α

ÂÒÎË   

ÂÒÎË   

„‰Â (x1, x2, x3) – ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚Â ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË ı Ì‡ S, α  – Û„ÓÎ ÔË
‚Â¯ËÌÂ ÍÓÌÛÒ‡, θx – Û„ÓÎ ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË ÓÚ x1-ÓÒË ‰Ó ÎÛ˜‡ ËÁ ËÒıÓ‰ÌÓÈ

ÚÓ˜ÍË ‰Ó ÚÓ˜ÍË ( , , ),x x1 2 0  ′ =θ θ αx x sin( / ),2  r x x xx = + + −1
2

2
2

3
22( coth( / ))α  – ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ ÔÓ ÔflÏÓÈ ÓÚ ‚Â¯ËÌ˚ ÍÓÌÛÒ‡ ‰Ó ÚÓ˜ÍË (x1, x2, x3).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ m
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ä Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (S, d) Ë

ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ m ≥ 1. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı m-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Mi ËÁ Ä (Ú.Â. Mi ⊂  A
Ë | | ).M mi =  ÑË‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ m ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä ÂÒÚ¸ ‡Á·ËÂÌËÂ S Ì‡ Ó·-
Î‡ÒÚË ÇÓÓÌÓ„Ó V(Mi) m-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ V(Mi)
ÒÓ‰ÂÊ‡Î‡ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË s ∈  S, ÍÓÚÓ˚Â "·ÎËÊÂ" Í Mi, ˜ÂÏ Í Î˛·ÓÏÛ ‰Û„ÓÏÛ m -
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Mi : d(s, x) < d(s, y) ‰Îfl Î˛·˚ı x ∈  Mii Ë y  ∈  S\Mi. ùÚ‡ ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÛÍ‡-
Á˚‚‡ÂÚ ÔÂ‚Ó„Ó, ‚ÚÓÓ„Ó, …, m-„Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÒÓÒÂ‰‡ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË ËÁ S.

í‡ÍËÂ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÌÂÍÓÚÓÓÈ "ÙÛÌÍˆËË
‡ÒÒÚÓflÌËfl" D(s, Mi), ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÌÂÍÓÚÓÓÂ m-ıÂÏËÏÂÚËÍË Ì‡ S. ÑÎfl M a bi i i= { , }
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸ ÙÛÌÍˆËË | ( , ) ( , ) |,d s a d s bi i−  d s a d s bi i( , ) ( , ),+  d s a d s bi i( , ) ( , ),⋅  ‡ Ú‡Í-
ÊÂ 2-ÏÂÚËÍË d s a d s b d a bi i i i( , ) ( , ) ( , )+ +  Ë ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ (s, ai, bi).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ‡Ì‡ÎËÁÂ
Ó·‡ÁÓ‚ Ë Á‚ÛÍÓ‚

21.1. êÄëëíéüçàü  Ç  ÄçÄãàáÖ  éÅêÄáéÇ

é·‡·ÓÚÍ‡ Ó·‡ÁÓ‚ (ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ) ËÏÂÂÚ ‰ÂÎÓ Ò Ú‡ÍËÏË Í‡Í ÙÓÚÓ„‡ÙËË, ‚Ë‰ÂÓ-
‰‡ÌÌ˚Â ËÎË ÚÓÏÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌ‡fl „‡ÙËÍ‡
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÓˆÂÒÒ ÒËÌÚÂÁËÓ‚‡ÌËfl Ó·‡ÁÓ‚ ËÁ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ,
ÚÓ„‰‡ Í‡Í Ï‡¯ËÌÌÓÂ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËÂ Ó·‡ÁÓ‚ – ˝ÚÓ ËÁ‚ÎÂ˜ÂÌËÂ ÌÂÍÓÈ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÈ
ËÌÙÓÏ‡ˆËË: ÒÍ‡ÊÂÏ, 3D (Ú.Â. ÚÂıÏÂÌÓ„Ó) ÓÔËÒ‡ÌËfl ÚÓÈ ËÎË ËÌÓÈ ÒˆÂÌ˚, ËÒÔÓÎ¸-
ÁÛfl ÂÂ ‚Ë‰ÂÓÒ˙ÂÏÍÛ. ç‡˜ËÌ‡fl „‰Â-ÚÓ Ò 2000 „. ‡Ì‡ÎÓ„Ó‚‡fl Ó·‡·ÓÚÍ‡ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ
(ÓÔÚË˜ÂÒÍËÏË ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ÏË) ÛÒÚÛÔ‡ÂÚ ÏÂÒÚÓ ˆËÙÓ‚ÓÈ Ó·‡·ÓÚÍÂ Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË,
ˆËÙÓ‚ÓÏÛ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌË˛ (Ì‡ÔËÏÂ, Ó·‡·ÓÚÍÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı Ò
ÔÓÏÓ˘¸˛ Ó·˚˜Ì˚ı ˆËÙÓ‚˚ı ÙÓÚÓ‡ÔÔ‡‡ÚÓ‚).

äÓÏÔ¸˛ÚÂÌ‡fl „‡ÙËÍ‡ (Ë ÏÓÁ„ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡) ËÏÂÂÚ ‰ÂÎÓ Ò Ó·‡Á‡ÏË ‚ÂÍÚÓÌÓÈ
„‡ÙËÍË, Ú.Â. Ú‡ÍËÏË, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ÍË‚˚ÏË, ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍ‡ÏË Ë Ú.Ô. àÁÓ·‡ÊÂÌËÂ ‡ÒÚÓ‚ÓÈ „‡ÙËÍË (ËÎË ˆËÙÓ‚ÓÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÔÓ·Ë-
ÚÓ‚ÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ) ‚ 2D ÂÒÚ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ 2D  ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl Í‡Í ÍÓÌÂ˜ÌÓ-
„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÔËÍÒÂÎflÏË (ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ ÓÚ
‡Ì„ÎËÈÒÍÓ„Ó "picture element"), ‡ÁÏÂ˘ÂÌÌ˚ı Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÌÓÈ „ËÁÂ �2 ËÎË
¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ „ËÁÂ. ä‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‡ÒÚ – ˝ÚÓ Í‚‡‰‡ÚÌ‡fl 2k × 2k „ËÁ‡ Ò k = 8,9
ËÎË 10. ÇË‰ÂÓËÁÓ·‡ÊÂÌËfl Ë ÚÓÏÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÂ (Ú.Â. ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Í‡Í ÒÂËfl
ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı ÒÂ˜ÂÌËÈ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ÏË ˜‡ÒÚflÏË) ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl 3D ËÁÓ·‡-
ÊÂÌËflÏË (2D  ÔÎ˛Ò ‚ÂÏfl); Ëı ‰ËÒÍÂÚÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÓÍÒÂÎflÏË
(˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË Ó·˙ÂÏ‡).

ÑËÒÍÂÚÌÓÂ ‰‚ÓË˜ÌÓÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‚‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl: 0 Ë 1; 1 ËÌ-
ÚÂÔÂÚËÛÂÚÒfl Í‡Í ÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl "ËÒÚËÌ‡" Ë ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÌ˚Ï ˆ‚ÂÚÓÏ; Ú‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, Ò‡ÏÓ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ˜ÂÌ˚ı ÔËÍÒÂÎÂÈ.
ùÎÂÏÂÌÚ˚ ·ËÌ‡ÌÓ„Ó 2D ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â
˜ËÒÎ‡ x = iy, „‰Â (x, y) – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ÚÓ˜ÍË Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË �2. çÂÔÂ-
˚‚ÌÓÂ ·ËÌ‡ÌÓÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl (Ó·˚˜ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (Ó·˚˜ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚‡ �n Ò n = 2,3).

èÓÎÛÚÓÌÓ‚˚Â ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ÏÓ„ÛÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÚÓ˜Â˜ÌÓ-‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚Â ·Ë-
Ì‡Ì˚Â ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ˜Â˜ÌÓ-
‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ò ‚ÂÒ‡ÏË (ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË) (ÒÏ. [Bloc99] ‰Îfl
Ó·ÁÓ‡ ÌÂ˜ÂÚÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ). ÑÎfl ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ xyi-ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ
ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÔÎÓÒÍÓÒÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ (x, y) Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÙÓÏÛ, ‚ ÚÓ
‚ÂÏfl Í‡Í ‚ÂÒ i (ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ ÓÚ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË, Ú.Â. flÍÓÒÚË) – ÚÂÍÒÚÛÛ (‡ÒÔÂ-
‰ÂÎÂÌËÂ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË). àÌÓ„‰‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ï‡ÚËˆ‡ ((ixy)) ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚. ÉËÒ-
ÚÓ„‡ÏÏ‡ flÍÓÒÚË ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚Ó„Ó ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ˜‡ÒÚÓÚÛ Í‡Ê‰Ó„Ó
ËÏÂ˛˘Â„ÓÒfl ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ËÁÓ·‡ÊÂÌËË ÁÌ‡˜ÂÌËfl flÍÓÒÚË. ÖÒÎË ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ ËÏÂÂÚ m
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ÛÓ‚ÌÂÈ flÍÓÒÚË (ÒÚÓÎ·ËÍÓ‚ „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚ ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚), ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú 2m ‡ÁÎË˜-
Ì˚ı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚÂÈ. é·˚˜ÌÓ m = 8 Ë ˜ËÒÎ‡ 0,1,…,255 ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú
‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ÓÚ ·ÂÎÓ„Ó ‰Ó ˜ÂÌÓ„Ó; ‰Û„ËÂ ÚËÔË˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl m = 10,
12, 14, 16. ÉÎ‡Á ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ‡ÁÎË˜‡ÂÚ ÔÓfl‰Í‡ 350 Ú˚Ò. ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˆ‚ÂÚÓ‚, ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ
30 ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚; Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˆ‚ÂÚ Ó·Î‡‰‡ÂÚ „Ó‡Á‰Ó ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓÈ
‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÈ ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚ¸˛.

ÑÎfl ˆ‚ÂÚÌ˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl (RGB)-ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ,
„‰Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ R, G, B Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÛÓ‚ÌË Í‡ÒÌÓÈ, ÁÂÎÂÌÓÈ Ë
ÒËÌÂÈ ˆ‚ÂÚÓ‚˚ı ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı; 3D „ËÒÚÓ„‡ÏÏ‡ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ flÍÓÒÚ¸ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜-
ÍÂ. ëÂ‰Ë ÏÌÓ„Ëı ‰Û„Ëı 3D ÏÓ‰ÂÎÂÈ (ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚) ˆ‚ÂÚÓ‚ ‡ÁÎË˜‡˛Ú: (CMY) ÍÛ·
(ˆ‚ÂÚ‡ „ÓÎÛ·ÓÈ, Ï‡ÎËÌÓ‚˚È, ÊÂÎÚ˚È), (HSL) ÍÓÌÛÒ (ÚËÔ ÍÓÎÓËÚ‡ ç, Á‡‰‡ÌÌ˚È
Í‡Í Û„ÓÎ, Ì‡Ò˚˘ÂÌÌÓÒÚ¸ S, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‚ %, ÓÒ‚Â˘ÂÌÌÓÒÚ¸ L, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‚ %) Ë (YUV),
(YIQ), ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ ÚÂÎÂ‚ËÁËÓÌÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı PAL Ë NTSC.
ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌÌÓÈ åÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰ÌÓÈ ÍÓÏËÒÒËÂÈ ÔÓ ÓÒ‚Â˘ÂÌÌÓÒÚË (åäé)
ÏÂÚÓ‰ËÍÂ ÔÂÂÒ˜ÂÚ (RGB) ‚ ÏÂÛ flÍÓÒÚË (ÓÒ‚Â˘ÂÌÌÓÒÚË) ÔÓÎÛÚÓÌ‡ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl
Í‡Í 0,299R + 0, 587G + 0,114B. ñ‚ÂÚÓ‚‡fl „ËÒÚÓ„‡ÏÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ ÔËÁÌ‡-
ÍÓ‚ ‰ÎËÌ˚ n  (Ó·˚˜ÌÓ n = 64 ËÎË 256) Ò ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË
ÎË·Ó Ó·˘ÂÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔËÍÒÂÎÂÈ, ÎË·Ó ÔÓˆÂÌÚ ÔËÍÒÂÎÂÈ ‰‡ÌÌÓ„Ó ˆ‚ÂÚ‡ ‚ ËÁÓ·‡-
ÊÂÌËË.

àÁÓ·‡ÊÂÌËfl ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ÔËÁÌ‡ÍÓ‚, ‚ÍÎ˛˜‡fl ˆ‚Â-
ÚÓ‚˚Â „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚, ˆ‚ÂÚÓ‚Û˛ Ì‡Ò˚˘ÂÌÌÓÒÚ¸ ÚÂÍÒÚÛ˚, ‰ÂÒÍËÔÚÓ˚ ÙÓÏ˚ Ë Ú.Ô.
èËÏÂ‡ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl: ËÒıÓ‰Ì‡fl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ (ÁÌ‡˜ÂÌËfl
ÔËÍÒÂÎÂÈ), Í‡fl („‡ÌËˆ˚, ÍÓÌÚÛ˚, ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË), ÓÚÎË˜ËÚÂÎ¸Ì˚Â ı‡‡ÍÚÂËÒ-
ÚËÍË (Û„ÎÓ‚˚Â ÚÓ˜ÍË, ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÎËÌËÈ, ÚÓ˜ÍË ‚˚ÒÓÍÓÈÍË‚ËÁÌ˚) Ë ÒÚ‡ÚËÒ-
ÚË˜ÂÒÍËÂ ÔËÁÌ‡ÍË (ÏÓÏÂÌÚÌ˚Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚, ˆÂÌÚÓË‰˚). ä ÚËÔÓ‚˚Ï ‚Ë‰ÂÓÔËÁ-
Ì‡Í‡Ï ÓÚÌÓÒflÚÒfl ÔÂÂÍ˚ÚËÂ Í‡‰Ó‚, ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl. ÇÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl
(ÔÓËÒÍ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ) ÒÓÒÚÓËÚ (Ú‡Í ÊÂ Í‡Í Ë ‰Îfl ‰Û„Ëı ‰‡ÌÌ˚ı, Ú‡ÍËı Í‡Í ‡Û‰ËÓ-
Á‡ÔËÒË, ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ñçä, ÚÂÍÒÚÓ‚˚Â ‰ÓÍÛÏÂÌÚ˚, ‚ÂÏÂÌÌ˚Â fl‰˚ Ë Ú.Ô.) ‚
ÔÓËÒÍÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ, ÔËÁÌ‡ÍË ÍÓÚÓ˚ı ÎË·Ó ·ÎËÁÍË ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ, ÎË·Ó ·ÎËÁÍË Í
ÍÓÌÍÂÚÌÓÏÛ Á‡ÔÓÒÛ, ÎË·Ó Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ Á‡‰‡ÌÌÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ.

àÏÂÂÚÒfl ‰‚‡ ÏÂÚÓ‰‡ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Ò‡‚ÌÂÌËfl ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ: ÔÓ ËÌÚÂÌÒË‚-
ÌÓÒÚË (ˆ‚ÂÚ‡ Ë ÚÂÍÒÚÛ˚ „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚) Ë ÔÓ „ÂÓÏÂÚËË (ÓÔËÒ‡ÌËÂ ÙÓÏ˚ Ò ÔÓ-
ÏÓ˘¸˛  ÒÂÂ‰ËÌÌÓÈ ÓÒË, ÒÍÎÂÎÂÚ‡ Ë Ú.Ô.). çÂ˜ÂÚÍËÈ ÚÂÏËÌ ÙÓÏ‡ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl
ÓÔËÒ‡ÌËfl ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó Ó·ÎËÍ‡ (ÒËÎÛ˝Ú‡) Ó·˙ÂÍÚ‡, Â„Ó ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ËÎË Ó·-
˘Â„Ó „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÒÛÌÍ‡ („ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ, ÚÓ˜ÂÍ, ÍË‚˚ı Ë
Ú.Ô.) ËÎË ‰Îfl Ú‡ÍÓ„Ó ËÒÛÌÍ‡ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÌÂÍÚÓÓÈ „ÛÔÔ˚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ
ÔÓ‰Ó·Ëfl (ÔÂÂÌÓÒÓ‚, ‚‡˘ÂÌËÈ Ë Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl). çÂ˜ÂÚÍËÈ ÚÂÏËÌ ÚÂÍÒÚÛ‡
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚ÒÂ, ˜ÚÓ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ Ó·‡·ÓÚÍË ‰‡ÌÌ˚ı Ó ˆ‚ÂÚÂ Ë ÙÓÏÂ.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏË ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ ËÁÏÂflÂÚÒfl Ò
ÔÓÏÓ˘¸˛ Ó·˚˜Ì˚ı, ‡ÒÒÚÓflÌËÈ: lp-ÏÂÚËÍ, ÏÂÚËÍ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl,
‡ÒÒÚÓflÌËfl í‡ÌËÏÓÚÓ, ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÍÓÒËÌÛÒ‡, ‡ÒÒÚÓflÌËfl å‡ı‡ÎÓÌÓ·ËÒ‡ Ë Â„Ó Ó·Ó·-
˘ÂÌËÈ, ‡ÒÒÚÓflÌËfl ·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡. àÁ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl 2, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎ-
Î·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊÂÙÙË Ë (ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‰Îfl „ËÒÚÓ„‡ÏÏ) �2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ,
‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–ëÏËÌÓ‚‡, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛËÔÂ‡.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ÏË ‰Îfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ X Ë Y
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n (Ó·˚˜ÌÓ n = 2,3) ËÎË Ëı ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚, fl‚Îfl˛ÚÒfl: ÏÂÚËÍ‡
ÄÒÔÎÛÌ‰‡, ÏÂÚËÍ‡ òÂÔ‡‰‡, ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË Vol(X∆Y) (ÒÏ.
åÂÚËÍ‡ çËÍÓ‰ËÏ‡, ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë, åÂÚËÍ‡ ˆËÙÓ‚Ó„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ë Ëı ÌÓ-
Ï‡ÎËÁ‡ˆËË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÒÏ. ÌËÊÂ ÔÓ ÚÂÍÒÚÛ).
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ÑÎfl ˆÂÎÂÈ Ó·‡·ÓÚÍË ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ÌËÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl
‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ÏÂÊ‰Û "ËÒÚËÌÌ˚Ï" Ë ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Ï ˆËÙÓ‚˚ÏË ËÁÓ·‡ÊÂÌËflÏË Ò
ÚÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ÓˆÂÌËÚ¸ Í‡˜ÂÒÚ‚Ó ‡Î„ÓËÚÏÓ‚. ÑÎfl ˆÂÎÂÈ ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ
‡ÒÒÚÓflÌËfl ËÁÏÂfl˛ÚÒfl ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ Á‡ÔÓÒ‡ Ë ÒÒ˚ÎÓÍ.

ñ‚ÂÚÓ‚˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ñ‚ÂÚÓ‚ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ˝ÚÓ 3-Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ˆ‚ÂÚÌÓÒÚË. çÂÓ·ıÓ-

‰ËÏÓÒÚ¸ ËÏÂÌÌÓ ÚÂı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂÏ ‚ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓÏ
„Î‡ÁÛ ÚÂı ‚Ë‰Ó‚ ÂˆÂÔÚÓÓ‚, ‚ÓÒÔËÌËÏ‡˛˘Ëı ÍÓÓÚÍÓ‚ÓÎÌÓ‚˚Â, ÒÂ‰ÌÂ‚ÓÎÌÓ‚˚Â
Ë ‰ÎËÌÌÓ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ËÁÎÛ˜ÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÒËÌÂÏÛ, ÁÂÎÂÌÓÏÛ Ë Í‡ÒÌÓÏÛ
ˆ‚ÂÚÛ.

åÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì‡fl ÍÓÏËÒÒËfl ÔÓ ÓÒ‚Â˘ÂÌÌÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎËÎ‡ ‚ 1931 „. Ô‡‡ÏÂÚ˚ ˆ‚Â-
ÚÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (XYZ) Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â (RGB)-ÏÓ‰ÂÎË Ë ËÁÏÂÂÌËÈ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó
ÁÂÌËfl. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÛ ÍÓÏËÒÒËË ‚ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (XYZ) ‚ÂÎË˜ËÌ˚ X,
Y Ë Z ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Í‡ÒÌÓÏÛ, ÁÂÎÂÌÓÏÛ Ë ÒËÌÂÏÛ ˆ‚ÂÚ‡Ï. ÉÎ‡‚-
Ì˚Ï ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ ÍÓÎÓËÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡, ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ Ó·ÓÒÌÓ‚‡Ì-
Ì˚Ï àÌ‰ÓÛ (1991), fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ, ˜ÚÓ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÂ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰Ó-
ÔÛÒÍ‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÏÂÚËÍË, ËÒÚËÌÌÓ„Ó ˆ‚ÂÚÓ‚Ó„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl,
˜ÚÓ ‰‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ, Ú.Â. ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ÑÛ„ËÏ
‰ÓÔÛ˘ÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ËÁ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÒÚËÏÛÓ‚ ‚ ˝ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ÒÏ. „ËÔÓÚÂÁÛ
‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ „Î. 23 Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÒÛ·˙ÂÍÚ ÓÚÎË˜ËÚ
Ó‰ËÌ ÒÚËÏÛÎ ÓÚ ‰Û„Ó„Ó, fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÌÂÍÓÚÓÓÈ
ÒÛ·˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ÒÚËÏÛÎ‡ÏË).

í‡ÍÓÈ ‡‚ÌÓÍÓÌÚ‡ÒÚÌÓÈ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÈ ¯Í‡Î ,̊ „‰Â ‡‚Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ‡‚Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËflÏ ‚ ˆ‚ÂÚ‡ı, ÔÓÍ‡ Â˘Â ÌÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Ë
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘ËÂ ˆ‚ÂÚÓ‚˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÂÂ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËflÏË.
èÂ‚˚Ï ¯‡„ÓÏ ‚ ˝ÚÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÎÎËÔÒ˚ å‡ÍÄ‰‡Ï‡, Ú.Â Ó·Î‡ÒÚË (x, y)
Ì‡ ‰Ë‡„‡ÏÏÂ ıÓÏ‡ÚË˜ÌÓÒÚË, ‚ÒÂ ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÂÒfl ˆ‚ÂÚ‡ ÍÓÚÓÓÈ ‚˚„Îfl‰flÚ ÌÂ‡Á-
ÎË˜ËÏ˚ÏË ‰Îfl ÌÓÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó „Î‡Á‡. ùÚË 25 ˝ÎÎËÔÒÓ‚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú

ÏÂÚËÍÛ ‚ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. á‰ÂÒ¸ x
X

X Y Z
=

+ +
 Ë y

Y

X Y Z
=

+ +
 fl‚Îfl˛ÚÒfl

ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË, Ë ˆ‚ÂÚ‡ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ıÓÏ‡ÚË˜ÌÓÒÚË Á‡ÌËÏ‡˛Ú ÌÂÍÛ˛
Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó CIE  (L*a*b*)fl‚ÎflÂÚÒfl
‡‰‡ÔÚ‡ˆËÂÈ ˆ‚ÂÚÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÍÓÏËÒÒËË åäé (ÓÚ 1931 „.); ÓÌÓ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ
˜‡ÒÚË˜ÌÛ˛ ÎËÌÂ‡ËÁ‡ˆË˛ ÏÂÚËÍË, Á‡ÎÓÊÂÌÌÓÈ ‚ ˝ÎÎËÔÒ‡ı å‡ÍÄ‰‡Ï‡. è‡‡ÏÂÚ˚
L*, a*, b* Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÎÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË – ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÓÚ L, a, b, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ı‡-
‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ flÍÓÒÚË L ˆ‚ÂÚ‡ ÓÚ ˜ÂÌÓ„Ó L = 0 ‰Ó ·ÂÎÓ„Ó L = 100, ÔË ˝ÚÓÏ ‡
Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÏÂÊ‰Û ÁÂÎÂÌ˚Ï a < 0 Ë Í‡ÒÌ˚Ï a > 0, b – ÏÂÊ‰Û ÁÂÎÂÌ˚Ï a < 0 Ë ÊÂÎÚ˚Ï
b > 0.

ëÂ‰ÌÂÂ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
 ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó 3D ˆ‚ÂÚÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ÔÂÂ˜Ìfl n ˆ‚ÂÚÓ‚ ÔÛÒÚ¸ (Òi1, Òi2, Òi3) –

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ i-„Ó ˆ‚ÂÚ‡ ËÁ ÔÂÂ˜Ìfl ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. ÑÎfl ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÈ
„ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚ x = (x1,…,xn) ÂÂ ÒÂ‰ÌËÏ ˆ‚ÂÚÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓ ( , , ),( ) ( ) ( )x x x1 2 3  „‰Â

x x cj i
i

n

ij( ) =
=
∑

1

 (Ì‡ÔËÏÂ, ÒÂ‰ÌËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Í‡ÒÌÓ„Ó, ÒËÌÂ„Ó Ë ÁÂÎÂÌÓ„Ó ‚ (RGB)).

ëÂ‰ÌÂÂ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ˆ‚ÂÚÓ‚˚ÏË „ËÒÚÓ„‡ÏÏ‡ÏË
([HSEFN95]) fl‚ÎflÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ëı ÒÂ‰ÌËı ˆ‚ÂÚÓ‚.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ˆ‚ÂÚÓ‚˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓ‚

èÛÒÚ¸ ‰‡ÌÓ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ (Í‡Í ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2); ÔÛÒÚ¸ pi Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ
(‚ ÔÓˆÂÌÚ‡ı) Ó·Î‡ÒÚ¸ ‰‡ÌÌÓ„Ó ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ˆ‚ÂÚf ci. ñ‚ÂÚÓ‚ÓÈ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÈ
ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡ (ci, pi). ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡–ÑÂÌ„‡–å‡ÌÊÛÌ‡Ú‡ ÏÂÊ‰Û ˆ‚Â-
ÚÓ‚˚ÏË ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË (ci, pi) Ë (cjpj) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

| | ( , ),p p d c ci j i j− ⋅

„‰Â d c ci j( , )  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆ‚ÂÚ‡ÏË ci Ë cj ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.
åÓÈÒËÎÓ‚Ë˜ Ë ‰. ‚‚ÂÎË ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆË˛ ‰‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔÓ‰Ó·ÌÛ˛ ‡ÒÒÚÓflÌË˛
·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡.

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ „ËÒÚÓ„‡ÏÏ

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚Â ˆ‚ÂÚÓ‚˚Â „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚ x x xn= …( , , )1  Ë y y yn= …( , , )1  (Ò xi, yi, ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔËÍÒÂÎÂÈ ‚ ÒÚÓÎ·ËÍÂ i). ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ
„ËÒÚÓ„‡ÏÏ ë‚ÂÈÌ‡–Å‡ÎÎ‡‰‡ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ, „Î. 17)
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1 1

1

− =

=

∑

∑

min( , )

.i

n

i i

i
i

n

x y

x

ÑÎfl ÌÓÏ‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ˚ı „ËÒÚÓ„‡ÏÏ (Ó·˘‡fl ÒÛÏÏ‡ ‡‚Ì‡ 1) ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌÓÂ

Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ l1-ÏÂÚËÍÓÈ | |.x yi i
i

n

−
=
∑

1

 çÓÏ‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ‡fl

‚Á‡ËÏÌ‡fl ÍÓÂÎflˆËfl êÓÁÂÌÙÂÎ¸‰‡–ä‡Í‡ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛, ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌÓÈ Í‡Í 

x y

x

i
i

n

i

i
i

n
=

=

∑

∑
1

2

1

,

.

ä‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚

ÑÎfl ‰‚Ûı „ËÒÚÓ„‡ÏÏ x x xn= …( , , )1  Ë y y yn= …( , , )1  (Ó·˚˜ÌÓ n = 256 ËÎË n = 64),
ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı ˆ‚ÂÚÌÓÒÚ¸ (‚ ÔÓˆÂÌÚ‡ı) ‰‚Ûı ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ, Ëı Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚ (ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÂ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ IBM Á‡ÔÓÒ‡ ÔÓ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌË˛
ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl) fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ å‡ı‡ÎÓÌÓ·ËÒ‡ , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï Í‡Í

( ) ( ),x y A x yT− −

„‰Â A aij= (( ))  – ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡, Ë ‚ÂÒ aij –
ÌÂÍÓÂ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰ÂÌÌÓÂ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‚ÓÒÔËflÚËÂÏ ÒıÓ‰ÒÚ‚Ó ÏÂÊ‰Û ˆ‚ÂÚ‡ÏË i Ë

j. ç‡ÔËÏÂ (ÒÏ. [HSEFN95]), a
d

dij
ij

p q n
pq

= −
≤ ≤

1

1
max

,

,

 „‰Â dij fl‚ÎflÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û 3-‚ÂÍÚÓ‡ÏË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË i Ë j ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ-



ÉÎ‡‚‡ 21. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ‡Ì‡ÎËÁÂ Ó·‡ÁÓ‚ Ë Á‚ÛÍÓ‚ 303

‡ÌÒÚ‚Â. ÑÛ„ÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í 
 
a sij j j i i= − − + −1

1

5
2(( ) ( coshv v

− + −s s sj j i i j jcosh ) ( sinh sinh ) ) ,/2 2 1 2  „‰Â ( , , )h si i iv  Ë ( , , )h sj j jv  – ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ˆ‚Â-
ÚÓ‚ i Ë j ‚ ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (HSV).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚Ó„Ó ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl
èÛÒÚ¸ f(x) Ë g(x) – ÁÌ‡˜ÂÌËfl flÍÓÒÚË ‰‚Ûı ˆËÙÓ‚˚ı ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ f

Ë g ‰Îfl ÔËÍÒÂÎfl x ∈  X, „‰Â ï fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÚÓÏ ÔËÍÒÂÎÂÈ. ã˛·ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ÚÓ˜ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË (X, f) Ë (X, g) (Ì‡ÔËÏÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡)
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌÓ ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û f Ë g. é‰Ì‡ÍÓ ÓÒÌÓ‚Ì˚ÏË
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË (ÓÌË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ó¯Ë·Í‡ÏË) ÏÂÊ‰Û ËÁÓ·‡-
ÊÂÌËflÏË f Ë g fl‚Îfl˛ÚÒfl:

1) ÒÂ‰ÌÂÍ‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl Ó¯Ë·Í‡ RMS f g
X

f x g x
x X

( , )
| |

( ( ) ( ))

/

= −










∈
∑1 2

1 2

 (Í‡Í ‚‡-

Ë‡ÌÚ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚÒfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ l1-ÌÓÏ˚ | ( ) ( ) |f x g x−  ‚ÏÂÒÚÓ l2-ÌÓÏ˚);

2) ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÒË„Ì‡Î-¯ÛÏ  SNR f g

g x

f x g x
x X

x X

( , )

( )

( ( ) ( ))
;

/

=
−

















∈

∈

∑
∑

2

2

1 2

3) ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ó¯Ë·ÓÍ ÌÂÔ‡‚ËÎ¸ÌÓÈ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ÔËÍÒÂÎÂÈ 
1

| |
{ :

X
x X∈

: ( ) ( )}f x g x≠  (ÌÓÏ‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌÓÂ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ);

4) ÒÂ‰ÌÂÍ‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl ˜‡ÒÚÓÚÌ‡fl Ó¯Ë·Í‡ 
1

2
2

1 2

| |
( ( ) ( )) ,

/

U
F u G u

u U∈
∑ −









  „‰Â F Ë

G – ‰ËÒÍÂÚÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl îÛ¸Â ‰Îfl f Ë g ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë U – ˜‡ÒÚÓÚÌ‡fl
Ó·Î‡ÒÚ¸;

5) Ó¯Ë·Í‡ ÔÓfl‰Í‡ δ ‚ ÌÓÏÂ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ 
1

12
2 2

1 2

| |
( | | ) ( ( ) ( )) ,

/

U
F u G u

u U
u

∈
∑ + −









η δ

„‰Â 0 < δ < 1 ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÓ (Ó·˚˜ÌÓ 
1

2
) Ë η u  ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚÓÚÌ˚È ‚ÂÍÚÓ, ‡ÒÒÓˆËË-

Ó‚‡ÌÌ˚È Ò ÔÓÁËˆËÂÈ u ‚ ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË U.

Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÒÊ‡ÚËfl ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ˜ËÒÎÓ r, 0 ≤ r < 1. Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÒÊ‡ÚËfl ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ

Lp-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �≥0

2n  (ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Í‡Í

n × n Ï‡ÚËˆ˚), „‰Â  – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl r
p

p

p

p= −
−

⋅ −1

2 1
2 1e .  í‡Í, p = 1,2 ËÎË ∞ ‰Îfl

r = 0,  r = ≈1

3
0 652 3e ,/  ËÎË r

e≥ ≈
2

0 82, .  á‰ÂÒ¸ r ÓˆÂÌË‚‡ÂÚ ËÌÙÓÏ‡ÚË‚ÌÛ˛ (Ú.Â.

Ì‡ÔÓÎÌÂÌÌÛ˛ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË) ˜‡ÒÚ¸ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl. ëÓ„Î‡ÒÌÓ [KKN02], ˝Ú‡
ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÎÛ˜¯ÂÈ ÔÓ Í‡˜ÂÒÚ‚Û ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl ‚˚·Ó‡ ÒıÂÏ˚ ÒÊ‡ÚËfl Ò
ÔÓÚÂflÏË.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÍÛ„ÎÂÌËfl

ê‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ÒÍÛ„ÎÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘ËÂ Â‚ÍÎË-
‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Í‡Í ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÛÚË ‚ „‡ÙÂ G = (�2, E), „‰Â ‰‚‡ ÔËÍ-
ÒÂÎfl Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË, ÂÒÎË Ó‰ËÌ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ ‰Û„Ó„Ó
Ó‰ÌÓ¯‡„Ó‚˚Ï ıÓ‰ÓÏ ÔÓ �2. èË ˝ÚÓÏ ‰‡˛ÚÒfl ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ‡ÁÂ¯ÂÌÌ˚ı ıÓ‰Ó‚ Ë
ÔÓÒÚÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ú.Â. ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÒ (ÒÏ. „Î. 19) ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ
Í‡Ê‰ÓÏÛ ÚËÔÛ Ú‡ÍÓ„Ó ıÓ‰‡.

åÂÚËÍ‡ (�, �)-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚ÛÏ ‡ÁÂ¯ÂÌÌ˚Ï ıÓ‰‡Ï – Ò l1-‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂÏ Ë l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ 1 (ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl) – ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚ı
˜ËÒÎ‡ÏË α  Ë β ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ÔËÏÂÌÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl (α, β) =
= (1, 0) (ÏÂÚËÍ‡ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡ ËÎË 4-ÏÂÚËÍ‡), (ÏÂÚËÍ‡ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË,
ËÎË 8-ÏÂÚËÍ‡), ( , )1 2  (ÏÂÚËÍ‡ åÓÌÚ‡Ì‡Ë), ((3,4)-ÏÂÚËÍ‡), (ÏÂÚËÍ‡ ïËÎ‰Ë˜‡–
êÛÚÓ‚Ëˆ‡), (5, 7) (ÏÂÚËÍ‡ ÇÂ‚Â‡).

åÂÚËÍ‡ ÅÓ„ÂÙÓÒ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÏ ‡ÁÂ¯ÂÌÌ˚Ï ıÓ‰‡Ï – Ò l1-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
1, Ò l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ 1 (ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl) Ë ıÓ‰ÓÏ ÍÓÌfl – Ò ‚ÂÒ‡ÏË
5,7 Ë 11 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

åÂÚËÍ‡ 3D-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ (α, β, γ)-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ
‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ �3, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‰‚Â
‚Â¯ËÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ, ‡ ‚ÂÒ‡ α, β Ë γ
Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò 6 ÒÓÒÂ‰ÌËÏË „‡ÌflÏË, 12 ÒÓÒÂ‰ÌËÏË Â·‡ÏË Ë 8 ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ‚Â¯ËÌ‡ÏË
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÖÒÎË α  = β = γ = 1, ÚÓ Ï˚ ËÏÂÂÏ l∞-ÏÂÚËÍÛ. åÂÚËÍË (3, 4, 5)- Ë
(1, 2, 3)-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ÔËÏÂÌflÂÏ˚ÏË ‰Îfl ‡·ÓÚ˚ Ò 3D
ËÁÓ·‡ÊÂÌËflÏË.

åÂÚËÍ‡ ó‡Û‰ıÛË–åÛÚË–ó‡Û‰ıÛË ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË x = (x1,
…, xm) Ë y y ym= …( , , )1  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

x y
n

x yi x y i x y
i n i i x y

i i( , ) ( , )
, ( , )

| |,− +
+ 





−
≤ ≤ ≠

∑1

1
2

1

„‰Â Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ xi–yi ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‰Îfl i = i(x,y). ÑÎfl n = 2 ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡

  
1

3

2
,



 - ÒÍÛ„ÎÂÌËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl åÓÌÊ‡–ä‡Ì-
ÚÓÓ‚Ë˜‡. ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ˝ÚÓ ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È Ó·˙ÂÏ ‡·ÓÚ˚, ÍÓÚÓ‡fl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡ ‰Îfl
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl „ÛÌÚ‡ ËÎË Ï‡ÒÒ˚ Ò Ó‰ÌÓ„Ó ÏÂÒÚ‡ (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‡Á-
ÏÂ˘ÂÌÌÓ„Ó ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â) Ì‡ ‰Û„ÓÂ (ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ flÏ). ÑÎfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÍÓÌÂ˜-
Ì˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ x x xm= …( , , )1  Ë y y ym= …( , , )1  ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚‡ (X, d) ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒË„Ì‡ÚÛ˚, Ú.Â. ÚÓ˜Â˜ÌÓÂ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ P p x1 1 1= ( ( ),
…, ( ))p xm1  Ë P p x p xn2 2 1 2= …( ( ), , ( )).  ç‡ÔËÏÂ (ÒÏ. [RTG00]), ÒË„Ì‡ÚÛ˚ ÏÓ„ÛÚ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÚ¸ ÍÎ‡ÒÚÂ˚ ˆ‚ÂÚÓ‚ ËÎË ÚÂÍÒÚÛÌÓ„Ó ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËfl ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ: ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ˚ ï fl‚Îfl˛ÚÒfl ˆÂÌÚÓË‰‡ÏË ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚, ‡ p x p yj1 1 2( ),  ( )  – ‡ÁÏÂ‡ÏË ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘Ëı ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚. àÒıÓ‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Ï ˆ‚ÂÚÓ‚˚ı ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂÏ, ÒÍ‡ÊÂÏ, Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‚ 3D CIE (L*a*b*) ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.
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èÛÒÚ¸ W p x
i

i1 1= ∑ ( )  Ë W p y
i

j2 2= ∑ ( )  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÛÏÏ‡Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË P1 Ë P2

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. íÓ„‰‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ú‡ÌÒÔÓÚËÓ‚ÍË)
ÏÂÊ‰Û ÒË„Ì‡ÚÛ‡ÏË P1 Ë P2 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl

f d x y

f

ij
i j

i j

ij
i j

*

,
*

,

( , )

,

∑
∑

„‰Â m × n  Ï‡ÚËˆ‡ S fij
* *(( ))=  fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï, Ú.Â. ÏËÌËÏËÁËÛ˛˘ËÏ

f d x yij
i j

i j
,
∑ ( , ),  ÔÓÚÓÍÓÏ. èÓÚÓÍ (‚ÂÒ‡ „ÛÌÚ‡) – ˝ÚÓ m × n Ï‡ÚËˆ‡ S fij= (( )), Û‰Ó‚-

ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏ:

1) ‚ÒÂ fij ≥ 0;

2)  f W Wij
ij
∑ = min{ , };1 2

3)  f p yij
i

j∑ ≤ 2 ( )  Ë f p xij
i

i∑ ≤ 1( ).

àÚ‡Í, ‰‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÂ‰ÌÂÌËÂÏ ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d, Ì‡ ÍÓÚÓ-
ÓÂ „ÛÁ˚ ÔÂÂÏÂ˘‡˛ÚÒfl ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ.

Ç ÒÎÛ˜‡Â W W1 2 1= =  ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‰‚‡ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ 3) ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚‡ÏË. çÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËfl ÒË„Ì‡ÚÛ ‰Ó W W1 2 1= =  (˜ÚÓ ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl) ÔÓÁ-
‚ÓÎflÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ P1 Ë P2 Í‡Í ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ,
ÒÍ‡ÊÂÏ, X Ë Y. íÓ„‰‡ f d x yij

i j
i j

,
∑ ( , ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓ   �S d X Y( , ) ,[ ]  Ú.Â. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ò ÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡–å˝ÎÎÓÛÁ‡–åÓÌÊ‡–
Ç‡ÒÒÂÏ‡Ì‡. Ä ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl, ÒÍ‡ÊÂÏ, W W1 2<  ÓÌÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ. é‰Ì‡ÍÓ Á‡ÏÂÌ‡ ‚ ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ 3) ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚‡ÏË

3�)  f p yij
i

j∑ = 2 ( ) Ë f
p x W

Wij
i

∑ = 1 1 1

2

( )

‰‡ÂÚ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÛ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÂÌÓÒ‡ ÜË‡ÌÌÓÔÓÎÓÒ‡–ÇÂÎ¸ÚÍ‡ÏÔ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ÍË‚˚ı
îÓÏ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Ô‡‡ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÍË‚˚ÏË Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

é·˚˜ÌÓ Ú‡Í‡fl ÍË‚‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓÈ, Ú.Â. ÌÂ ËÏÂÂÚ Ò‡ÏÓÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ. èÛÒÚ¸
X X x t= ( ( )) Ë Y Y y t= ( ( ))  – ‰‚Â Ô‡‡ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌÌ˚Â ÍË‚˚Â, Û ÍÓÚÓ˚ı (ÌÂÔÂ˚‚-
Ì˚Â) ÙÛÌÍˆËË Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËË x(t) Ë y(t) Ì‡ [0, 1] Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ x( )0 =
= =y( )0 0  Ë x y( ) ( ) .1 1 1= =

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ÍË‚˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl ÏË-
ÌËÏÛÏ (ÍÓÚÓ˚È ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ËÏ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËflÏ x(t)
Ë y(t)) Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl d X x t Y y tE ( ( ( )),  ( ( ))). ùÚÓ – ÒÔÂˆË‡Î¸-
Ì˚È Â‚ÍÎË‰Ó‚ ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÓ·‡ÍÓ‚Ó‰‡, ÍÓÚÓÓÂ, ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, fl‚ÎflÂÚÒfl
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ÏÂÚËÍÓÈ îÂ¯Â ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÍË‚˚ı. Ç‡Ë‡ÌÚ‡ÏË ˝ÚÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÓÚ·‡Ò˚‚‡ÌËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚË Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËË ËÎË Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ ˜‡ÒÚË
ÍË‚ÓÈ, ÓÚ ÍÓÚÓÓÈ ‰Û„‡fl ÂÂ ˜‡ÒÚ¸ ÓÚÒÚÓËÚ Ì‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÏ Ú‡ÍÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË
([VeHa01]).

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓ„Ó „Ë·ÍÓ„Ó ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÒÍÂÚÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÍË‚˚ı. èÛÒÚ¸ r ≥ 1 – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë A =
= …{ , , },a am1  B b bn= …{ , , }1  – ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ Ì‡ ‰‚Ûı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÍË‚˚ı. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÒÓı‡Ìfl˛˘Â„Ó ÔÓfl‰ÓÍ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Ëfl f ÏÂÊ‰Û ‚ÒÂÏË ÚÓ˜Í‡ÏË Ä Ë ‚ÒÂÏË ÚÓ˜Í‡ÏË Ç Û˜‡ÒÚÓÍ s(ai, bj) ‰Îfl ( , ( )a f ai i =
= bj ) ‡‚ÂÌ r, ÂÒÎË f(ai–1) = bj ËÎË f(ai) = bj–1, Ë ‡‚ÂÌ 0, ËÌ‡˜Â.

éÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ„Ó „Ë·ÍÓ„Ó ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏÛ-
ÏÓÏ ÔÓ ‚ÒÂÏ Ú‡ÍËÏ  f ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ( ( , ) ( , )),s a b d a bi j i j∑ +  „‰Â d(ai, bj) – ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û

Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË Û„Î‡ÏË ai Ë bj. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó r.
ÑÎfl r = 1 ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ„Ó „Ë·ÍÓ„Ó ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ‚‡˘ÂÌËfl

ÑÎfl ÔÎÓÒÍÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ê Â„Ó ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚‡˘ÂÌËfl Tp(s) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û„ÓÎ
(ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË) ÏÂÊ‰Û Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë x-ÓÒ¸˛ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ‰ÎËÌ˚ ‰Û„Ë s.
ùÚ‡ ÙÛÌÍˆËfl ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÔË Í‡Ê‰ÓÏ ÔÓ‚ÓÓÚÂ Ì‡ÎÂ‚Ó Ë Û·˚‚‡ÂÚ ÔË ÔÓ‚ÓÓÚÂ
Ì‡Ô‡‚Ó.

ÑÎfl ‰‚Ûı ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ Ò ‡‚Ì˚ÏË ÔÂËÏÂÚ‡ÏË Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËË
‚‡˘ÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Ëı ÙÛÌÍˆËflÏË ‚‡˘ÂÌËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ‡ÁÏÂ‡
ÑÎfl ÔÎÓÒÍÓ„Ó „‡Ù‡ G V E= ( , )  Ë ËÁÏÂfl˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË f Ì‡ Â„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

‚Â¯ËÌ V (Ì‡ÔËÏÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËË ÓÚ v ∈ V  ‰Ó ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ˚ V) ÙÛÌÍˆËfl ‡ÁÏÂ‡
S x yG ( , )  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡ ÚÓ˜Í‡ı   ( , )x y ∈ �2  Í‡Í ˜ËÒÎÓ Ò‚flÁÌ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÛÊÂÌËfl
G Ì‡ ‚Â¯ËÌ˚ { : ( ) },v v∈ ≤V f l y  ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı ÚÓ˜ÍÛ v� Ò f x( ) .′ ≤v

ÑÎfl ‰‚Ûı ÔÎÓÒÍËı „‡ÙÓ‚ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ‚Â¯ËÌ, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ËÏË ‡ÒÚÛ
R ⊂ �2 , Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËË ‡ÁÏÂ‡ ì‡Á‡–ÇÂË fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ
l1-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ëı ÙÛÌÍˆËflÏË ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡‰ ‡ÒÚ‡ÏË ÔËÍÒÂÎÂÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ‡ÊÂÌËfl

ÑÎfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl Ä ÔÎÓÒÍËı ÍË‚˚ı Ë Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË  x ∈ �2  ÔÛÒÚ¸ VA
x

Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ x a,] [  a A∈ ,  ÍÓÚÓ˚Â ‚Ë‰Ì˚ ËÁ ı, Ú.Â.

x a A, / .] [ ∩ = 0  èÛÒÚ¸ pA
x  – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ { : }.x V x VA

x
A
x+ ∈ − ∈v v

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ï‡„Â‰ÓÌ‡–ÇÂÎ¸Í‡ÏÔ‡ ÏÂÊ‰Û ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË Ó·˙Â‰ËÌÂ-
ÌËflÏË Ä Ë Ç ÍË‚˚ı ÔÎÓÒÍËı fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ l1-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË pA

x  Ë pB
x ,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  

p p dx

p p dx

A
x

B
x

A
x

B
x

−

⋅

∫

∫
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2
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max
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ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  ( , )X d= �2  Ë ‰‚ÓË˜ÌÓÂ ˆËÙÓ‚ÓÂ ËÁÓ·‡ÊÂ-
ÌËÂ M ⊂  X. ê‡ÒÒÚÓflÌÌ˚Ï ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl  f XM : ,→ ≥� 0  „‰Â
f x d x uM u M( ) inf ( , )= ∈  fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ d(x, M).

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÓÎÛÚÓ-
ÌÓ‚ÓÂ ˆËÙÓ‚ÓÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÏÛ ÔËÍÒÂÎ˛ ÔËÒ‚‡Ë‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚÍ‡
(ÛÓ‚ÂÌ¸ ÔÓÎÛÚÓÌ‡), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÔËÍÒÂÎfl ÙÓÌ‡.
ê‡ÒÒÚÓflÌÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‚ ÔÓˆÂÒÒ‡ı Ó·‡·ÓÚÍË ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á˚-
‚‡˛ÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÔÓÎflÏË Ë, „Î‡‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÒÒÚÓflÌÌ˚ÏË Í‡Ú‡ÏË; Ó‰Ì‡ÍÓ
ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ ÚÂÏËÌ Ï˚ ÂÁÂ‚ËÛÂÏ ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó ÔÓÌflÚËfl ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ
Í Î˛·ÓÏÛ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÙÓÏ˚ –
‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ å – „‡ÌËˆ‡ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl. ÑÎfl X = �2 „‡Ù
{( , ( )) : }x f x x X∈  ‰Îfl d(x, M) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl å.

ëÂ‰ËÌÌ‡fl ÓÒ¸ Ë ÒÍÂÎÂÚÌ‡fl
èÛÒÚ¸ (X, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë å – ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï. ëÂ‰ËÌÌ‡fl ÓÒ¸

ï – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó MA X x X m M d x m d x M( ) { :| { : ( , ) ( , )} | },= ∈ ∈ = ≥ 2  Ú.Â. ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ï,
ËÏÂ˛˘ËÂ ‚ å ÌÂ ÏÂÌÂÂ ‰‚Ûı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl. MA(X) ÒÓÒÚÓËÚ
ËÁ ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ „‡ÌËˆ Ó·Î‡ÒÚÂÈ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl ÚÓ˜ÂÍ ËÁ å. ëÍÂÎÂÚ Skel(X) ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ ï ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˆÂÌÚÓ‚ ‚ÒÂı ¯‡Ó‚ (ÓÚÌÓÒËÚÂÎÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl d), ÍÓÚÓ˚Â
‚ÔËÒ‡Ì˚ ‚ ï Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚ÏË, Ú.Â. ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÌËÍ‡ÍÓÏÛ ‰Û„ÓÏÛ
Ú‡ÍÓÏÛ ¯‡Û. ÉÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÒÚÓ ‡ÁÂÁÓ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  – ˝ÚÓ Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ
MA X( )  ÒÂ‰ËÌÌÓÈ ÓÒË. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â MA X X MA X( ) Skel( ) ( ).⊂ ⊂  èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
ÒÂ‰ËÌÌÓÈ ÓÒË, ÒÍÂÎÂÚ‡ Ë „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÂÒÚ‡ ‡ÁÂÁÓ‚ – ˝ÚÓ ÚÓ˜Â˜ÚÌÓ-‚Á‚Â-
¯ÂÌÌ˚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË MA(X), Skel(X) Ë MA X( )  (ÒÛÊÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ˝ÚË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡) Ò d(x, M), ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Ï Í‡Í ‚ÂÒ ÚÓ˜ÍË x ∈  X.

é·˚˜ÌÓ   X n⊂ �  Ë M – „‡ÌËˆ‡ ï. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÍÓ„‰‡ å fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ „‡-
ÌËˆÂÈ, Ò‰ËÌÌ‡fl ÓÒ¸  ÏÓÊÂÚ Ò˜ËÚ‡Ú¸Òfl ÔÂ‰ÂÎÓÏ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó ÔÓ ÏÂÂ ÚÓ„Ó
Í‡Í ˜ËÒÎÓ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı ÚÓ˜ÂÍ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï. ÑÎfl 2D ·ËÌ‡Ì˚ı ËÁÓ·-
‡ÊÂÌËÈ ï ÒÍÂÎÂÚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍË‚ÓÈ ÚÓÎ˘ËÌÓÈ ‚ Ó‰ËÌ ÔËÍÒÂÎ¸ ‚ ˆËÙÓ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â.
ùÍÁÓÒÍÂÎÂÚ ÏÌÓÂÊÒÚ‚‡ ï – ÒÍÂÎÂÚ ‰ÓÔÓÎÌÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, Ú.Â. ÙÓÌ‡ ËÁÓ·‡-
ÊÂÌËfl, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÂ‰ÌËÏ ÔÎ‡ÌÓÏ.

èÓÍÛÒÚÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
é˜ÂÚ‡ÌËÂ ÙÓÏ˚ (ÍÓÌÙË„Û‡ˆËfl ÚÓ˜ÂÍ ‚ �

2), ÍÓÚÓÓÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í
‚˚‡ÊÂÌËÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÙÓÏ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÂÌÓÒ‡, ‚‡˘ÂÌËfl Ë
Ï‡Ò¯Ú‡·‡, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÓËÂÌÚËÓ‚, Ú.Â. ÒÔÂˆËÙË-
˜ÂÒÍËı ÚÓ˜ÂÍ Ì‡ ÙÓÏÂ, ‚˚·‡ÌÌ˚ı ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ Ô‡‚ËÎÛ. ä‡Ê‰˚È ÓËÂÌÚË
‡ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ˝ÎÂÏÂÌÚ ( , )′ ′′ ∈a a �2  ËÎË ˝ÎÂÏÂÌÚ ′ + ′′ ∈a a i �.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚Â ÙÓÏ˚ ı Ë Û, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â Ëı ÓËÂÌÚËÌ˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡-
ÏË (x1,…,xn) Ë (y1,…,yn)  ËÁ �n. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ı Ë Û ÍÓÂÍÚËÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ÔÂÂ-
ÌÓÒ‡ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ x yt

t
t

t
∑ ∑= = 0. íÓ„‰‡ Ëı ÔÓÍÛÒÚÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-

Òfl Í‡Í

t

n

t tx y
=
∑ −

1

2| | ,
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„‰Â ‰‚Â ÙÓÏ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl, ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ (ÔÓ ÍËÚÂË˛ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Ëı Í‚‡‰‡ÚÓ‚) ‡ÒÔÓ-
ÎÓÊÂÌÌ˚ÏË ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ÎËÌËË ‰Îfl ÍÓÂÍÚËÓ‚ÍË Ï‡Ò¯Ú‡·‡ Ë Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó˜Â-
Ú‡ÌËfl äÂÌ‰‡ÎÎ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

arccos ,

x y y x

x x y y

t t
t

t t
t

t t
t

t t
t

∑ ∑

∑ ∑









































„‰Â α = ′ − ′′a a i  fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌ˚Ï ˜ËÒÎ‡ α = ′ − ′′a a i.

ä‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÑÎfl Î˛·Ó„Ó x ∈  �n Ë ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ t(x, α), „‰Â α  ∈  �k – ‚ÂÍÚÓ k Ô‡-

‡ÏÂÚÓ‚ (Ì‡ÔËÏÂ, ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl Ë Û„ÓÎ ‚‡˘ÂÌËfl), ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
M t xx

k n= ∈ ⊂{ ( , ) : }σ α � �  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ k.
ùÚÓ ÍË‚‡fl, ÂÒÎË k = 1. åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËflÏË
Mx Ë My fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÂÁÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ t(x, α). é‰Ì‡ÍÓ ‡ÒÒ˜ËÚ‡Ú¸ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ó˜ÂÌ¸
ÚÛ‰ÌÓ; ÔÓ˝ÚÓÏÛ Mx ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛Ú Í‡Í Â„Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚

ÚÓ˜ÍÂ ı: { : } ,x x
i

k

k
i k n+ ∈ ⊂

=
∑

1

α α � �  „‰Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘ËÂ Â„Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÍÚÓ˚

xi, 1 ≤ ≤i k,  fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË t(x, α) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ α . é‰ÌÓÒÚÓÓÌ-
ÌÂÂ (ËÎË ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ) Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ı Ë Û ËÁ �n

ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ d, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

min .
α

αx x yk
i

k
i+ −

=
∑

1

2

ä‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ  ëËÏ‡‡–ãÂ ä‡Ì‡–ÑÂÌÍÂ‡  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl  Í‡Í
min{ ( , ),  ( , )}.d x y d y x

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï ‚
ÚÓ˜ÍÂ ı ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl (ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û) Í‡Í Î˛·‡fl ÔÂ‰ÂÎ¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ Â„Ó ‡Ò-
ÚflÊÂÌËÈ Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ‡ÒÚflÊÂÌËfl, ÒÚÂÏfl˘ËÏÒfl Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ‡fl ·Â-
ÂÚÒfl ‚ ÚÓ˜Â˜ÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËË ÉÓÏÓ‚‡–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÉÓÏÓ‚‡–ï‡ÛÒ-
‰ÓÙ‡, „Î. 1).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔËÍÒÂÎfl
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ˆËÙÓ‚˚ı Ó·‡Á‡, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Í‡Í ·ËÌ‡Ì˚Â m × n Ï‡ÚËˆ˚

x = ((xij)) Ë y = ((yij)), „‰Â ÔËÍÒÂÎ¸ xij fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÌ˚Ï ËÎË ·ÂÎ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌ ‡‚ÂÌ 1 ËÎË
0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÔËÍÒÂÎfl xij ÓÍ‡ÈÏÎÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÔËÍÒÂÎfl ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ„Ó ˆ‚ÂÚ‡ DBW(xij) ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ ÓÍ‡ÈÏÎÂÌËÈ
(„‰Â Í‡Ê‰ÓÂ ÓÍ‡ÈÏÎÂÌËÂ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÔËÍÒÂÎÂÈ, ‡‚ÌÓÛ‰‡ÎÂÌÌ˚ı (i, j)), ÔÓÚflÌÛ‚-
¯ËıÒfl ÓÚ (i, j) ‰Ó ‚ÒÚÂ˜Ë Ò ÔÂ‚˚Ï ÓÍ‡ÈÏÎÂÌËÂÏ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÏ ÔËÍÒÂÎ¸ ÔÓÚË‚Ó-
ÔÓÎÓÊÌÓ„Ó ˆ‚ÂÚ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔËÍÒÂÎÂÈ (‚‚Â‰ÂÌÌÓÂ ì‡ÈÚÓÏ Ë ‰., 1994) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

1 1≤ ≤ ≤ ≤
∑ ∑ − +( )

i m i n
ij ij BW ij BW ijx y D x D y| | ( ) ( ) .
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ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ Í‡˜ÂÒÚ‚‡

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ·ËÌ‡Ì˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Í‡Í ÌÂÔÛÒÚ˚Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d). ÑÎfl ÌËı Í‚‡ÁË-
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ Í‡˜ÂÒÚ‚‡ è‡ÚÚ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

max{| |, | |}
( , )

,A B
d x Ax B∈

−

∑ +











1

1 2

1

α

„‰Â α – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl (Ó·˚˜ÌÓ 
1

9
)  Ë d x A d x y

y A
( , ) min ( , )=

∈
 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
èËÏÂ‡ÏË ÔÓ‰Ó·Ì˚ı Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÈ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂÈ ÔÓ„Â¯-

ÌÓÒÚË èÂÎË-å‡Î‡ı‡ 
1

| |
( , )

B
d x A

x B∈
∑  Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂÍ‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ„Â¯-

ÌÓÒÚË 
1 2

| |
( , ) .

B
d x A

x B∈
∑

ëÂ‰ÌÂÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ -„Ó ÔÓfl‰Í‡

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ·ËÌ‡Ì˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Í‡Í ÌÂÔÛÒÚ˚Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ÒÍ‡ÊÂÏ, ‡ÒÚ‡ ÔËÍ-
ÒÂÎÂÈ) (X, d). àı ÒÂ‰ÌÂÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ -„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÂÒÚ¸ ([Badd92]) ÌÓ-
Ï‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ Lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1
1

| |
| ( , ) ( , ) | ,

X
d x A d x B

x X

p
p

∈
∑ −











„‰Â d x A d x y
y A

( , ) min ( , )=
∈

 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ. é·˚˜Ì‡fl ı‡ÛÒ-

‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÒÂ‰ÌÂÏÛ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Û ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ∞-„Ó
ÔÓfl‰Í‡.

Σ-ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÂÌÍ‡Ú‡ÒÛ·‡ÏËÌË‡Ì‡ d A B d B Ad dHaus Haus( , ) ( , )+  ‡‚ÌÓ

x A B

d x A d x B
∈ ∪
∑ −| ( , ) ( , ) |, Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ L1-‡ÒÒÚÓflÌËfl ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡.

ÑÛ„ËÏ ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl 1-„Ó ÔÓfl‰Í‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂ‰-
Ìflfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ãËÌ‰ÒÚfiÏ‡-íÛÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ËÁÓ·‡ÊÂÌËflÏË,
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ÏË Í‡Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ä Ë Ç. éÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

Area( ) Area( )
( , ) ( , ) ,

A B
d x B dS d x A dS

x A x B
+

+










∈ ∈
∫ ∫

„‰Â Area( )A  – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ä. ÖÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl Í‡Í ÍÓ-
ÌÂ˜Ì˚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä  Ë Ç, ÚÓ Ëı ÒÂ‰Ìflfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

| | | |
( , ) ( , ) .

A B
d x B d x A

x A x B
+

+










∈ ∈
∑ ∑
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åÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ·ËÌ‡Ì˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Í‡Í ÌÂÔÛÒÚ˚Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä  Ë Ç ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d). àı ÏÓ‰ËÙËˆË-
Ó‚‡ÌÌÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ Ñ˛·˛ÒÒÓÌÛ–ÑÊÂÈÌÛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ï‡Í-
ÒËÏÛÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, ÛÒÂ‰ÌÂÌÌ˚ı ÔÓ Ä Ë Ç:

max
| |

( , ),  
| |

( , ) .
1 1

A
d x B

B
d x A

x A x B∈ ∈
∑ ∑













ó‡ÒÚË˜ÌÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ·ËÌ‡Ì˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Í‡Í ÌÂÔÛÒÚ˚Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä, Ç ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d), Ë ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡ k, l,
Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ 1 ≤ ≤k A| |,  1 ≤ ≤l B| | .  àı ˜‡ÒÚË˜ÌÓÂ (k, l)-ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÔÓ ï‡ÚÚÂÌÎÓÍÂÛ–êÛÍÎË‰ÊÛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

max ( , ),  ( , ) ,k d x B l d x Ak A
th

x B
th

∈ ∈{ }
„‰Â k d x Bk A

th
∈ ( , )  ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ k-Â (‚ÏÂÒÚÓ, Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Ó„Ó A-„Ó, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ÔÂ‚˚Ï)

ÒÂ‰Ë | A | ‡ÒÒÚÓflÌËÈ d(x, B), ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ‚ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÏ ÔÓfl‰ÍÂ. ëÎÛ˜‡È

k
A

l
B= 





= 





| |
,  

2 2
 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÂ‰ÌÂÏÛ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Û Í‚‡-

ÁË‡ÒÒÚÓflÌË˛.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÛÚ˚ÎÓ˜ÌÓ„Ó „ÓÎ˚¯Í‡

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ·ËÌ‡Ì˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Í‡Í ÌÂÔÛÒÚ˚Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä, Ç Ò | | | |A B m= =  ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d).
àı ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÛÚ˚ÎÓ˜ÌÓ„Ó „ÓÎ˚¯Í‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

min max ( , ( )),
f x A

d x f x
∈

„‰Â f – Î˛·ÓÂ ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ä Ë Ç.
Ç‡Ë‡ÌÚ‡ÏË ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl:
1) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÒ‡: min ( , ( ));

f
x A

d x f x
∈
∑

2) ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ: max ( , ( )) min ( , ( )) ;
x A x A

d x f x d x f x
∈ ∈

−{ }
3) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl:

min max ( , ( ))
| |

( , ( )) .
f x A

x A

d x f x
A

d x f x
∈

∈

−











∑1

ÑÎfl ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ t, 1 ≤ ≤t A| |,  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ t-·ÛÚ˚ÎÓ˜ÌÓ„Ó „ÓÎ˚¯Í‡ ÏÂÊ‰Û Ä Ë
Ç ([InVe00]) ‡‚ÌÓ ‚˚¯ÂÛÔÓÏflÌÛÚÓÏÛ ÏËÌËÏÛÏÛ, ÂÒÎË f – Î˛·ÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ËÁ Ä
‚ Ç, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ | { : ( ) } | .x A f x e t∈ = ≤  ëÎÛ˜‡Ë t = 1 Ë t = | A | ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ·ÛÚ˚ÎÓ˜ÌÓ„Ó „ÓÎ˚¯Í‡ Ë ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Û ‡ÒÒÚÓfl-
ÌË˛ d A B d x yd

x A y B
Haus( , ) max min ( , ).=

∈ ∈
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ï‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó G
ÑÎfl „ÛÔÔ˚ (G, ⋅, id), ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �n, ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó

‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó G ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç
(ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÂ ÔË Ó·‡·ÓÚÍÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ) ÂÒÚ¸ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ G-ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, Ú.Â. ÏËÌËÏÛÏ d A g BHaus( , ( ))  ÔÓ ‚ÒÂÏ g ∈  G. é·˚˜ÌÓ G – ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÓÏÂÚËÈ ËÎË ‚ÒÂı ÔÂÂÌÓÒÓ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n.

ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó Ó‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � n Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ

åAT(A) Â„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÒÂ‰ËÌÌÓÈ ÓÒË ÔÓ ÅÎ˛ÏÛ, Ú.Â. ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó X =
= × ≥� �n

0 ,  ‚ÒÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl Ô‡‡ÏË x x rx= ′( , ) ˆÂÌÚÓ‚ x� Ë
‡‰ËÛÒÓ‚ rx Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚ı ‚ÔËÒ‡ÌÌ˚ı ‚ A  ¯‡Ó‚ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏÛ
‡ÒÒÚÓflÌË˛ dE ‚ �n (ÒÏ. CÂ‰ËÌÌ‡fl ÓÒ¸ Ë ÒÍÂÎÂÚ).

ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ([ChSe00]) – ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡
ÌÂÔÛÒÚ˚ı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı åAT(A) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d),
„‰Â „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰Îfl Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x x rx= ′( , )

Ë y y ry= ′( , ) Í‡Í

max{ , ( , ) ( )}.0 d x y r rE y x′ ′ − −

çÂÎËÌÂÈÌ‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ‰‚Ûı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä Ë Ç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) Ëı

ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ á‡ÚÏ‡Ë–
êÂÍÂ˜ÍË–êÓÒÍ‡) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d A B A BHaus

*( , ( ) ),∩ ∪  „‰Â

( )*A B∪  ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A B∩ , Ó·‡ÁÛ˛˘ÂÂ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸
Ò A B∩  Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË ÏÓ„ÛÚ ËÁÏÂflÚ¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÚÂÈ,
ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı A B∪ .

åÂÚËÍË Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ‚Ë‰ÂÓËÁÓ·‡ÊÂÌËfl
Ñ‡ÌÌ˚Â ÏÂÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ÏÂÊ‰Û ‚ıÓ‰ÌÓÈ Ë ÔÓÚÓÚËÔÌÓÈ  ÔÓÒÎÂ-

‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ˆ‚ÂÚÌ˚ı  ‚Ë‰ÂÓÍ‡‰Ó‚, ÍÓÚÓ˚Â Ó·˚˜ÌÓ ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌ˚ ‰Îfl ÓÔÚË-
ÏËÁ‡ˆËË ‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl, ÒÊ‡ÚËfl Ë ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl. ä‡Ê‰‡fl ËÁ ÌËı ÓÒÌÓ-
‚‡Ì‡ Ì‡ ÌÂÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ‚ÓÒÔËflÚËfl ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó ÁÂÌËfl, ÔÓÒÚÂÈ¯ËÏË ËÁ
ÍÓÚÓ˚ı fl‚Îfl˛ÚÒfl RMSE (ÒÂ‰ÌÂÍ‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl Ó¯Ë·Í‡) Ë PSNR (ÔËÍÓ‚ÓÂ ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËÂ ÒË„Ì‡Î-¯ÛÏ) ÏÂ˚ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚÂÈ. ëÂ‰Ë ÔÓ˜Ëı ÏÓÊÌÓ Ì‡Á‚‡Ú¸ ÔÓÓ„Ó-
‚˚Â ÏÂÚËÍË, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓ˚ı ÓˆÂÌË‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ‚˚‰ÂÎÂÌËfl ‚Ë‰ÂÓ
‡ÚÂÙ‡ÍÚÓ‚ (Ú.Â. ‚ËÁÛ‡Î¸Ì˚ı ËÒÍ‡ÊÂÌËÈ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl, Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡˛˘ËıÒfl Ì‡
‚Ë‰ÂÓÒË„Ì‡Î ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ˆËÙÓ‚Ó„Ó ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl). Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂÓ‚ ÏÓÊÌÓ ÔË-
‚ÂÒÚË ÏÂÚËÍÛ JND (Â‰‚‡ ÛÎÓ‚ËÏ˚Â ‡ÁÎË˜Ëfl) ë‡ÌÓÙÙ‡, PDM ÏÂÚËÍÛ (ÏÂÚËÍ‡
ËÒÍ‡ÊÂÌËfl ‚ÓÒÔËflÚËfl ÇËÌÍÎÂ‡) Ë ÏÂÚËÍÛ DVQ (Í‡˜ÂÒÚ‚Ó ˆËÙÓ‚Ó„Ó ËÁÓ·-
‡ÊÂÌËfl). DVQ – lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ÔËÁÌ‡ÍÓ‚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı ‰‚Â
‚Ë‰ÂÓÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË. çÂÍÓÚÓ˚Â ÏÂÚËÍË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl
ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ‡ÚÂÙ‡ÍÚÓ‚ ‚Ë‰ÂÓÒË„Ì‡Î‡: ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ·ÎÓÍÓ‚˚ı ÒÚÛÍÚÛ, ‡ÁÏ˚ÚÓÒÚË
ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ, ÒË„Ì‡ÎÓ‚ ÔÓÏÂı (ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚ¸ ÓËÂÌÚ‡ˆËË ÍÓÏÍË), ËÒÍ‡ÊÂÌËÂ
ÚÂÍÒÚÛ˚ Ë Ú.Ô.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ÂÏÂÌÌ˚Á fl‰Ó‚ ‚Ë‰ÂÓ
ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ÂÏÂÌÌ˚ı fl‰Ó‚ ‚Ë‰ÂÓ – Ó·˙ÂÍÚË‚Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ı, ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-

‚ÂÏÂÌÌ˚Â ÏÂÚËÍË Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ‚Ë‰ÂÓ,  ·‡ÁËÛ˛˘ËÂÒfl Ì‡ ‚ÂÈ‚ÎÂÚ‡ı. Ç ıÓ‰Â Ó·‡·ÓÚ-
ÍË ‚Ë‰ÂÓÔÓÚÓÍ ı ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl ‚Ó ‚ÂÏÂÌÌÓÈ fl‰ x(t) ‚ ‚Ë‰Â ÍË‚ÓÈ Ì‡ ÍÓÓ‰Ë-
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Ì‡ÚÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÍÓÚÓ˚È Á‡ÚÂÏ (ÍÛÒÓ˜ÌÓ-ÎËÌÂÈÌÓ) ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÓÚÂÁÍÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ n + 1 ÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ( , ),x xi i′  0 ≤ ≤i n  Ì‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. Ç ‡·ÓÚÂ [WoPi99]
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÎ‡) ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‚Ë‰ÂÓÔÓÚÓÍ‡-
ÏË ı Ë Û:

1) Ó˜ÂÚ‡ÌËÂ ( , ) ( ) ( ) ;x y x x y y
i

n

i i i i= ′ − ′ − ′ − ′
=

−

+ +∑
0

1

1 1

2) ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ( , ) .x y
x x y y

i

n
i i i i= ′ + ′ − ′ + ′

=

−
+ +∑

0

1
1 1

2 2

21.2. êÄëëíéüçàü  Ç  ÄçÄãàáÖ  áÇìäéÇ

é·‡·ÓÚÍ‡ Á‚ÛÍÓ‚˚ı (Â˜¸, ÏÛÁ˚Í‡ Ë Ú.Ô.) ÒË„Ì‡ÎÓ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·‡·ÓÚÍÓÈ ‡Ì‡-
ÎÓ„Ó‚˚ı (ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı) ËÎË, „Î‡‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ˆËÙÓ‚˚ı (‰ËÒÍÂÚÌ˚ı) ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌËÈ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‰‡‚ÎÂÌËfl ‚ÓÁ‰Ûı‡ ÓÚ Á‚ÛÍÓ‚˚ı ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ. á‚ÛÍÓ‚‡fl
ÒÔÂÍÚÓ„‡ÏÏ‡ (ËÎË ÒÓÌÓ„‡ÏÏ‡) fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ËÁÛ‡Î¸Ì˚Ï ÚÂıÏÂÌ˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌËÂÏ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒË„Ì‡Î‡. éÌÓ ÙÓÏËÛÂÚÒfl ÎË·Ó ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓıÓÊ‰ÂÌËfl
˜ÂÂÁ ÒÂË˛ ÔÓÎÓÒÓ‚˚ı ÙËÎ¸ÚÓ‚ (‡Ì‡ÎÓ„Ó‚‡fl Ó·‡·ÓÚÍ‡), ÎË·Ó ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÔË-
ÏÂÌÂÌËfl ·˚ÒÚÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl îÛ¸Â Í ˝ÎÂÍÚÓÌÌÓÏÛ ‡Ì‡ÎÓ„Û ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ
‚ÓÎÌ˚. íË ÓÒË ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‚ÂÏfl, ˜‡ÒÚÓÚÛ Ë ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ (‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÛ˛
˝ÌÂ„Ë˛). á‡˜‡ÒÚÛ˛ ˝Ú‡ ÚÂıÏÂÌ‡fl ÍË‚‡fl ÒÓÍ‡˘‡ÂÚÒfl ‰Ó ‰‚Ûı ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ·ÓÎÂÂ ÊËÌ˚ÏË ÎËÌËflÏË ËÎË ·ÓÎÂÂ
ÔÓ‰˜ÂÍÌÛÚ˚Ï ÒÂ˚Ï ËÎË ‚‚Â‰ÂÌËÂÏ ˆ‚ÂÚÓ‚˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ.

á‚ÛÍ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÌÓÏ, ÂÒÎË ÓÌ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÈ (Ò‡Ï‡fl ÌËÁÍ‡fl ˜‡ÒÚÓÚ‡ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ
„‡ÏÓÌËÍË ÔÎ˛Ò ÂÈ Í‡ÚÌ˚Â, „‡ÏÓÌËÍË ËÎË Ó·ÂÚÓÌ˚), Ë ¯ÛÏÓÏ, ËÌ‡˜Â. ó‡ÒÚÓÚ‡
ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ ˆËÍÎ‡ı ‚ ÒÂÍÛÌ‰Û (ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÎÌ˚ı ˆËÍÎÓ‚ ‚ ÒÂÍÛÌ‰Û) ËÎË ‚ „Âˆ‡ı.
ÑË‡Ô‡ÁÓÌ ÒÎ˚¯ËÏ˚ı ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍËÏ ÛıÓÏ Á‚ÛÍÓ‚˚ı ˜‡ÒÚÓÚ Ó·˚˜ÌÓ ÎÂÊËÚ ‚
ÔÂ‰ÂÎ‡ı 20 Éˆ–20 ÍÉˆ.

åÓ˘ÌÓÒÚ¸ ÒË„Ì‡Î‡ P(f) – ˝ÌÂ„Ëfl Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË; ÓÌ‡ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡
Í‚‡‰‡ÚÛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÒË„Ì‡Î‡ A(f). ÑÂˆË·ÂÎ (‰Å) – Â‰ËÌËˆ‡ ËÁÏÂÂÌËfl, ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛-
˘‡fl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚ÂÎË˜ËÌ ‰‚Ûı ÒË„Ì‡ÎÓ‚. é‰Ì‡ ‰ÂÒflÚ‡fl ˜‡ÒÚ¸ 1 ‰Å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÂÎÓÏ
(ÔÂ‚Ë˜Ì‡fl ÛÒÚ‡Â‚¯‡fl Â‰ËÌËˆ‡). ÄÏÔÎËÚÛ‰‡ Á‚ÛÍÓ‚Ó„Ó ÒË„Ì‡Î‡ ‚ ‰Å ‡‚Ì‡

20 1010 10log
( )

( )
log

( )

( )
,

A f

A f

P f

P f′
=

′
 „‰Â f� – ÓÔÓÌ˚È ÒË„Ì‡Î, ‚˚·‡ÌÌ˚È Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ 0 ‰Å

(Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ ÔÂ‰ÂÎ ‚ÓÒÔËflÚËfl ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÎÛı‡). èÓÓ„ÓÏ ·ÓÎÂ‚Ó„Ó Ó˘Û˘Â-
ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÎ‡ Á‚ÛÍ‡ ‚ 120–140 ‰Å.

Ç˚ÒÓÚ‡ ÚÓÌ‡ Ë „ÓÏÍÓÒÚ  ̧fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÛ·˙ÂÍÚË‚Ì˚ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ‚ÓÒÔËflÚËfl
˜‡ÒÚÓÚ˚ Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÒË„Ì‡Î‡.

åÂÎ-¯Í‡Î‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÂˆÂÔˆËÓÌÌÛ˛ ¯Í‡ÎÛ ˜‡ÒÚÓÚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò
‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÈ Ì‡ ÒÎÛı ‚˚ÒÓÚÓÈ ÚÓÌ‡ Ë ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ‚ÌÂÒËÒÚÂÏÌÓÈ Â‰ËÌËˆÂ
‚˚ÒÓÚ˚ Á‚ÛÍ‡ ÏÂÎ Í‡Í Â‰ËÌËˆÂ ‚ÓÒÔËflÚËfl ˜‡ÒÚÓÚ˚ (‚˚ÒÓÚ˚ ÚÓÌ‡). éÌ‡ ÒÓÓÚÌÓ-

ÒËÚÒfl ÒÓ ¯Í‡ÎÓÈ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı ˜‡ÒÚÓÚ f (‚ Éˆ) Í‡Í Mel( ) lnf
f= +



1127 1

700
 ËÎË

ÔÓÒÚÓ Í‡Í Mel( ) log ,f
f= +



1000 2 1

700
 Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, 1000 Éˆ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ

1000 ÏÂÎ.
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òÍ‡Î‡ Å‡Í‡ (Ì‡Á‚‡ÌÌ‡fl Ú‡Í ‚ ˜ÂÒÚ¸ Å‡Í„‡ÛÁÂÌ‡) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÒËıÓ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ
¯Í‡ÎÓÈ ‚ÓÒÔËflÚËfl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË („ÓÏÍÓÒÚË) Á‚ÛÍ‡: ÂÂ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÚ 1
‰Ó 24, Óı‚‡Ú˚‚‡fl ÔÂ‚˚Â 24 ÍËÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÎÓÒ˚ ÒÎ˚¯ËÏ˚ı ˜‡ÒÚÓÚ (0, 100, 200, …,
1270, 1480, 1720, …, 950, 12000, 15500Éˆ). ùÚË ÔÓÎÓÒ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·Î‡ÒÚflÏ ·‡ÁËÎflÌÓÈ ÏÂÏ·‡Ì˚ (‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó Ûı‡), „‰Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ‚˚Á˚-
‚‡ÂÏ˚Â Á‚ÛÍ‡ÏË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ˜‡ÒÚÓÚ, ‡ÍÚË‚ËÁËÛ˛Ú ‚ÓÎÓÒÍÓ‚˚Â ÒÂÌÒÓÌ˚Â ÍÎÂÚ-
ÍË Ë ÌÂÈÓÌ˚. òÍ‡Î‡ Å‡Í‡ ÒÓÓÚÌÓÒËÚÒfl ÒÓ ¯Í‡ÎÓÈ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı ˜‡ÒÚÓÚ f (‚ ÍÉˆ)

Í‡Í Bark( ) arctg( , ) , arctg
,

.f f
f= + 





13 0 76 3 5
0 75

2

éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl ˜ÂÎÓ‚ÂÍÓÏ Ò‚ÓËÏ „ÓÎÓÒÓÏ (Â˜¸, ÔÂÌËÂ, ÒÏÂı)
fl‚ÎflÂÚÒfl Â„ÛÎËÓ‚‡ÌËÂ ÙÓÏ˚ Â˜Â‚Ó„Ó Ú‡ÍÚ‡ („ÓÎÓ Ë ÓÚ). Ñ‡ÌÌÛ˛ ÙÓÏÛ,
Ú.Â. ÔÓÙËÎ¸ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl ÚÛ·ÍË ÓÚ ÒÍÎ‡‰ÍË ‚ „ÓÎÓÒÓ‚ÓÈ ˘ÂÎË (ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÏÂÊ‰Û „ÓÎÓÒÓ‚˚ÏË Ò‚flÁÍ‡ÏË) ‰Ó ‡ÔÂÚÛ˚ („Û·˚), ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
Í‡Í ÙÛÌÍˆË˛ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÔÓÔÂÂ˜ÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl Area(x), „‰Â ı – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó „ÓÎÓ-
ÒÓ‚ÓÈ ˘ÂÎË. êÂ˜Â‚ÓÈ Ú‡ÍÚ ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ó‰‡ ÂÁÓÌ‡ÚÓÓÏ ÔË ÔÓËÁÌÂÒÂÌËË
„Î‡ÒÌ˚ı Á‚ÛÍÓ‚, Ú‡Í Í‡Í Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÚÍ˚ÚÓÏ ÒÓÒÚÓflÌËË. ùÚË
ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÛÒËÎË‚‡˛Ú ËÒıÓ‰Ì˚È Á‚ÛÍ (ÓÚ ‚˚ıÓ‰fl˘Â„Ó ËÁ ÎÂ„ÍËı
ÔÓÚÓÍ‡ ‚ÓÁ‰Ûı‡) Ì‡ ÓÒÓ·˚ı ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ı ˜‡ÒÚÓÚ‡ı (ÙÓÏ‡ÌÚ‡ı) Â˜Â‚Ó„Ó Ú‡ÍÚ‡ Ò
ÔËÍÓ‚˚ÏË ‚˚·ÓÒ‡ÏË ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ Á‚ÛÍÓ‚˚ı ˜‡ÒÚÓÚ. ä‡Ê‰˚È „Î‡ÒÌ˚È Á‚ÛÍ ËÏÂÂÚ
‰‚Â ı‡‡ÍÚÂÌ˚Â ÙÓÏ‡ÌÚ˚ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ„Ó Ë „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó
ÔÓÎÓÊÂÌËfl flÁ˚Í‡. îÛÌÍˆËfl ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó Á‚ÛÍ‡ ÏÓ‰ÛÎËÛÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÌÓ-
˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË ‰Îfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ÔÎÓ˘‡‰Ë. ÖÒÎË Ï˚ ‡ÔÔÓÍÒË-
ÏËÛÂÏ Â˜Â‚ÓÈ Ú‡ÍÚ Í‡Í ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÚÛ·ÓÍ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
ÔÎÓ˘‡‰¸˛ ÒÂ˜ÂÌËfl, ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ ‡‚Ì˚ ˜‡ÒÚÌ˚Ï
Area( )

Area( )

x

x
i

i

+1  ‰Îfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÚÛ·ÓÍ; ‡Ò˜ÂÚ Ú‡ÍËı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÏÓÊÌÓ ÓÒÛ-

˘ÂÒÚ‚ËÚ¸ ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÂÏ (ÒÏ. ÌËÊÂ).
ëÔÂÍÚ Á‚ÛÍ‡ – ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË (‰Å) (‡ ËÌÓ„‰‡ Ë Ù‡Á ‚ ˜‡ÒÚÓÚ‡ı

(ÍÉˆ)) ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓ‚ ‚ÓÎÌ˚. é„Ë·‡˛˘‡fl ÒÔÂÍÚ‡ – „Î‡‰Í‡fl ÍË‚‡fl, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘‡fl
ÔËÍË ÒÔÂÍÚ‡. éˆÂÌÍ‡ Ó„Ë·‡˛˘Ëı ÒÔÂÍÚ‡ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl Ò
ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÂÏ (LPC) ËÎË ·˚ÒÚÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl îÛ¸Â (FFT) Ò
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÍÂÔÒÚ‡, Ú.Â. ÎÓ„‡ËÙÏ‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÌÓ„Ó ÒÔÂÍÚ‡
Á‚ÛÍ‡.

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ îÛ¸Â (FT) ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ Ì‡
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ˜‡ÒÚÓÚÌ˚ı ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚. äÂÔÒÚ ÒË„Ì‡Î‡ f(t) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ
FT FT f t mi(ln( ( ( ) ))),+ 2π  „‰Â m – ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ‡Á‚ÂÚ˚‚‡ÌËfl Û„Î‡
ËÎË ÏÌËÏÓÈ ˜‡ÒÚË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË. äÓÏÔÎÂÍÒÌ˚È Ë ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚È ÍÂÔÒÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ Ë ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÛ˛
ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚È ÍÂÔÒÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÎË˜ËÌÛ
ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÒË„Ì‡Î‡ f(t), ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚È ÍÂÔÒÚ – Ú‡ÍÊÂ Ù‡ÁÓ‚˚Â Ô‡‡-
ÏÂÚ˚ f(t). ÄÎ„ÓËÚÏ ·˚ÒÚÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl îÛ¸Â (FFT) ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÎË-
ÌÂÈÌÓÏ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ. ë ÔÓÏÓ˘¸˛ FFT ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ
îÛ¸Â Ì‡ ÒË„Ì‡ÎÂ Ë ‰ÂÎ‡ÂÚÒfl ‚˚·ÓÍ‡ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ËÒÍÓÏ˚Ï
˜‡ÒÚÓÚ‡Ï Ó·˚˜ÌÓ ÔÓ ¯Í‡ÎÂ ÏÂÎ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ Ô‡‡ÏÂÚ‡ı, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ı ‰Îfl ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl Ë Ó·‡-
·ÓÚÍË Â˜Â‚˚ı ‰‡ÌÌ˚ı, Ó·˚˜ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ‡Î„ÓËÚÏÓÏ LPC (ÔÓˆÂÒÒ‡ ÍÓ‰ËÓ-
‚‡ÌËfl Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌËÂÏ), ÍÓÚÓ˚È ÏÓ‰ÂÎËÛÂÚ Â˜Â‚ÓÈ ÒÔÂÍÚ Í‡Í ÎËÌÂÈ-
ÌÛ˛ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆË˛ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ‚˚·ÓÓÍ (ÔÓ‰Ó·ÌÓ ‡‚ÚÓÂ„ÂÒÒËÓÌÌÓÏÛ ÔÓˆÂÒÒÛ).
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ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ‡Î„ÓËÚÏ LPC Ó·‡·‡Ú˚‚‡ÂÚ Í‡Ê‰ÓÂ ÒÎÓ‚Ó Â˜Â‚Ó„Ó ÒË„Ì‡Î‡,
ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚Îflfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ¯ÂÒÚ¸ ÓÔÂ‡ˆËÈ: ÙËÎ¸ÚÓ‚‡ÌËÂ, ÌÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËË
˝ÌÂ„ËË, ‡Á·ËÂÌËÂ Ì‡ Í‡‰˚, Í‡‰ËÓ‚‡ÌËÂ (‰Îfl ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ Ì‡
„‡ÌËˆ‡ı Í‡‰Ó‚), ÔÓÎÛ˜ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ LPC Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ‡‚ÚÓÍÓÂ-
ÎflˆËË Ë ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Í ÍÂÔÒÚ‡Î¸Ì˚Ï  ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Ï ‡Î„ÓËÚ-
ÏÓÏ LPC. LPC ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ Â˜Â‚ÓÈ ÒË„Ì‡Î ÙÓÏËÛÂÚÒfl ËÁ ÔÂ˚‚ËÒÚÓ„Ó
Á‚ÛÍ‡ (ÁÛÏÏÂ‡), ËÁ‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó „ÓÎÓÒÓ‚ÓÈ ˘ÂÎ¸˛, Ò ˝ÔËÁÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏ ‰Ó·‡‚ÎÂÌËÂÏ
¯ËÔfl˘Ëı, Ò‚ËÒÚfl˘Ëı Ë ‚Á˚‚Ì˚ı Á‚ÛÍÓ‚, ÔË ˝ÚÓÏ ÙÓÏ‡ÌÚ˚ Û‰‡Îfl˛ÚÒfl ‚
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÙËÎ¸ÚÓ‚‡ÌËfl.

ÅÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ÏÂ ËÒÍ‡ÊÂÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÒÓÌÓ„‡ÏÏ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÁÌÓ‚Ë‰ÌÓÒÚflÏË
Í‚‡‰‡Ú‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ÍÓ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ-‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó, Ú.Â. ‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl å‡ı‡ÎÓÌÓ·ËÒ‡) Ë ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·˘ËÏ ÚËÔ‡Ï: ÏÂÚËÍÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÔÓÎÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËË, f-‡ÒıÓÊ‰ÂÌË˛ óËÁ‡‡ Ë ‡Ò-
ÒÚÓflÌË˛ óÂÌÓ‚‡.

èË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÌËÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl Ó·‡·ÓÚÍË Á‚ÛÍÓ‚ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û
‚ÂÍÚÓ‡ÏË ı Ë Û, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË ‰‚‡ ÒË„Ì‡Î‡ Ò‡‚ÌË‚‡ÂÏ˚ı. ÑÎfl ˆÂÎÂÈ ‡ÒÔÓÁÌ‡-
‚‡ÌËfl ÓÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝Ú‡ÎÓÌÌ˚Ï Ë ‚ıÓ‰Ì˚Ï ÒË„Ì‡Î‡ÏË, ‡ ‰Îfl ¯ÛÏÓÔÓ‰‡‚ÎÂÌËfl – ËÒ-
ıÓ‰Ì˚Ï (ÓÔÓÌ˚Ï) Ë ËÒÍ‡ÊÂÌÌ˚Ï ÒË„Ì‡Î‡ÏË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [OASM03]). á‡˜‡ÒÚÛ˛
‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒfl ‰Îfl ÌÂ·ÓÎ¸¯Ëı ÓÚÂÁÍÓ‚ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
Îfl˛˘ËÏË Í‡ÚÍÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Â ÒÔÂÍÚ˚, ‡ Á‡ÚÂÏ ÓÒÂ‰Ìfl˛ÚÒfl.

ëÂ„ÏÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÒË„Ì‡Î/¯ÛÏ

ëÂ„ÏÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÒË„Ì‡Î/¯ÛÏ SNRseg(x, y) ÏÂÊ‰Û ÒË„Ì‡Î‡ÏË x = (xi) Ë
y = (yi) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

10

0

1

10
1

2

2m

x

x ym

M

i nm

nm n
i

i i=

−

− +

+

∑ ∑ −









log

( )
,

„‰Â n – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Í‡‰Ó‚ Ë å – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÂ„ÏÂÌÚÓ‚.
é·˚˜ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÒË„Ì‡Î/¯ÛÏ SNR(x, y) ÏÂÊ‰Û ı Ë Û Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

10 10

2

1

2

1

log

( )

.

x

x y

i
i

n

i i
i

n
=

−

∑

∑ −

ÑÛ„ÓÈ ÏÂÓÈ ‰Îfl Ò‡‚ÌÂÌËfl ‰‚Ûı ÙÓÏ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÒË„Ì‡Î‡ ı Ë Û ‚Ó ‚ÂÏÂÌÌÓÈ
Ó·Î‡ÒÚË fl‚ÎflÂÚÒfl Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÂ óÂÍ‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó–Ñ‡ÈÒ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1
1

2

1
n

x y

x y
i

n
i i

i i−
∑ − −

+






min{ }
.

ëÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÂ ËÒÍ‡ÊÂÌËÂ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ Ù‡Á‡
ëÔÂÍÚ‡Î¸ÌÂ ËÒÍ‡ÊÂÌËÂ ËÌÚÂÌÒ‚ÌÓÒÚ¸ Ù‡Á‡ ÏÂÊ‰Û ÒË„Ì‡Î‡ÏË x = (w ) Ë y = (w)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1
1

1

2

1

2

n
x w y w x w y w

i

n

i

n

λ λ
= =
∑ ∑− + − ∠ − ∠









(| ( ) | | ( ) |) ( ) ( ( ) ( )) ,
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„‰Â | ( ) |,  | ( ) |x w y w  – ÒÔÂÍÚ˚ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ∠ x w( ),  Ë ∠ y w( )  – Ù‡ÁÓ‚˚Â ÒÔÂÍÚ˚ ı
Ë Û ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔË ˝ÚÓÏ Ô‡‡ÏÂÚ λ , 0 ≤ λ ≤ 1, ‚˚·‡Ì Ò ˆÂÎ¸˛ ÔË‰‡ÌËfl
ÒÓ‡ÁÏÂÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚ Í ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË Ë Ù‡Á˚. ëÎÛ˜‡È λ = 0
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÈ Ù‡Á˚.

ÑÎfl ÒË„Ì‡Î‡ f t a U tbt( ) e ( ),= −  a b, > 0  Ò ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ îÛ¸Â x w
a

b iw
( ) =

+
 Â„Ó

ÒÔÂÍÚ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË (ËÎË ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚) ‡‚ÂÌ | | ,x
a

b w
=

+2 2
 Ë Â„Ó Ù‡ÁÓ‚˚È

ÒÔÂÍÚ (‚ ‡‰Ë‡Ì‡ı) ‡‚ÂÌ α( ) tg ,x
w

b
= −1  Ú.Â. x w x x ii( ) | | e | | (cos sin ).= = +α α α

ëÂ‰ÌÂÍ‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÂ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëÂ‰ÌÂÍ‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÂ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ÒÂ‰ÌÂ-

Í‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) LSD(x, y) ÏÂÊ‰Û ‰ËÒÍÂÚÌ˚ÏË ÒÔÂÍÚ‡ÏË x = (xi) Ë
y = (yi) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ:

1

1

2

n
x y

i

n

i i(ln ln ) .
=
∑ −

ä‚‡‰‡Ú ˝ÚÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÍÂÔÒÚ‡ ln ( )x w =

=
=−∞

∞
−∑

j
j

ijwc e  („‰Â x(w) – ÒÔÂÍÚ ÏÓ˘ÌÓÒÚË, Ú.Â. ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ îÛ¸Â Í‚‡‰‡Ú‡ ËÌ-

ÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË), ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÍÂÔÒÚ‡, ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
ÍÂÔÒÚ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÎÓ„‡ËÙÏ‡ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ LAR(x, y) ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í

1
10

1
10 10

2

n
x y

i

n

i i
=
∑ −(log Area( ) log Area( )) ,

„‰Â Area(zi) – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÒÂ˜ÂÌËfl ÒÂ„ÏÂÌÚ‡ ÚÛ·ÍË Â˜Â‚Ó„Ó Ú‡ÍÚ‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó
zi.

ëÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Í‡
ëÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Í‡ – ÔÂˆÂÔˆËÓÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

BSD x y x y
i

n

i i( , ) ( ) ,= −
=
∑

1

2

Ú.Â. Í‚‡‰‡Ú Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÒÔÂÍÚ‡ÏË Å‡Í‡ (xi) Ë (yi) ÒÔÂÍÚÓ‚ ı
Ë Û, „‰Â i-È ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ i-È ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÎÓÒÂ ÒÎÛı‡ ÔÓ ¯Í‡ÎÂ Å‡Í‡.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Å‡Í‡, ÍÓÚÓ‡fl ËÒÍÎ˛˜‡ÂÚ
ÍËÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÎÓÒ˚ i, Ì‡ ÍÓÚÓ˚ı ËÒÍ‡ÊÂÌËfl „ÓÏÍÓÒÚË | xi–yi | ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ÔÓÓ„
Ï‡ÒÍËÓ‚ÍË ¯ÛÏ‡.

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ àÚ‡ÍÛ˚–ë‡ËÚÓ
ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ àÚ‡ÍÛ˚–ë‡ËÚÓ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó Ô‡‚‰ÓÔÓ-

‰Ó·Ëfl) IS(x, y) ÏÂÊ‰Û Ó„Ë·‡˛˘ËÏË ÒÔÂÍÚ‡ x = x(w) Ë y = y(w) (ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ‡Î„Ó-
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ËÚÏÓÏ LPC) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

2
1

π
π

π

−
∫ + −







ln
( )

( )

( )

( )
.

x w

y w

y w

x w
dw

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ  „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó  ÍÓÒËÌÛÒ‡  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl  Í‡Í  IS x y IS y x( , ) ( , ),+
Ú.Â. ‡‚ÌÓ

1

2
2

1

2
2 1

π π
π

π

π

π

− −
∫ ∫+ −







= −






x w

y w

y w

x w
dw

x w

y w
dw

( )

( )

( )

( )
cosh ln

( )

( )
.

„‰Â cosh( )
e e

t
t t

= + −

2
 – „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÒËÌÛÒ.

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÎÓ„‡ËÙÏ‡ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÎÓ„‡ËÙÏ‡ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl (ËÎË
‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡) KL(x, y) ÏÂÊ‰Û Ó„Ë·‡˛˘ËÏË ÒÔÂÍÚ‡ x = x(w) Ë
y = y(w) (ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ‡Î„ÓËÚÏÓÏ LPC) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

2π
π

π

−
∫ x w

x w

y w
dw( ) ln

( )

( )
.

èËÏÂÌflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ë ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÙË KL x y KL y x( , ) ( , ).+
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl ÏÂÊ‰Û Ó„Ë·‡˛˘ËÏË ÒÔÂÍÚ-

‡ x = x(w) Ë y = y(w) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

2

1 1

π
π

π

−
∫

( )





+ −






+

( )





+ −
























ln
)

( )

( )

( )
( ) ln

)

( )

( )

( )
( )

,

x w

y w

y w

x w
x w

p

y w

x w

x w

y w
y w

p
dw

x y

„‰Â P(x) Ë P(y) Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÓ˘ÌÓÒÚ¸ ÒÔÂÍÚÓ‚ x(w) Ë y(w).

äÂÔÒÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

äÂÔÒÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË Í‚‡‰‡Ú Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÍÂÔÒÚ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍË)
CEP(x, y) ÏÂÊ‰Û Ó„Ë·‡˛˘ËÏË ÒÔÂÍÚ‡ x = x(w) Ë y = y(w) (ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ‡Î„ÓËÚÏÓÏ
LPC) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

2 2

1

2

2
2

π π
π

π

π

π

− − =−∞

∞

∫ ∫ ∑





= −( ) = −ln
( )

( )
ln ( ) ln ( ) ( ( ) ( )),

x w

y
dw x w y w dw c x c y

j
j j

„‰Â 

  

c w dwj
iwj( ) e ln | ( ) |z z=

−
∫1

2π
π

π

 ÂÒÚ¸ j-È ÍÂÔÒÚ‡Î¸Ì˚È (‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚È) ÍÓ˝ÙÙË-

ˆËÂÌÚ z, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl îÛ¸Â ËÎË LPC).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˜‡ÒÚÓÚ‡-‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÍÂÔÒÚ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˜‡ÚÓÒÚ‡-‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÍÂÔÒÚ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó Ì‡ÍÎÓ-

Ì‡) ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

i
i ii c x c y

=−∞

∞

∑ −2 2( ( ) ( )) .

"ó‡ÚÓÒÚ‡" (Quefrency) Ë "ÍÂÔÒÚ" fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Ì‡„‡ÏÏ‡ÏË ÚÂÏËÌÓ‚ "˜‡ÒÚÓÚ‡" Ë
"ÒÔÂÍÚ" ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÂÔÒÚ‡ å‡ÚËÌ‡ ÏÂÊ‰Û AR (‡‚ÚÓÂ„ÂÒÒËÓÌÌ˚ÏË) ÏÓ‰ÂÎflÏË ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í Ëı ÍÂÔÒÚ‡Ï Í‡Í

i
i ii c x c y

=

∞

∑ −
0

2( ( ) ( ))

(ÒÏ. Ó·˘ÂÂ ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÚËÌ‡ („Î. 12) ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ-
‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË, Ë åÂÚËÍ‡ å‡ÚËÌ‡ („Î. 11) ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË, ÍÓÚÓ‡fl
fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó l∞-‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ).

åÂÚËÍ‡ Ì‡ÍÎÓÌ‡ äÎ˝ÚÚ‡ ÏÂÊ‰Û ‰ËÒÍÂÚÌ˚ÏË ÒÔÂÍÚ‡ÏË x = (xi) Ë y = (yi) Ò n
Í‡Ì‡Î¸Ì˚ÏË ÙËÎ¸Ú‡ÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

(( ) ( )) .x x y yi i i i
i

n

+ +
=

− − −∑ 1 1
2

1

îÓÌÓ‚˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl
îÓÌ – ˝ÚÓ Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ ÒÂ„ÏÂÌÚ, ÍÓÚÓ˚È Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò‚ÓËÏË ÓÒÓ·˚ÏË ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÏË

Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡ÁÓ‚ÓÈ Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ (ÒÏ. ÙÓÌÂÏ‡, Ú.Â. ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó
ÙÓÌÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â Ó·˚˜ÌÓ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡˛ÚÒfl Ì‡ ÒÎÛı Í‡Í Ó‰ËÌ Á‚ÛÍ; ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÙÓÌÂÏ
‚ÂÒ¸Ï‡ Ó·¯ËÌÓ Ò Û˜ÂÚÓÏ ËÏÂ˛˘ËıÒfl Ì‡ ÁÂÏÎÂ 6000 ‡ÁÎË˜Ì˚ı flÁ˚ÍÓ‚, ÓÚ 11 ‚
flÁ˚ÍÂ ÓÚÓÍ‡Ò ‰Ó 112 ‚ !Xo å/o ≈ (flÁ˚ÍË, Ì‡ ÍÓÚÓ˚ı „Ó‚ÓflÚ ÓÍÓÎÓ 4000 ˜ÂÎÓ‚ÂÍ,
ÔÓÊË‚‡˛˘Ëı ‚ è‡ÔÛ‡-çÓ‚ÓÈ É‚ËÌÂÂ, Ë ‚ ÅÓÚÒ‚‡ÌÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ).

Ñ‚ÛÏfl ÓÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÍÎ‡ÒÒ‡ÏË ÙÓÌÓ‚˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÙÓÌ‡ÏË ı Ë Û) fl‚Îfl˛ÚÒfl:

1) ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒÔÂÍÚÓ„‡ÏÏ, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÓÈ ÙËÁËÍÓ-
‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÈ ÏÂÊ‰Û Á‚ÛÍÓ‚˚ÏË ÒÔÂÍÚÓ„‡ÏÏ‡ÏË ı Ë Û;

2) ÙÓÌÓ‚˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ÔËÁÌ‡Í‡ı, ÍÓÚÓ˚Â Ó·˚˜ÌÓ fl‚Îfl˛ÚÒfl
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ | |x yi i

i

−∑  ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË (xi) Ë (yi), ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË

ÙÓÌ˚ ı Ë Û ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó Ì‡·Ó‡ ÙÓÌÂÚË˜ÂÒÍËı ÔËÁÌ‡ÍÓ‚ (Í‡Í,
Ì‡ÔËÏÂ, ÌÓÒÓ‚ÓÈ ı‡‡ÍÚÂ Á‚ÛÍ‡, ÒÚËÍÚÛ‡, Ô‡Î‡Ú‡ÎËÁ‡ˆËfl, ÓÍÛ„ÎÂÌËÂ).

îÓÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÒÎÓ‚‡ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
îÓÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÒÎÓ‚‡ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÎÓ‚‡ÏË ı Ë Û  – ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl

ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı ‚ Û ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ
Á‡ÏÂÌ˚, Û‰‡ÎÂÌËfl Ë ‚ÒÚ‡‚ÍË ÙÓÌÓ‚). ëÎÓ‚Ó ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÒÚÓÍ‡ ÙÓÌÓ‚. ÑÎfl
‰‡ÌÌÓ„Ó ÙÓÌÓ‚Ó„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl r(u, v) ‚ ÏÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰ÌÓÏ ÙÓÌÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ‡ÎÙ‡‚ËÚÂ Ò
‰Ó·‡‚ÎÂÌËÂÏ ÙÓÌ‡ 0 (ÚË¯ËÌ‡) ˆÂÌ‡ Á‡ÏÂÌ˚ ÙÓÌ‡ u  Ì‡ v ‡‚Ì‡ r(u , v), ÚÓ„‰‡ Í‡Í
r(u, 0) – ˆÂÌ‡ ‚ÒÚ‡‚ÍË ËÎË Û‰‡ÎÂÌËfl u (ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ÔÓÚÂËÌÓ‚˚ı ‰‡ÌÌ˚ı Ì‡
ÓÒÌÓ‚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÑÂÈıÓÙ‡ („Î. 23) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ËÁ 20 ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ).
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ãËÌ„‚ËÒÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ç ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÎËÌ„‚ËÒÚËÍÂ ÎËÌ„‚ËÒÚË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ

‰Ë‡ÎÂÍÚÓÎÓ„ËË) ÏÂÊ‰Û ‰Ë‡ÎÂÍÚ‡ÏË ï Ë Y fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂ‰ÌÂÂ ‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ ‚˚·ÓÍË S
ÔÓÌflÚËÈ ÙÓÌÂÚË˜ÂÒÍÓ ÒÎÓ‚‡ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË (Ú.Â. ËÏÂ˛˘ËÏË
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ) ÒÎÓ‚‡ÏË sX  Ë sY, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË Ó‰ÌÓ Ë ÚÓ ÊÂ ÔÓÌflÚËÂ
s ∈  X ‚ X Ë Y ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÚÓÛ‚Â‡ (ÒÏ. http://sakla.net/concordances/index.html) ÏÂÊ‰Û Ù‡Á‡ÏË Ò
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÍÎ˛˜Â‚˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÏÏÓÈ 

− ≤ ≤+
∑

n i n
i ia x ,  „‰Â 0 < ai < 1 Ë

xi – ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÌÂÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘Ëı ÒÎÓ‚ ÏÂÊ‰Û Ù‡Á‡ÏË ‚ ‰‚ËÊÛ˘ÂÏÒfl ÓÍÌÂ.
î‡Á˚ ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚˚‡‚ÌË‚‡˛ÚÒfl ÔÓ Ó·˘ÂÏÛ ÍÎ˛˜Â‚ÓÏÛ ÒÎÓ‚Û Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ò‡‚ÌÂÌËfl
Â„Ó ÍÓÌÚÂÍÒÚÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl; ÍÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Â‰ÍÓ ÛÔÓÚÂ·ÎflÂÏ˚Â
ÒÎÓ‚‡ Á‡ÏÂÌfl˛ÚÒfl Ó·˘ËÏ ÔÒÂ‚‰ÓÁÌ‡ÍÓÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓÌ‡
íÓÌ – ÒÛ·˙ÂÍÚË‚Ì˚È ÍÓÂÎflÚ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ (ÒÏ. ‚˚¯Â ¯Í‡ÎÛ

Å‡Í‡) „ÓÏÍÓÒÚË (‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÈ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË) Ë ÏÂÎ-¯Í‡Î˚ (‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÈ
‚˚ÒÓÚ˚ ÚÓÌ‡). åÛÁ˚Í‡Î¸Ì‡fl ¯Í‡Î‡ Ó·˚˜ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÎËÌÂÈÌÓ ÛÔÓfl‰Ó-
˜ÂÌÌÛ˛ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ Á‚ÛÍÓ‚ (ÌÓÚ). ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓÌ‡ (ËÎË ËÌÚÂ‚‡Î, ÏÛÁ˚Í‡Î¸ÌÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ‡ÁÏÂ Û˜‡ÒÚÍ‡ ÎËÌÂÈÌÓ-‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓ„Ó ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÚÓÌ‡, Ó„‡-
ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ÛÏfl ÚÓÌ‡ÏË, Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÈ ¯Í‡ÎÂ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓÌ‡ ÏÂÊ‰Û
‰‚ÛÏfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÌÓÚ‡ÏË Ì‡ ¯Í‡ÎÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÛÔÂÌ¸˛ Á‚ÛÍÓfl‰‡.

ëÂ„Ó‰Ìfl ‚ Á‡Ô‡‰ÌÓÈ ÏÛÁ˚ÍÂ ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl ¯Í‡Î‡
(ÓÍÚ‡‚‡ ËÁ 12 ÌÓÚ) Ò ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÚÂÏÔÂ‡ˆËÂÈ, Ú.Â. ‡Á‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ 12 Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı
ÒÚÛÔÂÌÂÈ Ò ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË, ‡‚Ì˚Ï 212 .
ëÚÛÔÂÌ¸˛ Á‚ÛÍÓfl‰‡ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÚÓÌ, Ú.Â. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ÍÎ‡‚Ë¯‡ÏË (˜ÂÌÓÈ Ë ·ÂÎÓÈ) ÔË‡ÌËÌÓ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌÓÚ‡ÏË,

ËÏÂ˛˘ËÏË ˜‡ÒÚÓÚ˚ f1 Ë f2, ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ 12
1

22log
f

f







 ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚.

óËÒÎÓ MIDI (ˆËÙÓ‚ÓÈ ËÌÚÂÙÂÈÒ ‰Îfl ÏÛÁ˚Í‡Î¸Ì˚ı ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚) ‰Îfl ÙÛÌ-

‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ f ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í p f
f

( ) log .= +69 12
4402  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÏÂÊ‰Û ÌÓÚ‡ÏË, ‚˚‡ÊÂÌÌÓÂ ‚ ˜ËÒÎ‡ı MIDI, ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
|m(f1) – m(f2)| Ì‡ �. ùÚÓ Û‰Ó·ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓÌ‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÙËÁË˜ÂÒÍÓÏÛ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ Ì‡ ÍÎ‡‚Ë¯Ì˚ı ËÌÒÚÛÏÂÌÚ‡ı Ë ÔÒËıÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÏÛ
‡ÒÒÚÓflÌË˛, Í‡Í ˝ÚÓ ËÁÏÂÂÌÓ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ Ë ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ÏÛÁ˚Í‡ÌÚ‡ÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ËÚÏ‡ÏË
ÇÂÏÂÌÌ‡fl ¯Í‡Î‡ ËÚÏ‡ (ÏÛÁ˚Í‡Î¸Ì‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡), ÔÓÏËÏÓ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÌÓÚÌÓÈ

Á‡ÔËÒË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ÏË ‚ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÏ
‡Ì‡ÎËÁÂ ÏÛÁ˚ÍË.

1. ä‡Í ·ËÌ‡Ì˚È ‚ÂÍÚÓ x = (x1, ..., xm), ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ËÁ m ‚ÂÏÂÌÌ˚ı ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚
(Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı Ì‡ ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ¯Í‡ÎÂ), „‰Â xi = 1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸
Á‚Û˜‡ÌËfl ÌÓÚ˚, ‡ xi = 0 – Ô‡ÛÁÛ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÔflÚ¸ 12/8 ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ‚ÂÏÂÌÌ˚ı
¯Í‡Î ÏÛÁ˚ÍË ÙÎ‡ÏÂÌÍÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Í‡Í ÔflÚ¸ ·ËÌ‡Ì˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ
‰ÎËÌ˚ 12.

2. ä‡Í ‚ÂÍÚÓ ÚÓÌ‡ q = (q1, ..., qn) ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ‚˚ÒÓÚ˚ ÚÓÌ‡ qi Ë ‚ÂÍÚÓ ‡ÁÌÓÒÚË
ÚÓÌ‡ p  = (p 1, ..., pn+ 1), „‰Â pi = q i+ 1  – qi ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÎÛÚÓÌÓ‚
(ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ËÎË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı) ÓÚ qi ‰Ó qi+1.
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3. ä‡Í ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ ÏÂÊ‰Û ‚ÒÚÛÔÎÂÌËflÏË t = (t1, ..., tn), ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ËÁ n
ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÒÚÛÔÎÂÌËflÏË.

4. ä‡Í ıÓÌÓÚÓÏË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ‚ ‚Ë‰Â „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚ ÓÚÓ·‡-
Ê‡ÂÚ t Í‡Í ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Í‚‡‰‡ÚÓ‚ ÒÓ ÒÚÓÓÌ‡ÏË t1, ..., tn; Ú‡ÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÍÛÒÓ˜ÌÓ-ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛.

5. ä‡Í ‚ÂÍÚÓ ‡ÁÎË˜Ëfl ËÚÏÓ‚ r = (r1, ..., rn–1), „‰Â r
t

ti
i

i

= +1 .

èËÏÂ‡ÏË Ó·˘Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ËÚÏ‡ÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ,
ÏÂÚËÍ‡ Ò‚ÓÔ‡ (ÒÏ. „Î. 11), ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡ ÏÂÊ‰Û Ëı Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏË.

Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÂÒÚ¸ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Îfl
‰‚Ûı ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚  ÏÂÊ‰Û ‚ÒÚÛÔÎÂÌËflÏË. ïÓÌÓÚÓÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÉÛÒÚ‡ÙÒÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÁÌÓ‚Ë‰ÌÓÒÚ¸˛ l1-‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË Ò
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ıÓÌÓÚÓÌÌÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ äÓÈÎ‡–òÏÛÎÂ‚Ë˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1
1

1

− + ′
′=

−

∑n
r r

r r
i

n
i i

i i

max{ , }

min{ , }
.

„‰Â r Ë r � – ‚ÂÍÚÓ˚ ‡ÁÌÓÒÚË ËÚÏÓ‚ ‰‚Ûı ËÚÏÓ‚ (ÒÏ. Ó·‡ÚÌ‡fl èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸
êÛÊË˜ÍË, „Î. 17).

ÄÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÑÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ Á‚ÛÍÓ‚‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔÓıÓ‰ËÚ ‰Ó Á‡‚Â¯ÂÌËfl

ÔÓÎÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡. ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÁÏÂflÂÚÒfl ÔÓ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÛ Í ÙÓÌÚÛ ‚ÓÎÌ˚ ‚
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÂÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ÔËÍÓÏ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ÔËÍÓÏ. ÑÎËÌÛ ‚ÓÎÌ˚ Î˛·ÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸
ÔÛÚÂÏ ‰ÂÎÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚË Á‚ÛÍ‡ (331,4 Ï/Ò Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ ÏÓfl) ‚ ÒÂ‰Â Ì‡ ÙÛÌ‰‡-
ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ˜‡ÒÚÓÚÛ.

èÓÎÂ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ ÁÓÌÂ – ˜‡ÒÚ¸ ÔÓÎfl ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Á‚ÛÍÓ‚˚Â
‚ÓÎÌ˚ ÏÓ„ÛÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÔÎÓÒÍËÂ Ë Á‚ÛÍÓ‚ÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl
Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Á‚ÛÍ‡. éÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÛÏÂÌ¸¯ÂÌË˛ ÒËÎ˚ Á‚ÛÍ‡ ÔËÏÂÌÓ Ì‡ 6 ‰Å Ì‡ Í‡Ê‰ÓÂ Û‰‚ÓÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

èÓÎÂ ‚ ·ÎËÊÌÂÈ ÁÓÌÂ – ˜‡ÒÚ¸ ÔÓÎfl ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ (Ó·˚˜ÌÓ Ì‡ Û‰‡ÎÂÌËË
‰‚Ûı ‰ÎËÌ ‚ÓÎÌ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡), „‰Â ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÒÚÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÛÓ‚ÌÂÏ
Á‚ÛÍ‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ.

ÅÎËÁÓÒÚÌ˚È ˝ÙÙÂÍÚ – ‡ÌÓÏ‡ÎËfl ÌËÁÍËı ˜‡ÒÚÓÚ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘‡flÒfl Ëı ÛÒËÎÂ-
ÌËÂÏ ÔË ÔÓ‰ÌÂÒÂÌËË Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÓ„Ó ÏËÍÓÙÓÌ‡ ÒÎË¯ÍÓÏ ·ÎËÁÍÓ Í ËÒÚÓ˜ÌËÍÛ
Á‚ÛÍ‡.

äËÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Á‚ÛÍ‡, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ÔflÏÓÈ
Á‚ÛÍ (ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡) Ë Â‚Â·ÂËÛ˛˘ËÈ Á‚ÛÍ (ÔflÏÓÈ Á‚ÛÍ,
ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚È ÓÚ ÒÚÂÌ, ÔÓÚÓÎÍ‡, ÔÓÎ‡ Ë ‰.) Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ ÔÓ ÛÓ‚Ì˛ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÂ˜Û‚ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË – ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˜Û‚ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË
ÛÎ¸Ú‡Á‚ÛÍÓ‚Ó„Ó ‰‡Ú˜ËÍ‡ ·ÎËÁÓÒÚË.

ÄÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÚÂÏËÌ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È ËÌÓ„‰‡ ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û „Î‡ÒÌ˚ÏË Á‚ÛÍ‡ÏË; Ì‡ÔËÏÂ, Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ÙÓÏ‡ÌÚÌ˚ı ˜‡ÒÚÓÚ ÔÓËÁÌÂÒÂÌÌÓ„Ó Ë Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó „Î‡ÒÌÓ„Ó Á‚ÛÍ‡
(ÌÂ ÒÏÂ¯Ë‚‡Ú¸ Ò ÔÓÌflÚËÂÏ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı ÏÂÚËÍ ‚ Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ë
Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ „‡‚ËÚ‡ˆËË, „Î. 24).
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22.1. ëÖíà,  çÖ  áÄÇàëàåõÖ  éí  òäÄã

ëÂÚ¸ – ˝ÚÓ „‡Ù, ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È ËÎË ÌÂÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È, Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï
˜ËÒÎÓÏ (‚ÂÒÓÏ), ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Ï ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ Â„Ó ‰Û„ ËÎË Â·Â.
êÂ‡Î¸Ì˚Â ÒÎÓÊÌ˚Â ÒÂÚË Ó·˚˜ÌÓ Ó·Î‡‰‡˛Ú Ó„ÓÏÌ˚Ï ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ N Ë
fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÁÂÊÂÌÌ˚ÏË, Ú.Â. Ò ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡Î˚Ï ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ Â·Â.

àÌÚÂ‡ÍÚË‚Ì˚Â ÒÂÚË (àÌÚÂÌÂÚ, Web, ÒÓˆË‡Î¸Ì˚Â ÒÂÚË Ë Ú.Ô.) ËÏÂ˛Ú ÚÂÌ‰ÂÌˆË˛
·˚Ú¸ ÒÂÚflÏË "ÚÂÒÌÓ„Ó ÏË‡" [Watt99], Ú.Â. Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ÏÂÊ‰Û Ó·˚˜Ì˚ÏË „ÂÓ-
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË Â¯ÂÚÍ‡ÏË Ë ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË „‡Ù‡ÏË ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÒÏ˚ÒÎÂ: Ó·Î‡‰‡˛Ú
·ÓÎ¸¯ËÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÍÎ‡ÒÚÂËÁ‡ˆËË (Ú.Â. ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‰‚‡ ‡ÁÎË˜-
Ì˚ı ÒÓÒÂ‰‡ ‰‡ÌÌÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË) Í‡Í Â¯ÂÚÍË, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ÒÂ‰ÌÂÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‚Â¯ËÌ‡ÏË ·Û‰ÂÚ Ï‡Î˚Ï, ÓÍÓÎÓ ln N, Í‡Í ‚ ÒÎÛ˜‡È-
ÌÓÏ „‡ÙÂ.

éÒÌÓ‚Ì˚Ï ˜‡ÒÚÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÒÂÚË ÚÂÒÌÓ„Ó ÏË‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÚ¸, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ‡fl ÓÚ
¯Í‡Î˚ [Bara01], ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, ÒÍ‡ÊÂÏ, ‰Îfl ‚Â¯ËÌ˚
ËÏÂÚ¸ ÒÚÂÔÂÌ¸ k ‡‚ÌÓ k–γ ‰Îfl ÌÂÍÓÂÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ γ, ÍÓÚÓ‡fl Ó·˚˜ÌÓ
ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÓÚÂÁÍÛ [2, 3]. ùÚ‡ ÒÚÂÔÂÌÌ‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‚ÎÂ˜ÂÚ Á‡ ÒÓ·ÓÈ ÚÓ, ˜ÚÓ
Ó˜ÂÌ¸ ÌÂÏÌÓ„ËÂ ‚Â¯ËÌ˚, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â ı‡·‡ÏË (ÍÓÌÌÂÍÚÓ‡ÏË, ÒÛÔÂ-‡ÒÔÂ‰ÂÎË-
ÚÂÎflÏË), fl‚Îfl˛ÚÒfl ·ÓÎÂÂ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ÏË, ˜ÂÏ ‰Û„ËÂ ‚Â¯ËÌ˚. ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÒÓ
ÒÚÂÔÂÌÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ (ËÎË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË, ÚflÊÂÎ˚Ï
"ı‚ÓÒÚÓÏ") ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ËÎË ‚ÂÏÂÌË Ì‡·Î˛‰‡ÎËÒ¸ Û ÏÌÓ„Ëı fl‚ÎÂÌËÈ ÔËÓ‰˚
(Í‡Í ÙËÁË˜ÂÒÍËı, Ú‡Í Ë ÒÓˆË‡Î¸Ì˚ı).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‡‚ÚÓÒÚ‚‡

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‡‚ÚÓÒÚ‚‡ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË (http://www.ams.org/msnmain/cgd/)
„‡Ù‡ ÍÓÎÎÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÒÓ‡‚ÚÓÒÚ‚‡, ËÏÂ˛˘Â„Ó ÔÓfl‰Í‡ 0,4 ÏÎÌ ‚Â¯ËÌ (‡‚ÚÓÓ‚,
ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËıÒfl ‚ ·‡ÁÂ ‰‡ÌÌ˚ı Mathematical Reviews), „‰Â ıÛ fl‚ÎflÂÚÒfl Â·ÓÏ, ÂÒÎË
‡‚ÚÓ˚ ı Ë Û – ÒÓ‡‚ÚÓ˚ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËË ËÁ Ó·˘Â„Ó ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ 2 ÏÎÌ, Á‡ÌÂÒÂÌÌ˚ı ‚ ˝ÚÛ
·‡ÁÛ ‰‡ÌÌ˚ı. ÇÂ¯ËÌ‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ÒÚÂÔÂÌË, 1486 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÛ èÓÎ˛
ù‰Â¯Û; ËÌ‰ÂÍÒ ù‰Â¯‡ ÚÓ„Ó ËÎË ËÌÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ – ˝ÚÓ Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÒÓ‡‚ÚÓÒÚ‚‡ ‰Ó èÓÎfl ù‰Â¯‡.

åÂÚËÍ‡ ÒÓ‡‚ÚÓÒÚ‚‡ Å‡‡ (http://www.okland.edu/enp/barr.pdf) fl‚ÎflÂÚÒfl
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl (ËÁ „Î. 15) ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‡Ò¯ËÂÌËË „‡Ù‡ ÒÓÚÛ‰ÌË-
˜ÂÒÚ‚‡. ëÌ‡˜‡Î‡ ÒÚ‡‚ËÚÒfl ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂ 1 éÏ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ‡‚ÚÓ‡ÏË ‰Îfl
Í‡Ê‰ÓÈ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËË ‰‚Ûı ÒÓ‡‚ÚÓÓ‚. á‡ÚÂÏ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÈ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËË n

‡‚ÚÓÓ‚, n > 2, ‰Ó·‡‚ÎflÂÚÒfl ÌÓ‚‡fl ‚Â¯ËÌ‡ Ë ÒÓÂ‰ËÌflÂÚÒfl ˜ÂÂÁ 
n

4
-ÓÏÌÓÂ ÒÓÔÓ-

ÚË‚ÎÂÌËÂ Ò Í‡Ê‰˚Ï ËÁ ÒÓ‡‚ÚÓÓ‚.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ-Á‚ÂÁ‰ÌÓÒÚ¸
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ-Á‚ÂÁ‰ÌÓÒÚË – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „ÓÎÎË‚Û‰ÒÍÓ„Ó „‡Ù‡, ÍÓÚÓ˚È

ËÏÂÂÚ 250 Ú˚Ò. ‚Â¯ËÌ (‡ÍÚÂÓ‚ ÔÓ ÔÂÂ˜Ì˛ ·‡Á˚ ‰‡ÌÌ˚ı ÙËÎ¸ÏÓ‚ ‚ àÌÚÂÌÂÚÂ),
„‰Â ıÛ fl‚ÎflÂÚÒfl Â·ÓÏ, ÂÒÎË ‡ÍÚÂ˚ ı Ë Û ÒÌËÏ‡ÎËÒ¸ ‚ÏÂÒÚÂ ‚ Ó‰ÌÓÏ ıÛ‰ÓÊÂÒÚ-
‚ÂÌÌÓÏ ÍËÌÓÙËÎ¸ÏÂ. ÇÂ¯ËÌ‡ÏË Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ÔÓfl‰Í‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl äËÒÚÓÙÂ ãË Ë
äÂ‚ËÌ Å˝ÍÓÌ; Ì‡ÔËÏÂ, ‚ Ë„Â "ùÙÙÂÍÚ äÂ‚ËÌ‡ Å˝ÍÓÌ‡" (Six degrees of Kevin
Bacon) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ËÌ‰ÂÍÒ Å˝ÍÓÌ‡, Ú.Â. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ-Á‚ÂÁ‰ÌÓÒÚË ‰Ó ˝ÚÓ„Ó ‡ÍÚÂ‡.

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ı ÔÓÔÛÎflÌ˚ı ÔËÏÂÓ‚ Ú‡ÍËı ÒÓˆË‡Î¸Ì˚ı ÌÂ Á‡‚ËÒËÏ˚ı
ÓÚ ¯Í‡Î ÒÂÚÂÈ ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË „‡Ù˚ ÏÛÁ˚Í‡ÌÚÓ‚ (ÍÓÚÓ˚Â Ë„‡ÎË ‚ ÒÓÒÚ‡‚Â
Ó‰ÌÓ„Ó ‡ÌÒ‡Ï·Îfl), ·ÂÈÒ·ÓÎËÒÚÓ‚ (Ë„‡‚¯Ëı ‚ Ó‰ÌÓÈ ÍÓÏ‡Ì‰Â), Ì‡Û˜Ì˚ı ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËÈ
(ÍÓÚÓ˚Â ˆËÚËÛ˛Ú ‰Û„ ‰Û„‡), ¯‡ıÏ‡ÚËÒÚÓ‚ (Ë„‡‚¯Ëı ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ), „‡Ù˚
Ó·ÏÂÌ‡ ÔËÒ¸Ï‡ÏË, ÁÌ‡ÍÓÏÒÚ‚ ÏÂÊ‰Û ÒÚÛ‰ÂÌÚ‡ÏË ‚ ÍÓÎÎÂ‰ÊÂ, ˜ÎÂÌÒÚ‚‡ ‚ ÒÓ‚ÂÚÂ
‰ËÂÍÚÓÓ‚ ÍÓÏÏÂ˜ÂÒÍÓÈ Ó„‡ÌËÁ‡ˆËË, ÒÂÍÒÛ‡Î¸Ì˚ı ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÏÂÊ‰Û ˜ÎÂÌ‡ÏË
‰‡ÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚. åÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÒÂÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂÍÒÛ‡Î¸Ì˚Ï
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ. ÑÛ„ËÏË ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ˚ÏË ÒÂÚflÏË, ÌÂ Á‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÓÚ ¯Í‡Î, fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÒÂÚË ‡‚Ë‡ÒÓÓ·˘ÂÌËÈ, ÒÂÚË ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÈ ÒÎÓ‚ ‚ flÁ˚ÍÂ, ÒÂÚ¸ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚
á‡Ô‡‰‡ ëòÄ, ÒÂÚË ‰‡Ú˜ËÍÓ‚, ÒÂÚ¸ ÌÂÈÓÌÓ‚ ˜Â‚fl, ÒÂÚË „ÂÌÌÓÈ ÍÓ˝ÍÒÔÂÒÒËË, ÒÂÚË
Â‡ÍˆËÈ ÏÂÊ‰Û ÔÓÚÂËÌ‡ÏË Ë ÏÂÚ‡·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÒÂÚË (ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‚Â˘ÂÒÚ‚‡ÏË
ÒÚ‡‚ËÚÒfl Â·Ó, ÂÒÎË ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Â‡ÍˆËfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ˝ÌÁËÏÓ‚).

éÔÂÂÊ‡˛˘ÂÂ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ç ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÒÂÚË, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Â·ÂÌ˚Â ‚ÂÒ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÍÓÚÓÓÈ

ÚÓ˜ÍÂ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË, ÓÔÂÂÊ‡˛˘ËÏ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (Á‡Ô‡Á‰˚‚‡˛˘ËÏ Í‚‡ÁË-
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÛÚË, ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÒÂ‰Ë Ú‡ÍËı, Ì‡ ÍÓÚÓ˚ı Â·ÂÌ˚Â ‚ÂÒ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛ÚÒfl (ÛÏÂÌ¸-
¯‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ). éÔÂÂÊ‡˛˘ÂÂ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ÔË ÔÓ-
ÒÚÓÂÌËË ˝ÔË‰ÂÏËÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ÒÂÚÂÈ (‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ·ÓÎÂÁÌË ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚Ï
ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ËÎË, ÒÍ‡ÊÂÏ, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÂÂÒË ‚ ÂÎË„ËÓÁÌÓÏ ‰‚ËÊÂÌËË), ÚÓ„‰‡ Í‡Í
Ó·‡ÚÌÓÂ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓ Ù‡ÈÎÓÓ·ÏÂÌÌ˚Ï ÒÂÚflÏ ê2ê (peer-to-peer).

ñÂÌÚ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÒÚË
ÑÎfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) (‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰Îfl ÏÂÚËÍË

ÔÛÚË „‡Ù‡) ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÒÚË  ÚÓ˜ÍË x ∈  X ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í

g x
y x

y
y X

( )
( )

( )
,

= −
−∈

∑
z

z
z

˜ËÒÎÓ Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯Ëı  ÔÛÚÂÈ ˜ÂÂÁ 

˜ËÒÎÓ Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯Ëı  ÔÛÚÂÈ

Ë ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl-Ï‡ÒÒ˚ ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl M: �≥0 → �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

    
M a

y X d x y d y a x y X

x X X d x a
( )

| { : ( , ) ( , ) , } |

| {( , ) : ( , ) } |
.= ∈ + = ∈

∈ × =
z

z z
 ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı 

ä‡Í ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ‚ [GOJKK02] ÏÌÓ„ËÂ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â ÓÚ ¯Í‡Î ÒÂÚË Û‰Ó‚ÎÂÚ-
‚Ófl˛Ú ÒÚÂÔÂÌÌÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ g–γ (‰Îfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË, ˜ÚÓ ‚Â¯ËÌ‡ ËÏÂÂÚ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÒÚ¸
ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÒÚË g), „‰Â γ ‡‚ÌÓ 2 ËÎË ≈2,2 Ò ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl-Ï‡ÒÒ˚ M(a),
ÍÓÚÓ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡ ËÎË ÌÂÎËÌÂÈÌ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÎËÌÂÈÌÓÒÚË, Ì‡ÔËÏÂ,
M a

a

( )
,≈ 4 5 ‰Îfl ÏÂÚËÍË AS àÌÚÂÌÂÚ‡ Ë ≈1 ‰Îfl Í‚‡ÁËÏÂÚËÍË Web „ËÔÂÒÒ˚ÎÓÍ .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÂÈÙ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÂÈÙ‡ – ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚ÏË

Ë Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ÛÁÎ‡ ‚ NVE (‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÂÚË).
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Ç ÏÓ‰ÂÎflı Ú‡ÍÓ„Ó ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó Ó‰ÌÓ‡Ì„Ó‚Ó„Ó (peer-to-peer) ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÂÚË (Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÒÂÚÂ‚˚ı Ë„‡ı Ò ·ÓÎ¸¯ËÏ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ Û˜‡ÒÚÌËÍÓ‚)
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Í‡Í ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚Â ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÛÁÎ˚),
ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ÔÂÂÏÂ˘‡Ú¸Òfl ‰ËÒÍÂÚÌÓ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı Ó·Î‡‰‡ÂÚ
ÁÓÌÓÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ Ó·Î‡ÒÚ¸˛ ËÌÚÂÂÒ‡. Ç NVE ÒÓÁ‰‡ÂÚÒfl ÒËÌÚÂÚË˜ÂÒÍËÈ
3D ÏË, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÏÛ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎ˛ ÔËÒ‚‡Ë‚‡ÂÚÒfl ‡‚‡Ú‡‡ (‚Ë‰ÂÓÓ·‡Á
‡·ÓÌÂÌÚ‡) ‰Îfl ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ò ‰Û„ËÏË ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎflÏË ËÎË ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÓÏ.

íÂÏËÌ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÂÈÙ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÔÓÚÓÍÛ,
ÔÓıÓ‰fl˘ÂÏÛ ÒÍ‚ÓÁ¸ Ï‡ÚÂË‡Î ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚‡ ‡‚ÚÓÔÓÍ˚¯ÂÍ.

ëÂÏ‡ÌÚË˜ÂÒÍ‡fl ·ÎËÁÓÒÚ¸
ÑÎfl ÒÎÓ‚ ‚ ‰ÓÍÛÏÂÌÚÂ ËÏÂ˛ÚÒfl ÒËÌÚ‡ÍÒË˜ÂÒÍËÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ·ÎËÊÌÂ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ë

ÒÂÏ‡ÌÚË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÂÎflˆËË ‰‡Î¸ÌÂ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÒÂÚflÏË ‰Îfl ‡·ÓÚ˚ Ò
‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl Web Ë ·Ë·ÎËÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÂ ·‡Á˚ ‰‡ÌÌ˚ı (ˆËÙÓ‚˚Â
·Ë·ÎËÓÚÂÍË, Web ·‡Á˚ Ì‡Û˜Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı Ë Ú.Ô.); ‰ÓÍÛÏÂÌÚ˚ ‚ ÌËı ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡Ì˚
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ˜ÂÂÁ „ËÔÂÒÒ˚ÎÍË, ˆËÚËÓ‚‡ÌËÂ ËÎË ÒÓ‡‚ÚÓÒÚ‚Ó.

äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÒÂÏ‡ÌÚË˜ÂÒÍËÂ ‰ÂÒÍËÔÚÓ˚ (ÍÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡) ÏÓ„ÛÚ
ÔË‰‡‚‡Ú¸Òfl Í ‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡Ï ‰Îfl Ëı ËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËË (ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË): ÔÓ ‚˚·‡ÌÌÓÈ
‡‚ÚÓÓÏ ÚÂÏËÌÓÎÓ„ËË, ÚËÚÛÎ¸Ì˚Ï Ì‡‰ÔËÒflÏ, Á‡„ÓÎÓ‚Í‡Ï ÊÛÌ‡ÎÓ‚ Ë Ú.Ô.

ëÂÏ‡ÌÚË˜ÂÒÍ‡fl ·ÎËÁÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÍÎ˛˜Â‚˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË ı Ë Û  ÂÒÚ¸ Ëı

ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ í‡ÌËÏÓÚÓ 
| |

| |
,

X Y

X Y

∩
∪

 „‰Â X Ë Y – ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‰ÓÍÛÏÂÌÚÓ‚ Ò ÔËÒ‚ÓÂÌÌ˚ÏË

ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË ı Ë Û ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. àı ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÎ˛˜Â‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
| |

| |

X Y

X Y

∆
∩

 Ë ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ.

22.2. ëÖåÄçíàóÖëäàÖ  êÄëëíéüçàü  Ç  ëÖíÖÇõï  ëíêìäíìêÄï

ëÂ‰Ë ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÎÂÍÒËÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËı ÒÂÚÂÈ (Ú‡ÍËı, Ì‡ÔËÏÂ, Í‡Í WordNet,
ÔÓËÒÍÓ‚‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Medical Search Headings, íÂÁ‡ÛÛÒ êÓÊÚ‡, ëÎÓ‚‡¸ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó
‡Ì„ÎËÈÒÍÓ„Ó flÁ˚Í‡ ãÓÌ„Ï‡Ì‡) ÒÂÚ¸ WordNet fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÔÛÎflÌ˚Ï
ÎÂÍÒË˜ÂÒÍËÏ ÂÒÛÒÓÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Ï ‚ ÔÓˆÂÒÒ‡ı Ó·‡·ÓÚÍË ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó flÁ˚Í‡
Ë ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ÎËÌ„‚ËÒÚËÍÂ. ëÂÚ¸ WordNet (ÒÏ. http://wordnet.princeton.edu) –
ËÌÚÂ‡ÍÚË‚Ì‡fl ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ·‡Á‡ ‰‡ÌÌ˚ı, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â, „Î‡„ÓÎ˚,
ÔËÎ‡„‡ÚÂÎ¸Ì˚Â Ë Ì‡Â˜Ëfl ‡Ì„ÎËÈÒÍÓ„Ó flÁ˚Í‡ Ó„‡ÌËÁÓ‚‡Ì˚ ‚ ÒËÌÓÌËÏË˜ÂÒÍËÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ Ó‰ÌÓ ·‡ÁÓ‚ÓÂ ÎÂÍÒË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÌflÚËÂ.
Ñ‚‡ Ú‡ÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÂÏ‡ÌÚË˜ÂÒÍË Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı
Ò‚flÁÓÍ: Ò‚flÁÍ‡ ÒÌËÁÛ ‚‚Âı ı („ËÔÓÌËÏ) Öëíú Û („ËÔÂÓÌËÏ), Ò‚flÁÍ‡ Ò‚ÂıÛ ‚ÌËÁ ı
(ÏÂÓÌËÏ) ëéÑÖêÜàí Û (ıÓÎÓÌËÏ), „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì‡fl Ò‚flÁÍ‡, ‚˚‡Ê‡˛˘‡fl
·ÓÎ¸¯Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ÛÔÓÚÂ·ÎÂÌËfl x Ë y (‡ÌÚÓÌËÏËfl), Ë Ú.‰. Ò‚flÁÍË Öëíú
(IS-A) ËÌ‰ÛˆËÛ˛Ú ˜‡ÒÚË˜Ì˚È ÔÓfl‰ÓÍ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È IS-A Ú‡ÍÒÓÌÓÏËÂÈ. ÇÂÒËfl 2.0
WordNet ÒÓ‰ÂÊËÚ 80 000 ÔÓÌflÚËÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó Ë 13 500 ÔÓÌflÚËÈ „Î‡„ÓÎ‡,
Ó„‡ÌËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ 9 Ë 554 ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı IS-A ËÂ‡ıË˜ÂÒÍËı ÒÚÛÍÚÛ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ. Ç ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÏ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÏ ‡ˆËÍÎË˜ÌÓÏ „‡ÙÂ ÔÓÌflÚËÈ ‰Îfl Î˛·˚ı
‰‚Ûı ÒËÌÓÌËÏË˜ÂÒÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ (ËÎË ÔÓÌflÚËÈ) ı Ë Û ÔÛÒÚ¸ l(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È-
¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ÌËÏË Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÚÓÎ¸ÍÓ Ò‚flÁÓÍ IS-A Ë ÔÛÒÚ¸ LPS(x , y) –
Ëı Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ Ó·˘ËÈ ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Û˛˘ËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ (ÔÂ‰ÓÍ) ‚ IS-A Ú‡ÍÒÓÌÓÏËË.
èÛÒÚ¸ d(x) – „ÎÛ·ËÌ‡ ı (Ú.Â. Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÍÓÌfl ‚ IS-A Ú‡ÍÒÓÌÓÏËË) Ë ÔÛÒÚ¸
D = maxxd(x). çËÊÂ ÔË‚Ó‰ËÚÒfl ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÒÂÏ‡ÌÚË˜ÂÒÍËı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ Ë
‡ÒÒÚÓflÌËÈ.
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èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔÛÚË
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ÒËÌÓÌËÏË˜Ì˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

path(x, y) = (l(x, y))–1.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ãËÍÓÍ‡–óÓ‰ÓÓÛ
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ãËÍÓÍ‡–óÓ‰ÓÓÛ ÏÂÊ‰Û ÒËÌÓÌËÏË˜Ì˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ı  Ë Û ÓÔÂ-

‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

lch( , ) ln
( , )

,x y
l x y

D
= −

2

Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÌflÚËÈ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
l x y

D

( , )
.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÇÛ–è‡ÎÏÂ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÇÛ–è‡ÎÏÂ‡ ÏÂÊ‰Û ÒËÌÓÌËÏË˜Ì˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ı Ë Û  ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÚÒfl Í‡Í

wup( , )
( ( , ))

( ) ( )
.x y

d LPS x y

d x d y
=

+
2

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÂÁÌËÍ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÂÁÌËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÒËÌÓÌËÏË˜Ì˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ı Ë Û  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

Í‡Í

res(x, y) = –ln p(LPS(x, y)),

„‰Â p(z) – ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ‚ÒÚÂÚËÚ¸ ÔÓÌflÚËÂ z  ‚ ·ÓÎ¸¯ÓÏ Ó·˙ÂÏÂ, ‡ –ln p(z) –
ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÂ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ z.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ãËÌ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ãËÌ‡ ÏÂÊ‰Û ÒËÌÓÌËÏË˜Ì˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

lin( , )
ln ( ( , ))

ln ( ) ln ( )
.x y

p LPS x y

p x p y
=

+
2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ñÁflÌfl–äÓÌ‡Ú‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ñÁflÌfl–äÓÌ‡Ú‡ ÏÂÊ‰Û ÒËÌÓÌËÏË˜Ì˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ-

‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

jcn(x, y) = 2ln p(LPS(x, y)) – (ln p(x) + ln p(y)).

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ãÂÒÍ‡
ÉÎÓÒÒ‡ËÂÏ ÒËÌÓÌËÏË˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ z fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡,

ÍÓÚÓ˚È ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ËÎË ÔÓflÒÌflÂÚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ. èÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ãÂÒÍ‡ – Ú‡ÍËÂ
ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ÎÓÊÂÌËfl „ÎÓÒÒ‡ËÂ‚ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÔÓÌflÚËÈ; Ú‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, Ì‡ÎÓÊÂÌËÂÏ „ÎÓÒÒ‡ËÂ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‚ÂÎË˜ËÌ‡

2t x y

t x t y

( , )

( ) ( )
,

+

„‰Â t(z) – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÎÓ‚ ÒËÌÓÌËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ z, ‡ t(x , y) – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó
Ó·˘Ëı ÒÎÓ‚ ‚ ı Ë Û.
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èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ïÂÒÚ‡–ëÂÌÚ–éÌ‰Ê‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ïÂÒÚ‡–ëÂÌÚ–éÌ‰Ê‡ ÏÂÊ‰Û ÒËÌÓÌËÏË˜Ì˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ı Ë Û

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

hso(x, y) = C – L(x, y) – ck,

„‰Â L(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ‚ÒÂı Ò‚flÁÓÍ,
k – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÁÏÂÌÂÌËÈ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó ÔÛÚË Ë C, c – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ïÂÒÚ‡–ëÂÌÚ–éÌ‰Ê‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
L x y

k

( , )
.

22.3. êÄëëíéüçàü  Ç  àçíÖêçÖíÖ  à  WEB

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‰Ó·ÌÓ „‡Ù˚ ‚Â·-ÒÂÚË Ë Web àÌÚÂÌÂÚ‡, ÍÓÚÓ˚Â Ó·Î‡‰‡˛Ú
Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ "ÚÂÒÌÓ„Ó ÏË‡" Ë ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ¯Í‡Î.

àÌÚÂÌÂÚ – Ó·˘Â‰ÓÒÚÛÔÌ‡fl „ÎÓ·‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌ‡fl ÒÂÚ¸, ÍÓÚÓ‡fl ÒÙÓÏË-
Ó‚‡Î‡Ò¸ Ì‡ ·‡ÁÂ ÄÔ‡ÌÂÚ (ÒÂÚË ÍÓÏÏÛÚ‡ˆËË Ô‡ÍÂÚÓ‚, ÒÓÁ‰‡ÌÌÓÈ ‚ 1969 „. ‰Îfl ÌÛÊ‰
åËÌËÒÚÂÒÚ‚‡ Ó·ÓÓÌ˚ ëòÄ), NSFNet, Usenet, Bitnet Ë fl‰‡ ‰Û„Ëı ÒÂÚÂÈ. Ç 1995 „.
ç‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚È Ì‡Û˜Ì˚È ÙÓÌ‰ ëòÄ ÓÚÍ‡Á‡ÎÒfl ÓÚ Ó·Î‡‰‡ÌËfl ÒÂÚ¸˛ àÌÚÂÌÂÚ.

ÖÂ ÛÁÎ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ï‡¯ÛÚËÁ‡ÚÓ˚, Ú.Â. ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂÂÒ˚Î‡˛Ú
Ô‡ÍÂÚ˚ ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓ ÒÂÚÂ‚˚Ï Í‡Ì‡Î‡Ï ÓÚ Ó‰ÌÓ„Ó ÍÓÏÔ¸˛ÚÂ‡ Í ‰Û„ÓÏÛ Ò ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÓÚÓÍÓÎÓ‚ IP (àÌÚÂÌÂÚ-ÔÓÚÓÍÓÎ ÏÂÊÒÂÚÂ‚Ó„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl), íëê Ë
UDP (ÔÓÚÓÍÓÎ˚ ÔÂÂ‰‡˜Ë ‰‡ÌÌ˚ı) Ë ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚ı Ì‡‰ ÌËÏË ÔÓÚÓÍÓÎÓ‚ çííê,
Telnet, FTP Ë ÏÌÓ„Ëı ‰Û„Ëı ÔÓÚÓÍÓÎÓ‚ (Ú.Â. ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ÒÔÂˆËÙËÍ‡ˆËÈ ÔÂÂ‰‡˜Ë
‰‡ÌÌ˚ı). å‡¯ÛÚËÁ‡ÚÓ˚ ‡ÁÏÂ˘‡˛ÚÒfl ‚ ÏÂÒÚ‡ı ÏÂÊÒÂÚÂ‚˚ı ¯Î˛ÁÓ‚, Ú.Â. ‚
Ú‡ÍËı ÏÂÒÚ‡ı, „‰Â ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl ÌÂ ÏÂÌÂÂ ‰‚Ûı ÒÂÚÂÈ. ë‚flÁË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÂ ÛÁÎ˚ –
‡ÁÎË˜Ì˚Â ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ ÒÓÂ‰ËÌËÚÂÎË, Ú‡ÍËÂ Í‡Í ÚÂÎÂÙÓÌÌ˚Â ÔÓ‚Ó‰‡, ÓÔÚÓ‚Ó-
ÎÓÍÓÌÌ˚Â Í‡·ÂÎË Ë ÒÔÛÚÌËÍÓ‚˚Â Í‡Ì‡Î˚. Ç àÌÚÂÌÂÚÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ô‡ÍÂÚÌ‡fl
ÍÓÏÏÛÚ‡ˆËfl, Ú.Â. ‰‡ÌÌ˚Â (Ù‡„ÏÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Â, ÂÒÎË ÚÂ·ÛÂÚÒfl) ÔÂÂÒ˚Î‡˛ÚÒfl ÌÂ
ÔÓ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌÓÏÛ ÔÛÚË, ‡ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl
ËÏÂ˛˘ÂÈÒfl ÔÓÎÓÒ˚ ˜‡ÒÚÓÚ (ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÔÂÂ‰‡˜Ë ËÌÙÓÏ‡ˆËË ‚ ÏÎÌ ·ËÚ/Ò) Ë
ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ‚ÂÏÂÌË Á‡Ô‡Á‰˚‚‡ÌËfl (‚ÂÏÂÌË ‚ ÏËÎÎËÒÂÍÛÌ‰‡ı, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ„Ó ‰Îfl
ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl Á‡ÔÓÒ‡).

ä‡Ê‰ÓÏÛ ÔÓ‰ÍÎ˛˜ÂÌÌÓÏÛ Í àÌÚÂÌÂÚÛ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÛ Ó·˚˜ÌÓ ÔËÒ‚‡Ë‚‡ÂÚÒfl
ËÌ‰Ë‚Ë‰Û‡Î¸Ì˚È "‡‰ÂÒ", Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È IP ‡‰ÂÒÓÏ. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı IP
‡‰ÂÒÓ‚ Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ 23 2  ≈ 4,3 ÏÎ‰. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÔÛÎflÌ˚ÏË ÔËÎÓ-
ÊÂÌËflÏË, ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡ÂÏ˚ÏË àÌÚÂÌÂÚÓÏ, fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÎÂÍÚÓÌÌ‡fl ÔÓ˜Ú‡, ÔÂÂ‰‡˜‡
Ù‡ÈÎÓ‚, Web Ë ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÏÛÎ¸ÚËÏÂ‰Ë‡.

åÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡ IP ‡‰ÂÒÓ‚ àÌÚÂÌÂÚ‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl IP ‡‰ÂÒ‡ ‚ÒÂı
ÔÓ‰ÍÎ˛˜ÂÌÌ˚ı Í àÌÚÂÌÂÚÛ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÓ‚; ‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÓÌË ÔÓ‰ÍÎ˛˜ÂÌ˚ Ì‡ÔflÏÛ˛ ˜ÂÂÁ Ï‡¯ÛÚËÁ‡ÚÓ, Ú.Â. ‰ÂÈÚ‡„‡ÏÏ‡ ÔÂÂ‰‡˜Ë
ÔÓıÓ‰ËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ÂÂÁ Ó‰ËÌ Ô˚ÊÓÍ (ÒÂÚÂ‚ÓÈ ÒÂ„ÏÂÌÚ).

ëÂÚ¸ àÌÚÂÌÂÚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡Á·ËÚ‡ Ì‡ ‡‰ÏËÌËÒÚ‡ÚË‚ÌÓ ‡‚ÚÓÌÓÏÌ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚
(AS) ËÎË ‰ÓÏÂÌ˚. Ç Í‡Ê‰ÓÈ AS ‚ÌÛÚË‰ÓÏÂÌÌ‡fl Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËfl ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ
ÔÓÚÓÍÓÎÛ IGP (‚ÌÛÚÂÌÌËÈ ÔÓÚÓÍÓÎ Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË), ÚÓ„‰‡ Í‡Í ÏÂÊ‰ÓÏÂÌÌ‡fl
Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËfl Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÔÓ ÔÓÚÓÍÓÎÛ BGP (ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚È ÔÓÚÓÍÓÎ
Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË), ÍÓÚÓ˚È ÔËÒ‚‡Ë‚‡ÂÚ ASN (16-·ËÚÓ‚˚È) ÌÓÏÂ) Í‡Ê‰ÓÈ AS. AS
„‡Ù àÌÚÂÌÂÚ‡ ËÏÂÂÚ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ AS (ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ 25 Ú˚Ò. ‚ 2007 „.), ‡
Â„Ó Â·‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú Ì‡ÎË˜ËÂ Ó‰ÌÓ‡Ì„Ó‚˚ı BGP Ò‚flÁË ÏÂÊ‰Û ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚Û˛˘ËÏË AS.
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Web ("ÇÒÂÏËÌ‡fl Ô‡ÛÚËÌ‡", WWW ËÎË ‚Â·-ÒÂÚ¸) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÛÔÌÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛
ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËfl àÌÚÂÌÂÚ‡, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡ÌÌ˚ı ‰ÓÍÛÏÂÌÚÓ‚ (ÂÒÛÒÓ‚).
éÌ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÚÓÍÓÎÛ çííê (ÔÓÚÓÍÓÎ ÔÂÂ‰‡˜Ë „ËÔÂÚÂÍÒÚ‡) ÏÂÊ‰Û
·‡ÛÁÂÓÏ Ë ÒÂ‚ÂÓÏ, ÔÓÚÓÍÓÎÛ HTML (flÁ˚Í „ËÔÂÚÂÍÒÚÓ‚ÓÈ Ï‡ÍËÓ‚ÍË)
ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl ËÌÙÓÏ‡ˆËË ‰Îfl ‰ËÒÔÎÂfl Ë URL (ÛÌËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÛÍ‡Á‡ÚÂÎË ÂÒÛ-
ÒÓ‚), ‰‡˛˘ËÏ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È "‡‰ÂÒ" Web ÒÚ‡ÌËˆ. Web Ì‡˜‡Î‡ Ò‚ÓÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ
‚ Ö‚ÓÔÂÈÒÍÓÏ ˆÂÌÚÂ ÔÓ fl‰ÂÌ˚Ï ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflÏ ‚ 1989 „. Ë ·˚Î‡ ÔÂÂ‰‡Ì‡ ‚
Ó·˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ‚ 1993 „.

Web Ó„‡Ù – ‚ËÚÛ‡Î¸Ì‡fl ÒÂÚ¸, ÛÁÎ˚ ÍÓÚÓÓÈ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡ÏË (Ú.Â.
ÒÚ‡ÚË˜Ì˚ÏË HTML ÒÚ‡ÌËˆ‡ÏË ËÎË Ëı URL), ÍÓÚÓ˚Â ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ‚ıÓ‰fl˘ËÏË ËÎË
ËÒıÓ‰fl˘ËÏË HTML „ËÔÂÒÒ˚ÎÍ‡ÏË.

äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÛÁÎÓ‚ Web Ó„‡Ù‡ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÎÓ, ÔÓ ‡ÁÌ˚Ï ÓˆÂÌÍ‡Ï, ÏÂÊ‰Û 15 Ë
30 ÏÎ‰ ‚ 2007 „. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, fl‰ÓÏ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl „ÎÛ·ÓÍ‡fl ËÎË
ÌÂ‚Ë‰ËÏ‡fl Web, Ú.Â. ‰ÓÒÚÛÔÌ˚Â ‰Îfl ÔÓËÒÍ‡ ·‡Á˚ ‰‡ÌÌ˚ı (~300 Ú˚Ò.) Ò ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ
ÒÚ‡ÌËˆ (‰‡ÊÂ ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËfl), ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ 500 ‡Á ÔÂ‚˚¯‡˛˘ËÏ
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍËı Web ÒÚ‡ÌËˆ. ùÚË ÒÚ‡ÌËˆ˚ ÌÂ ËÌ‰ÂÍÒËÓ‚‡Ì˚ ÒÂ‚Â‡ÏË
ÔÓËÒÍ‡, Ëı URL ‰ËÌ‡ÏË˜Ì˚Â, Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚˚Á‚‡Ì˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔflÏ˚Ï
Á‡ÔÓÒÓÏ ‚ Â‡Î¸ÌÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·Â ‚ÂÏÂÌË.

30 Ë˛Ìfl 2007 „. 1 143 109 925 ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎÂÈ (17,8% ÏËÓ‚ÓÈ ÔÓÔÛÎflˆËË, ‚ÍÎ˛˜‡fl
69,5% ‚ ëÂ‚ÂÌÓÈ ÄÏÂËÍÂ Ë 39,8% ‚ Ö‚ÓÔÂ) ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ àÌÚÂÌÂÚÓÏ.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒÓÚÂÌ Ú˚Òfl˜ ÍË·Â-ÒÓÓ·˘ÂÒÚ‚, Ú.Â. ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚ ‚Â¯ËÌ
Web Ó„‡Ù‡, „‰Â ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ò‚flÁÂÈ ÏÂÊ‰Û ˜ÎÂÌ‡ÏË ÒÓÓ·˘ÂÒÚ‚‡ „Ó‡Á‰Ó ‚˚¯Â
‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ„Ó ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl ‰Îfl Ò‚flÁÂÈ ˜ÎÂÌÓ‚ ÒÓÓ·˘ÂÒÚ‚‡ Ò ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Ï ÏËÓÏ.
äË·Â-ÒÓÓ·˘ÂÒÚ‚‡ („ÛÔÔ˚ ÍÎËÂÌÚÓ‚, Û˜‡ÒÚÌËÍË ÒÓˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒÂÚË, ÔÓÌflÚËfl ‚
ÚÂıÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â Ë Ú.Ô.) Ó·˚˜ÌÓ ÍÓÌˆÂÌÚËÛ˛ÚÒfl ‚ÓÍÛ„ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ‰‚Û‰ÓÎ¸Ì˚È ÔÓ‰„‡Ù ı‡·Ó‚-‡‚ÚÓËÚÂÚÌ˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ‚
ÍÓÚÓÓÏ ‚ÒÂ ı‡·˚ (ÏÂÌ˛ Ë ÔÂÂ˜ÌË ÂÒÛÒÓ‚) ÛÍ‡Á˚‚‡˛Ú Ì‡ ‚ÒÂ ‡‚ÚÓËÚÂÚÌ˚Â
ËÒÚÓ˜ÌËÍË (ÔÓÎÂÁÌ˚Â ÒÚ‡ÌËˆ˚ ÔÓ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÂÏ‡ÚËÍÂ). èËÏÂ‡ÏË ÌÓ‚˚ı ÏÂ‰Ë‡,
ÒÓÁ‰‡ÌÌ˚ı Web, fl‚Îfl˛ÚÒfl: ·ÎÓ„Ë (ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌÌ˚Â ‚ ÒÂÚË ‰ÌÂ‚ÌËÍË), ÇËÍËÔÂ‰Ëfl
(ÓÚÍ˚Ú‡fl ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ëfl) Ë ÔÓÂÍÚËÛÂÏ‡fl ÍÓÌÒÓˆËÛÏÓÏ Web Ò‚flÁ¸ Ò ÏÂÚ‡-
‰‡ÌÌ˚ÏË.

Ç ÒÂ‰ÌÂÏ ‚Â¯ËÌ˚ Web Ó„‡Ù‡ ËÏÂ˛Ú ‡ÁÏÂ 10 ä·ËÚ, ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚˚ıÓ‰‡ 7,2 Ë
‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ k–2 ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚˚ıÓ‰‡ ËÎË ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚ıÓ‰‡ ‡‚Ì‡ k. èÓ‚Â‰ÂÌÌÓÂ
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ [BKMR00] ·ÓÎÂÂ 200 ÏÎÌ Web Ò‡ÌËˆ ÔÓÁ‚ÓÎËÎÓ ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ
‚˚‰ÂÎËÚ¸ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Û˛ Ò‚flÁÌÛ˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ – "fl‰Ó" ËÁ 56 ÏÎÌ ÒÚ‡ÌËˆ Ë Â˘Â
44 ÏÎÌ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı C fl‰ÓÏ ÒÚ‡ÌËˆ (ÌÓ‚Ë˜ÍÓ‚?). ÑÎfl ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ ‚˚·‡ÌÌ˚ı ÛÁÎÓ‚ ı Ë
Û ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ ˆÂÔË ÓÚ ı Í Û ·˚Î‡ ‡‚Ì‡ 0,25 Ë
ÒÂ‰Ìflfl ‰ÎËÌ‡ Ú‡ÍÓÈ Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ ˆÂÔË (ÂÒÎË Ú‡ÍÓ‚‡fl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) ·˚Î‡ ‡‚Ì‡ 16,
ÚÓ„‰‡ Í‡Í Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ ˆÂÔË ‡‚ÌflÎ‡Ò¸ 28 ‚ fl‰Â Ë ·ÓÎÂÂ 500 ‚Ó
‚ÒÂÏ „‡ÙÂ.

èË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÌËÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔËÏÂ‡ÏË Ï‡¯ÛÚÌ˚ı ÏÂÚËÍ ÏÂÊ‰Û
ı‚ÓÒÚ‡ÏË, Ú.Â. ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÏËÒfl ‚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ı Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË ‚
àÌÚÂÌÂÚÂ ‰Îfl Ò‡‚ÌÂÌËfl ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı Ï‡¯ÛÚÓ‚. èËÏÂ‡ÏË ‰Û„Ëı Ú‡ÍËı ÏÂ
fl‚Îfl˛ÚÒfl Á‡‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÔÓÎÓÒ˚ ˜‡ÒÚÓÚ, ÒÚÓËÏÓÒÚ¸ Ò‚flÁË, Ì‡‰ÂÊÌÓÒÚ¸ (‚ÂÓflÚ-
ÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÂË Ô‡ÍÂÚÌ˚ı ‰‡ÌÌ˚ı). ìÔÓÏËÌ‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÏÂÚËÍË Í‡˜ÂÒÚ‚‡,
Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÍÓÏÔ¸˛ÚÂ‡ÏË.

IP ÏÂÚËÍ‡ àÌÚÂÌÂÚ‡
IP ÏÂÚËÍ‡ àÌÚÂÌÂÚ‡ (ËÎË Ò˜ÂÚ Ô˚ÊÍÓ‚, ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÚÓÍÓÎ‡ RIP, ‰ÎËÌ‡ IP

ÔÛÚË) – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‚ IP „‡ÙÂ àÌÚÂÌÂÚ‡, Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ô˚ÊÍÓ‚



326 ó‡ÒÚ¸ V. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ÒÙÂÂ

(ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, Ï‡¯ÛÚËÁ‡ÚÓÓ‚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı Ëı IP ‡‰ÂÒ‡ÏË), ÌÂÓ·ıÓ-
‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÂ‰‡˜Ë Ô‡ÍÂÚ‡ ‰‡ÌÌ˚ı. èÓÚÓÍÓÎÓÏ RIP ÔÂ‰ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ ÒÂÚË – 15, Ë ÌÂ‰ÓÒÚËÊËÏÓÒÚ¸ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÛÚ¸
‰ÎËÌ˚ 16.

AS ÏÂÚËÍ‡ àÌÚÂÌÂÚ‡
AS ÏÂÚËÍ‡ àÌÚÂÌÂÚ‡ (ËÎË BGP-ÏÂÚËÍ‡) – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‚ AS „‡ÙÂ

àÌÚÂÌÂÚ‡, Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ISP ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı (ÔÓÒÚ‡‚˘ËÍÓ‚ ÛÒÎÛ„ ‚ ÒÂÚË
àÌÚÂÌÂÚ), ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı Ò‚ÓËÏË AS, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ÏË ‰Îfl ÔÂÂÒ˚ÎÍË Ô‡ÍÂÚ‡
‰‡ÌÌ˚ı.

ÉÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÉÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ ‰Û„Â ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡ Ì‡

ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË áÂÏÎË ÓÚ ÍÎËÂÌÚ‡ ı (ÔÓÎÛ˜‡ÚÂÎ¸) ‰Ó ÒÂ‚Â‡ Û (ËÒÚÓ˜ÌËÍ). é‰Ì‡ÍÓ ‚
ÒËÎÛ ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ ÔÂÂ‰‡˜‡ ‰‡ÌÌ˚ı ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ
Ú‡ÍÓÈ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ ÎËÌËË; Ì‡ÔËÏÂ, ·ÓÎ¸¯‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‰‡ÌÌ˚ı ËÁ üÔÓÌËË ‚ Ö‚ÓÔÛ
ÔÓÒÚÛÔ‡ÂÚ ˜ÂÂÁ ëòÄ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ RTT
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ RTT fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÏÂÌÂÏ ÔÓÎÌÓÈ ÔÂÂ‰‡˜Ë ÏÂÊ‰Û ı Ë Û  ‚ ÏËÎÎË-

ÒÂÍÛÌ‰‡ı, ËÁÏÂÂÌÌ˚Ï Á‡ ÔÂ‰˚‰Û˘ËÈ ‰ÂÌ¸; (ÒÏ. [HFPMC02] Ó ‡ÁÌÓ‚Ë‰ÌÓÒÚflı
‰‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ë Ò‚flÁË Ò ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ÏË ÚÂÏfl ÏÂÚËÍ‡ÏË).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‰ÏËÌËÒÚ‡ÚË‚Ì˚ı ‡ÒıÓ‰Ó‚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‡‰ÏËÌËÒÚ‡ÚË‚Ì˚ı ‡ÒıÓ‰Ó‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ

(ÓˆÂÌË‚‡˛˘ÂÂ Ì‡‰ÂÊÌÓÒÚ¸ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó Ï‡¯ÛÚÂ), ÔËÒ‚‡Ë‚‡ÂÏÓÂ ÒÂÚ¸˛
Ï‡¯ÛÚÛ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û . ç‡ÔËÏÂ, ÍÓÏÔ‡ÌËfl Cisco ÔËÒ‚‡Ë‚‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl 0, 1, …,
200, 225 ‰Îfl ÔÓ‰ÍÎ˛˜ÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂÙÂÈÒ‡, ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡¯ÛÚ‡, …, ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó
ÔÓÚÓÍÓÎ‡ BGP, çÂËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

åÂÚËÍË DRP
Ç ÒÚÛÍÚÛÂ ÒËÒÚÂÏÌÓ„Ó ‡‰ÏËÌËÒÚËÓ‚‡ÌËfl (DD) ÍÓÏÔ‡ÌËË Cisco ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl

(Ò ÔËÓËÚÂÚ‡ÏË Ë ‚ÂÒ‡ÏË) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‰ÏËÌËÒÚ‡ÚË‚Ì˚ı ‡ÒıÓ‰Ó‚, ÏÂÚËÍ‡
ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÒÚË (‚˚·Ó ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ„Ó ÌÓÏÂ‡ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó IP ‡‰ÂÒ‡) Ë ÏÂÚËÍË DRP
(ÔÓÚÓÍÓÎ ÔflÏÓ„Ó ÓÚÍÎËÍ‡). åÂÚËÍË DRP Á‡Ô‡¯Ë‚‡˛Ú Û ‚ÒÂı Ï‡¯ÛÚËÁ‡ÚÓÓ‚
Ò ÔÓÚÓÍÓÎÓÏ DRP Ó‰ÌÓ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ:

1) ‚ÌÂ¯Ì˛˛ ÏÂÚËÍÛ DRP, Ú.Â. ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ô˚ÊÍÓ‚ (ıÓÔÓ‚) ÔÓ ÔÓÚÓÍÓÎÛ BGP
(ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚È ÔÓÚÓÍÓÎ Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË) ÏÂÊ‰Û Á‡Ô‡¯Ë‚‡˛˘ËÏ ÛÒÎÛ„Û ÔÓÎ¸ÁÓ-
‚‡ÚÂÎÂÏ Ë ‡„ÂÌÚÓÏ ÒÂ‚Â‡ DRP;

2) ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÏÂÚËÍÛ DRP, Ú.Â. ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ô˚ÊÍÓ‚ ÔÓ ÔÓÚÓÍÓÎÛ IGP
(‚ÌÛÚÂÌÌËÈ ÔÓÚÓÍÓÎ Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË) ÏÂÊ‰Û ‡„ÂÌÚÓÏ ÒÂ‚Â‡ DRP Ë ·ÎËÊ‡È¯ËÏ
ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚Ï Ï‡¯ÛÚËÁ‡ÚÓÓÏ Ì‡ Â·Â ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚;

3) ÏÂÚËÍÛ ÒÂ‚Â‡ DRP, Ú.Â. ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ô˚ÊÍÓ‚ ÔÓ ÔÓÚÓÍÓÎÛ IGP ÏÂÊ‰Û
‡„ÂÌÚÓÏ ÒÂ‚Â‡ DRP Ë ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÒÂ‚ÂÓÏ.

åÂÚËÍË ÚÓÏÓ„‡ÙËË ÒÂÚË
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÂÚ¸ Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÚÓÍÓÎÓÏ Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË, Ú.Â. ÒËÎ¸ÌÓ

Ò‚flÁÌ˚È Ó„‡Ù D = (V, E) Ò Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÛÚÂÏ T(u , v),
‚˚·‡ÌÌ˚Ï ‰Îfl Î˛·ÓÈ Ô‡˚ (u, v) ‚Â¯ËÌ. èÓÚÓÍÓÎ Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
·ËÌ‡ÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË A = ((a i j)), „‰Â aij = 1, ÂÒÎË ‰Û„‡ e  ∈  E Ò
ËÌ‰ÂÍÒÓÏ i ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ÔÛÚË T(u, v) Ò ËÌ‰ÂÍÒÓÏ j. ï˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó
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‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÚÓÍ‡ÏË (ÒÚÓÎ·ˆ‡ÏË) Ï‡ÚËˆ˚ A Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
ÏÂÊ‰Û ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ‰Û„‡ÏË (ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÔÛÚflÏË) ÒÂÚË.

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚Â ÒÂÚË Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË Ó„‡Ù‡ÏË, ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÔÓÚÓÍÓÎ‡ÏË
Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË Ò Ï‡ÚËˆ‡ÏË Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË A Ë A� ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. íÓ„‰‡ ÔÓÎÛ-
ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÚÓÍÓÎ‡ Ï‡¯ÛÚËÁ‡ˆËË [Var04] ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ï‡ÚËˆÂÈ A Ë Ï‡ÚËˆÂÈ B, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ËÁ ÔÛÚÂÏ A� ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÒÚÓÍ Ë
ÒÚÓÎ·ˆÓ‚ (Ó·Â Ï‡ÚËˆ˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Í‡Í ÒÚÓÍË).

ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ Web „ËÔÂÒÒ˚ÎÍË
ä‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ Web „ËÔÂÒÒ˚ÎÍË (ËÎË Ò˜ÂÚ˜ËÍÓÏ ÍÎËÍÓ‚) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÎËÌ‡

Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÛÚË (ÂÒÎË Ú‡ÍÓ‚ÓÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Web
ÒÚ‡ÌËˆ‡ÏË (‚Â¯ËÌ‡ÏË Web Ó„‡Ù‡), Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ˜ËÒÎÓ ÍÎËÍÓ‚
Ï˚¯ÍË ‚ ‰‡ÌÌÓÏ „‡ÙÂ.

Web Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÍÎËÍÓ‚
Web Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÍÎËÍÓ‚ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Web ÒÚ‡ÌËˆ‡ÏË ı Ë Û

‚ Web Ó„‡ÙÂ [YOI03] ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏÛÏ 
i

m
ip

=

+

∑
1

ln
z
α

 ÔÓ ‚ÒÂÏ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÛÚflÏ

x  = z0, z1, ..., zm = y , ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÏ x  Ë y , „‰Â   zi
+  – ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚˚ıÓ‰‡ ÒÚ‡ÌËˆ˚ zi.

è‡‡ÏÂÚ α ‡‚ÂÌ 1 ËÎË 0,85, ÚÓ„‰‡ Í‡Í p (ÒÂ‰Ìflfl ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚˚ıÓ‰‡) ‡‚Ì‡ 7 ËÎË 6.

Webï Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÓ‰Ê‡–òËÓ‰Â
Webï Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÓ‰Ê‡–òËÓ‰Â ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Web ÒÚ‡ÌËˆ‡ÏË ı Ë Û ‚ Web

Ó„‡ÙÂ ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ 
1

h x y( , )
,  „‰Â h(x, y) – ˜ËÒÎÓ Í‡Ú˜‡È¯Ëı ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÛÚÂÈ,

ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë Û.

åÂÚËÍË Web ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË
åÂÚËÍË Web ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË Ó·‡ÁÛ˛Ú ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ËÌ‰ËÍ‡ÚÓÓ‚, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ı ‰Îfl

ËÁÏÂÂÌËfl ÒÚÂÔÂÌË ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁË (ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËfl, ‚ Ò‚flÁflı ÒÒ˚ÎÓÍ ËÎË/Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË)
ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Web ÒÚ‡ÌËˆ‡ÏË ı Ë Û. ç‡ÔËÏÂ, ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÒıÓ‰ÒÚ‚Ó ˜‡ÒÚË˜ÌÓ
ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘Ëı ÚÂÏËÌÓ‚, ÒÓ‚ÏÂÒÚÌ˚Â ÒÒ˚ÎÍË (ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÚ‡ÌËˆ, „‰Â Ó·Â ‰‡˛ÚÒfl
Í‡Í „ËÔÂÒÒ˚ÎÍË), ÒÔ‡ÂÌÌÓÒÚ¸ ·Ë·ÎËÓ„‡ÙË˜ÂÍËı ‰‡ÌÌ˚ı (ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ó·˘Ëı
„ËÔÂÒÒ˚ÎÓÍ) Ë ˜‡ÒÚÓÚÌÓÒÚ¸ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ÔÓfl‚ÎÂÌËfl min{P(x | y), P (y | x)},
„‰Â P(x | y) ÂÒÚ¸ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÔÓÒÂÚË‚¯ËÈ ÒÚ‡ÌËˆÛ Û ÔÓÒÂÚËÚ Ú‡ÍÊÂ
ÒÚ‡ÌËˆÛ ı.

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÏÂÚËÍË ÔÓËÒÍÓ‚Ó-ˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÁÏÂÌÂÌËfl – ÏÂÚËÍË, ËÒÔÓÎ¸-
ÁÛÂÏ˚Â ÔÓËÒÍÓ‚˚ÏË ÒÂ‚Â‡ÏË ‚ Web ÒÂÚË ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ÒÚÂÔÂÌË ‡ÁÎË˜Ëfl ÏÂÊ‰Û
‰‚ÛÏfl ‚ÂÒËflÏË ı Ë Û Web ÒÚ‡ÌËˆ˚. ÖÒÎË X Ë Y fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ‚ÒÂı ÒÎÓ‚
(ËÒÍÎ˛˜‡fl Ï‡ÍËÓ‚ÍÛ HTML) ‚ ı Ë Û  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓ ÒÎÓ‚‡ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÒÚ‡ÌËˆ‡ÏË ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ñ‡ÈÒ‡, Ú.Â. ‡‚ÌÓ
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ÖÒÎË vx Ë vy fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚ÏË TF-IDF (˜‡ÒÚÓÚÌÓÒÚ¸ – Ó·‡ÚÌ‡fl ˜‡ÒÚÓÚÌÓÒÚ¸
‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡) ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏË ı Ë Û, ÚÓ Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÒËÌÛÒ‡ ÏÂÊ‰Û
ÒÚ‡ÌËˆ‡ÏË ‰‡ÂÚÒfl Í‡Í
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åÂÚËÍ‡ ÔÓÚÂflÌÌÓÒÚË
èÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎË, "ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚Û˛˘ËÂ" ÔÓ „ËÔÂÚÂÍÒÚÓ‚˚Ï ÒËÒÚÂÏ‡Ï, ÌÂÂ‰ÍÓ ËÒÔ˚-

Ú˚‚‡˛Ú ‰ÂÁÓËÂÌÚ‡ˆË˛ (ÚÂÌ‰ÂÌˆË˛ Í ÔÓÚÂÂ ˜Û‚ÒÚ‚‡ ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËfl Ë
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏ ‰ÓÍÛÏÂÌÚÂ) Ë ÍÓ„ÌËÚË‚ÌÛ˛ ÔÂÂ„ÛÁÍÛ (ÚÂ·Û˛ÚÒfl
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÛÒËÎËfl Ë ÍÓÌˆÂÌÚ‡ˆËfl ‚ÌËÏ‡ÌËfl ‰Îfl Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ÔÓ
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËÏ Á‡‰‡˜‡Ï / Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ). èÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎ¸ ÚÂflÂÚ Ó·˘ÂÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ó
ÒÚÛÍÚÛÂ ‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡ Ë Ò‚ÓÂÏ ‡·Ó˜ÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.

åÂÚËÍ‡ ÔÓÚÂflÌÌÓÒÚË ëÏËÚ‡ ËÁÏÂflÂÚ ˝ÚÓ Í‡Í

n

s

r

n
−



 + −



1 1

2 2

,

„‰Â s – Ó·˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ÛÁÎÓ‚, ÔÓÒÂ˘ÂÌÌ˚ı ‚ ıÓ‰Â ÔÓËÒÍ‡, n – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ı
ÛÁÎÓ‚ ÒÂ‰Ë ÌËı Ë r – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÛÁÎÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓÒÂÚËÚ¸ ‰Îfl
‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë.

åÂÚËÍË ‰Ó‚ÂËfl
Ç ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓÒÚË ÏÂÚËÍ‡ ‰Ó‚ÂËfl – ÏÂ‡ ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ÒÂÚË-

ÙËÍ‡ÚÓ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ó‰ÌÓ‡Ì„Ó‚˚ı ÛÁÎÓ‚ ÒÂÚË, ‡ ‚ ÒÓˆËÓÎÓ„ËË – ÏÂ‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
ÒÚÂÔÂÌË ‰Ó‚ÂËfl ˜ÎÂÌÓ‚ „ÛÔÔ˚ Í Ó‰ÌÓÏÛ ËÁ ÌËı. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÂÚËÍ‡ ‰ÓÒÚÛÔ‡ ‚
ÒËÒÚÂÏÂ UNIX ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆË˛ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂı ‚Ë‰Ó‚ ‰ÓÒÚÛÔ‡ Í
ÂÒÛÒÛ: ˜ÚÂÌËÂ, Á‡ÔËÒ¸ Ë ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ. ÅÓÎÂÂ ‰ÂÚ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰Ó‚ÂËfl Advogato
(ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ‡fl ‰Îfl ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËfl ‚ ÒÂ‰Â ‡Á‡·ÓÚ˜ËÍÓ‚ ÔÓ„‡ÏÏÌÓ„Ó Ó·ÂÒÔÂ-
˜ÂÌËfl Ò ÓÚÍ˚Ú˚ÏË ËÒıÓ‰Ì˚ÏË ÍÓ‰‡ÏË) ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÒËÎÂ ‰Ó‚ÂËfl, Ó·ÂÒÔÂ-
˜Ë‚‡ÂÏÓÈ ÚÂÏ, ˜ÚÓ Ó‰ÌÓ ÎËˆÓ ‚˚‰‡ÂÚ ÒÂÚËÙËÍ‡Ú Ó ‰Û„ÓÏ. ÑÛ„ËÏË ÔËÏÂ‡ÏË
ÒÎÛÊ‡Ú ÏÂÚËÍË ‰Ó‚ÂËfl Technorati, TrustFlow, Richardson Ë ‰., Mui Ë ‰., eBay.

åÂÚËÍË ÔÓ„‡ÏÏÌÓ„Ó Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl
åÂÚËÍ‡ ÔÓ„‡ÏÏÌÓ„Ó Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl – ÏÂ‡ Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ÔÓ„‡ÏÏÌÓ„Ó Ó·ÂÒÔÂ˜Â-

ÌËfl, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘‡fl ÛÓ‚ÂÌ¸ ÒÎÓÊÌÓÒÚË, ÔÓÌflÚÌÓÒÚË, ÔÓ‚ÂflÂÏÓÒÚË Ë ‰ÓÒÚÛÔ-
ÌÓÒÚË ÍÓ‰‡.

åÂÚËÍ‡ ‡ıËÚÂÍÚÛ˚ – ÏÂ‡ ÓˆÂÌÍË Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ‡ıËÚÂÍÚÛ˚ ÔÓ„‡ÏÏÌÓ„Ó
Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl (‡Á‡·ÓÚÍË ÒÎÓÊÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ÔÓ„‡ÏÏÌÓ„Ó Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl), ÍÓÚÓ‡fl
ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ Ò‚flÁÌÓÒÚ¸ (ÒÚ˚ÍÛÂÏÓÒÚ¸ ÒÓÒÚ‡‚Ì˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚), ÒˆÂÔÎÂÌËÂ (‚ÌÛÚÂÌÌÂÂ
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ), ‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÒÚ¸, ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ë Ú.Ô.

åÂÚËÍË ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÒÚË
åÂÚËÍÓÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÁË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡, ËÁÏÂfl˛˘‡fl ‚

„ÎÓ·‡Î¸ÌÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·Â ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ„‡ÏÏÌ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓ‚, Ëı ‚˚ÁÓ‚˚ Ë
„ÎÛ·ËÌÛ ‚ÎÓÊÂÌÌ˚ı ‚˚ÁÓ‚Ó‚ Í‡Í

f d

f

ij ij
i j

ij
i j

,

,

,

∑
∑

„‰Â dij – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‚˚Á˚‚‡˛˘ËÏË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË i Ë j, fij – ˜‡ÒÚÓÚ‡ ‚˚ÁÓ‚Ó‚
ÓÚ i ‰Ó j. ÖÒÎË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÔÓ„‡ÏÏ˚ ÔËÏÂÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ ÔÓ ‡ÁÏÂ‡Ï, ÚÓ
·ÂÂÚÒfl dij = | i – j |. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, Í‡Í ÔÂ‰ÎÓÊËÎË óÁ‡Ì Ë ÉÓÎ‡, Ì‡‰Ó ‡ÁÎË˜‡Ú¸
ÓÔÂÂÊ‡˛˘ËÂ ‚˚ÁÓ‚˚ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Á‡Ô‡¯Ë‚‡ÂÏÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ Ë
Á‡Ô‡Á‰˚‚‡˛˘ËÂ (‰Û„ËÂ) ‚˚ÁÓ‚˚. èÛÒÚ¸ d d dij i ij= ′ + ′ ,  „‰Â ′di  – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÎËÌËÈ
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ÍÓ‰‡ ÏÂÊ‰Û ‚˚ÁÓ‚ÓÏ Ë ÓÍÓÌ˜‡ÌËÂÏ i, ÂÒÎË ‚˚ÁÓ‚ ÓÔÂÂÊ‡˛˘ËÈ, Ë ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡ÎÓÏ i

Ë ‚˚ÁÓ‚ÓÏ, ËÌ‡˜Â, ÔË ˝ÚÓÏ ′′ =
= +

−

∑d Lij
k i

j

k
1

1

,  ÂÒÎË ‚˚ÁÓ‚ ÓÔÂÊ‡˛˘ËÈ, Ë ′′ =
= +

−

∑d Lij
k i

i

k
1

1

,

ËÌ‡˜Â. á‰ÂÒ¸ Lk – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÎËÌËÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ k.

ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ (‚ ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓˆÂÒÒ‡ı)
Ç ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓˆÂÒÒ‡ı ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒÓÏ

ÔÓ·ÎÂÏ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÒÓÒÚÓflÌËÂ Ó‰ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÔÓ„‡ÏÏÌÓÈ
ÒÚÛÍÚÛ˚ ‰‡ÌÌ˚ı ‚‡¸ËÛÂÚÒfl ËÁ-Á‡ ÚÛ‰ÌÓ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÂÏ˚ı ÓÔÂ‡ˆËÈ ‚ ‰Û„ÓÈ
˜‡ÒÚË ÔÓ„‡ÏÏ˚ (ÒÏ. Á‡ÍÓÌ ÑÂÏÂÚ‡, „Î. 28).





ó‡ÒÚ¸ VI

êÄëëíéüçàü
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ·ËÓÎÓ„ËË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl „Î‡‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‰Îfl ˆÂÎÂÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌ-
Ú‡Î¸ÌÓÈ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË, Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ÂÍÓÌÒÚÛÍˆËË ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓ„Ó ‡Á‚ËÚËfl
Ó„‡ÌËÁÏÓ‚, ‚ ‚Ë‰Â ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı ‰ÂÂ‚¸Â‚. èË ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â ˝ÚË
‡ÒÒÚÓflÌËfl ·‡ÁËÓ‚‡ÎËÒ¸ Ì‡ Ò‡‚ÌËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÓÙÓÎÓ„ËË Ë ÙËÁËÓÎÓ„ËË. èÓ„ÂÒÒ
ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÏÓÎÂÍÛÎflÌÓÈ ·ËÓÎÓ„ËË ÔÓÁ‚ÓÎËÎ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÌÛÍÎÂ‡ÚË‰Ì˚Â Ë/ËÎË
‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚÌ˚Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û „ÂÌ‡ÏË,
·ÂÎÍ‡ÏË, „ÂÌÓÏ‡ÏË, Ó„‡ÌËÁÏ‡ÏË, ‚Ë‰‡ÏË Ë Ú.‰.

Ñçä ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÌÛÍÎÂÓÚË‰Ó‚ (ËÎË ÍËÒÎÓÚ fl‰‡) A,
T, G Ë ë Ë ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÒÎÓ‚Ó Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ ËÁ ˜ÂÚ˚Âı ·ÛÍ‚.
çÛÍÎÂÓÚË‰˚ A, G (ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ ÓÚ ÒÎÓ‚ ‡‰ÂÌËÌ Ë „Û‡ÌËÌ) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÛËÌ‡ÏË,
ÚÓ„‰‡ Í‡Í T, G (ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ ÓÚ ÚËÏËÌ Ë ˆËÚÓÁËÌ) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔË‡ÏË‰ËÌ‡ÏË (‚ êçä
˝ÚÓ Û‡ˆËÎ U ‚ÏÂÒÚÓ í). Ñ‚Â ÌËÚË Ñçä Û‰ÂÊË‚‡˛ÚÒfl ‚ÏÂÒÚÂ (‚ ‚Ë‰Â ‰‚ÓÈÌÓÈ
ÒÔË‡ÎË) ÒÎ‡·˚ÏË ‚Ó‰ÓÓ‰Ì˚ÏË Ò‚flÁflÏË ÏÂÊ‰Û ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÌÛÍÎÂÓÚË‰‡ÏË
(ÌÂÔÂÏÂÌÌÓ ÔÛËÌÓÏ Ë ÔËËÏË‰ËÌÓÏ) ‚ ÒÚÛÍÚÛÂ ÌËÚÂÈ. ùÚË Ô‡˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
Ô‡‡ÏË ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ.

í‡ÌÁËˆËfl – Á‡ÏÂ˘ÂÌËÂ Ô‡˚ ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Ó‰Ì‡ Ô‡‡
ÔÛËÌ/ÔËfÏË‰ËÌ Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ ‰Û„Û˛; Ì‡ÔËÏÂ, GC Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ Äí. í‡ÌÒ‚Â-
ÒËfl – Á‡ÏÂ˘ÂÌËÂ Ô‡˚ ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Ó‰Ì‡ Ô‡‡ ÔÛËÌ/ÔË‡-
ÏË‰ËÌ Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl Ô‡ÓÈ ÔË‡ÏË‰ËÌ/ÔËËÌ ËÎË Ì‡Ó·ÓÓÚ; Ì‡ÔËÏÂ, GC Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl
Ì‡ íÄ.

åÓÎÂÍÛÎ˚ Ñçä ‚ÒÚÂ˜‡˛ÚÒfl (‚ fl‰Â ÍÎÂÚÓÍ ˝ÛÍ‡ËÓÚ‡) ‚ ‚Ë‰Â ‰ÎËÌÌ˚ı ÌËÚÂÈ,
ÍÓÚÓ˚Â Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ıÓÏÓÒÓÏ‡ÏË. ÅÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ÍÎÂÚÓÍ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó Ó„‡ÌËÁ-
Ï‡ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú 23 Ô‡˚ ıÓÏÓÒÓÏ, ÔÓ Ó‰ÌÓÏÛ Ì‡·ÓÛ ËÁ 23 ıÓÏÓÒÓÏ ÓÚ Í‡Ê‰Ó-
„Ó Ó‰ËÚÂÎfl; „‡ÏÂÚ‡ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ (ÏÛÊÒÍ‡fl ÔÓÎÓ‚‡fl ÍÎÂÚÍ‡ ËÎË flÈˆÓ) ÂÒÚ¸ „‡ÔÎÓË‰,
Ú.Â. ÒÓ‰ÂÊËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ Ì‡·Ó ËÁ 23 ıÓÏÓÒÓÏ. ì (ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı) ÏÛÊ˜ËÌ˚ Ë
ÊÂÌ˘ËÌ˚ ‡ÁÎË˜‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ 23-fl Ô‡‡ ıÓÏÓÒÓÏ: XY Û ÏÛÊ˜ËÌ Ë ïï Û ÊÂÌ˘ËÌ.

ÉÂÌ – ÓÚÂÁÓÍ Ñçä, ÍÓÚÓ˚È ÍÓ‰ËÛÂÚ (ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ú‡ÌÒÍËÔˆËË Ì‡ êçä Ë
ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ÔÂÂÌÓÒ‡) ·ÂÎÓÍ ËÎË ÏÓÎÂÍÛÎÛ êçä. åÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËÂ „ÂÌ‡ Ì‡ Â„Ó
ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ıÓÏÓÒÓÏÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍÛÒÓÏ. ê‡ÁÎË˜Ì˚Â ‡ÁÌÓ‚Ë‰ÌÓÒÚË (ÒÓÒÚÓfl-
ÌËfl) „ÂÌ‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡ÎÎÂÎflÏË. ÉÂÌ˚ Á‡ÌËÏ‡˛Ú ÌÂ ·ÓÎÂÂ 2% ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓÈ Ñçä;
ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚ¸, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ‚‡fl ËÏÂÂÚÒfl, ÓÒÚ‡Î¸ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ‡.

ÅÂÎÓÍ – ·ÓÎ¸¯‡fl ÏÓÎÂÍÛÎ‡, fl‚Îfl˛˘‡flÒfl ˆÂÔÓ˜ÍÓÈ ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ; ÒÂ‰Ë ÌËı
ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú „ÓÏÓÌ˚, Í‡Ú‡ÎËÁ‡ÚÓ˚ (˝ÌÁËÏ˚), ‡ÌÚËÚÂÎ‡ Ë Ú.‰. ÇÒÂ„Ó ËÏÂÂÚÒfl
20 ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ; ÚÂıÏÂÌ‡fl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËfl ·ÂÎÍ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl (ÎËÌÂÈÌÓÈ)
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ, Ú.Â. ÒÎÓ‚ÓÏ ‡ÎÙ‡‚ËÚ‡ ËÁ 20 ·ÛÍ‚.

ÉÂÌÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓ‰ ÂÒÚ¸ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÂ ‰Îfl (ÔÓ˜ÚË) ‚ÒÂı Ó„‡ÌËÁÏÓ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ
ÏÂÊ‰Û ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÍÓ‰ÓÌ‡ÏË (Ú.Â. ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ÏË ÚÓÈÍ‡ÏË ÌÛÍÎÂÓÚË‰Ó‚) Ë
20 ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ‡ÏË. éÌ ‚˚‡Ê‡ÂÚ „ÂÌÓÚËÔ (ËÌÙÓÏ‡ˆË˛, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Û˛Òfl ‚ „ÂÌ‡ı,
Ú.Â. ‚ Ñçä) Í‡Í ÙÂÌÓÚËÔ (·ÂÎÍË). íË ÚÂÏËÌËÛ˛˘Ëı ÍÓ‰ÓÌ‡ (UAA, UAG Ë UGA)
ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÓÍÓÌ˜‡ÌËÂ ·ÂÎÍ‡; Î˛·˚Â ‰‚‡ ËÁ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı 61 ÍÓ‰ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
ÒËÌÓÌËÏË˜Ì˚ÏË, ÂÒÎË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ó‰ÌËÏ Ë ÚÂÏ ÊÂ ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ‡Ï.
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Ç „ÂÌÓÏÂ Á‡ÎÓÊÂÌ‡ ‚Òfl „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ‚Ë‰‡ ËÎË ÊË‚Ó„Ó Ó„‡ÌËÁÏ‡.
ç‡ÔËÏÂ, „ÂÌÓÏ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ì‡·Ó ËÁ 23 ıÓÏÓÒÓÏ, ‚ÍÎ˛˜‡˛-
˘Ëı ÓÍÓÎÓ 3 ÏÎ‰ Ô‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ Ñçä Ë Ó„‡ÌËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ 20–25 Ú˚Ò. „ÂÌÓ‚.

åÓ‰ÂÎ¸ ˝‚ÓÎ˛ˆËË, ÓÔË‡˛˘‡flÒfl Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Â ‡ÎÎÂÎË (IAM) ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ,
˜ÚÓ ‡ÎÎÂÎ¸ ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ËÁ Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÍÂÚÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl ‚ Î˛·ÓÂ ‰Û-
„ÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ. ùÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂ‚Ë˜ÌÓÈ ÓÎË „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÈÙ‡
(Ú.Â. ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ‚‡Ë‡ˆËÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ „ÂÌÓ‚ ÓÚ ÔÓÍÓÎÂÌËfl Í ÔÓÍÓÎÂÌË˛), ÓÒÓ·ÂÌÌÓ
ı‡‡ÍÚÂÌÓ„Ó ‰Îfl ÌÂ·ÓÎ¸¯Ëı ÔÓÔÛÎflˆËÈ ‚ ıÓ‰Â ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÓÚ·Ó‡ (ÔÓ˝Ú‡ÔÌ˚ı
ÏÛÚ‡ˆËÈ). åÓ‰ÂÎ¸ IAM Û‰Ó·Ì‡ ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓ ‡ÎÎÓÁËÏ‡Ï (‡ÎÎÓÁËÏ –
ÙÓÏ‡ ·ÂÎÍ‡, ÍÓÚÓ˚È ÍÓ‰ËÓ‚‡Ì Ó‰ÌËÏ ‡ÎÎÂÎÂÏ ‚ ÍÓÌÍÂÚÌÓÏ ÎÓÍÛÒÂ „ÂÌ‡).
åÓ‰ÂÎ¸ ˝‚ÓÎ˛ˆËË, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ‡fl Ì‡ ÔÓ˝Ú‡ÔÌ˚ı ÏÛÚ‡ˆËflı (SMM) ·ÓÎÂÂ Û‰Ó·Ì‡ ‰Îfl
‡·ÓÚ˚ Ò ‰‡ÌÌ˚ÏË ÏËÍÓÒ‡ÚÂÎÎËÚÓ‚ (Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÔÛÎflÌ˚ÏË ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚ÂÏfl).
åËÍÓÒ‡ÚÂÎÎËÚ˚ – ÒËÎ¸ÌÓ ‡ÁÎË˜‡˛˘ËÂÒfl ÔÓ‚ÚÓfl˛˘ËÂÒfl ÍÓÓÚÍËÂ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ñçä. ó‡ÒÚÓÚ‡ Ëı ÏÛÚ‡ˆËÈ ‡‚Ì‡ 1 Ì‡ 1000–10 000 ÂÔÎËÍ‡ˆËÈ, ‡ ‰Îfl
‡ÎÎÓÁËÏÓ‚ ˝ÚÓÚ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ 1/1 000 000. éÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÏËÍÓÒ‡-
ÚÂÎÎËÚ˚ Ò‡ÏË ÔÓ ÒÂ·Â ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl „ÂÌÂ‡ÎÓ-
„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡ Ó„‡ÌËÁÏ‡. Ñ‡ÌÌ˚Â ÏËÍÓÒ‡ÚÂÎÎËÚÓ‚ (Ì‡ÔËÏÂ, ÔÓ ÓÚÔÂ˜‡ÚÍ‡Ï
Ñçä) ÒÓÒÚÓflÚ ËÁ fl‰‡ ÔÓ‚ÚÓfl˛˘ËıÒfl ÏËÍÓÒ‡ÚÂÎÎËÚÓ‚ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ‡ÎÎÂÎfl.
ÑÛ„ËÏ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌÌ˚Ï ÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚Ï Ï‡ÍÂÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡Î‡fl ÒÛ·˙Â‰Ë-
ÌËˆ‡ Ë·ÓÒÓÏÌÓÈ êçä (SSU êçä), ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ „ÂÌ˚ êçä Ë„‡˛Ú ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÛ˛
ÓÎ¸ ‰Îfl ‚˚ÊË‚‡ÌËfl Î˛·Ó„Ó Ó„‡ÌËÁÏ‡ Ë Ëı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÓ˜ÚË ÌÂ
ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl.

ù‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓÔÛÎflˆËflÏË (ËÎË Ú‡ÍÒÓÌ‡ÏË) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÓÈ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÁÌÓÓ·‡ÁËfl Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÓˆÂÌÍË ‚ÂÏÂÌË ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËfl, Ú.Â.
‚ÂÏÂÌË, ÔÓ¯Â‰¯Â„Ó Ò ÚÂı ÔÓ, ÍÓ„‰‡ ‰‡ÌÌ˚Â ÔÓÔÛÎflˆËË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÎË Í‡Í Ó‰ÌÓ
ˆÂÎÓÂ.

îËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË „ÂÌÂ‡ÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
Ú‡ÍÒÓÌ‡ÏË – ‰ÎËÌ‡ ‚ÂÚ‚Ë, Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Â·Â, ‡Á‰ÂÎfl˛˘Ëı Ëı Ì‡
ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ‰ÂÂ‚Â.

àÏÏÛÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓÔÛÎflˆËflÏË – ÏÂ‡ ˝ÙÙÂÍ-
ÚË‚ÌÓÒÚË Â‡ÍˆËÈ ‡ÌÚË„ÂÌ – ‡ÌÚËÚÂÎÓ, ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛˘‡fl ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÌËÏË.

23.1. ÉÖçÖíàóÖëäàÖ  êÄëëíéüçàü
Ñãü  ÑÄççõï  é  óÄëíéíÖ  ÉÖçéÇ

Ç ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Í‡Í
ÒÔÓÒÓ· ËÁÏÂÂÌËfl ÒÚÂÔÂÌË ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓ„Ó ‡ÁÎË˜Ëfl ÔÛÚÂÏ ÔÓ‰Ò˜ÂÚ‡ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡
‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı Á‡ÏÂ˘ÂÌËÈ ÔÓ ÎÓÍÛÒ‡Ï.

èÓÔÛÎflˆËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ‚ÂÍÚÓÓÏ ‰‚ÓÈÌÓÈ ËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËË x  = (xij) Ò mj
j

n

=
∑

1

ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË, „‰Â xij – ˜‡ÒÚÓÚ‡ i-„Ó ‡ÎÎÂÎfl (ËÌ‰ÂÍÒ ÒÓÒÚÓflÌËfl „ÂÌ‡) ÔË j-Ï ÎÓÍÛÒÂ
„ÂÌ‡ (ÔÓÎÓÊÂÌËfl „ÂÌ‡ Ì‡ ıÓÏÓÒÓÏÂ), mj – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‡ÎÎÂÎÂÈ j-„Ó ÎÓÍÛÒ‡, ‡ n –
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ÎÓÍÛÒÓ‚.

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ ∑  ÒÛÏÏÛ ÔÓ ‚ÒÂÏ i  Ë j. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ xij ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚÓÚ‡, ÚÓ

‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl x ≥ 0 Ë 
i

m

ij

j

x
=
∑ =

1

1.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˘Ëı ‡ÎÎÂÎÂÈ ëÚÂÙÂÌÒ‡ Ë ‰.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ  Ó·˘Ëı  ‡ÎÎÂÎÂÈ  ëÚÂÙÂÌÒ‡  Ë  ‰.  ÏÂÊ‰Û  ÔÓÔÛÎflˆËflÏË  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-

Òfl Í‡Í

1 −
+

SA x y

SA x SA y

( , )

( ) ( )
,

„‰Â ‰Îfl ‰‚Ûı ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı ËÌ‰Ë‚Ë‰Ó‚ a Ë b SA(a, b) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ˜ËÒÎÓ Ó·˘Ëı ‡ÎÎÂÎÂÈ,
ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÔÓ ‚ÒÂÏ n ÎÓÍÛÒ‡Ï Ë ÔÓ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Ì‡ 2n, ÚÓ„‰‡ Í‡Í SA x( ), SA y( )  Ë

SA x y( , )  ÂÒÚ¸ SA(a, b), ÛÒÂ‰ÌÂÌÌÓÂ ÔÓ ‚ÒÂÏ Ô‡‡Ï (a , b) Ò ËÌ‰Ë‚Ë‰‡ÏË ‡  Ë b  ‚
ÔÓÔÛÎflˆËflı, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı Í‡Í ı Ë Û Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Dps
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Dps ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

− ∑
∑

−

ln
min{ , }

.
x y

m

ij ij

j
j

n

1

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ èÂ‚ÓÒÚË–éÍ‡Ì˚–ÄÎÓÌÒÓ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ èÂ‚ÓÒÚË–éÍ‡Ì˚–ÄÎÓÌÒÓ ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl (ÒÏ.

L1-ÏÂÚËÍ‡, „Î. 1) Í‡Í

| |
.

x y

n
ij ij−∑
2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÓ‰ÊÂ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÓ‰ÊÂ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1

2 1 1

2

n
x y

j

n

i

m

ij ij

j

= =
∑ ∑ −( ) .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ıÓ‰˚ ä‡‚‡Î¸Ë–ëÙÓÁ‡–ù‰‚‡‰Ò‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ıÓ‰˚ ä‡‚‡Î¸Ë–ëÙÓÁ‡–ù‰‚‡‰Ò‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-

Òfl Í‡Í

2 2
1

1 1
π

−
= =
∑ ∑
j

n

i

m

ij ij

j

x y .

ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ (ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡, „Î. 17).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Û„Ë ä‡‚‡Î¸Ë–ëÙÓÁ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Û„Ë ä‡‚‡Î¸Ë–ëÙÓÁ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2

π ( )∑arccos x yij ij

(ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ îË¯Â‡, „Î. 14).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ çÂfl–í‡‰ÊËÏ˚–í‡ÚÂÌÓ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ çÂfl–í‡‰ÊËÏ˚–í‡ÚÂÌÓ ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1
1− ∑n

x yij ij .

åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ çÂfl
åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ çÂfl ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-

Òfl Í‡Í
1

2
2

n
x yij ij( ) .−∑

ëÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ çÂfl
ëÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ çÂfl ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-

Òfl Í‡Í
–ln I,

„‰Â  I – ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ‡fl  Ë‰ÂÌÚËÙËÍ‡ˆËfl  „ÂÌ‡   ÔÓ  çÂ˛,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl  Í‡Í
〈 〉

⋅
x y

x y

,

|| || || ||2 2

 (ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËfl Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl („Î. 14) Ë Û„ÎÓ‚‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ („Î. 17).

�2 ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ë‡Ì„‚Ë
�2 ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ë‡Ì„‚Ë ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2
2

n

x y

x x
ij ij

ij ij

( )
.

−
+∑

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ F-ÒÚ‡ÚËÒÚËÍË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ F-ÒÚ‡ÚËÒÚËÍË ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

( )
.

x y

n x y

ij ij

ij ij

−

−( )
∑

∑
2

2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ñ˛·Û‡–èÂÈ‰‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

1

x y

j
j

n
ij ij

m

≠

=

∑
∑

.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó‰ÒÚ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó‰ÒÚ‚‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

–ln 〈x, y〉 ,
„‰Â ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 x, y〉  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ Ó‰ÒÚ‚‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡–ÇÂÈ‡–äÓÍÂı˝Ï‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡–ÇÂÈ‡–äÓÍÂı˝Ï‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó‰ÓÒÎÓ‚ÌÓÈ)

ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

–ln(1 – θ),
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„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ó‰ÓÒÎÓ‚ÌÓÈ θ ‰‚Ûı ËÌ‰Ë‚Ë‰Ó‚ (ËÎË ‰‚Ûı ÔÓÔÛÎflˆËÈ) fl‚ÎflÂÚÒfl
‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ ‚˚·‡ÌÌ˚È ‡ÎÎÂÎ¸ Ó‰ÌÓ„Ó ËÌ‰Ë‚Ë‰‡ (ËÎË „ÂÌÂÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÙÓÌ‰‡ Ó‰ÌÓÈ ÔÓÔÛÎflˆËË) ·Û‰ÂÚ Ë‰ÂÌÚË˜ÂÌ ÔÓ Ì‡ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌË˛ (Ú.Â. ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘ËÂ „ÂÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙËÁË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÔËflÏË Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ ‡ÌˆÂÒÚ‡Î¸ÌÓ„Ó
„ÂÌ‡) ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ ‚˚·‡ÌÌÓÏÛ ‡ÎÎÂÎ˛ ‰Û„Ó„Ó. Ñ‚‡ „ÂÌ‡ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Ë‰ÂÌÚË˜Ì˚ÏË ÔÓ
ÒÓÒÚÓflÌË˛ (Ú.Â. ‡ÎÎÂÎflÏË Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï ËÌ‰ÂÍÒÓÏ), ÌÓ ÌÂ Ë‰ÂÌÚË˜Ì˚ÏË ÔÓ
Ì‡ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌË˛. äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ó‰ÓÒÎÓ‚ÌÓÈ θ ‰‚Ûı ËÌ‰Ë‚Ë‰Ó‚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌ-
ÚÓÏ ËÌ·Ë‰ËÌ„‡ (Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÒÔ‡Ë‚‡ÌËfl) Ëı ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÔÓÍÓÎÂÌËÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÎ¸‰¯ÚÂÈÌ‡ Ë ‰.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÎ¸‰¯ÚÂÈÌ‡ Ë ‰. ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1 2

n
ix iyij ij( ) .−∑

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó Í‚‡‰‡Ú‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó Í‚‡‰‡Ú‡  ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

1 1

2

n
i j x y

k

n

i j m
ik jk

j= ≤ < ≤
∑ ∑ −













( ) .

èÓ¯‡„Ó‚ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ò‡È‚Â‡–ÅÛ‚ËÌÍÎfl
èÓ¯‡„Ó‚ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ò‡È‚Â‡–ÅÛ‚ËÌÍÎfl ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÚÒfl Í‡Í

1
2

1 1
n

i j x y x x y y
k

n

i j m
ik jk ik jk ik jk

k= ≤ ≤
∑ ∑ − − −

,

| | ( ).

23.2. êÄëëíéüçàü  Ñãü  ÑÄççõï  é  Ñçä

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û Ñçä ËÎË ·ÂÎÍÓ‚˚ÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË Ó·˚˜ÌÓ ËÁÏÂfl˛ÚÒfl
‚ ‚Ë‰Â Á‡ÏÂ˘ÂÌËÈ, Ú.Â. ÏÛÚ‡ˆËÈ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË. Ñçä-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‡ÒÒÏ‡Ú-
Ë‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ x = (x1, ..., xn) Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ ËÁ ˜ÂÚ˚Âı ·ÛÍ‚ –

ÌÛÍÎÂÓÚË‰Ó‚ Ä, í, ë, G; ∑ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ .
i

n

=
∑

1

óËÒÎÓ ‡ÁÎË˜ËÈ
óËÒÎÓ ‡ÁÎË˜ËÈ Ñçä – ÔÓÒÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ï˝ÏÏËÌ„‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË

Ñçä:

1x yi i≠∑ .

-ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ
-ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ dp ÏÂÊ‰Û Ñçä-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1x yi i

n
≠∑

.
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çÛÍÎÂÓÚË‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊÛÍÂÒ‡–ä‡ÌÚÓ‡
çÛÍÎÂÓÚË‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊÛÍÂÒ‡–ä‡ÌÚÓ‡ ÏÂÊ‰Û Ñçä-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

− −





3

4
1

4

3
ln ( , ) ,d x yp

„‰Â dp – -‡ÒÒÚÓflÌËÂ. ÖÒÎË ÒÍÓÓÒÚ¸ Á‡ÏÂ˘ÂÌËfl ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò
„‡ÏÏ‡-‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ Ë ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚÓÏ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÏ ÙÓÏÛ ‡ÒÔÂ‰Â-
ÎÂÌËfl, ÚÓ „‡ÏÏ‡-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎË ÑÊÛÍÂÒ‡–ä‡ÌÚÓ‡  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

3

4
1

4

3
1

1a
d x yp

a

−



 −







−

( , ) .
/

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡‰ÊËÏ˚–çÂfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡‰ÊËÏ˚–çÂfl ÏÂÊ‰Û Ñçä-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

− −





b
d x y

b
pln
( , )

,1

„‰Â

b
n c n

j A T C G

x y j x yi i i i= −






+
















=

= = ≠∑ ∑1

2
1

1 1 12 2

, , ,

Ë

c
i k A T G C j k

x y j k

x y j x y k

i i

i i i i

=
( )

( )( )∈ ≠

−

= = = =
∑ ∑

∑ ∑
1

2

1

1 1

2

, { , , , }

( , ) ( , )
.

èÛÒÚ¸ P
n

i n x y A Gi i= ≤ ≤ =1
1|{ :{ , } { , } ËÎË {T,  C}}|, Ë Q

n
i n= ≤ ≤1

1|{ :

{ , } { , }x y A Ti i =  ËÎË {G, C}}|, Ú.Â. P Ë Q fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ú‡ÌÁË-
ˆËË Ë Ú‡ÌÒ‚ÂÒËË ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û. èË‚Ó‰ËÏ˚Â ÌËÊÂ ˜ÂÚ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl
‰‡˛ÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‚ÂÎË˜ËÌ P Ë Q.

É‡ÏÏ‡-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊËÌ‡–çÂfl
É‡ÏÏ‡-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊËÌ‡-çÂfl ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË Ñçä ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-

Òfl Í‡Í

a
P Q Qa a

2
1 2

1

2
1 2

3

2
1 1− − + − −





−) ( ) ,/ /

„‰Â ÒÍÓÓÒÚ¸ Á‡ÏÂ˘ÂÌËfl ‚‡¸ËÛÂÚÒfl ‚ÏÂÒÚÂ Ò „‡ÏÏ‡-‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ Ë ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
Ô‡‡ÏÂÚÓÏ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÏ ÙÓÏÛ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl.

2-Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äËÏÛ˚
2-Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äËÏÛ˚ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË Ñçä

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

− − − − −1

2
1 2

1

2
1 2ln( ) ln .P Q Q
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3-Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡ÏÛ˚
3-Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡ÏÛ˚ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË Ñçä

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

− − −



 − − −b

P

b
Q b Qln ( ) ln( ),1

1

2
1 1 2

„‰Â 
  
f

n
i n x G Cx i= ≤ ≤ =1

1|{ :  } |,ËÎË   
  
f

n
i n y G Cy i= ≤ ≤ =1

1|{ :  } |ËÎË   Ë b fx= +

+ −f f fy x y2 .

Ç ÒÎÛ˜‡Â f fx y= = 1

2
 (ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl b = 1

2
)  ˝ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl 2-Ô‡‡ÏÂÚË˜Â-

ÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ äËÏÛ˚ .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡ÏÛ˚–çÂfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡ÏÛ˚–çÂfl ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË Ñçä ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

− − −






− − −






−2
1

2

1

2

2
1

2

1

2

f f

f

f

f f
P

f
P

f f

f

f

f f
P

f
PA G

R

R

A G
AG

R
RY

T C

Y

Y

T C
TC

Y
RYln ln

− − −






−






2 1
1

2
f f

f f f

f

f f f

f f f
PR Y

A G Y

R

T C R

Y R Y
RYln ,

„‰Â f
nj x j y ji i

= += =∑1

2
1 1( )  ‰Îfl j = A, G, T, C Ë fR  = fA  + fG, fT + fC, ÚÓ„‰‡ Í‡Í

P
n

i n x y A G x y T CRY i i i i= ≤ ≤ ∩ = ∩ =1
1 1|{ :| { , } { , } | { , } { , } | } | (ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ÁÎË-

˜ËÈ ‚ Ú‡ÌÒ‚ÂÒËflı). P
n

i n x y A GAG i i= ≤ ≤ =1
1|{ :| { , } { , }} | (ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ

Ú‡Ì‡ÁËˆËÈ ‚ ÔÛËÌ‡ı) Ë P
n

i n x y T CTC i i= ≤ ≤ =1
1|{ :| { , } { , }} | (ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ

Ú‡ÌÁËˆËÈ ‚ ÔË‡ÏË‰ËÌ‡ı).

åÂÚËÍ‡ „Ë·Ë‰ËÁ‡ˆËË É‡ÒÓÌ‡ Ë ‰.
H-ÏÂ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl n-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË Ñçä ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

H x y
n k n x yi i k

( , ) min ,=
− ≤ ≤ ≠ =

∗∑1

„‰Â ËÌ‰ÂÍÒ˚ i + k  ‚ÁflÚ˚ ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ n , ‡ y* – Â‚ÂÒËfl Û  Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ
ÍÓÏÔÎÂÏÂÌÚ‡ˆËÂÈ Ç‡ÚÒÓÌ‡–äËÍ‡, Ú.Â. Ó·ÏÂÌÓÏ ÏÂÒÚ‡ÏË ‚ÒÂı A, T, G, C Ë T, A, C, G
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

Ñçä-ÍÛ· – Î˛·ÓÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó n-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ Ñçä,
‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ H(x , y) = 0 ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒ-
ÚÂÈ. åÂÚËÍ‡ „Ë·Ë‰ËÁ‡ˆËË É‡ÒÓÌ‡ Ë ‰. ÏÂÊ‰Û Ñçä-ÍÛ·‡ÏË A Ë B ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-
Òfl Í‡Í

min ( , ).
,x A y B

H x y
∈ ∈
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23.3. êÄëëíéüçàü  Ñãü  ÑÄççõï  é  ÅÖãäÄï

ÅÂÎÍÓ‚‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ (ËÎË ÔÂ‚Ë˜Ì‡fl ·ÂÎÍÓ‚‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡) ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ x  = (x1, ..., xn) Ì‡‰ 20-·ÛÍ‚ÂÌÌ˚Ï ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ ËÁ

20 ‚Ë‰Ó‚ ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ; ∑ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ .
i

n

=
∑

1

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔÓÌflÚËÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË/‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â 20 ‚Ë‰Ó‚
‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ, ÍÓÚÓ˚Â ÓÒÌÓ‚˚‚‡˛ÚÒfl, Ì‡ÔËÏÂ, Ì‡ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ı „Ë‰ÓÙËÎ¸-
ÌÓÒÚË, ÔÓÎflÌÓÒÚË, Á‡fl‰Â, ÙÓÏÂ Ë Ú.Ô. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl 20 × 20 Ï‡ÚËˆ‡
êÄå250 ÑÂÈıÓÙÙ, ÍÓÚÓ‡fl ‚˚‡Ê‡ÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÛÚ‡·ÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ 20 ‚Ë‰Ó‚
‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÄå
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÄå (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÂÈıÓÙÙ–ùÍÍ‡, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ êÄå) ÏÂÊ‰Û

·ÂÎÍÓ‚˚ÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔËÌflÚ˚ı
(Ú.Â. ÛÒÚ‡‚¯ËıÒfl) ÚÓ˜Â˜Ì˚ı ÏÛÚ‡ˆËÈ Ì‡ 100 ‚Ë‰Ó‚ ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ó‰ÌÓ„Ó ·ÂÎÍ‡ ‚ ‰Û„ÓÈ. 1 êÄå – Â‰ËÌËˆ‡ ˝‚ÓÎ˛ˆËË; ÓÌ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÛÂÚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜Â˜ÌÓÈ ÏÛÚ‡ˆËË Ì‡ 100 ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚ. êÄå ÁÌ‡˜ÂÌËfl 80, 100, 200,
250 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ‡ÒÒÚÓflÌË˛ (‚ ÔÓˆÂÌÚ‡ı) 50, 60, 75, 92 ÏÂÊ‰Û ·ÂÎÍ‡ÏË.

óËÒÎÓ ·ÂÎÍÓ‚˚ı ‡ÁÎË˜ËÈ
óËÒÎÓ ·ÂÎÍÓ‚˚ı ‡ÁÎË˜ËÈ – ÔÓÒÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ï˝ÏÏËÌ„‡ ÏÂÊ‰Û ·ÂÎÍÓ‚˚ÏË

ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË:

1x yi i≠∑ .

ÄÏËÌÓ -‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÄÏËÌÓ -‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ÌÂÒÍÓÂÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) dp ÏÂÊ‰Û ·ÂÎÍÓ-

‚˚ÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1x yi i

n
≠∑

.

ÄÏËÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÂÍˆËË èÛ‡ÒÒÓÌ‡
ÄÏËÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÂÍˆËË èÛ‡ÒÒÓÌ‡ ÏÂÊ‰Û ·ÂÎÍÓ‚˚ÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-

ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡ÏËÌÓ -‡ÒÒÚÓflÌËfl dp Í‡Í

–ln(1 – dp(x, y)).

ÄÏËÌÓ �-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÄÏËÌÓ �-‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ÍÓÂÍˆËfl γ-‡ÒÒÚÓflÌËfl èÛ‡ÒÒÓÌ‡) ÏÂÊ‰Û ·ÂÎÍÓ‚˚ÏË

ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡ÏËÌÓ -‡ÒÒÚÓflÌËfl dp Í‡Í

a d x yp
a(( ( , )) ),/1 11− −−

„‰Â ÒÍÓÓÒÚ¸ Á‡ÏÂ˘ÂÌËfl ‚‡¸ËÛÂÚÒfl Ò i = 1, ..., n ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò γ-‡ÒÔÂ‰ÂÎÂ-
ÌËÂÏ Ë a fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚÓÏ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Ëı ÙÓÏÛ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl. ÑÎfl a = 2,25
Ë a = 0,65 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÑÂÈıÓÙÙ Ë ÉË¯ËÌ‡. Ç ÌÂÍÓÚÓ-
˚ı ÔËÎÓÊÂÌËflı ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò a  = 2,25 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
ÑÂÈıÓÙÙ.
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ÅÂÎÍÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊÛÍÂÒ‡–ä‡ÌÚÓ‡
ÅÂÎÍÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊÛÍÂÒ‡–ä‡ÌÚÓ‡ ÏÂÊ‰Û ·ÂÎÍÓ‚˚ÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-

ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡ÏËÌÓ -‡ÒÒÚÓflÌËfl dp Í‡Í

− −





19

20
1

20

19
ln ( , ) .d x yp

ÅÂÎÍÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äËÏÛ˚
ÅÂÎÍÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äËÏÛ˚ ÏÂÊ‰Û ·ÂÎÍÓ‚˚ÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ-

‰ÂÎflÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡ÏËÌÓ -‡ÒÒÚÓflÌËfl dp Í‡Í

− − −








ln ( , )

( , )
.1

5

2

d x y
d x y

p
p

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉË¯ËÌ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉË¯ËÌ‡ d ÏÂÊ‰Û ·ÂÎÍÓ‚˚ÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ò

ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡ÏËÌÓ -‡ÒÒÚÓflÌËfl dp ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

ln( ( , ))

( , )
( , ).

1 2

2
1

+ = −d x y

d x y
d x yp

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ k-ÏÂ‡ ù‰„‡‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ k-ÏÂ‡ ù‰„‡‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË x = (x1, ..., x m) Ë

y = (y1, ..., yn) Ì‡‰ ÒÊ‡Ú˚Ï ‡ÏËÌÓÍËÒÎÓÚÌ˚Ï ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

ln

min{ ( ), ( )}

min{ , }
,

1

10 1
+

− +

















∑ x a y a

m n k
a

„‰Â a – Î˛·ÓÈ k-ÏÂ (ÒÎÓ‚Ó ‰ÎËÌ˚ k Ì‡‰ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Ï ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ), ÔË ˝ÚÓÏ ı(‡)
Ë Û(‡) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÔÓfl‚ÎÂÌËÈ ‡ ‚ ı Ë Û ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ ‚Ë‰Â ·ÎÓÍÓ‚
(ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ) (ÒÏ. q-„‡Ï ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸, „Î. 11).

23.4. ÑêìÉàÖ  ÅàéãéÉàóÖëäàÖ  êÄëëíéüçàü

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÚÛÍÚÛ˚ êçä
èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ êçä – ÌËÚ¸ ÌÛÍÎÂÓÚË‰Ó‚ (ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ), Ú.Â. ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-

ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ {A, C, G, U}. ÇÌÛÚË ÍÎÂÚÍË Ú‡Í‡fl ÌËÚ¸ Ò‚Ó‡˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‚
3D ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ËÁ-Á‡ ÍÓÌ˙˛„‡ˆËË ÌÛÍÎÂÓÚË‰Ì˚ı ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ (Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ Ò‚flÁË
ÚËÔ‡ A–U, G–C Ë G–U). ÇÚÓË˜Ì‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ êçä fl‚ÎflÂÚÒfl, „Û·Ó „Ó‚Ófl,
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÒÔË‡ÎÂÈ (ËÎË ÔÂÂ˜ÌÂÏ ÒÔ‡ÂÌÌ˚ı ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ), ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÒÓÒÚÓËÚ
êçä. ùÚÛ ÒÚÛÍÚÛÛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â ÔÎÓÒÍÓ„Ó „‡Ù‡ Ë ‰‡ÊÂ ÍÓÌÂ‚Ó„Ó
‰ÂÂ‚‡. íÂÚË˜Ì‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ – ˝ÚÓ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÓÏ‡ êçä ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl êçä-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û Ëı ‚ÚÓË˜Ì˚ÏË ÒÚÛÍÚÛ‡ÏË. èËÏÂ‡ÏË Ú‡ÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ êçä ÒÎÛÊ‡Ú:
‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡ (Ë ‰Û„ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÍÓÌÂ‚˚ı ‰ÂÂ‚¸flı,
ÒÏ. „Î. 15) Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ô‡˚ ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ, Ú.Â. ÏÂÚËÍ‡ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË
ÏÂÊ‰Û ‚ÚÓË˜Ì˚ÏË ÒÚÛÍÚÛ‡ÏË, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ÏË Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÒÔ‡ÂÌÌ˚ı
ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ.
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èË ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÏ (in silico) ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËË ˝‚ÓÎ˛ˆËË êçä ÔËÒÔÓÒÓ·ÎÂÌÌÓÒÚ¸
êçä-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ı  ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ f(d(x, x T)), „‰Â f:
�≥0 →  � ≥0 ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl Ï‡Ò¯Ú‡·‡ Ë d(x, xT) – ÒÚÛÍÚÛÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ êçä
ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ ı Ë ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÍÓÌÚÓÎ¸ÌÓÈ êçä-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚ¸˛ xT.

åÂÚËÍ‡ ÌÂ˜ÂÚÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ÔÓÎËÌÛÍÎÂÓÚË‰‡
åÂÚËÍÓÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ÔÓÎËÌÛÍÎÂÓÚË‰‡ (ËÎË NTV-ÏÂÚËÍÓÈ)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ‡fl ç¸ÂÚÓ, íÓÂÒÓÏ Ë Ç‡Î¸ÍÂÁ í‡Ò‡Ì‰Â (2003) Ì‡
12-ÏÂÌÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ÍÛ·Â I12. óÂÚ˚Â ÌÛÍÎÂÓÚË‰‡ U, C, A Ë G ‡ÎÙ‡‚ËÚ‡ êçä ·˚ÎË
ÍÓ‰ËÓ‚‡Ì˚ Í‡Í (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) Ë (0,0,0,1) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÇÒÂ 64
‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â ÍÓ‰ÓÌÌ˚Â ÚÓÈÍË „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓ‰‡ ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ‚Â¯ËÌ‡ÏË
ÍÛ·‡ I12. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Î˛·Û˛ ÚÓ˜ÍÛ (x1, ..., x12) ∈  I12 ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í
ÌÂ˜ÂÚÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È ÍÓ‰ÓÌ, Í‡Ê‰‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ xi ÍÓÚÓÓ„Ó ‚˚‡Ê‡ÂÚ ÒÚÂÔÂÌ¸
ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ i, 1 ≤ i ≤ 12, ÌÂ˜ÂÚÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ı.
ÇÂ¯ËÌ˚ ÍÛ·‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˜ÂÚÍËÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË.

NTV-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË x, y ∈  I12 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
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 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ‚ÒÂÏ �n.

ç‡   �≥0
n  ‰‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‡‚Ì‡ 1 – s(x, y ), „‰Â s x y
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i n

i i
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i i

( , )
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max{ , }
= ≤ ≤

≤ ≤

∑
∑

1

1

 fl‚ÎflÂÚÒfl

ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ êÛÊË˜ÍË  (ÒÏ. „Î. 17).

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÂÂÒÚÓÈÍË „ÂÌÓÏ‡
ÉÂÌÓÏ˚ Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Ó‰ÌÓıÓÏÓÒÓÏÌ˚ı ‚Ë‰Ó‚ ËÎË Ó‰ÌÓıÓÏÓÒÓÏÌ˚ı Ó„‡ÌÂÎÎ

(Ú‡ÍËı Í‡Í ÏÂÎÍËÂ ‚ËÛÒ˚ Ë ÏËÚÓıÓÌ‰ËË) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÔÓfl‰ÍÓÏ „ÂÌÓ‚ ‚‰ÓÎ¸
ıÓÏÓÒÓÏ, Ú.Â. Í‡Í ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (ËÎË ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËfl) ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ n „ÓÏÓ-
ÎÓ„Ë˜Ì˚ı „ÂÌÓ‚. ÖÒÎË ÔËÌflÚ¸ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÒÚ¸ „ÂÌÓ‚, ÚÓ ıÓÏÓ-
ÒÓÏÛ ÏÓÊÌÓ ÓÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ, Ú.Â. Í‡Í ‚ÂÍÚÓ x  = (x1, ..., xn),
„‰Â | xi | – ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ 1, …, n Ë Î˛·ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ xi ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï
ËÎË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï. äÓÎ¸ˆÂ‚˚Â „ÂÌÓÏ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÍÓÎ¸ˆÂ‚˚ÏË (ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ)
ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË x = (x1, ..., xn), „‰Â xn+1 = x1 Ë Ú.‰.

ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ ÏÛÚ‡ˆËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ „ÂÌÓÏ-
ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Ú‡ÍËÏË „ÂÌÓÏ‡ÏË ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl
(ÒÏ. „Î. 11), „‰Â ÓÔÂ‡ˆËflÏË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‚˚ÒÚÛÔ‡˛Ú ˝ÚË ‰‚ËÊÂÌËfl ÏÛÚ‡ˆËË,
Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰‚ËÊÂÌËÈ (ıÓ‰Ó‚) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
Ó‰ÌÓÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ) ‚ ‰Û„Û˛.

Ç ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ (‡ Ó·˚˜ÌÓ Ë ‚ÏÂÒÚÓ) ÒÓ·˚ÚËÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÏÛÚ‡ˆËË, Ú‡ÍËı Í‡Í
‚ÒÚ‡‚Í‡/Û‰‡ÎÂÌËÂ ·ÛÍ‚ ËÎË Á‡ÏÂ˘ÂÌËfl ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ‚ Ñçä-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË,
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ·ÓÎ¸¯ËÂ (Ú.Â. Á‡Ú‡„Ë‚‡˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ ıÓÏÓÒÓÏ˚)
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ÏÛÚ‡ˆËË Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÏÂÚËÍË „ÂÌÓÏÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ÔÂÂÒÚÓÈÍË „ÂÌÓÏÓ‚. àÁ-Á‡ Â‰ÍÓÒÚË Ú‡ÍËı ÔÂÂÒÚÓÂ˜Ì˚ı ÏÛÚ‡ˆËÈ
˝ÚË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÚÓ˜ÌÂÂ ÓˆÂÌË‚‡˛ÚÒfl ËÒÚËÌÌ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl „ÂÌÓÏÌÓÈ ˝‚ÓÎ˛ˆËË.
éÒÌÓ‚Ì‡fl ÂÓ„‡ÌËÁ‡ˆËfl „ÂÌÓÏÓ‚ (ıÓÏÓÒÓÏ) ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ
ËÌ‚ÂÒËÈ (Ó·‡˘ÂÌËÈ ·ÎÓÍÓ‚), Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ (Ó·ÏÂÌ‡ ÏÂÒÚ‡ÏË ‰‚Ûı ÒÓÒÂ‰ÌËı
·ÎÓÍÓ‚) ‚ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÌ‚ÂÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËË (ËÌ‚ÂÒËË ‚
ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËË Ò Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÂÈ) Ë Â‚ÂÒËÈ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ, ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÒÓ
ÁÌ‡ÍÓÏ (Â‚ÂÒËfl ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ ‚ ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËË Ò ËÌ‚ÂÒËÂÈ).

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ÔÂÂÒÚÓÈÍË „ÂÌÓÏÓ‚ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Ó‰ÌÓıÓÏÓÒÓÏ-
Ì˚ÏË „ÂÌÓÏ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl:

– ÏÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË Ë ÏÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ (ÒÏ. „Î. 11);
– ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËË: ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl

ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl (ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË) Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ÌËı ‚ ‰Û„ÓÈ;
– ITT-‡ÒÒÚÓflÌËÂ: ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÌ‚ÂÒËÈ, Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ Ë ËÌ‚ÂÚË-

Ó‚‡ÌÌ˚ı Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ÌËı ‚ ‰Û„ÓÈ.
ÑÎfl ‰‚Ûı ÍÓÎ¸ˆÂ‚˚ı ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ x  = (x1, ..., xn) Ë y  = (y 1, ..., yn)

(ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, xn+1 = x1 Ë Ú.‰.) ÚÓ˜Â˜Ì˚È ‡Á˚‚ – Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ i, 1 ≤ i ≤ n, ˜ÚÓ yn+1 ≠
xj(i)+1, „‰Â ˜ËÒÎÓ j(i), 1 ≤ j(i) ≤ n, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ yi = xj(i). ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó ‡Á˚‚‡ (ìÓÚÂÒÓÌ–à‚ÂÌÒ–ïÓÎÎ–åÓ„‡Ì, 1982) ÏÂÊ‰Û „ÂÌÓÏ‡ÏË,
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ÏË Í‡Í ı Ë Û , ‡‚ÌÓ ˜ËÒÎÛ ÚÓ˜Â˜Ì˚ı ‡Á˚‚Ó‚. ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë
ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ (ÏÂÚËÍ‡ ìÎ‡Ï‡, „Î. 11: ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ·ÛÍ‚, Ú.Â. Ó‰ÌÓ·ÛÍ‚ÂÌÌ˚ı Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ)
ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‰Îfl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÔÂÂÒÚÓÈÍË „ÂÌÓÏÓ‚.

ëËÌÚÂÌË˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ùÚÓ „ÂÌÓÏÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓ„ÓıÓÏÓÒÓÏÌ˚ÏË „ÂÌÓÏ‡ÏË, ÍÓÚÓ˚Â

‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Í‡Í ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Â Ì‡·Ó˚ ÒËÌÚÂÌË˜Ì˚ı „ÛÔÔ „ÂÌÓ‚, ‚
ÍÓÚÓ˚ı ‰‚‡ „ÂÌ‡ ÒËÌÚÂÌË˜Ì˚, ÂÒÎË ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ‚ Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ıÓÏÓÒÓÏÂ.
ëËÌÚÂÌË˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (îÂÂÚÚË–ç‡‰¸˛–ë‡ÌÍÓÙÙ, 1996) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Ú‡ÍËÏË
„ÂÌÓÏ‡ÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ÏÛÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ıÓ‰Ó‚ – Ú‡ÌÒÎÓÍ‡ˆËÈ
(Ó·ÏÂÌ „ÂÌ‡ÏË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ıÓÏÓÒÓÏ‡ÏË), Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÈ (ÒÎËflÌËfl ‰‚Ûı ıÓÏÓÒÓÏ ‚
Ó‰ÌÛ) Ë Ù‡„ÏÂÌÚ‡ˆËÈ (‡Ò˘ÂÔÎÂÌËÂ Ó‰ÌÓÈ ıÓÏÓÒÓÏ˚ Ì‡ ‰‚Â) – ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ó‰ÌÓ„Ó „ÂÌÓÏ‡ ‚ ‰Û„ÓÈ. ÇÒÂ (‚ıÓ‰fl˘ËÂ Ë ‚˚ıÓ‰fl˘ËÂ) ıÓÏÓÒÓÏ˚
˝ÚËı ÏÛÚ‡ˆËÈ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÌÂÔÛÒÚ˚ÏË Ë ÌÂ ‰ÛÔÎËˆËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË. Ç˚¯ÂÔË-
‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÚË ÏÛÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ıÓ‰‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÏÂÊıÓÏÓÒÓÏÌ˚Ï ÔÂÂÒÚÓÈÍ‡Ï
„ÂÌÓÏ‡, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÒÚÂ˜‡˛ÚÒfl „Ó‡Á‰Ó ÂÊÂ, ˜ÂÏ ‚ÌÛÚËıÓÏÓÒÓÏÌ˚Â; ÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÓÌË ‰‡˛Ú Ì‡Ï ·ÓÎÂÂ „ÎÛ·ÓÍÛ˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó· ËÒÚÓËË ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓ„Ó
‡Á‚ËÚËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÂÌÓÏ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÂÌÓÏ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÎÓÍÛÒ‡ÏË Ì‡ ıÓÏÓÒÓÏÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÓÏ Ô‡

ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ, ‡Á‰ÂÎfl˛˘Ëı Ëı Ì‡ ıÓÏÓÒÓÏÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Í‡ÚÂ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Í‡ÚÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÎÓÍÛÒ‡ÏË Ì‡ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ

Í‡ÚÂ – ˜‡ÒÚÓÚ‡ ÂÍÓÏ·ËÌ‡ˆËÈ, ‚˚‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ ÔÓˆÂÌÚ‡ı; ÓÌÓ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚
Ò‡ÌÚËÏÓ„‡Ì‡ı Òå (ËÎË Â‰ËÌËˆ‡ı „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Í‡Ú˚), „‰Â 1 Òå ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ëı
ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍË ÓÚÍÓÂÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÂ ÂÍÓÏ·ËÌ‡ˆËË 1%.

é·˚˜ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Í‡ÚÂ ‚ 1 Òå (ÔÓ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ¯Í‡ÎÂ)
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ „ÂÌÓÏ‡ (ÔÓ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ¯Í‡ÎÂ) ÔÓfl‰Í‡ Ó‰ÌÓÈ ÏÂ„‡·‡Á˚
(ÏËÎÎËÓÌ Ô‡Ì˚ı ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ).
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åÂÚ‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
åÂÚ‡·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÔÂÂıÓ‰‡) ÏÂÊ‰Û ˝ÌÁËÏ‡ÏË

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÏÂÚ‡·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÒÚ‡‰ËÈ, ‡Á‰ÂÎfl˛˘Ëı ‰‚‡ ˝ÌÁËÏ‡
‚ ÏÂÚ‡·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÔÂÂıÓ‰‡ı.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÂÌ‰ÓÌ‡ Ë ‰.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÂÌ‰ÓÌ‡ Ë ‰. ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÓÒÌÓ‚‡ÌËflÏË,

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ÏË 4 × 4 Ï‡ÚËˆ‡ÏË Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl X Ë Y , ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl Í‡Í

S XY S X Y( ) ( )
,

− −+1 1

2

„‰Â S M l( ) ( / ) ,= +2 2θ α  l  – ‰ÎËÌ‡ Ú‡ÌÒÎflˆËË, θ – Û„ÓÎ ‚‡˘ÂÌËfl Ë α  – ÍÓ˝ÙÙË-
ˆËÂÌÚ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl ÏÂÊ‰Û Ú‡ÌÒÎflˆËÂÈ Ë ‚‡˘ÂÌËÂÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡
ÅËÓÚÓÔ˚ Á‰ÂÒ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Í‡Í ·ËÌ‡Ì˚Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË x = (x1, ..., xn),

„‰Â xi = 1 ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËÂ ‚Ë‰‡ i. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
í‡ÌËÏÓÚÓ) ÏÂÊ‰Û ·ËÓÚÓÔ‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

| { : } |

| { : } |
.

1

1 0

≤ ≤ ≠
≤ ≤ + >

i n x y

i n x y
i i

i i

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇËÍÚÓ‡–èÛÔÛ‡
èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‚ÒÔÎÂÒÍÓ‚ x  ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‚ÂÏÂÌÌÛ˛ ÔÓÒÎÂ‰Ó-

‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ (x1, ..., xn) n ÒÓ·˚ÚËÈ (Ì‡ÔËÏÂ, ÌÂÈÓÌÌ˚ı ‚ÒÔÎÂÒÍÓ‚ ËÎË ·ËÂÌËÈ
ÒÂ‰ˆ‡). ÇÂÏÂÌÌ‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ÎË·Ó ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Â ‚ÂÏÂÌÌ˚Â
‰‡ÌÌ˚Â ‚ÒÔÎÂÒÍÓ‚ ÎË·Ó ‚ÂÏÂÌÌ˚Â ËÌÚÂ‚‡Î˚ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË. åÓÁ„ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ËÏÂÂÚ
ÓÍÓÎÓ 100 ÏÎ‰ ÌÂÈÓÌÓ‚ (ÌÂ‚Ì˚ı ÍÎÂÚÓÍ). çÂÈÓÌ Â‡„ËÛÂÚ Ì‡ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÚÂÏ,
˜ÚÓ „ÂÌÂËÛÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‚ÒÔÎÂÒÍÓ‚, fl‚Îfl˛˘Û˛Òfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛
ÍÓÓÚÍËı ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇËÍÚÓ‡–èÛÔÛ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ‚ÒÔÎÂÒÍÓ‚ ı Ë
Û – ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ˆÂÌÓÈ (Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı
‚ Û), Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÓÔÂ‡ˆËÈ (Ë ÒÓÔÛÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ËÏ ˆÂÌ): ‚ÒÚ‡‚ËÚ¸
‚ÒÔÎÂÒÍ (ˆÂÌ‡ 1), Û‰‡ÎËÚ¸ ‚ÒÔÎÂÒÍ (ˆÂÌ‡ 1), ÒÏÂÒÚËÚ¸ ‚ÒÔÎÂÒÍ Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ‚ÂÏÂÌË t
(ˆÂÌ‡ qt, „‰Â q > 0 – Ô‡‡ÏÂÚ).

ÇËÍÚÓ Ë èÛÔÛ‡ ÔÂ‰ÎÓÊËÎË ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ 1996 „.; ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó
‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÒÏ. „Î. 11), ‚‚Â‰ÂÌÌÓÂ ‚ 2001 „., ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ˆÂÌÓ‚Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ ÔÂÂÏÂ-
˘ÂÌËÈ, ÒÓı‡Ìfl˛˘Û˛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡.

ÑÎfl Ò‡‚ÌÂÌËfl Â‡ÍˆËË ÔÓÔÛÎflˆËË ÌÂÈÓÌÓ‚ Ì‡ ‰‚‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÚËÏÛÎ‡
ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ óÂÌÓ‚‡ ÏÂÊ‰Û ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË
‚ÒÔÎÂÒÍÓ‚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÓÒÔËflÚËfl éÎË‚˚ Ë ‰.
èÛÒÚ¸ {s1, ..., sn} – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒÚËÏÛÎÓ‚ Ë ÔÛÒÚ¸ qij – ÛÒÎÓ‚Ì‡fl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ„Ó,

˜ÚÓ Ó·˙ÂÍÚ ‚ÓÒÔËÏÂÚ ÒÚËÏÛÎ sj, ÍÓ„‰‡ ·Û‰ÂÚ ÔÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÓ‚‡Ì ÒÚËÏÛÎ si;

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, qij ≥ 0 Ë qij
j

n

=
=
∑ 1

1

.  èÛÒÚ¸ qi – ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ÒÚËÏÛÎ‡ si.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÓÒÔËflÚËfl éÎË‚˚ Ë ‰. [OSLM04] ÏÂÊ‰Û ÒÚËÏÛÎ‡ÏË si Ë sj ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

1
q q

q

q

q

qi j k

n
ik

i

jk

j+
−

=
∑ .

ÉËÔÓÚÂÁ‡ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ‡ÒÒÚÓflÌËfl
Ç ÔÒËıÓÙËÁËÍÂ „ËÔÓÚÂÁ‡ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ „ËÔÓ-

ÚÂÁÛ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ‡ÁÎË˜ÂÌËfl ‰‚Ûı ÒÚËÏÛÎÓ‚ ÂÒÚ¸ (ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ
‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl) ÙÛÌÍˆËfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÒÛ·˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË
ÒÚËÏÛÎ‡ÏË [Dzha01]. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ˝ÚÓÈ „ËÔÓÚÂÁÂ Ú‡Í‡fl ÒÛ·˙ÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ÙËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ‚ Ï‡ÎÓÏ
Ò ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ (Ú.Â. ËÌÙËÏÛÏÓÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı ÔÛÚÂÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚‡
ÒÚËÏÛÎ‡).

ëÛÔÛÊÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëÛÔÛÊÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂÒÚ‡ÏË ÓÊ‰ÂÌËfl

ÒÛÔÛ„Ó‚ (ËÎË Ëı ÁË„ÓÚ).

àÁÓÎflˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
àÁÓÎflˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÂÒÚ¸ ·ËÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸, ÔÂ‰ÒÍ‡Á˚‚‡˛˘‡fl, ˜ÚÓ

„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓÔÛÎflˆËflÏË Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í „ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÏÛ ‡ÒÒÚÓflÌË˛. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ Â„ËÓ-
Ì‡Î¸Ì˚ı ‡ÁÎË˜ËÈ (‡Ò) Ë ÌÓ‚˚ı ‚Ë‰Ó‚ Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ „ÂÌÓ‚ Ë
‡‰‡ÔÚË‚Ì˚Ï ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËÂÏ. ÇÓÔÓÒ ËÁÓÎflˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÎÒfl, ‚
˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ì‡ ÒÚÛÍÚÛÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘Ëı Ù‡ÏËÎËÈ (ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ã‡ÒÍÂ‡).

ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ å‡ÎÂÍÓÚ‡
ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎ¸˛ å‡ÎÂÍÓÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏË„‡ˆËÓÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ËÁÓÎflˆËË

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ‚˚‡Ê‡ÂÏ‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ å‡ÎÂÍÓÚ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‡ÎÎÂÎÂÈ
‚ ‰‚Ûı ÎÓÍÛÒ‡ı (‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÈ ‡ÒÒÓˆË‡ˆËË ËÎË Ì‡Û¯ÂÌÌÓ„Ó ·‡Î‡ÌÒ‡ Ò‚flÁÂÈ) ρd:

ρ ε
d

dL M L= − +( ) e .1

„‰Â d – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÎÓÍÛÒ‡ÏË (ÎË·Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÂÌÓÏ‡ ‚ Ô‡‡ı
ÓÒÌÓ‚‡ÌËÈ, ÎË·Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Í‡ÚÂ ‚ Ò‡ÌÚËÏÓ„‡ÌË‰‡ı), ε –
ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó Â„ËÓÌ‡, L

d
d=

→
lim

0
ρ  Ë M  ≤ 1 – Ô‡‡ÏÂÚ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËÈ

˜‡ÒÚÓÚÛ ÏÛÚ‡ˆËÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ã‡ÒÍÂ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ã‡ÒÍÂ‡ (êÓ‰Ë„ÂÒ–ã‡‡Î¸‰Â Ë ‰., 1989) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ˜ÂÎÓ‚Â-

˜ÂÒÍËÏË ÔÓÔÛÎflˆËflÏË ı Ë Û, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËÏËÒfl ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ˜‡ÒÚÓÚ˚ Ù‡ÏËÎËÈ (xi)

Ë (yi), fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ –ln 2Rx,y, „‰Â R x yx y i i
i

, = ∑1

2
 ÂÒÚ¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ËÁÓÌËÏËË

ã‡ÒÍÂ‡. î‡ÏËÎ¸Ì‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ËÌ·Ë‰ËÌ„ÓÏ Ë (‚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚ı ÔÓ
ÏÛÊÒÍÓÈ ÎËÌËË Ó·˘ÂÒÚ‚‡ı) ÒÓ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Ï „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‰ÂÈÙÓÏ, ÏÛÚ‡ˆËflÏË Ë
ÏË„‡ˆËflÏË. î‡ÏËÎËË ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ‡ÎÎÂÎË Ó‰ÌÓ„Ó ÎÓÍÛÒ‡, Ë Ëı
‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓ‡Ì‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÓ ÔÓ ÚÂÓËË ÌÂÈÚ‡Î¸Ì˚ı ÏÛÚ‡ˆËÈ;
ËÁÓÌËÏËfl ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ Ó·˘Â„Ó ÔÓËÒıÓÊ‰ÂÌËfl.
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åÓ‰ÂÎ¸ Ù‡ÏËÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl
åÓ‰ÂÎ¸ Ù‡ÏËÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ·˚Î‡ ÔËÏÂÌÂÌ‡ ‚ [COR05] ‰Îfl ÓˆÂÌÍË

ÔÂÂ‰‡‚‡ÂÏÓÒÚË ÔÂ‰ÔÓ˜ÚÂÌËfl ÓÚ Ó‰ËÚÂÎÂÈ Í ‰ÂÚflÏ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓ
47 ÔÓ‚ËÌˆËflÏ Ï‡ÚÂËÍÓ‚ÓÈ àÒÔ‡ÌËË ÔÛÚÂÏ Ò‡‚ÌÂÌËfl 47 × 47 Ï‡ÚËˆ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
Ù‡ÏËÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ò Ï‡ÚËˆ‡ÏË ÔÓÚÂ·ËÚÂÎ¸ÒÍÓ„Ó Ë ÍÛÎ¸ÚÛÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ.
ùÚË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÎËÒ¸ Í‡Í l1-‡ÒÒÚÓflÌËfl | |x yi i

i

−∑  ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË

˜‡ÒÚÓÚ˚ (xi), (yi) ÔÓ‚ËÌˆËÈ x Ë y, „‰Â zi ‰Îfl ÔÓ‚ËÌˆËË z fl‚ÎflÎÓÒ¸ ÎË·Ó ˜‡ÒÚÓÚÓÈ i-È
Ù‡ÏËÎËË (Ù‡ÏËÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ), ÎË·Ó ‰ÓÎÂÈ ‚ ·˛‰ÊÂÚÂ i-„Ó ÔÓ‰ÛÍÚ‡ (ÔÓÚÂ·Ë-
ÚÂÎ¸ÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) ÎË·Ó (‰Îfl ÍÛÎ¸ÚÛÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl) ÂÈÚËÌ„ÓÏ ÒÂ‰Ë
Ì‡ÒÂÎÂÌËfl i-„Ó ÍÛÎ¸ÚÛÌÓ„Ó Ù‡ÍÚÓ‡ (ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ò‚‡‰Â·, ˜ËÚ‡ÚÂÎ¸ÒÍ‡fl ‡Û‰ËÚÓËfl
Ë Ú.Ô.).

àÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÎËÒ¸ Ú‡ÍÊÂ Ë ‰Û„ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (Ï‡ÚËˆ˚ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ), ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ:
– „ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (‚ ÍËÎÓÏÂÚ‡ı ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÎËˆ‡ÏË ‰‚Ûı ÔÓ‚ËÌˆËÈ);
– ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÓıÓ‰Ó‚ | m (x ) – m(y) |, „‰Â m(z) – ÒÂ‰ÌËÈ ‰ÓıÓ‰ Ì‡ÒÂÎÂÌËfl ‚

ÔÓ‚ËÌˆËË z;

– ÍÎËÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 
1 12≤ ≤
∑ −
i

i ix y| |, „‰Â zi – ÒÂ‰Ìflfl ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ‚

ÔÓ‚ËÌˆËË z ‚ i-Ï ÏÂÒflˆÂ;

– ÏË„‡ˆËÓÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 
1 12≤ ≤
∑ −
i

i ix y| |, „‰Â zi – ÔÓˆÂÌÚ Î˛‰ÂÈ (ÔÓÊË‚‡˛-

˘Ëı ‚ ÔÓ‚ËÌˆËË z), Ó‰Ë‚¯ËıÒfl ‚ ÔÓ‚ËÌˆËË i.
ëÚÓ„‡fl ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì‡fl ÔÂÂ‰‡˜‡ ÔÂ‰ÔÓ˜ÚÂÌËÈ, Ú.Â. ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û Ù‡ÏË-

ÎËflÏË Ë ÔÓÚÂ·ËÚÂÎ¸ÒÍËÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË, ·˚Î‡ ‚˚fl‚ÎÂÌ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË
ÔÓ‰ÛÍÚÓ‚ ÔËÚ‡ÌËfl.

ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ‡Î¸ÚÛËÁÏ‡
Ç ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓÈ ˝ÍÓÎÓ„ËË ‡Î¸ÚÛËÁÏ ÚÓÎÍÛÂÚÒfl Í‡Í ÒÂÏÂÈÌ˚È ÓÚ·Ó ËÎË

„ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÓÚ·Ó Ë Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ‰‚ËÊÛ˘ÂÈ ÒËÎÓÈ ÔÂÂıÓ‰‡ ÓÚ Ó‰ÌÓÍÎÂÚÓ˜-
Ì˚ı Ó„‡ÌËÁÏÓ‚ Í ÏÌÓ„ÓÍÎÂÚÓ˜Ì˚Ï. ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ‡Î¸ÚÛËÁÏ‡ [Koel00]
ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‡Î¸ÚÛËÒÚ˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ, Ú.Â. Ò ÌÂ·ÓÎ¸¯ËÏË
‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ë ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ‰ËÒÔÂÒËË ÔÓÚÓÏÒÚ‚‡, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ‰Îfl
˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓÈ Â‡ÍˆËË ˝„ÓËÒÚÓ‚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓ ÒÚÂÏÎÂÌËÂ Û‚ÂÎË˜ËÚ¸ ˝ÚË ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËfl. èÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì˚Â ÚËÔ˚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ÏË, Ë ˝‚ÓÎ˛ˆËfl ‚Â‰ÂÚ
Í ÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÈ ·ËÏÓ‰‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË.

ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ·Â„‡
ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ·Â„‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸ ‡ÌÚÓÔÓ„ÂÌÂÁ‡, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ‡fl

‚ [BrLi04]. ÅËÔÂ‰‡ÎËÁÏ (ıÓÊ‰ÂÌËÂ Ì‡ ‰‚Ûı ÌÓ„‡ı) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ˛˜Â‚ÓÈ ÔÓ‚Â‰ÂÌ˜ÂÒÍÓÈ
‡‰‡ÔÚ‡ˆËÂÈ „ÓÏËÌË‰Ó‚, ÔÓfl‚Ë‚¯ÂÈÒfl 4,5–6 ÏÎÌ ÎÂÚ Ì‡Á‡‰. é‰Ì‡ÍÓ ‡‚ÒÚ‡ÎÓÔËÚÂÍË
‚ÒÂ Â˘Â ÓÒÚ‡‚‡ÎËÒ¸ ÊË‚ÓÚÌ˚ÏË. êÓ‰ Homo, ÔÓfl‚Ë‚¯ËÈÒfl ÓÍÓÎÓ 2 ÏÎÌ ÎÂÚ Ì‡Á‡‰,
ÛÊÂ ÛÏÂÎ ËÁ„ÓÚ‡‚ÎË‚‡Ú¸ ÔËÏËÚË‚Ì˚Â ÓÛ‰Ëfl. åÓ‰ÂÎ¸ Å‡Ï·ÎÂ–ãË·ÂÏ‡Ì‡
Ó·˙flÒÌflÂÚ ˝ÚÓÚ ÔÂÂıÓ‰ Ò fl‰ÓÏ ‡‰‡ÔÚ‡ˆËÈ, ı‡‡ÍÚÂÌ˚ı ‰Îfl ·Â„‡ Ì‡ ·ÓÎ¸¯ËÂ
‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓ Ò‡‚‡ÌÌÂ. éÌË ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, Í‡Í ÔËÓ·ÂÚÂÌÌ‡fl ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚ¸ Homo Í
‰ÎËÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ·Â„Û ÔÂ‰ÓÔÂ‰ÂÎËÎ‡ ÙÓÏÛ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÎ‡, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚ Ò·‡Î‡ÌÒË-
Ó‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ „ÓÎÓ‚˚, ÌËÁÍËÂ Ë ¯ËÓÍËÂ ÔÎÂ˜Ë, ÛÁÍÛ˛ „Û‰ÌÛ˛ ÍÎÂÚÍÛ,
ÍÓÓÚÍËÂ ÔÂ‰ÔÎÂ˜¸fl, ‰ÎËÌÌ˚Â ·Â‰‡ Ë Ú.‰.
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24.1. êÄëëíéüçàü  Ç  îàáàäÖ

îËÁËÍ‡ ËÁÛ˜‡ÂÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ï‡ÚÂËË ‚ Ò‡ÏÓÏ ¯ËÓÍÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ, ÓÚ
ÒÛ·ÏËÍÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËı ˜‡ÒÚËˆ, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓÒÚÓÂÌ‡ ‚Òfl Ó·˚˜Ì‡fl Ï‡ÚÂËfl (ÙËÁËÍ‡
˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ˜‡ÒÚËˆ), ‰Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ‚ ˆÂÎÓÏ (ÍÓÒÏÓ-
ÎÓ„Ëfl). îËÁË˜ÂÒÍËÏË ÒËÎ‡ÏË, ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË (Ú.Â.
ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡ÌËÂ ËÎË ÔËÚfl„Ë‚‡ÌËÂ ·ÂÁ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó "ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡"),
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒËÎ˚ fl‰ÂÌÓ„Ó Ë ÏÓÎÂÍÛÎflÌÓ„Ó ÔËÚflÊÂÌËfl, ‡ Á‡ ‡ÚÓÏÌ˚Ï ÛÓ‚ÌÂÏ –
ÒËÎ‡ Úfl„ÓÚÂÌËfl (‰ÓÔÓÎÌflÂÏ‡fl, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ÒËÎÓÈ ‡ÌÚË„‡‚ËÚ‡ˆËË), ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ
˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÚ‚Ó Ë Ï‡„ÌÂÚËÁÏ. èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚Â ÒËÎ˚ ÏÓ„ÛÚ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡Ú¸
Ë ÔËÚfl„Ë‚‡Ú¸. Ç ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â Â˜¸ Ë‰ÂÚ Ó Ò‡‚ÌËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡Î˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËflı,
‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚË (‚ ‡ÒÚÓÌÓÏËË Ë ÍÓÒÏÓÎÓ„ËË) ·Û‰ÛÚ ‡ÒÒÏ‡Ú-
Ë‚‡Ú¸Òfl ‚ „Î‡‚‡ı 25 Ë 26. ÇÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ËÏÂ˛˘ËÂ ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ
ÒÏ˚ÒÎ, ÎÂÊ‡Ú ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ 1,6 × 10–35 Ï (‰ÎËÌ‡ èÎ‡ÌÍ‡) ‰Ó 7,4 × 1026 Ï (ÔÂ‰ÔÓÎ‡-
„‡ÂÏ˚Â ‡ÁÏÂ˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ). Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ÚÂÓËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË, Í‚‡ÌÚÓ‚‡fl ÚÂÓËfl Ë Á‡ÍÓÌ˚ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÓÔËÒ˚‚‡Ú¸ Ë ÔÂ‰ÒÍ‡Á˚‚‡Ú¸
ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ, ËÁÏÂflÂÏ˚ı ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı 10–15–1025 Ï. ÉË„‡ÌÚÒÍËÂ
ÛÒÍÓËÚÂÎË ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Â„ËÒÚËÓ‚‡Ú¸ ˜‡ÒÚËˆ˚ ‡ÁÏÂÓÏ 10–18 Ï.

åÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
åÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ‚ÂÏÂ-

ÌË t. ÑÎfl ˜‡ÒÚËˆ˚ Ò Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ x0, Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v0, Ë
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ÛÒÍÓÂÌËÂÏ a ÓÌÓ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

x t x t at( ) .= + +0 0
21

2
v

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ô‡‰ÂÌËfl Ò ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï ÛÒÍÓÂÌËÂÏ ‡ ‰Îfl ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl

ÒÍÓÓÒÚË v ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
  
x

a
= v2

2
.

ë‚Ó·Ó‰ÌÓ Ô‡‰‡˛˘ÂÂ ÚÂÎÓ – ÚÂÎÓ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÂ ‚ Ô‡‰ÂÌËË ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ

ÒËÎ‡ Úfl„ÓÚÂÌËfl g. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ô‡‰ÂÌËfl ÚÂÎ‡ Á‡ ‚ÂÏfl t ‡‚ÌÓ 
1

2
2gt ; ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó Ô‡‰ÂÌËfl.

éÒÚ‡ÌÓ‚Ó˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
éÒÚ‡ÌÓ‚Ó˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÂ Ó·˙ÂÍÚ ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl ‚

ÒÂ‰Â Ò ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂÏ ÓÚ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‰Ó ÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË.
ÑÎfl Ó·˙ÂÍÚ‡ Ò Ï‡ÒÒÓÈ m , ‰‚ËÊÛ˘Â„ÓÒfl ‚ ÒÂ‰Â Ò ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂÏ („‰Â ÒËÎ‡

ÚÓÏÓÊÂÌËfl Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ Ï‡ÒÒ˚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÒÍÓÓÒÚË Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ ÔÓÔÓ-
ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË β, Ë Í‡ÍËı-ÎË·Ó ‰Û„Ëı ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ Ì‡ ‰‡ÌÌ˚È Ó·˙ÂÍÚ ÌÂÚ),



ÉÎ‡‚‡ 24. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÙËÁËÍÂ Ë ıËÏËË 347

ÔÓÎÓÊÂÌËÂ x(t) ÚÂÎ‡ Ò Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ x0 Ë Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v0 Á‡‰‡ÂÚÒfl

Í‡Í 
  
x t x t( ) ( e ).= + − −

0
0 1

v
β

β  ëÍÓÓÒÚ¸ ÚÂÎ‡   v v( ) ( ) et x t t= ′ = −
0

β  ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl

ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ‰Ó ÌÛÎfl Ë ÚÂÎÓ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÒÚ‡ÌÓ‚Ó˜ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl

  
x x t x

t
terminal lim ( ) .= = +

→∞ 0
0v

β

ÑÎfl ÒÌ‡fl‰‡, ‚˚ÎÂÚÂ‚¯Â„Ó ËÁ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË (x0, y0) Ò Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓ-

ÓÒÚ¸˛ 
  
( , ),v vx y0 0

 ÔÓÎÓÊÂÌËÂ (x(t), y(t)) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í 
  
x t x

x t( ) ( e ),= + −0
0 1

v

β
β

  
y t y

gy y
g

t( ) e .= + −






+
−

−
0 2 2

0 0
v v

β β β

β
β  ÉÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÂ  ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ  ÔÂÍ‡˘‡ÂÚÒfl

ÔÓÒÎÂ ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl ÚÂÎÓÏ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÒÚ‡ÌÓ‚Ó˜ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl

x x
x

terminal .= +0
0

v

β

Å‡ÎÎËÒÚË˜ÂÒÍËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
Å‡ÎÎËÒÚËÍ‡ Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl ËÁÛ˜ÂÌËÂÏ ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÌ‡fl‰Ó‚, Ú.Â. ÚÂÎ, ÍÓÚÓ˚Â ÔË‚Â-

‰ÂÌ˚ ‚ ‰‚ËÊÂÌËÂ (ËÎË ·Ó¯ÂÌ˚) Ò ÌÂÍÓÂÈ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛, Ë ÍÓÚÓ˚Â Á‡ÚÂÏ
ËÒÔ˚Ú˚‚‡˛Ú ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÒËÎ Úfl„ÓÚÂÌËfl Ë ÚÓÏÓÊÂÌËfl.

ÉÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÎÂÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸˛, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl
‚˚ÒÓÚ‡ ÔÓÎÂÚ‡ – ‚˚ÒÓÚÓÈ, ‡ ÔÓÈ‰ÂÌÌ˚È ÔÛÚ¸ – Ú‡ÂÍÚÓËÂÈ.

ÑÎfl ÒÌ‡fl‰‡, ÔÛ˘ÂÌÌÓ„Ó ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v0 ÔÓ‰ Û„ÎÓÏ θ, ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-
Òfl Í‡Í

x(t) = v0t cos θ,

„‰Â t – ‚ÂÏfl ‰‚ËÊÂÌËfl. èÓÎÌ‡fl ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÔË ÛÒÎÓ‚ËË Ô‡‰ÂÌËfl
ÒÌ‡fl‰‡ Ì‡ ‚˚ÒÓÚÂ, Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ Ò ‚˚ÒÓÚÓÈ ÏÂÒÚ‡ ‚˚ÒÚÂÎ‡, ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ

  
x

gmax
sin

,= v0
2 2θ

ÍÓÚÓ‡fl ·Û‰ÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔË θ = π/4. ÖÒÎË ‚˚ÒÓÚ‡ ÚÓ˜ÍË Ô‡‰ÂÌËfl Ì‡ ∆h ‚˚¯Â
ÚÓ˜ÍË Á‡ÔÛÒÍ‡, ÚÓ

 

x
g

hg
max

/
sin

sin
.= + −

















v
v

0
2

0
2 2

1 2
2

2
1 1

2θ
θ

∆

Ç˚ÒÓÚ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

v0
2

2

sin θ
g

Ë ·Û‰ÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ, ÂÒÎË θ = π/2.
ÑÎËÌ‡ ‰Û„Ë Ú‡ÂÍÚÓËË  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

v0
2

2 1

g
gd(sin cos ( )),θ θ θ+ −
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„‰Â gd x
dt

t

x

( )
cosh

= ∫
0

 – ÙÛÌÍˆËfl ÉÛ‰ÂÏ‡Ì‡. ÑÎËÌ‡ ‰Û„Ë ·Û‰ÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ, ÂÒÎË

gd
dt

t
− =









 =∫1

0

1( )sin
cos

sinθ θ θ
θ

 Ë ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ θ ≈ 0,9855.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË – Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ‚ ıÓ‰Â Ò·ÎËÊÂÌËfl, ÍÓ„‰‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÓÌË ÔÓ‰ÓÎÊ‡Ú
‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ ÚÓÏ ÊÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ë Ò ÚÓÈ ÊÂ ÒÍÓÓÒÚ¸˛.

ÉËÓ‡‰ËÛÒ
ÉËÓ‡‰ËÛÒ (ËÎË ‡‰ËÛÒ ˆËÍÎÓÚÓÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ, ‡‰ËÛÒ ã‡ÏÓ‡) – ‡‰ËÛÒ

ÍÛ„Ó‚ÓÈ Ó·ËÚ˚ Á‡flÊÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚËˆ˚ (Ì‡ÔËÏÂ, ËÒÔÛÒÍ‡ÂÏ˚ı ëÓÎÌˆÂÏ ·˚ÒÚ˚ı
˝ÎÂÍÚÓÌÓ‚), ÍÓÚÓ‡fl ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ÓÍÛ„ Ò‚ÓÂ„Ó ÒÍÓÎ¸Áfl˘Â„Ó ˆÂÌÚ‡.

á‡ÍÓÌ˚ Ó·‡ÚÌÓÈ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË Í‚‡‰‡Ú‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌÌ˚È Á‡ÍÓÌ Ó·‡ÚÌ˚ı Í‚‰‡‡ÚÓ‚ – Î˛·ÓÈ Á‡ÍÓÌ, ÛÚ‚ÂÊ‰‡˛˘ËÈ, ˜ÚÓ

ÌÂÍ‡fl ÙËÁË˜ÂÒÍ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ˝ÚÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚.

á‡ÍÓÌ ‚ÒÂÏËÌÓ„Ó Úfl„ÓÚÂÌËfl (ç¸˛ÚÓÌ‡–ÅÛÎÎË‡Î¸‰ÛÒ‡): „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÂ ÔËÚfl-
ÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Â˜Ì˚ÏË Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË Ò Ï‡ÒÒ‡ÏË m 1, m2 Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË d
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

G
m m

d
1 2

2 ,

„‰Â G  – ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì‡fl „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ç¸˛ÚÓÌ‡. ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ËÁÏÂÂÌËÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏÓÂ å-ÚÂÓËÂÈ, ·Û‰ÂÚ
˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓ‚ÂÂÌÓ ‚ 2007 „. Ì‡ ÓÚÍ˚‚‡˛˘ÂÏÒfl ‚ ñÖêçÂ ·ÎËÁ ÜÂÌÂ‚˚
ÅÓÎ¸¯ÓÏ ‡‰ÓÌÌÓÏ ÍÓÎÎ‡È‰ÂÂ (LHC). Ç ÓÒÌÓ‚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ ÎÂÊËÚ Ó·‡ÚÌ‡fl
ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔËÚflÊÂÌËfl ‚ n-ÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ë
(n – 1)-È ÒÚÂÔÂÌË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË; ÂÒÎË ‚Ó ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
˜ÂÚ‚ÂÚÓÂ ËÁÏÂÂÌËÂ, ÍÓÎÎ‡È‰Â‡ LHC ÔÓÍ‡ÊÂÚ Ó·‡ÚÌÛ˛ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚ¸
ÍÛ·Û Ï‡ÎÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË.

á‡ÍÓÌ äÛÎÓÌ‡: ÒËÎ‡ ÔËÚflÊÂÌËfl ËÎË ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡ÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Â˜Ì˚ÏË
Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË Ò Á‡fl‰‡ÏË e1, e2 Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË d ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

k
e e

d
1 2

2 ,

„‰Â k  – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl äÛÎÓÌ‡, Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ ÒÂ‰˚, ‚ ÍÓÚÓÛ˛ ÔÓ„ÛÊÂÌ˚
Á‡flÊÂÌÌ˚Â Ó·˙ÂÍÚ˚. É‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚Â Ë ˝ÎÂÍÚÓÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÒËÎ˚ ‰‚Ûı ÚÂÎ,
Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı Ï‡ÒÒ‡ÏË èÎ‡ÌÍ‡ m P  ≈ 2,176 × 10–8 Í„ Ë Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍËÏ
Á‡fl‰ÓÏ, Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ.

àÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ (ÏÓ˘ÌÓÒÚ¸ Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ ÔÎÓ˘‡‰Ë ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‡ÒÔÓÒÚ-
‡ÌÂÌËfl) ÙÓÌÚ‡ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ (Ò‚ÂÚ‡, Á‚ÛÍ‡ Ë Ú.Ô.), ËÒıÓ‰fl˘ÂÈ ËÁ ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, Û·˚‚‡ÂÚ (ÂÒÎË ÌÂ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÔÓÚÂË ÓÚ ÔÓ„ÎÓ˘ÂÌËfl Ë
‡ÒÒÂflÌËfl) Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ Í‚‡‰‡ÚÛ d2 ‡ÒÒÚÓflÌËfl d ‰Ó ˝ÚÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡.

é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ‡‰ËÓ‚ÓÎÌ ˝ÚÓ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ 
1

d
.



ÉÎ‡‚‡ 24. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÙËÁËÍÂ Ë ıËÏËË 349

Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ÒËÎ
îÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ÒËÎ‡ÏË (ËÎË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËflÏË) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒËÎ‡ Úfl„ÓÚÂÌËfl,

˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌ‡fl ÒËÎ‡, ÒÎ‡·˚Â Ë ÒËÎ¸Ì˚Â fl‰ÂÌ˚Â ÒËÎ˚. Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÒËÎ˚
Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ÍÓÓÚÍÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÒÎ‡·ÂÂÚ (ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl Í 0) ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ, ÔÓ
ÏÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl d. ä‡Í ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌ‡fl, Ú‡Í Ë „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÒËÎ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÒËÎ‡ÏË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl, ÔÓ‰˜ËÌfl˛˘ËÏËÒfl Á‡ÍÓÌ‡Ï Ó·‡ÚÌÓÈ
ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË Í‚‡‰‡Ú‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl. óÂÏ ÏÂÌ¸¯Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÚÂÏ ·ÓÎ¸¯Â
˝ÌÂ„Ëfl. ä‡Í ÒÎ‡·‡fl, Ú‡Í Ë ÒËÎ¸Ì‡fl fl‰ÂÌ˚Â ÒËÎ˚ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú Ì‡ Ó˜ÂÌ¸ ·ÎËÁÍËı
‡ÒÒÚÓflÌËflı (ÓÍÓÎÓ 10–18 Ë 10–15 Ï), Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÔËÌˆËÔÓÏ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË.

ç‡ ÒÛ·‡ÚÓÏÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËflı ‚ ÚÂÓËË Í‚‡ÌÚÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl ÒËÎ¸Ì˚Â Ë ÒÎ‡·˚Â
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸˛ ÙÓÏÛÎ, ÌÓ Ò ‡ÁÌ˚ÏË
ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË; ÔË Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯Ëı ˝ÌÂ„Ëflı ÓÌË ÔÓ˜ÚË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

Ñ‡Î¸ÌËÈ ÔÓfl‰ÓÍ
îËÁË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ‰‡Î¸ÌÂ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ÂÒÎË Û‰‡ÎÂÌÌ˚Â ‰Û„

ÓÚ ‰Û„‡ ˜‡ÒÚË Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ Ó·‡Áˆ‡ ‰ÂÏÓÌÒÚËÛ˛Ú ÍÓÂÎËÓ‚‡ÌÌÓÂ
ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ. ç‡ÔËÏÂ, ‚ ÍËÒÚ‡ÎÎ‡ı Ë ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÊË‰ÍÓÒÚflı ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ó‰ÌÓ„Ó Ë
ÒÓÒÂ‰ÌËı Ò ÌËÏ ‡ÚÓÏÓ‚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ÒÂı ‰Û„Ëı ‡ÚÓÏÓ‚. èËÏÂ‡ÏË
‰‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl Ò‚ÂıÚÂÍÛ˜ÂÒÚ¸ Ë Ì‡Ï‡„ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ ‚ Ú‚Â‰˚ı ÚÂÎ‡ı,
‚ÓÎÌ˚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Á‡fl‰‡, Ò‚ÂıÔÓ‚Ó‰ËÏÓÒÚ¸. ÅÎËÊÌËÈ ÔÓfl‰ÓÍ – ˝ÚÓ ÔÂ‚˚È ËÎË
‚ÚÓÓÈ ·ÎËÊ‡È¯ËÂ ÒÓÒÂ‰Ë ‰‡ÌÌÓ„Ó ‡ÚÓÏ‡. íÓ˜ÌÂÂ „Ó‚Ófl, ÒËÒÚÂÏ‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ
Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ‰‡Î¸ÌÂ„Ó ÔÓfl‰Í‡, Í‚‡ÁË‰‡Î¸ÌÂ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ËÎË fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÁÛÔÓfl‰Ó-
˜ÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÍÓÂÎflˆËË Û·˚‚‡ÂÚ Ì‡ ·ÓÎ¸¯Ëı
‡ÒÒÚÓflÌËflı, ‰Ó ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚, ‰Ó ÌÛÎfl ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓ ËÎË ‰Ó ÌÛÎfl ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ
(ÒÏ. á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË, „Î.  28).

ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ (‚ ÙËÁËÍÂ)
ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ – ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË ‚ ÔÓÒÚ-

‡ÌÒÚ‚Â ·ÂÁ Û˜‡ÒÚËfl ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ÔÓÒÂ‰ÌËÍ‡. ùÈÌ¯ÚÂÈÌ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î ÚÂÏËÌ
‰ËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓÂ "ÔËÁ‡˜ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ" ‰Îfl Í‚‡ÌÚÓ‚Ó„Ó ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ-
‰ÂÈÒÚ‚Ëfl (Í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, Á‡ˆÂÔÎÂÌËfl Ë Í‚‡ÌÚÛÏÌÓÈ ÌÂÎÓÍ‡Î¸ÌÓÒÚË), ÍÓÚÓÓÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl Ï„ÌÓ‚ÂÌÌ˚Ï, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÒÏ. èËÌˆËÔ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÒÚË, „Î. 28).
Ç 2004 „. áÂÎÎËÌ„Â Ë ‰. ÔÓ‚ÂÎË ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ ÔÓ ÚÂÎÂÔÓÚ‡ˆËË (Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
600 Ï) ÌÂÍÓÚÓÓÈ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË – Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÔÓÎflËÁ‡ˆËË ÙÓÚÓÌ‡ – Â„Ó
Ô‡ÌÓÏÛ Ó·˙ÂÍÚÛ ‚Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ô‡Â ÙÓÚÓÌÓ‚. èË ˝ÚÓÏ, Ó‰Ì‡ÍÓ, ÒËÎ¸ÌÓÈ
ÌÂÎÓÍ‡Î¸ÌÓÒÚË, Ú.Â. ËÁÏÂËÏÓ„Ó ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl (Ò‚ÂıÒ‚ÂÚÓ‚Ó„Ó
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Â‡Î¸ÌÓÈ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË) ÌÂ Ì‡·Î˛‰‡ÎÓÒ¸, ‰‡, ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ, Ë ÌÂ ÓÊË‰‡ÎÓÒ¸.

ëÔÓÌÓÂ Ò‡ÏÓ ÔÓ ÒÂ·Â (‚ ÒËÎÛ ÚÓ„Ó ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡ ÂÒÚ¸ Ï‡ÍÒËÏÛÏ) ÌÂ-
Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ì‡ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ÒÚ‡ÚÛÒ Ï‡„ËÌ‡Î¸-
ÌÓ„Ó ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÔÓ·ÎÂÏÂ "‰ËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓ„Ó ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl" (ÚÂÎÂÔ‡-
ÚËfl, ÔÂ‰‚Ë‰ÂÌËÂ, ÔÒËıÓÍËÌÂÁ Ë Ú.Ô.). é‰Ì‡ÍÓ, ÂÒÎË ËÌÚÛËÚË‚ÌÓÂ ÔÂ‰˜Û‚ÒÚ‚ËÂ
èÂÌÓÛÁ‡, ˜ÚÓ ÏÓÁ„ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ Í‚‡ÌÚÛÏÌ˚Â ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÂ ÔÓˆÂÒÒ˚,
‚ÂÌÓ, ÚÓ Ú‡Í‡fl "ÌÂÎÓÍ‡Î¸Ì‡fl ÚÂÎÂÔ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl" ÔÂÂ‰‡˜‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl
‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ.

íÂÏËÌ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ì‡ Ï‡ÎÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡-
˜ÂÌËfl ÔÂÂ‰‡˜Ë ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Í‡ÍÓÈ-ÎË·Ó Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ ÒÂ‰ÓÈ ËÁ
Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚ ‰Û„Û˛ Ò ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛, Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÒÂ‰˚.
äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ Ó·Î‡ÒÚË ı‡ÌÂÌËfl ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÚÂÏËÌÓÏ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‚ ·ÎËÊÌÂÏ
ÔÓÎÂ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ì‡ Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËflı Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ
ÚÂıÌÓÎÓ„ËË ÒÍ‡ÌËÛ˛˘ÂÈ „ÓÎÓ‚ÍË.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ô˚ÊÍ‡
è˚ÊÓÍ – ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ì‡ ·ÓÎ¸¯ÓÈ, ÔÓ ‡ÚÓÏÌÓÈ ¯Í‡ÎÂ, ‰‡Î¸ÌÓÒÚË,

Â„ÛÎËÛ˛˘ÂÂ ‰ËÙÙÛÁË˛ Ë ˝ÎÂÍÚÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚ¸. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÓÍËÒÎÂÌËÂ Ñçä
(ÔÓÚÂfl Ó‰ÌÓ„Ó ˝ÎÂÍÚÓÌ‡) ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ‡‰ËÍ‡Î¸Ì˚È Í‡ÚËÓÌ, ÍÓÚÓ˚È ÏÓÊÂÚ
ÏË„ËÓ‚‡Ú¸ Ì‡ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (·ÓÎÂÂ 20 ÌÏ), ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂÏ Ô˚ÊÍ‡ ÏÂÊ‰Û Ò‡ÈÚ‡ÏË ("Ô˚„‡Ú¸" ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËË Í ‰Û„ÓÈ), ÔÂÊ‰Â
˜ÂÏ ÓÌ ·Û‰ÂÚ ÔÓÈÏ‡Ì Â‡ÍˆËÂÈ Ò ‚Ó‰ÓÈ.

ÉÎÛ·ËÌ‡ ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl
ÉÎÛ·ËÌÓÈ ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ‚Â˘ÂÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÂ ÔÓ-

ÌËÍ‡ÂÚ ÒÎÛ˜‡ÈÌ‡fl ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌ‡fl ‡‰Ë‡ˆËfl. ÉÎÛ·ËÌ‡ ÒÍËÌ-ÒÎÓfl Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚ-
Òfl Í‡Í

c

2πσµω
,

„‰Â c – ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡, σ – Û‰ÂÎ¸Ì‡fl ˝ÎÂÍÚÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚ¸, µ – ÔÓÌËˆ‡ÂÏÓÒÚ¸ Ë ω –
Û„ÎÓ‚‡fl ˜‡ÒÚÓÚ‡.

ÑÎËÌ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÍÓ„ÂÂÌÚÌÓÒÚË
ÑÎËÌ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÍÓ„ÂÂÌÚÌÓÒÚË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÓÚ

ÍÓ„ÂÂÌÚÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ‰Ó Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË, „‰Â ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌ‡fl
‚ÓÎÌ‡ Â˘Â ÒÓı‡ÌflÂÚ ÒÔÂˆËÙË˜ÂÒÍÛ˛ ÒÚÂÔÂÌ¸ ÍÓ„ÂÂÌÚÌÓÒÚË. Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ ÚÂıÌËÍÂ ‰‡Î¸ÌÂÈ Ò‚flÁË (Ó·˚˜ÌÓ ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ò‚flÁË) Ë
ÒËÌıÓÚÓÌÌ˚ı ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ı Ò ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍÓÈ ÓÔÚËÍÓÈ (ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Â ÒËÌıÓÚÓÌ-
Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú ‚ÂÒ¸Ï‡ ‚˚ÒÓÍÛ˛ ÍÓ„ÂÂÌÚÌÓÒÚ¸ ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍËı
ÎÛ˜ÂÈ). ÑÎËÌ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÍÓ„ÂÂÌÚÌÓÒÚË ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÍÓÎÓ 20 ÒÏ, 100 Ï Ë
100 ÍÏ ‰Îfl „ÂÎËÈ-ÌÂÓÌÓ‚˚ı, ÔÓÎÛÔÓ‚Ó‰ÌËÍÓ‚˚ı Ë ‚ÓÎÓÍÓÌÌ˚ı Î‡ÁÂÓ‚ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ (ÒÏ. ‰ÎËÌ‡ ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÍÓ„ÂÂÌÚÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ‡fl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÒË„Ì‡Î‡ÏË, Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚ÏË ‚ ‡ÁÌ˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË).

ÑÎËÌ‡ ÒÏ˚Í‡ÌËfl
ÑÎfl Ò‚ÂıÚÂÍÛ˜ÂÈ ÊË‰ÍÓÒÚË ‰ÎËÌÓÈ ÒÏ˚Í‡ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÎËÌ‡, Ì‡ ÔÓÚflÊÂÌËË

ÍÓÚÓÓÈ ‚ÓÎÌÓ‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl, ÔÓ‰ÓÎÊ‡fl ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡Ú¸
˝ÌÂ„Ë˛.

ÑÎfl ÍÓÌ‰ÂÌÒ‡ÚÓ‚ ÅÓÁÂ–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰ÎËÌ‡ ÒÏ˚Í‡ÌËfl – ÔÓ„‡ÌË˜Ì‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸
Ò ¯ËËÌÓÈ, Ì‡ ÔÓÚflÊÂÌËË ÍÓÚÓÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ÍÓÌ‰ÂÌÒ‡Ú‡ Ò‚Ó‰ËÚÒfl
Í ÌÛÎ˛.

éÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ç ÓÔÚË˜ÂÒÍËı Ë ÚÂÎÂÍÓÏÏÛÌËÍ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò‚flÁË ÓÔÚË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ

(ËÎË ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ÎËÌÓÈ ÔÛÚË) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÈ‰ÂÌÌÓÂ Ò‚ÂÚÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ:
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ‰ÎËÌ˚ ÔÛÚË ‚ ÒÂ‰Â Ì‡ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ˝ÚÓÈ
ÒÂ‰˚. èÓ ÔËÌˆËÔÛ îÂÏ‡ Ò‚ÂÚ ‚ÒÂ„‰‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ÔÓ Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯ÂÏÛ
ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÛÚË.

ÑÎfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÒÎÓÂ‚ Ò ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÏ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl n(s)
Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl s ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

n s ds
C

( ) .∫
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ÑÎfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ÒÎÓÂ‚ Ò ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎflÏË ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ni Ë
ÚÓÎ˘ËÌ˚ si ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ

i

N

i in s
k=

∑ =
1 0

δ
,

„‰Â δ – Ò‰‚Ë„ ÔÓ Ù‡ÁÂ Ë k0 – ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ‚‡ÍÛÛÏÂ.

ÄÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
Ç ‡ÍÛÒÚËÍÂ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl (ËÎË Á‚ÛÍÓ‚‡fl) ÏÂÚËÍ‡ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡

‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Á‚ÛÍ‡ ‚ ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı ÒÂ‰‡ı: ‚ÓÁ‰ÛıÂ, ‚Ó‰Â Ë Ú.Ô.
Ç Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ë Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ „‡‚ËÚ‡ˆËË ÓÌ‡ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ

Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÒË„Ì‡Î‡ ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡Ì‡ÎÓ„Ó‚ÓÈ ÏÓ‰ÂÎË (ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÙËÁËÍË ÒÊ‡ÚÓÈ Ï‡ÚÂËË), „‰Â, Ì‡ÔËÏÂ, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÎfl ‚
ËÒÍË‚ÎÂÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â-‚ÂÏÂÌË ÏÓ‰ÂÎËÛÂÚÒfl (ÒÏ. ‰Îfl ÔËÏÂ‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl
[BLV05] ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ Á‚ÛÍ‡ ‚ ‰‚ËÊÛ˘ÂÈÒfl ÊË‰ÍÓÒÚË ËÎË Á‡ÏÂ‰ÎÂÌËÂÏ Ò‚ÂÚ‡ ‚
‰‚ËÊÛ˘ÂÈÒfl ‰Ë˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË ËÎË ‚ Ò‚ÂıÚÂÍÛ˜ÂÈ ÊË‰ÍÓÒÚË (Í‚‡ÁË-
˜‡ÒÚËˆ˚ ‚ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË) Ë Ú.Ô. èÓıÓÊ‰ÂÌËÂ ÒË„Ì‡Î‡ ˜ÂÂÁ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÛ˛
ÏÂÚËÍÛ ËÁÏÂÌflÂÚ Ò‡ÏÛ ÏÂÚËÍÛ; Ì‡ÔËÏÂ, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ Á‚ÛÍ‡ ‚ ‚ÓÁ‰Û¯ÌÓÈ
ÒÂ‰Â ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ‚ÓÁ‰Ûı‡ Ë ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÏÛ ËÁÏÂÌÂÌË˛
ÒÍÓÓÒÚË Á‚ÛÍ‡. í‡Í‡fl ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì‡fl (Ú.Â. Ë‰ÂÌÚËÙËˆËÛÂÏ‡fl ÔÓ ÂÂ ˝ÙÙÂÍÚÛ)
ÏÂÚËÍ‡ ãÓÂÌˆ‡ (ÒÏ. „Î. 7) Â„ÛÎËÛÂÚ ‚ÏÂÒÚÓ ÙÓÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ
ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ: ‚Ó‚ÎÂ˜ÂÌÌ˚Â ‚ ÔÂÚÛ·‡ˆËË ˜‡ÒÚËˆ˚ ÔÂÂÏÂ˘‡˛ÚÒfl ÔÓ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ
˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË.

àÏÂÌÌÓ, ÂÒÎË ÊË‰ÍÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡ÓÚÓÔÌÓÈ Ë ÌÂ‚flÁÍÓÈ, ‡ ÔÓÚÓÍ ·ÂÁ‚ËıÂ‚˚Ï,
ÚÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ Á‚ÛÍ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ
ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρ ÔÓÚÓÍ‡, ‚ÂÍÚÓ‡ ÒÍÓÓÒÚË v ÔÓÚÓÍ‡ Ë ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË s Á‚ÛÍ‡ ‚
ÊË‰ÍÓÒÚË. éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌ‡ Í‡Í ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ

  

g g t
s

s T

= =
− − −

−















( , )

( )

,x

v

v

ρ
2 2

31

v M

L L

M

„‰Â 13 – Â‰ËÌË˜Ì‡fl 3 × 3 Ï‡ÚËˆ‡ Ë v  = || v  ||. ÄÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÈ ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ
ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

  
ds

s
s dt d dt d

s
s dt d dt2 2 2 2 2 2 2 22= − − − + = − + −ρ ρ

( ( ) ( ) ) ( ( ) ).v v x x x v

ëË„Ì‡ÚÛ‡ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË ‡‚Ì‡ (3, 1), Ú.Â. ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ãÓÂÌˆ‡.
ÖÒÎË ÒÍÓÓÒÚ¸ ÊË‰ÍÓÒÚË ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÈ, ÚÓ Á‚ÛÍÓ‚˚Â ‚ÓÎÌ˚ ÛÊÂ ÌÂ
ÏÓ„ÛÚ ‚ÓÁ‚‡ÚËÚ¸Òfl Ì‡Á‡‰, Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍ‡fl ÌÂÏ‡fl ‰˚‡, ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÈ ‡Ì‡ÎÓ„
˜ÂÌÓÈ ‰˚˚.

éÔÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÂÚËÍË Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ ‡Ì‡ÎÓ„Ó‚ÓÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË „‡‚ËÚ‡-
ˆËË Ë ÚÂıÌËÍ‡ı ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÏÂÚËÍ; ÓÌË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌË˛ „‡‚ËÚ‡-
ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓÎfl Í‡Í ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒÂ‰˚, „‰Â Ï‡„ÌËÚÌ‡fl ÔÓÌËˆ‡ÂÏÓÒÚ¸
‡‚Ì‡ ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÂÓËfl „‡‚ËÚ‡ˆËË
åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÂÓËfl „‡‚ËÚ‡ˆËË ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ

ÏÂÚËÍË (‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Í‡Í Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ò‡ÏÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡), ÍÓÚÓÓÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛Ú Ï‡ÚÂËfl Ë ÌÂ„‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÔÓÎfl. ùÚË ÚÂÓËË ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÔÓ ÚËÔÛ
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‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÔÓÎÂÈ, ÒÍ‡ÊÂÏ, ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ËÎË ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚË
ÓÚ ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËfl Ë/ËÎË ÒÍÓÓÒÚË ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ÒËÒÚÂÏ. é‰ÌÓÈ ËÁ Ú‡ÍËı Ë fl‚ÎflÂÚÒfl
Ó·˘‡fl ÚÂÓËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË; ÓÌ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÂ
ÔÓÎÂ, Ò‡ÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, Ë ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl ˝ÈÌ¯ÚÂÈÌÓ‚ÒÍÓÏÛ
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ Ò ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË. ùÏÔËË˜ÂÒÍËÏ ÔÛÚÂÏ
·˚ÎÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ, ˜ÚÓ, ÔÓÏËÏÓ ÍÓÌÙÓÏÌÓ ÔÎÓÒÍÓÈ ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÚÂÓËË çÓ‰ÒÚÂÏ‡
(1913), Î˛·‡fl ‰Û„‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÂÓËfl „‡‚ËÚ‡ˆËË ÔË‚ÌÓÒËÚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â
„‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÔÓÎfl.

ä‚‡ÌÚÓ‚˚Â ÏÂÚËÍË
ä‚‡ÌÚÓ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ – Ó·˘ËÈ ÚÂÏËÌ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È ‰Îfl ÏÂÚËÍË, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛

ÍÓÚÓÓÈ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ÓÔËÒ‡Ú¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ÔÓ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ¯Í‡ÎÂ (Ú.Â.
ÔÓfl‰Í‡ ‰ÎËÌ˚ èÎ‡ÌÍ‡ lP). ùÍÒÚ‡ÔÓÎËÛfl ‡Ò˜ÂÚ˚ Í‡Í Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË, Ú‡Í Ë
Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚‡ÍÛÛÏ‡ Ò ‚ÂÒ¸Ï‡ ‚˚ÒÓÍÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ (1019 É˝Ç,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ï‡ÒÒÂ èÎ‡ÌÍ‡ mP), ˜ÚÓ ÒÓÁ‰‡ÂÚ ˜ÂÌ˚Â ‰˚˚ Ò ‡‰ËÛÒ‡ÏË ÔÓfl‰Í‡
lP. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl "Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÔÂÌÓÈ" Ò ÏÓ˘Ì˚ÏË ‰ÂÙÓÏ‡ˆËflÏË Ë
ÚÛ·ÛÎÂÌÚÌÓÒÚ¸˛. éÌÓ ÚÂflÂÚ „Î‡‰ÍÛ˛ ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ ÒÚÛÍÚÛÛ (Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÛ˛ Ì‡
Ï‡ÍÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ ÛÓ‚ÌÂ), ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl, Ë ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï,
Ù‡ÍÚ‡Î¸Ì˚Ï, ÌÂ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚Ï: Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ lP ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‡Á˚‚
ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËflı ÔÓÎfl.

èËÏÂ˚ Í‚‡ÌÚÓ‚Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï
Í‚‡ÌÚÓ‚˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ êËÙÙÂÎfl, ÏÂÚËÍÓÈ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë Ì‡
Í‚‡ÌÚÓ‚˚ı ÒÓÒÚÓflÌËflı, ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı Ï‡ÒÒ
[ReRo01] Ë Í‚‡ÌÚÓ‚‡ÌËÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡ („Î. 1) [IsKuPe90].

ä‚‡ÌÚ‡Î¸Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ä‚‡ÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Í‚‡ÌÚÓ‚˚ÏË ÒÓÒÚÓfl-

ÌËflÏË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ÏË ‚ ‚Ë‰Â ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË (Ú.Â. ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ò Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ÒÎÂ‰ÓÏ) ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ì‡‰
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Ï „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. Ö„Ó m-ÏÂÌ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ m-ÍÛ·ËÚÓ‚˚Ï Í‚‡ÌÚÛÏÌ˚Ï ÒÓÒÚÓflÌËflÏ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Ï 2m × 2m Ï‡Ú-
Ëˆ‡ÏË ÔÎÓÚÌÓÒÚË.

èÛÒÚ¸ X Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚ ‰‡ÌÌÓÏ „ËÎ¸-
·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. ÑÎfl ‰‚Ûı ‰‡ÌÌ˚ı Í‚‡ÌÚÛÏÌ˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË ÔÎÓÚÌÓÒÚË x, y ∈  X, ÛÔÓÏflÌÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ X.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡ (ÒÏ. „Î. 13) ‡‚Ì‡ Tr(( ) ),x y− 2  „‰Â

|| || Tr( )A A At
2 =  ÂÒÚ¸ ÌÓÏ‡ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A.

åÂÚËÍ‡ ÒÎÂ‰Ó‚ÓÈ ÌÓÏ˚ (ÒÏ. „Î. 12) ‡‚Ì‡ || x – y  ||, „‰Â || || Tr ( )A A Atr
T=  ÂÒÚ¸

ÒÎÂ‰Ó‚‡fl ÌÓÏ‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ A. å‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛

Í‚‡ÌÚÓ‚Ó„Ó ËÁÏÂÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ·Û‰ÂÚ ÓÚÎË˜ËÚ¸ x  ÓÚ y, ‡‚Ì‡ 
1

2
|| || .x y tr−

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÛÂÒ‡ ‡‚ÌÓ 2 1 2( (( ) ))− Tr xy x  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÅÛÂÒ‡, „Î. 7).

ÑÓÒÚÓ‚ÂÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‡‚Ì‡ Tr xy x(( ) )).2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ  É‡‰‰Â‡  ‡‚ÌÓ inf{λ ∈  [0, 1]: (1 – λ) x + λx' = (1 – λ) x + λx'; x'y' ∈  X}.
Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, X fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, Ú.Â. λx + (1 – λ ) y ∈  X ‚ÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡
x, y ∈  X Ë λ ∈  (0, 1).
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èËÏÂ‡ÏË ‰Û„Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ı ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚËÍ‡
ÌÓÏ˚ îÓ·ÂÌËÛÒ‡ (ÒÏ. „Î. 12), ÏÂÚËÍ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ (ÒÏ. „Î. 13), ÏÂÚËÍ‡ åÓÌÊ‡–
ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡ (ÒÏ. „Î. 21).

24.2. êÄëëíéüçàü  Ç  ïàåàà

éÒÌÓ‚Ì˚Â ıËÏË˜ÂÒÍËÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÓÌÌ˚ÏË (Ú.Â. ÒÍÂÔÎÂÌ˚ ËÓÌÌ˚ÏË
Ò‚flÁflÏË), ÏÂÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍËÏË (·ÓÎ¸¯ËÏË ÒÚÛÍÚÛ‡ÏË Ò ÔÎÓÚÌÓÈ ÛÔ‡ÍÓ‚ÍÓÈ
ÍËÒÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍÓÈ Â¯ÂÚÍË, ÒÍÂÔÎÂÌÌ˚ÏË ÏÂÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍËÏË Ò‚flÁflÏË), „Ë„‡ÌÚÒÍËÏË
ÍÓ‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË (Í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‡ÎÏ‡Á˚ Ë „‡ÙËÚ˚) ËÎË ÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚ÏË (Ï‡Î˚ÏË
ÍÓ‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË). åÓÎÂÍÛÎ˚ ÒÓÒÚÓflÚ ËÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ‡ÚÓÏÓ‚,
ÒÍÂÔÎÂÌÌ˚ı ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ÍÓ‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË Ò‚flÁflÏË; Ëı ‡ÁÏÂ˚ ÍÓÎÂ·Î˛ÚÒfl ÓÚ
Ï‡Î˚ı (Ó‰ÌÓ‡ÚÓÏÌ˚ı ÏÓÎÂÍÛÎ Â‰ÍËı „‡ÁÓ‚) ‰Ó „Ë„‡ÌÚÒÍËı ÏÓÎÂÍÛÎ (ÚËÔ‡
ÔÓÎËÏÂÓ‚ ËÎË Ñçä). åÂÊ‡ÚÓÏÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‡ÚÓÏ‡ÏË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
(‚ ‡Ì„ÒÚÂÏ‡ı ËÎË ÔËÍÓÏÂÚ‡ı) ÏÂÊ‰Û Ëı fl‰‡ÏË.

ÄÚÓÏÌ˚È ‡‰ËÛÒ

ä‚‡ÌÚÓ‚‡fl ÏÂı‡ÌËÍ‡ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‡ÚÓÏ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ¯‡ÓÏ Ò ˜ÂÚÍÓ
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÌ˚ÏË „‡ÌËˆ‡ÏË. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÚÓÏÌ˚È ‡‰ËÛÒ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ fl‰‡ ‡ÚÓÏ‡ ‰Ó Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓ„Ó ˝ÎÂÍÚÓÌ‡, Ó·‡˘‡˛˘Â„ÓÒfl Ì‡
Ó·ËÚÂ ‚ÓÍÛ„ ‡ÚÓÏ‡, Ì‡ıÓ‰fl˘Â„ÓÒfl ‚ Û‡‚ÌÓ‚Â¯ÂÌÌÓÏ ÒÓÒÚÓflÌËË. ÄÚÓÏÌ˚Â
‡‰ËÛÒ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ‡ÁÏÂ˚ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı, ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂÈÚ‡Î¸Ì˚ı
‡ÚÓÏÓ‚, Ì‡ ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÌËÍ‡ÍËÂ Ò‚flÁË.

ÄÚÓÏÌ˚Â ‡‰ËÛÒ˚ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓ ‡ÒÒÚÓflÌËflÏ ıËÏË˜ÂÒÍÓÈ Ò‚flÁË, ÂÒÎË
‡ÚÓÏ˚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ Ó·‡ÁÛ˛Ú Ò‚flÁË; ‚ ËÌ˚ı ÒÎÛ˜‡flı (Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl Â‰ÍËı „‡ÁÓ‚)
ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‡‰ËÛÒ˚ Ç‡Ì-‰Â-Ç‡‡Î¸Ò‡.

ÄÚÓÏÌ˚Â ‡‰ËÛÒ˚ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛ÚÒfl ‰Îfl ÚÂı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚
ÌËÊÂ ÔÓ ÒÚÓÎ·ˆÛ (ËÎË ÎÂ‚ÂÂ ÔÓ ÒÚÓÍÂ) èÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ Ú‡·ÎËˆ˚ åÂÌ‰ÂÎÂÂ‚‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ıËÏË˜ÂÒÍÓÈ Ò‚flÁË

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ıËÏË˜ÂÒÍÓÈ Ò‚flÁË (ËÎË ‰ÎËÌ‡ Ò‚flÁË) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û fl‰‡ÏË ‰‚Ûı
Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ‡ÚÓÏÓ‚. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÚËÔÓ‚˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË Ò‚flÁË ‰Îfl Û„ÎÂÓ‰-
Û„ÎÂÓ‰ËÒÚ˚ı Ò‚flÁÂÈ ‚ Ó„‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÏÓÎÂÍÛÎÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl 1,53, 1,34 Ë 1,20 Å ‰Îfl
Ó‰ËÌÓ˜ÌÓÈ, ‰‚ÓÈÌÓÈ Ë ÚÓÈÌÓÈ Ò‚flÁÂÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

Ç Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÚËÔ‡ Ò‚flÁË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ Â„Ó ‡ÚÓÏÌ˚È ‡‰ËÛÒ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‚‡-
ÎÂÌÚÌ˚Ï ËÎË ÏÂÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍËÏ. åÂÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍËÈ ‡‰ËÛÒ ‡‚ÂÌ ÔÓÎÓ‚ËÌÂ ÏÂÚ‡Î-
ÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Ú.Â. Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó fl‰ÂÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÏÂÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍÓÏ
ÍËÒÚ‡ÎÎÂ (ÔÎÓÚÌÓ ÛÔ‡ÍÓ‚‡ÌÌÓÈ ÍËÒÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍÓÈ Â¯ÂÚÍÂ ÏÂÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍÓ„Ó
˝ÎÂÏÂÌÚ‡).

äÓ‚‡ÎÂÌÚÌ˚Â ‡‰ËÛÒ˚ ‡ÚÓÏÓ‚ (˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı ÍÓ‚‡ÎÂÌÚÌ˚Â Ò‚flÁË)
‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ıËÏË˜ÂÒÍÓÈ Ò‚flÁË ÏÂÊ‰Û Ô‡‡ÏË ‡ÚÓÏÓ‚,
Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÍÓ‚‡ÎÂÌÚÌÓ: ˝ÚË ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ò‚flÁË ‡‚Ì˚ ÒÛÏÏÂ ÍÓ‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı ‡‰ËÛÒÓ‚
‰‚Ûı ‡ÚÓÏÓ‚. ÖÒÎË ‰‚‡ ‡ÚÓÏ‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó‰ÌÓÚËÔÌ˚ÏË, ÚÓ Ëı ÍÓ‚‡ÎÂÌÚÌ˚È ‡‰ËÛÒ
‡‚ÂÌ ÔÓÎÓ‚ËÌÂ Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËfl ıËÏË˜ÂÒÍÓÈ Ò‚flÁË. äÓ‚‡ÎÂÌÚÌ˚Â ‡‰ËÛÒ˚ ‰Îfl
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ‡ÚÓÏ˚ ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ ÏÓ„ÛÚ Ò‚flÁ˚‚‡Ú¸Òfl ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ, ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌËfl ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÏÓÎÂÍÛÎ‡ı, ‡‰ËÛÒÓ‚ ÚÂı ‡ÚÓÏÓ‚,
ÍÓÚÓ˚Â Ò‚flÁ˚‚‡˛ÚÒfl, Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ıËÏË˜ÂÒÍÓÈ Ò‚flÁË ÏÂÊ‰Û Ô‡‡ÏË ‡ÚÓÏÓ‚
‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚËÔÓ‚.
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äÓÌÚ‡ÍÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ç‡Ì-‰Â-Ç‡‡Î¸Ò‡
èË ËÁÛ˜ÂÌËË ÏÂÊÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‡ÚÓÏ˚ ‡ÒÒÏÓÚË‚‡˛ÚÒfl Í‡Í

Ú‚Â‰˚Â ÒÙÂ˚. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÒÙÂ˚ ‰‚Ûı ÒÓÒÂ‰ÌËı ÌÂÒ‚flÁ‡ÌÌ˚ı ‡ÚÓÏÓ‚
(‚ ÒÓÔËÍ‡Ò‡˛˘ËıÒfl ÏÓÎÂÍÛÎ‡ı ËÎË ‡ÚÓÏ‡ı), ÎË¯¸ Í‡Ò‡˛ÚÒfl ‰Û„ ‰Û„‡. ëÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ëı ÏÂÊ‡ÚÓÏÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ç‡Ì-
‰Â-Ç‡‡Î¸Ò‡, fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÏÏÓÈ ‡‰ËÛÒÓ‚, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ‡‰ËÛÒ‡ÏË Ç‡Ì-‰Â-Ç‡‡Î¸Ò‡,
Ëı Ú‚Â‰˚ı ÒÙÂ. ê‡‰ËÛÒ Ç‡Ì-‰Â-Ç‡‡Î¸Ò‡ ‰Îfl Û„ÎÂÓ‰‡ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ 1,7 Å, ÚÓ„‰‡ Í‡Í
Â„Ó ÍÓ‚‡ÎÂÌÚÌ˚È ‡‰ËÛÒ – 0,76 Å . äÓÌÚ‡ÍÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ç‡Ì-‰Â-Ç‡‡Î¸Ò‡
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ "ÒÎ‡·ÓÈ Ò‚flÁË", ÍÓ„‰‡ ÒËÎ˚ ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡ÌËfl ˝ÎÂÍÚÓÌÌ˚ı Ó·ÓÎÓ˜ÂÍ
ÔÂ‚˚¯‡˛Ú ÒËÎ˚ ãÓÌ‰ÓÌ‡ (˝ÎÂÍÚÓÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔËÚfl„Ë‚‡ÌËfl).

åÂÊËÓÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
àÓÌ – ˝ÚÓ ‡ÚÓÏ, Ó·Î‡‰‡˛˘ËÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï ËÎË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï Á‡fl‰ÓÏ.

åÂÊËÓÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚ‡ÏË ‰‚Ûı ÒÓÒÂ‰ÌËı (Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı)
ËÓÌÓ‚. àÓÌÌ˚È ‡‰ËÛÒ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ËÓÌÌÓÈ Ò‚flÁË ‚ Â‡Î¸Ì˚ı
ÏÓÎÂÍÛÎ‡ı Ë ÍËÒÚ‡ÎÎ‡ı.

àÓÌÌ˚È ‡‰ËÛÒ Í‡ÚËÓÌÓ‚ (ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ËÓÌÓ‚, Ì‡ÔËÏÂ, Ì‡ÚËfl Na+)
ÏÂÌ¸¯Â ‡ÚÓÏÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡ ‡ÚÓÏÓ‚, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÓÌË ‚˚¯ÎË, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ‡ÌËÓÌ˚
(ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ËÓÌ˚, Ì‡ÔËÏÂ, ıÎÓ‡ Cl–) ÔÓ ‡ÁÏÂÛ ·ÓÎ¸¯Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
‡ÚÓÏÓ‚.

ÉË‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÈ ‡‰ËÛÒ
ÉË‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÈ ‡‰ËÛÒ ÏÓÎÂÍÛÎ˚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‰ËÙÙÛÁËË ‚ ‡ÒÚ‚ÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl

„ËÔÓÚÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‡‰ËÛÒÓÏ Ú‚Â‰ÓÈ ÒÙÂ˚, ÍÓÚÓ‡fl ‡ÒÚ‚ÓflÂÚÒfl Ò ÚÓÈ ÊÂ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛.

Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚ı ÒËÎ
åÓÎÂÍÛÎflÌ˚Â ÒËÎ˚ (ËÎË ÒËÎ˚ ÏÂÊÏÓÎÂÍÛÎflÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl) ‚ÍÎ˛˜‡˛Ú ‚

ÒÂ·fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌ˚Â ÒËÎ˚: ËÓÌÌ‡fl Ò‚flÁ¸ (Á‡fl‰), ‚Ó‰ÓÓ‰Ì‡fl Ò‚flÁ¸
(·ËÔÓÎflÌ‡fl), ‰‚Ûı‰ËÔÓÎ¸ÌÓÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ, ÒËÎ˚ ãÓÌ‰ÓÌ‡ (ÔËÚfl„Ë‚‡˛˘‡fl
ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÒËÎ Ç‡Ì-‰Â-Ç‡‡Î¸Ò‡) Ë ÒÚÂË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡ÌËfl (ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡˛˘‡fl
ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÒËÎ Ç‡Ì-‰Â-Ç‡‡Î¸Ò‡). ÖÒÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÏÓÎÂÍÛÎ‡ÏË
ËÎË ‡ÚÓÏ‡ÏË) ‡‚ÌÓ d, ÚÓ (ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ) ÙÛÌÍˆËfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ
˝ÌÂ„ËË P Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ dn Ò n = 1, 3, 3, 6, 12 ‰Îfl ÔflÚË ‚˚¯ÂÔË-
‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÒËÎ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ (ËÎË ‡‰ËÛÒ) ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl
ÍÓÓÚÍÓÈ, ÂÒÎË P ·˚ÒÚÓ ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl Í 0 ÔÓ ÏÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl d. éÌ‡ Ú‡ÍÊÂ
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÓÚÍÓÈ, ÂÒÎË ‡‚Ì‡ ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ 3 Å; ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÍÓÓÚÍÓÈ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÒÚÂË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÚ‡ÎÍË‚‡ÌËfl (ÒÏ. ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl
ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ÒËÎ).

ç‡ÔËÏÂ: ‰Îfl ÔÓÎË˝ÎÂÍÚÓÎËÚË˜ÂÒÍËı ‡ÒÚ‚ÓÓ‚ ‰‡Î¸ÌÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl ËÓÌÌ‡fl
ÒËÎ‡ ‚Ó‰‡-‡ÒÚ‚ÓËÚÂÎ¸ ÒÓÔÂÌË˜‡ÂÚ Ò ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÔÓ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË Ò‚flÁÛ˛˘ÂÈ ÒËÎÓÈ
‚Ó‰‡-‚Ó‰‡ (‚Ó‰ÓÓ‰Ì‡fl Ò‚flÁ¸).

ïËÏË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ê‡ÁÎË˜Ì˚Â ıËÏË˜ÂÒÍËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (Â‰ËÌË˜Ì˚Â ÏÓÎÂÍÛÎ˚, Ëı Ù‡„ÏÂÌÚ˚, ÍËÒ-

Ú‡ÎÎ˚, ÔÓÎËÏÂ˚, ÍÎ‡ÒÚÂ˚) ıÓÓ¯Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â „‡ÙÓ‚, Û ÍÓÚÓ˚ı
‚Â¯ËÌ˚ (ÒÍ‡ÊÂÏ, ‡ÚÓÏ˚, ÏÓÎÂÍÛÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Í‡Í ÏÓÌÓÏÂ˚, Ù‡„ÏÂÌÚ˚
ÏÓÎÂÍÛÎ) Ò‚flÁ‡Ì˚ Â·‡ÏË – ıËÏË˜ÂÒÍËÏË Ò‚flÁflÏË, ÏÂÊÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚ÏË ‚Á‡ËÏÓ-
‰ÂÈÒÚ‚ËflÏË Ç‡Ì-‰Â-Ç‡‡Î¸Ò‡, ‚Ó‰ÓÓ‰ÌÓÈ Ò‚flÁ¸˛, ÔÛÚflÏË Â‡ÍˆËÈ Ë Ú.Ô.

Ç Ó„‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ıËÏËË ÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚È „‡Ù G(x ) = (V(x), E(x)) – „‡Ù, ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÈ ÏÓÎÂÍÛÎÛ x Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ ‚Â¯ËÌ˚ v ∈  V(x) fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÚÓÏ‡ÏË,
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‡ Â·‡ e ∈  E(x) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ò‚flÁflÏ ˝ÎÂÍÚÓÌÌ˚ı Ô‡. óËÒÎÓ ÇËÌÂ‡ ÏÓÎÂÍÛÎ˚
‡‚ÌÓ ÔÓÎÓ‚ËÌÂ ÒÛÏÏ˚ ‚ÒÂı ÔÓÔ‡Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ‚Â¯ËÌ‡ÏË Ëı
ÏÓÎÂÍÛÎflÌÓ„Ó „‡Ù‡.

ÇÖ-Ï‡ÚËˆ‡ (Ò‚flÁÂÈ Ë ˝ÎÂÍÚÓÌÓ‚) ÏÓÎÂÍÛÎ˚ x  ÂÒÚ¸ | V(x) | × | V(x) |-Ï‡ÚËˆ‡
((eij(x))), „‰Â eij(x) – ˜ËÒÎÓ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ÌÂÓ·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚ¸˛ ˝ÎÂÍÚÓÌÓ‚
‡ÚÓÏ‡ Ai Ë ‰Îfl i ≠ j, eij(x) = eji(x) = 1, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ‡ÚÓÏ‡ÏË Ai Ë Aj, Ë
eij(x) = eji(x) = 0, ËÌ‡˜Â.

ÑÎfl ‰‚Ûı ÏÓÎÂÍÛÎ x  Ë y  ÒÚÂıËÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚‡ (Ú.Â. Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ‡ÚÓÏÓ‚) ıËÏË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ñ‡„ÛÌ‰ÊË–ì„Ë ÏÂÊ‰Û ÌËÏË
fl‚ÎflÂÚÒfl ıÂÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡

1≤ ≤
∑ −
i j V

ij ije x e y
, | |

| ( ) ( ) |,

Ë ıËÏË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ èÓÒÔË¯‡Î‡–ä‚‡¯ÌË˜ÍË ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‡Í

min | ( ) ( ) |,
, | |

( ) ( )
P

i j V
ij P i P je x e y

1≤ ≤
∑ −

„‰Â P – Î˛·‡fl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‡ÚÓÏÓ‚.
Ç˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ | ( ) | | ( ) | | ( , ) |,E x E y E x y+ −2  „‰Â E(x , y) –

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Â·Â Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ ËÌ‰Û-
ˆËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó) ÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚ı „‡ÙÓ‚ G(x) Ë G(y) (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ áÂÎËÌÍË, „Î. 15 Ë
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ı‡ÎÓÌÓ·ËÒ‡, „Î. 17).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‡ÍˆËË èÓÒÔË¯‡Î‡–ä‚‡¯ÌË˜ÍË, ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÂ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ
ÏÓÎÂÍÛÎflÌÓÏÛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌË˛ x →  y, ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂ‚‡˘ÂÌËfl G(x) ‚ G(y).

RMS åÓÎÂÍÛÎflÌ˚È ‡‰ËÛÒ
RMS åÓÎÂÍÛÎflÌ˚È ‡‰ËÛÒ (ËÎË ‡‰ËÛÒ ‚‡˘ÂÌËfl) – ÒÂ‰ÌÂÍ‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÂ

‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÚÓÏÓ‚ ‚ ÏÓÎÂÍÛÎÂ ÓÚ Ëı Ó·˘Â„Ó ˆÂÌÚ‡ ÚflÊÂÒÚË; ˝ÚÓÚ ‡‰ËÛÒ
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1
0
2 2

21 1
≤ ≤
∑ ∑ ∑

+
=

+
i n

i
i j

ijd

n

d

n( )
,

„‰Â n – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‡ÚÓÏÓ‚, d0i – Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ i-„Ó ‡ÚÓÏ‡ ÓÚ ˆÂÌÚ‡ ÚflÊÂÒÚË
ÏÓÎÂÍÛÎ˚ (‚ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË), ‡ dij – Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û i-Ï Ë j-
Ï ‡ÚÓÏ‡ÏË.

ëÂ‰ÌËÈ ÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚È ‡‰ËÛÒ

ëÂ‰ÌËÈ ÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚È ‡‰ËÛÒ – ˜ËÒÎÓ 
r

n
i , „‰Â n – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‡ÚÓÏÓ‚ ‚

ÏÓÎÂÍÛÎÂ, ‡ ri – Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ -„Ó ‡ÚÓÏ‡ ÓÚ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ˆÂÌÚ‡ 

x

n

ij
j

∑

ÏÓÎÂÍÛÎ˚ (Á‰ÂÒ¸ xij fl‚ÎflÂÚÒfl i-È ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ j-„Ó ‡ÚÓÏ‡).
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25.1. êÄëëíéüçàü  Ç  ÉÖéÉêÄîàà  à  ÉÖéîàáàäÖ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡ (ËÎË ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÓÚÓ‰ÓÏË˜ÂÒÍÓÂ

‡ÒÒÚÓflÌËÂ) fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË ı Ë Û Ì‡ ÁÂÏÌÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÚË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË áÂÏÎË. ùÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë
·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË ı Ë Û Ì‡ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÔÎ‡ÌÂÚ˚.

èÛÒÚ¸ δ1 Ë φ1 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ¯ËÓÚÓÈ Ë ‰ÓÎ„ÓÚÓÈ x, ‡ δ2 Ë φ2 –
‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË y; ÔÛÒÚ¸ r – ‡‰ËÛÒ áÂÏÎË. íÓ„‰‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó
ÍÛ„‡ ‡‚ÌÓ

r arccos(sin sin cos cos cos( )).δ δ δ δ φ φ1 2 1 2 1 2+ −

ÑÎfl ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (θ, φ), „‰Â φ – ‡ÁËÏÛÚ‡Î¸Ì˚È Û„ÓÎ Ë θ – ÍÓÎ‡ÚËÚ¸˛‰‡
(‰ÓÔÓÎÌÂÌÌ‡fl ¯ËÓÚ‡) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡ ÏÂÊ‰Û x = (θ1, φ1) Ë y = (θ2, φ2)
‡‚ÌÓ

r arccos(cos cos sin sin cos( )).θ θ θ θ φ φ1 2 1 2 1 2+ −

ÑÎfl φ1 = φ2 ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ‡fl ÙÓÏÛÎ‡ ÒÓÍ‡˘‡ÂÚÒfl ‰Ó r | θ1 – θ2 |.
ëÙÂÓË‰‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË

ÁÂÏÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ ÒÙÂÓË‰‡Î¸ÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÔÎ‡ÌÂÚ˚. áÂÏÎfl ÔÓ Ò‚ÓÂÈ ÙÓÏÂ
·ÓÎ¸¯Â ÔÓıÓÊ‡ Ì‡ ÒÔÎ˛ÒÌÛÚ˚È ÒÙÂÓË‰ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‡‰ËÛÒÓ‚
ÍË‚ËÁÌ˚ 6336 ÍÏ Ì‡ ˝Í‚‡ÚÓÂ Ë 6399 ÍÏ Ì‡ ÔÓÎ˛Ò‡ı.

ãÓÍÒÓ‰ÓÏË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ãÓÍÒÓ‰ÓÏ‡ (ÛÏ·) – ÍË‚‡fl ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË áÂÏÎË, ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘‡fl Í‡Ê‰˚È

ÏÂË‰Ë‡Ì ÔÓ‰ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï Û„ÎÓÏ. ùÚÓ ÔÛÚ¸, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÂ
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓ ÍÓÏÔ‡ÒÛ.

ãÓÍÒÓ‰ÓÏË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË Ì‡ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË áÂÏÎË ÔÓ ÎÓÍÒÓ‰ÓÏÂ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ Ëı. éÌÓ ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ ·˚‚‡ÂÚ ÍÓÓ˜Â ÔÛÚË
ÔÓ ‰Û„Â ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡.

åÓÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÎËÌ‡ ÎÓÍÒÓ‰ÓÏ˚ ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ Î˛·˚Â ‰‚‡
ÏÂÒÚ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË áÂÏÎË, ‚˚‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ ÏÓÒÍËı ÏËÎflı. é‰Ì‡ ÏÓÒÍ‡fl ÏËÎfl
‡‚Ì‡ 1852 Ï.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÌÚËÌÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ¯ÂÎ¸Ù‡
ëÚ‡Ú¸fl 76 äÓÌ‚ÂÌˆËË ééç ÔÓ ÏÓÒÍÓÏÛ Ô‡‚Û (1999) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÍÓÌÚËÌÂÌ-

Ú‡Î¸Ì˚È ¯ÂÎ¸Ù ÔË·ÂÊÌÓ„Ó „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚‡ (Â„Ó ÒÛ‚ÂÂÌÌÓÂ ‚Î‡‰ÂÌËÂ) Í‡Í ÏÓÒÍÓÂ
‰ÌÓ Ë ÌÂ‰‡ ÔÓ‰‚Ó‰Ì˚ı ‡ÈÓÌÓ‚, ÔÓÒÚË‡˛˘ËıÒfl Á‡ ÔÂ‰ÂÎ˚ Â„Ó ÚÂËÚÓ-
Ë‡Î¸ÌÓ„Ó ÏÓfl Ì‡ ‚ÒÂÏ ÔÓÚflÊÂÌËË ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Â„Ó ÒÛıÓÔÛÚÌÓÈ
ÚÂËÚÓËË ‰Ó ‚ÌÂ¯ÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ ÔÓ‰‚Ó‰ÌÓÈ ÓÍ‡ËÌ˚ Ï‡ÚÂËÍ‡. äÓÌ‚ÂÌˆËÂÈ
ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÌÚËÌÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ¯ÂÎ¸Ù‡, Ú.Â. ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÓÚ ËÒıÓ‰-
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Ì˚ı ÎËÌËÈ, ÓÚ ÍÓÚÓ˚ı ÓÚÏÂflÂÚÒfl ¯ËËÌ‡ ÚÂËÚÓË‡Î¸ÌÓ„Ó ÏÓfl, ‰Ó ‚˚¯ÂÛÍ‡-
Á‡ÌÌÓÈ „‡ÌËˆ˚, ‰ÓÎÊÌÓ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸Òfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı 200–350 ÏÓÒÍËı ÏËÎ¸, ‡ Ú‡ÍÊÂ
ÔÂ‰ÔËÒ‡Ì˚ Ô‡‚ËÎ‡ (ÔÓ˜ÚË) ÚÓ˜ÌÓ„Ó Â„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl.

ëÚ‡Ú¸ÂÈ 47 ˝ÚÓÈ ÊÂ äÓÌ‚ÂÌˆËË Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚-‡ıËÔÂÎ‡„Ó‚
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË (ÒÛ‚ÂÂÌÌÓÂ ‚Î‡‰ÂÌËÂ) Í ÔÎÓ˘‡‰Ë Ëı
ÒÛ¯Ë, ‚ÍÎ˛˜‡fl ‡ÚÓÎÎ˚, ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÚ 1 : 1 ‰Ó 9 : 1 Ë ‚˚‡·ÓÚ‡Ì˚ Ô‡‚ËÎ‡ ÔËÏÂ-
ÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÍÓÌÍÂÚÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡flÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡‰ËÓÒ‚flÁË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÓËÁÓÌÚ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË áÂÏÎË, Ì‡ ÍÓÚÓÓÂ ‡ÒÔÓÒÚ-

‡ÌflÂÚÒfl ÔflÏ‡fl ‚ÓÎÌ‡; ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ‚ÓÎÌ ÓÚ ‡ÚÏÓÒÙÂ˚ ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÓÊÂÚ ÔÂ‚˚¯‡Ú¸ ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÔflÏÓÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË. Ç ÚÂÎÂ‚Ë‰ÂÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ „Ó-
ËÁÓÌÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
áÂÏÎË, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÈÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ‚Ë‰ËÏÓÒÚË ÔÂÂ‰‡˛˘ÂÈ ‡ÌÚÂÌÌ˚.

áÓÌ‡ ÏÓÎ˜‡ÌËfl – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÔËÂÏ
‡‰ËÓÒË„Ì‡Î‡ (ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚) ÓÚ ÔÂÂ‰‡Ú˜ËÍ‡ ÔÓÒÎÂ Â„Ó ÓÚ‡ÊÂÌËfl
(Ô˚ÊÍ‡) ÓÚ ËÓÌÓÒÙÂ˚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔflÏÓÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓıÓ‰ËÚ ‡‰ËÓÒË„Ì‡Î ÓÚ
Ó‰ÌÓÈ ‡ÌÚÂÌÌ˚ Í ‰Û„ÓÈ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‡ÌÚÂÌÌ˚ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÔflÏÓÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË Ë
Ì‡ ÔÛÚË ‡‰ËÓÒË„Ì‡Î‡ ÌÂÚ ÌËÍ‡ÍËı ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ. àÏÂÌÌÓ, ‡‰ËÓ‚ÓÎÌ˚ ÏÓ„ÛÚ
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl Ë Á‡ „ÓËÁÓÌÚ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú Ò ÁÂÏÌÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸˛ Ë/ËÎË ËÓÌÓÒÙÂÓÈ.

èË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ‰‚Ûı ‡‰ËÓ˜‡ÒÚÓÚ (Ì‡ÔËÏÂ, 12,5 Ë 25 ÍÉˆ ‚ ÏÓÒÍÓÈ Ò‚flÁË)
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏÓÒÚË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÁÌÂÒÂÌËfl ÒÓÒÂ‰ÌËı
Í‡Ì‡ÎÓ‚ (˜‡ÒÚÓÚ) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ ‚ÒÂ ÔËÂÏÌËÍË ·Û‰ÛÚ ÔËÌË-
Ï‡Ú¸ ÒË„Ì‡Î˚ ÔÂÂ‰‡Ú˜ËÍÓ‚ Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ÛÁÍÓÔÓÎÓÒÌ˚Ï ÔÂÂ‰‡Ú˜ËÍÓÏ Ë ¯ËÓÍÓÔÓÎÓÒÌ˚Ï ÔËÂÏÌËÍÓÏ, Ò ÚÂÏ ˜ÚÓ·˚ ËÁ-
·ÂÊ‡Ú¸ ÔÓÏÂı.

DX Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Ì‡ ÒÎ˝Ì„Â ‡‰ËÓÎ˛·ËÚÂÎÂÈ (Ë ‚ ÏÓÁflÌÍÂ) ‰‡Î¸ÌËÈ ÔËÂÏ;
‡·ÓÚ‡Ú¸ ‚ ÂÊËÏÂ DX – ˝ÚÓ ‚ÂÒÚË ‡‰ËÓÓ·ÏÂÌ Ì‡ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË (‰Îfl ˜Â„Ó
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÛÒËÎËÚÂÎË ÏÓ˘ÌÓÒÚË).

ÑÓÔÛÒÍ‡ÂÏÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ç ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ „ÂÓËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ (GIS) ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ

fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË, ÍÓÚÓÓÂ ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl
Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡Î‡Ò¸ ÍÓÂÍˆËfl ÏÂÚ‚˚ı ÁÓÌ Ë ÔÓÏ‡ıÓ‚
(Á‡ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Â ‚ÏÂÒÚÂ ÎËÌËË) ÔÓ ÏÂÂ ÚÓ„Ó Í‡Í ÓÌË ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ‡ÏÍ‡ı
‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÏÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Í‡ÚÂ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Í‡ÚÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË Ì‡ Í‡ÚÂ (ÌÂ ÔÛÚ‡Ú¸ Ò

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÎÓÍÛÒ‡ÏË Ì‡ „ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Í‡ÚÂ.
ÉÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÏÌÓÊÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ Í‡ÚÂ Ì‡

ÂÂ Ï‡Ò¯Ú‡·.

ÉÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÉÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÂÒÚÌÓÒÚË) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÔÎÓÒ-

ÍÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË, Í‡Í ËÁÓ·‡ÊÂÌÓ Ì‡ Í‡ÚÂ (·ÂÁ Û˜ÂÚ‡ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ
ÂÎ¸ÂÙ‡ ÏÂÒÚÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ÚÓ˜Í‡ÏË). ê‡ÁÎË˜‡˛Ú ‰‚‡ ÚËÔ‡ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó
‡ÒÒÚÓflÌËfl: ÔflÏÓÎËÌÂÈÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (‰ÎËÌ‡ ÓÚÂÁÍ‡ ÔflÏÓÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ
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‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ‚ Ï‡Ò¯Ú‡·Â Í‡Ú˚) Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚Ëfl (‰ÎËÌ‡
Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó Ï‡¯ÛÚ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ‚ Ï‡Ò¯Ú‡·Â Í‡Ú˚ Ò
Û˜ÂÚÓÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘Ëı ‰ÓÓ„, ÂÍ Ë Ú.Ô.).

ç‡ÍÎÓÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ç‡ÍÎÓÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ËÎË Ì‡ÍÎÓÌÌÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸˛) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl (‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ

ËÒÚËÌÌÓ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ËÎË ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ„Ó) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË,
ËÁÏÂÂÌÌÓÂ Ò Û˜ÂÚÓÏ Ì‡ÍÎÓÌ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ ‰ÓÓ„Â
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ ‰ÓÓ„Â (ËÎË Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÍÓÎÂÒÌ˚Ï

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ‰ÓÓÊÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË (Ì‡ÔËÏÂ, „ÓÓ‰‡ÏË)
ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó Â„ËÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ ‰ÓÓ„Ë, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ ˝ÚË
ÚÓ˜ÍË. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ËÁÏÂËÚ¸ Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl
‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï, Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÓˆÂÌÓ˜Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl. ùÏÔËË˜ÂÒÍËÂ ‰‡ÌÌ˚Â
ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ ‰ÓÓ„Â Á‡˜‡ÒÚÛ˛ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡; ‚ „ÓÓ‰‡ı ò‚ÂˆËË ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ
‰ÓÓÊÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ ‡‚ÌÓ 1,25 · d, „‰Â d – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó
ÍÛ„‡. Ç ëòÄ Ú‡ÍÓÈ ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ ‡‚ÂÌ ÔËÏÂÌÓ 1,15 ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ò ‚ÓÒÚÓÍ‡ Ì‡
Á‡Ô‡‰ Ë ÔËÏÂÌÓ 1,21 ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ò ÒÂ‚Â‡ Ì‡ ˛„.

çËÊÂ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÔÓÌflÚËfl.
ÇÂÏfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÏÂÊ‰Û Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË; „ÓÓ‰ÒÍ‡fl ‰ÓÓÊÌ‡fl ÒÂÚ¸ 20 ÍÛÔÌÂÈ¯Ëı

„ÓÓ‰Ó‚ ÉÂÏ‡ÌËË fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÁÏ‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ËÏÂÌÌÓ ‰Îfl ˝ÚÓÈ ÏÂ˚ (‚ÓÁÏÓÊÌÓ,
Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ·ÎËÁÍÓÈ ‰Îfl ‚Ó‰ËÚÂÎÂÈ).

éÙËˆË‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÔËÁÌ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÁ‰˚ Ì‡ ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎÂ ÏÂÊ‰Û
‰‚ÛÏfl ÔÛÌÍÚ‡ÏË, ÍÓÚÓÓÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ÔÛÚË Ë ÓÔÎ‡Ú˚ Á‡ ÔÂÂ‚ÓÁÍÛ
(ÌÂ ÔÛÚ‡Ú¸ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÚÓËÏÓÒÚË ÒËÒÚÂÏÌÓ„Ó ‡‰ÏËÌËÒÚËÓ‚‡ÌËfl ‚ àÌÚÂÌÂÚÂ).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓ˜ÚÓ‚˚ÏË ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÚÓ ÔÓ˜ÚÓ‚˚Â Ë
ÚÂÎÂÙÓÌÌ˚Â ÍÓ‰˚ „ÓÓ‰Ó‚) – ‡Ò˜ÂÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÁ‰˚ Ì‡ ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎÂ (ËÎË ‚ÂÏfl
ÂÁ‰˚ Ì‡ ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎÂ) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÔÛÌÍÚ‡ÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ åÓıÓ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ åÓıÓ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË áÂÏÎË ‰Ó „‡ÌËˆ˚

‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰ ÔÓ åÓıÓÓ‚Ë˜Ë˜Û (ËÎË ÒÂÈÒÏË˜ÂÒÍÓÈ „‡ÌËˆ˚ åÓıÓÓ‚Ë˜Ë˜‡)
ÔÓ‰ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. É‡ÌËˆÂÈ ‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰ ÔÓ åÓıÓÓ‚Ë˜Ë˜Û Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÌËˆ‡
ÏÂÊ‰Û ıÛÔÍÓÈ ‚ÂıÌÂÈ ˜‡ÒÚ¸˛ ÁÂÏÌÓÈ ÍÓ˚ Ë ·ÓÎÂÂ „Ófl˜ÂÈ Ë Ïfl„ÍÓÈ Ï‡ÌÚËÂÈ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ åÓıÓ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÔÓfl‰Í‡ 5–10 ÍÏ ÔÓ‰ ‰ÌÓÏ ÓÍÂ‡Ì‡ Ë 35–65 ÍÏ ‚ „ÎÛ·¸
Ï‡ÚÂËÍÓ‚ („ÎÛ·Ó˜‡È¯‡fl ‚ ÏËÂ ÔÂ˘Â‡ äÛ·Â‡-ÇÓÓÌ¸fl Ì‡ ä‡‚Í‡ÁÂ – 2,14 ÍÏ,
„ÎÛ·Ó˜‡È¯‡fl ¯‡ıÚ‡ Ì‡ ÁÓÎÓÚ˚ı ÔËËÒÍ‡ı "Western Deep Levels", ûÄê – ÓÍÓÎÓ 4 ÍÏ
Ë Ò‚Âı„ÎÛ·ÓÍ‡fl ·ÛÓ‚‡fl ¯‡ıÚ‡ Ì‡ äÓÎ¸ÒÍÓÏ ÔÓÎÛÓÒÚÓ‚Â – 12,3 ÍÏ). íÂÏÔÂ‡ÚÛ‡
Ó·˚˜ÌÓ ÔÓ‰ÌËÏ‡ÂÚÒfl Ì‡ Ó‰ËÌ „‡‰ÛÒ Ì‡ Í‡Ê‰˚Â 33 Ï „ÎÛ·ËÌ˚. üÔÓÌÒÍÓÂ ËÒÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÒÍÓÂ ·ÛÓ‚ÓÂ ÒÛ‰ÌÓ "íËÍ˛" ("Chikyu") ‚ ÔÂËÓ‰ Ò ÒÂÌÚfl·fl 2007 „. Ì‡˜‡ÎÓ
ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÚ¸ ·ÛÂÌËÂ ‚ 200 ÍÏ ÓÚ ÔÓ·ÂÂÊ¸fl „. ç‡„Ófl Ì‡ „ÎÛ·ËÌÛ ‰Ó ÒÂÈÒÏË˜ÂÒÍÓÈ
„‡ÌËˆ˚ åÓıÓÓ‚Ë˜Ë˜‡.

å‡ÌÚËfl áÂÏÎË ÔÓÒÚË‡ÂÚÒfl ÓÚ ÒÂÈÒÏË˜ÂÒÍÓÈ „‡ÌËˆ˚ åÓıÓÓ‚Ë˜Ë˜‡ ‰Ó „‡ÌË-
ˆ˚ ÏÂÊ‰Û Ï‡ÌÚËÂÈ Ë fl‰ÓÏ Ì‡ „ÎÛ·ËÌÂ ÓÍÓÎÓ 2890 ÍÏ. å‡ÌÚËfl áÂÏÎË ‡Á‰ÂÎflÂÚÒfl
Ì‡ ‚ÂıÌ˛˛ Ë ÌËÊÌ˛˛ Ï‡ÌÚËË, „‡ÌËˆ‡ ÏÂÊ‰Û ÍÓÚÓ˚ÏË ÔÓıÓ‰ËÚ Ì‡ „ÎÛ·ËÌÂ
ÓÍÓÎÓ 660 ÍÏ. ÑÛ„ËÂ ÒÂÈÒÏË˜ÂÒÍËÂ „‡ÌËˆ˚ ÓÚÏÂ˜‡˛ÚÒfl Ì‡ „ÎÛ·ËÌ‡ı 60–90 ÍÏ
(„‡ÌËˆ‡ ï˝ÎÂ), 50–150 ÍÏ („‡ÌËˆ‡ ÉÛÚÚÂÌ·Â„‡), 220 ÍÏ („‡ÌËˆ‡ ãÂÏ‡Ì‡), 410 ÍÏ,
520 ÍÏ Ë 710 ÍÏ.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË
áÂÏÌ‡fl ÍÓ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÚÂÍÚÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÎËÚ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂÂÏÂ˘‡˛ÚÒfl (Ì‡

ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Ò‡ÌÚËÏÂÚÓ‚ ‚ „Ó‰) ÔÓ‰ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÚÂÔÎÓ‚ÓÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË ÓÚ „ÎÛ·ËÌÌÓÈ
Ï‡ÌÚËË Ë ÒËÎ Úfl„ÓÚÂÌËfl. ä‡fl ˝ÚËı ÔÎËÚ Ó·˚˜ÌÓ ‰‡‚flÚ ‰Û„ Ì‡ ‰Û„‡, Ë ËÌÓ„‰‡ ÂÁÍÓ
ÒÏÂ˘‡˛ÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Û„ ‰Û„‡. áÂÏÎÂÚflÒÂÌËÂ, Ú.Â. ‚ÌÂÁ‡ÔÌÓÂ (‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÒÂÍÛÌ‰) ‰‚ËÊÂÌËÂ ËÎË ‰ÓÊ‡ÌËÂ áÂÏÎË, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ÂÁÍËÏ ‚˚Ò‚Ó·ÓÊ-
‰ÂÌËÂÏ ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ Ì‡ÍÓÔÎÂÌÌÓ„Ó Ì‡ÔflÊÂÌËfl, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò 1906 „. ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÓÒ¸
Í‡Í Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ‡ÁÎÓÏ‡ (‚ÌÂÁ‡ÔÌÓÂ ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ‡ÍÚË‚Ì˚ı ˆÂÌÚÓ‚ Ë
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÌÓ‚˚ı ÚÂ˘ËÌ Ë Ò‰‚Ë„Ó‚) ÔÓ ÔË˜ËÌÂ ÛÔÛ„Ó„Ó ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl
ÔÓÒÎÂ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË. é‰Ì‡ÍÓ Ò 1996 „. ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ‚ ÍÓÌÚÂÍÒÚÂ
ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl ÚÂÍÚÓÌË˜ÂÒÍËı ÔÎËÚ ‚‰ÓÎ¸ ÛÊÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘Ëı ‡ÁÎÓÏÓ‚ ËÎË ÒÚ˚ÍÓ‚
ÏÂÊ‰Û ÌËÏË Í‡Í ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÂ˚‚ËÒÚÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ ÔÓÓ‰ ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı ÙËÍˆËÓÌÌÓÈ
ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚË. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ, ÍÓ„‰‡ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÂ
ÚÂÌËÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌËfl. Ñ‚ËÊÛ˘‡flÒfl „‡ÌËˆ‡ Ó·Î‡ÒÚË
ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÓÌÚÓÏ ‡Á˚‚‡. é·˚˜ÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ò‰‚Ë„ –
˝ÚÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÓ„Ó ÔÓ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÍ‡˜Í‡ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ,
Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌ˚ı ‚ ÔÓÒÎÓÈÍÂ ÛÔÛ„ÓÈ ÍÓ˚.

90% ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËÈ ËÏÂ˛Ú ÚÂÍÚÓÌË˜ÂÒÍÛ˛ ÔËÓ‰Û, Ó‰Ì‡ÍÓ ÓÌË ÏÓ„ÛÚ Ú‡ÍÊÂ
·˚Ú¸ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ‚ÛÎÍ‡ÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÁ‚ÂÊÂÌËfl, fl‰ÂÌÓ„Ó ‚Á˚‚‡, ÒÚÓËÚÂÎ¸ÒÚ‚‡
ÍÛÔÌ˚ı ÔÎÓÚËÌ ËÎË „ÓÌ˚ı ‡·ÓÚ. ëËÎ‡ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËfl ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂflÚ¸Òfl
„ÎÛ·ËÌÓÈ Ó˜‡„‡ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËfl, ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÒÏÂ˘ÂÌËfl, ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸˛ (ÔÓ ÏÓ‰Ë-
ÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÈ ¯Í‡ÎÂ åÂÍ‡ÎÎË ˝ÙÙÂÍÚÓ‚ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËÈ, ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ, ÛÒÍÓÂÌËÂÏ
(ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ Ù‡ÍÚÓ ‡ÁÛ¯ÂÌËfl) Ë Ú.Ô. ëËÎ‡ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËfl ÔÓ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ
¯Í‡ÎÂ êËıÚÂ‡ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl Ò Û˜ÂÚÓÏ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ë ˜‡ÒÚÓÚ˚ Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ,
ÍÓÚÓ˚Â Â„ËÒÚËÛ˛ÚÒfl ÒÂÈÒÏÓ„‡ÙÓÏ, Ì‡ÒÚÓÂÌÌ˚Ï Ì‡ ˝ÔËˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ. ì‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ÒËÎ˚ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËfl Ì‡ 0,1 ·‡ÎÎ‡ ÔÓ ¯Í‡ÎÂ êËıÚÂ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
10-Í‡ÚÌÓÏÛ Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÎÌ; Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ Á‡Â„ËÒÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ÂÎË-
˜ËÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl 9,5 ·‡ÎÎÓ‚ (ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËÂ ‚ óËÎË ‚ 1960 „.).

åÓ‰ÂÎË Á‡ÚÛı‡ÌËfl ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Â ÔË
ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËË ÒÂÈÒÏÓÒÚÓÈÍËı ÒÓÓÛÊÂÌËÈ (Á‰‡ÌËÈ Ë ÏÓÒÚÓ‚), Ó·˚˜ÌÓ ÓÒÌÓ‚˚-
‚‡˛ÚÒfl Ì‡ Ô‡‡ÏÂÚ‡ı Á‡ÚÛı‡ÌËfl ÛÒÍÓÂÌËfl ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û
ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ Ë Ó·˙ÂÍÚÓÏ, Ú.Â. ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÒÂÈÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÒÚ‡ÌˆËÂÈ Ë
ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ (‰Îfl ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË) "ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ" ÚÓ˜ÍÓÈ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËfl.

èÓÒÚÂÈ¯ÂÈ ÏÓ‰ÂÎ¸˛ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÓˆÂÌÚ (ËÎË Ó˜‡„), Ú.Â. ÚÓ˜Í‡ ‚ÌÛÚË áÂÏÎË,
ÓÚÍÛ‰‡ ËÒıÓ‰ËÚ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËÂ (ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, Á‡ÚÂÏ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ
ÒÂÈÒÏË˜ÂÒÍËÈ ‡Á˚‚ ËÎË Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl ÔÓ‰‚ËÊÍ‡). ùÔËˆÂÌÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ Ì‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË áÂÏÎË ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Ì‡‰ „ËÔÓˆÂÌÚÓÏ. èË‚Â‰ÂÌÌ‡fl ÌËÊÂ
ÚÂÏËÌÓÎÓ„Ëfl Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Û„Ëı Í‡Ú‡ÒÚÓÙ, Ú‡ÍËı Í‡Í
Ô‡‰ÂÌËÂ ËÎË ‚Á˚‚ fl‰ÂÌÓÈ ·ÓÂ„ÓÎÓ‚ÍË, ÏÂÚÂÓËÚ‡ ËÎË ÍÓÏÂÚ˚, Ó‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ‚ÓÁ-
‰Û¯Ì˚ı ‚Á˚‚Ó‚ ÚÂÏËÌ „ËÔÓˆÂÌÚ ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ÚÓ˜ÍÂ Ì‡ ÁÂÏÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ‰ ‚Á˚‚ÓÏ. Ñ‡ÎÂÂ ÔË‚Ó‰ËÚÒfl ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÒÂÈÒÏÓÎÓ-
„Ë˜ÂÒÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ.

ÉÎÛ·ËÌ‡ Ó˜‡„‡ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û „ËÔÓˆÂÌÚÓÏ Ë ˝ÔËˆÂÌÚÓÏ;
ÒÂ‰Ìflfl „ÎÛ·ËÌ‡ Ó˜‡„‡ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËfl ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ 100–300 ÍÏ.

ÉËÔÓˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÒÂÈÒÏÓÒÚ‡ÌˆËË ‰Ó „ËÔÓˆÂÌÚ‡.
ùÔËˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËfl) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÓÎ -̧

¯Ó„Ó ÍÛ„‡ ÓÚ ÒÂÈÒÏÓÒÚ‡ÌˆËË ‰Ó ˝ÔËˆÂÌÚ‡.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊÓÈÌÂ‡-ÅÛ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÒÂÈÒÏÓÒÚ‡ÌˆËË ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÚÓ˜ÍË

Ì‡ ÁÂÏÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ Ì‡‰ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‡Á˚‚‡, Ú.Â. ‚ÒÔÓÓÚÓÈ
˜‡ÒÚ¸˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÚÂÍÚÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó Ì‡Û¯ÂÌËfl.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÁÎÓÏ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÒÂÈÒÏÓÒÚ‡ÌˆËË ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÚÓ˜ÍË Ì‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡ÁÎÓÏ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂÈÒÏÓ„ÂÌÌÓÈ „ÎÛ·ËÌ˚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÒÂÈÒÏÓÒÚ‡ÌˆËË ‰Ó ·ÎËÊ‡È-
¯ÂÈ ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚‡ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÒÂÈÒÏÓ„ÂÌÌÓÈ ÁÓÌ˚, Ú.Â. „ÎÛ·ËÌ˚
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı Ó˜‡„Ó‚ ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËÈ; Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ 8–12 ÍÏ.

äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ ÒÂÈÒÏÓÒÚ‡ÌˆËË ‰Ó:
– ˆÂÌÚ‡ ‚˚·ÓÒ‡ ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ë ˆÂÌÚ‡ ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÔÎÓÒ-

ÍÓÒÚË ÚÂÍÚÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡;
– ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÍÓÒÂÈÒÏË˜ÂÒÍÓÈ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸˛,

Ú.Â. Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÍÓÂÌËÂÏ „ÛÌÚ‡ (ÏÓÊÂÚ ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡Ú¸ Ò ˝ÔËˆÂÌÚÓÏ);
– ˝ÔËˆÂÌÚ‡, Ú‡ÍÓÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ Ó·˙ÂÏÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚, ÓÚ‡Ê‡˛˘ËÂÒfl ÓÚ ÒÂÈÒÏË-

˜ÂÒÍÓÈ „‡ÌËˆ˚ åÓıÓ (‡Á‰ÂÎ ÏÂÊ‰Û ÍÓÓÈ Ë Ï‡ÌÚËÂÈ), ‚˚Á˚‚‡˛Ú ·ÓÎÂÂ ÁÌ‡˜Ë-
ÚÂÎ¸Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl „ÛÌÚ‡, ˜ÂÏ ‚ÚÓË˜Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ (Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍËÚË˜ÂÒÍËÏ
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ åÓıÓ);

– ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ¯ÛÏ‡ Ë ÔÓÏÂı: ÓÍÂ‡ÌÓ‚, ÓÁÂ, ÂÍ, ÊÂÎÂÁÌ˚ı ‰ÓÓ„, Á‰‡ÌËÈ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌÓÈ Ò‚flÁË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÁÂÏÎÂÚflÒÂÌËflÏË ı

Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

d x y C t tx y
2 2( , ) | | ,+ −

„‰Â d(x, y) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ëı ˝ÔËˆÂÌÚ‡ÏË ËÎË „ËÔÓˆÂÌÚ‡ÏË, | tx – ty | –
‡ÁÎË˜ËÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë ë – Ï‡Ò¯Ú‡·Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡fl ‰Îfl ÍÓÂÎflˆËË
‡ÒÒÚÓflÌËfl d(x, y) Ë ‚ÂÏÂÌË.

ÑÛ„ÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÏÂÓÈ ‰Îfl Í‡Ú‡ÒÚÓÙË˜ÂÒÍËı ÒÓ·˚ÚËÈ
fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ã‡Ì‰ÂÌ‡Û ÏÂÊ‰Û Û‡„‡Ì‡ÏË (‰Îfl Û‡„‡ÌÓ‚, Ì‡Í˚‚‡˛˘Ëı
ÍÓÌÍÂÚÌ˚È ‡ÏÂËÍ‡ÌÒÍËÈ ¯Ú‡Ú). éÌÓ ‡‚ÌÓ ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚË ·ÂÂ„Ó‚ÓÈ ÎËÌËË
‰‡ÌÌÓ„Ó ¯Ú‡Ú‡, ÔÓ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Ì‡ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Û‡„‡ÌÓ‚, Û‰‡‡Ï ÍÓÚÓ˚ı ¯Ú‡Ú ÔÓ‰-
‚Â„Òfl Ò 1899 „.

25.2. êÄëëíéüçàü  Ç  Äëíêéçéåàà

íÂÏËÌÓÏ ÌÂ·ÂÒÌ˚È Ó·˙ÂÍÚ (ËÎË ÌÂ·ÂÒÌÓÂ ÚÂÎÓ) Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛ÚÒfl Ú‡ÍËÂ ‡ÒÚÓÌÓ-
ÏË˜ÂÒÍËÂ Ó·˙ÂÍÚ˚, Í‡Í Á‚ÂÁ‰˚ Ë ÔÎ‡ÌÂÚ˚. çÂ·ÂÒÌ‡fl ÒÙÂ‡ – ÔÓÂÍˆËfl ÌÂ·ÂÒÌ˚ı
Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ì‡ Ëı Í‡ÊÛ˘ÂÂÒfl ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ì‡ ÌÂ·ÓÒ‚Ó‰Â ÔË Ì‡·Î˛‰ÂÌËË Ò áÂÏÎË.
çÂ·ÂÒÌ˚È ˝Í‚‡ÚÓ – ÔÓÂÍˆËfl ÁÂÏÌÓ„Ó ˝Í‚‡ÚÓ‡ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÂ. èÓÎ˛Ò‡ÏË
ÏË‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓÂÍˆËË ëÂ‚ÂÌÓ„Ó Ë ûÊÌÓ„Ó ÔÓÎ˛ÒÓ‚ áÂÏÎË Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ
ÒÙÂÂ. çÂ·ÂÒÌ˚Ï ÏÂË‰Ë‡ÌÓÏ (˜‡ÒÓ‚˚Ï ÍÛ„ÓÏ) ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
·ÓÎ¸¯ÓÈ ÍÛ„ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂ˚, ÔÓıÓ‰fl˘ËÈ ˜ÂÂÁ ‰‡ÌÌ˚È Ó·˙ÂÍÚ Ë ÔÓÎ˛Ò˚ ÏË‡.
ùÍÎËÔÚËÍ‡ – ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ Ó·ËÚÛ áÂÏÎË, Ò ÌÂ·ÂÒÌÓÈ
ÒÙÂÓÈ: ‰Îfl Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl Ò áÂÏÎË ÓÌ‡ ‚Ë‰ËÚÒfl Í‡Í ÔÛÚ¸, ÔÓ ÍÓÚÓÓÏÛ ëÓÎÌˆÂ
ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl ÔÓ ÌÂ·ÓÒ‚Ó‰Û ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ „Ó‰‡. íÓ˜ÍÓÈ ‚ÂÒÂÌÌÂ„Ó ‡‚ÌÓ‰ÂÌÒÚ‚Ëfl
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰Ì‡ ËÁ ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂ˚, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÌÂ·ÂÒÌ˚È ˝Í‚‡ÚÓ
ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚÒfl Ò ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ ˝ÍÎËÔÚËÍË: ˝ÚÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ëÓÎÌˆ‡ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÂ ‚
ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÒÂÌÌÂ„Ó ‡‚ÌÓ‰ÂÌÒÚ‚Ëfl.

ÉÓËÁÓÌÚ – ÎËÌËfl, "ÓÚ‰ÂÎfl˛˘‡fl" ÌÂ·Ó ÓÚ áÂÏÎË. éÌ‡ ‰ÂÎËÚ ÌÂ·Ó Ì‡ ‚ÂıÌ˛˛
ÔÓÎÛÒÙÂÛ, ÍÓÚÓÛ˛ Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, Ë ÌËÊÌ˛˛ ÔÓÎÛÒÙÂÛ, ÍÓÚÓÛ˛ Ï˚ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ ÌÂ
ÏÓÊÂÏ. èÓÎ˛Ò ‚ÂıÌÂÈ ÔÓÎÛÒÙÂ˚ (ÚÓ˜Í‡ ÌÂ·ÓÒ‚Ó‰‡ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Ì‡‰ „ÓÎÓ‚ÓÈ)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÁÂÌËÚÓÏ, ÔÓÎ˛Ò ÌËÊÌÂÈ ÔÓÎÛÒÙÂ˚ – Ì‡‰ËÓÏ.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Ó‰ÌÓ„Ó
ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ ‰Ó ‰Û„Ó„Ó (ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ‚ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı „Ó‰‡ı, Ô‡ÒÂÍ‡ı ËÎË ‡ÒÚÓ-
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ÌÓÏË˜ÂÒÍËı Â‰ËÌËˆ‡ı). ëÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Á‚ÂÁ‰‡ÏË (‚ „‡Î‡ÍÚËÍ‡ı,
ÔÓ‰Ó·Ì˚ı Ì‡¯ÂÈ) ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ. ëÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
„‡Î‡ÍÚËÍ‡ÏË (‚ ÒÓÁ‚ÂÁ‰ËË) ‡‚ÌflÂÚÒfl ÔËÏÂÌÓ 20 Ëı ‰Ë‡ÏÂÚ‡Ï, Ú.Â. ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËÏ
ÏÂ„‡Ô‡ÒÂÍ‡Ï.

òËÓÚ‡
Ç ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (r, θ, φ) ¯ËÓÚÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ δ

ÓÚ ıÛ-ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË) ‰Ó Ó·˙ÂÍÚ‡, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ÓÚ Ì‡˜‡Î‡
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú; δ = 90° – θ, „‰Â θ – ÍÓÎ‡ÚËÚ¸˛‰‡ (‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ ¯ËÓÚ˚).

Ç „ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÎË Í‡ÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú) ¯ËÓÚÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ˝Í‚‡ÚÓ‡ áÂÏÎË ‰Ó Ó·˙ÂÍ-
Ú‡, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ÓÚ ˆÂÌÚ‡ áÂÏÎË. òËÓÚ‡ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ „‡‰ÛÒ‡ı ÓÚ –90° (ûÊÌ˚È
ÔÓÎ˛Ò) ‰Ó +90° (ëÂ‚ÂÌ˚È ÔÓÎ˛Ò). è‡‡ÎÎÂÎË – ÎËÌËË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ¯ËÓÚ˚.

Ç ‡ÒÚÓÌÓÏËË ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ¯ËÓÚÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ¯ËÓÚ‡ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡
ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÂ ÓÚ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ò ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÓÈ,
‚˚‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÌÂ·ÂÒÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. Ç ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸ÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ÁÂÏÌÓ„Ó
˝Í‚‡ÚÓ‡, ‚ ˝ÍÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú – ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ˝ÍÎËÔÚËÍË; ‚ „‡Î‡Í-
ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú – ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ åÎÂ˜ÌÓ„Ó èÛÚË; ‚ ÒËÒÚÂÏÂ „ÓËÁÓÌ-
Ú‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú – „ÓËÁÓÌÚ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl. çÂ·ÂÒÌ‡fl ¯ËÓÚ‡ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚
„‡‰ÛÒ‡ı.

ÑÓÎ„ÓÚ‡
Ç ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (r, θ, φ) ‰ÓÎ„ÓÚÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ φ ‚

ıÛ-ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÓÚ ı-ÓÒË ‰Ó ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡, ÔÓıÓ‰fl˘Â„Ó ˜ÂÂÁ Ó·˙ÂÍÚ,
Ò ıÛ-ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛.

Ç „ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÎË Í‡ÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú) ‰ÓÎ„ÓÚÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ì‡
‚ÓÒÚÓÍ ‚‰ÓÎ¸ ˝Í‚‡ÚÓ‡ áÂÏÎË ÓÚ „ËÌ‚Ë˜ÒÍÓ„Ó ÏÂË‰Ë‡Ì‡ (ËÎË ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÏÂË‰Ë‡Ì‡)
‰Ó ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Ò ÏÂË‰Ë‡ÌÓÏ, ÔÓıÓ‰fl˘ËÏ ˜ÂÂÁ Ó·˙ÂÍÚ. ÑÓÎ„ÓÚ‡ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚
„‡‰ÛÒ‡ı ÓÚ 0° ‰Ó 360°. åÂË‰Ë‡Ì – ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÍÛ„, ÔÓıÓ‰fl˘ËÈ ˜ÂÂÁ ëÂ‚ÂÌ˚È Ë
ûÊÌ˚È ÔÓÎ˛Ò˚ áÂÏÎË; ÏÂË‰Ë‡Ì˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎËÌËflÏË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‰ÓÎ„ÓÚ˚.

Ç ‡ÒÚÓÌÓÏËË ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ‰ÓÎ„ÓÚÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÎ„ÓÚ‡ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡
ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÂ, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ì‡ ‚ÓÒÚÓÍ ‚‰ÓÎ¸ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÙÛÌ‰‡-
ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ò ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÓÈ ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÌÂ·ÂÒÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú
ÓÚ ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. Ç ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú
ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ÁÂÏÌÓ„Ó ˝Í‚‡ÚÓ‡; ‚ ˝ÍÎËÔÚË-
˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú – ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ˝ÍÎËÔÚËÍË; ‚ „‡Î‡ÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú – ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ åÎÂ˜ÌÓ„Ó èÛÚË Ë ‚ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú – „ÓËÁÓÌÚ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl. çÂ·ÂÒÌ‡fl ‰ÓÎ„ÓÚ‡ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ Â‰ËÌËˆ‡ı ‚Â-
ÏÂÌË.

äÓÎ‡ÚËÚ¸˛‰‡
Ç ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (r, θ , φ) ÍÓÎ‡ÚËÚ¸˛‰ÓÈ (‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂÏ ¯ËÓÚ˚)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ δ-ÓÒË ‰Ó Ó·˙ÂÍÚ‡, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ÓÚ Ì‡˜‡Î‡
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú; θ = 90° – δ, „‰Â δ – ¯ËÓÚ‡.

Ç „ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÎË Í‡ÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÍÓÎ‡ÚËÚÛ‰ÓÈ (‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂÏ ¯ËÓÚ˚) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ
ëÂ‚ÂÌÓ„Ó ÔÓÎ˛Ò‡ áÂÏÎË ‰Ó Ó·˙ÂÍÚ‡, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ÓÚ ˆÂÌÚ‡ áÂÏÎË. äÓÎ‡ÚËÚÛ‰‡
ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ „‡‰ÛÒ‡ı.
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ëÍÎÓÌÂÌËÂ
Ç ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÎË „ÂÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ-

‰ËÌ‡Ú) ÒÍÎÓÌÂÌËÂÏ δ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ·ÂÒÌ‡fl ¯ËÓÚ‡ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ
ÒÙÂÂ, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ÓÚ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó ˝Í‚‡ÚÓ‡. ëÍÎÓÌÂÌËÂ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ „‡‰ÛÒ‡ı
ÓÚ –90 ‰Ó +90°.

èflÏÓÂ ‚ÓÒıÓÊ‰ÂÌËÂ
Ç ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÎË „ÂÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ

ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú), ÔË‚flÁ‡ÌÌÓÈ Í Á‚ÂÁ‰‡Ï, ÔflÏ˚Ï ‚ÓÒıÓÊ‰ÂÌËÂÏ R A  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÌÂ·ÂÒÌ‡fl ‰ÓÎ„ÓÚ‡ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÂ, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË
Ì‡ ‚ÓÒÚÓÍ ‚‰ÓÎ¸ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó ˝Í‚‡ÚÓ‡ ÓÚ ÚÓ˜ÍË ‚ÂÒÂÌÌÂ„Ó ‡‚ÌÓ‰ÂÌÒÚ‚Ëfl ‰Ó ÔÂÂÒÂ-
˜ÂÌËfl Ò ˜‡ÒÓ‚˚Ï ÍÛ„ÓÏ Ó·˙ÂÍÚ‡. èflÏÓÂ ‚ÓÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ Â‰ËÌËˆ‡ı
‚ÂÏÂÌË (˜‡Ò‡ı, ÏËÌÛÚ‡ı Ë ÒÂÍÛÌ‰‡ı), ÔË ˝ÚÓÏ Ó‰ËÌ ˜‡Ò ‡‚ÂÌ ÔËÏÂÌÓ 15°.

ÇÂÏfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓÎÌÓ„Ó ÔÂËÓ‰‡ ÔÂˆÂÒÒËË ‡‚ÌÓ‰ÂÌÒÚ‚Ëfl,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl èÎ‡ÚÓÌË˜ÂÒÍËÏ „Ó‰ÓÏ (ËÎË ÇÂÎËÍËÏ „Ó‰ÓÏ); ÓÌ ‰ÎËÚÒfl ÔËÏÂÌÓ
257 ÒÚÓÎÂÚËÈ Ë ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÓÍ‡˘‡ÂÚÒfl. Ñ‡ÌÌ˚È ˆËÍÎ ËÏÂÂÚ ‚‡ÊÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ
‰Îfl Í‡ÎÂÌ‰‡fl å‡Èfl Ë ‚ ‡ÒÚÓÎÓ„ËË.

ó‡ÒÓ‚ÓÈ Û„ÓÎ
Ç ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÎË „ÂÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ-

‰ËÌ‡Ú), ÔË‚flÁ‡ÌÌÓÈ Í áÂÏÎÂ, ˜‡ÒÓ‚˚Ï Û„ÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ·ÂÒÌ‡fl ‰ÓÎ„ÓÚ‡
ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÂ, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ÔÓ ÌÂ·ÂÒÌÓÏÛ ˝Í‚‡ÚÓÛ ÓÚ
ÏÂË‰Ë‡Ì‡ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl ‰Ó ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Ò ˜‡ÒÓ‚˚Ï ÍÛ„ÓÏ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡.
ó‡ÒÓ‚ÓÈ Û„ÓÎ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ Â‰ËÌËˆ‡ı ‚ÂÏÂÌË (˜‡Ò‡ı, ÏËÌÛÚ‡ı Ë ÒÂÍÛÌ‰‡ı). éÌ
ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ‚ÂÏfl, ËÒÚÂÍ¯ÂÂ Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÌÂ·ÂÒÌ˚Ï Ó·˙ÂÍ-
ÚÓÏ ÏÂË‰Ë‡Ì‡ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl (‰Îfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜‡ÒÓ‚Ó„Ó Û„Î‡), ËÎË ‚ÂÏfl
ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl (‰Îfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜‡ÒÓ‚Ó„Ó Û„Î‡).

èÓÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ç ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÎË „ÂÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ-

‰ËÌ‡Ú) ÔÓÎflÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ PD Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÎ‡ÚËÚ¸˛‰‡ (‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ ¯ËÓÚ˚)
ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡, Ú.Â. ì„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó ÔÓÎ˛Ò‡ ‰Ó ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó
Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÂ. èÓ‰Ó·ÌÓ ÚÓÏÛ, Í‡Í ÒÍÎÓÌÂÌËÂ δ ËÁÏÂflÂÚÒfl ÓÚ
ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó ˝Í‚‡ÚÓ‡: PD = 90° ± δ. èÓÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ‚ „‡‰ÛÒ‡ı, Ë
Â„Ó ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ·ÓÎ¸¯Â 90°. é·˙ÂÍÚ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÏ ˝Í‚‡ÚÓÂ ËÏÂÂÚ
ÔÓÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ PD = 90°.

ùÍÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ¯ËÓÚ‡
Ç ˝ÍÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ˝ÍÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ¯ËÓÚÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÌÂ·ÂÒÌ‡fl ¯ËÓÚ‡ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÂ, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ÓÚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË
˝ÍÎËÔÚËÍË. ùÍÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ¯ËÓÚ‡ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ „‡‰ÛÒ‡ı.

ùÍÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÓÎ„ÓÚ‡
Ç ˝ÍÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ˝ÍÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ÓÎ„ÓÚÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÌÂ·ÂÒÌ‡fl ‰ÓÎ„ÓÚ‡ ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡ ÌÂ·ÂÒÌÓÈ ÒÙÂÂ, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË
Ì‡ ‚ÓÒÚÓÍ ÔÓ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ˝ÍÎËÔÚËÍË ÓÚ ÚÓ˜ÍË ‚ÂÒÂÌÌÂ„Ó ‡‚ÌÓ‰ÂÌÒÚ‚Ëfl. ùÍÎËÔÚË-
˜ÂÒÍ‡fl ‰ÓÎ„ÓÚ‡ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ Â‰ËÌËˆ‡ı ‚ÂÏÂÌË.

Ç˚ÒÓÚ‡
Ç „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚˚ÒÓÚ‡ ALT – ÌÂ·ÂÒÌ‡fl ¯ËÓÚ‡ Ó·˙ÂÍÚ‡

ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ „ÓËÁÓÌÚ‡. éÌ‡ ‰ÓÔÓÎÌflÂÚ ÁÂÌËÚÌ˚È Û„ÓÎ ZA: ALT = 90° – ZA. Ç˚ÒÓÚ‡
ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ „‡‰ÛÒ‡ı.
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ÄÁËÏÛÚ
Ç „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‡ÁËÏÛÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ·ÂÒÌ‡fl ‰ÓÎ„ÓÚ‡

Ó·˙ÂÍÚ‡, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ì‡ ‚ÓÒÚÓÍ ÔÓ „ÓËÁÓÌÚÛ ÓÚ ÔÓÎflÌÓÈ ÚÓ˜ÍË.
ÄÁËÏÛÚ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ „‡‰ÛÒ‡ı ÓÚ 0° ‰Ó 360°.

áÂÌËÚÌ˚È Û„ÓÎ
Ç „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÁÂÌËÚÌ˚Ï Û„ÎÓÏ Z A Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÍÓÎ‡ÚËÚ¸˛‰‡ (‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ ¯ËÓÚ˚) Ó·˙ÂÍÚ‡, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ÓÚ ÁÂÌËÚ‡.

ãÛÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ãÛÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÎÛÌÓÈ Ë ‰Û„ËÏ

ÌÂ·ÂÒÌ˚Ï Ó·˙ÂÍÚÓÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÂÎ‡ Ï‡ÒÒ˚ m,

Ì‡ıÓ‰fl˘Â„ÓÒfl Ì‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚÂ, ‰Ó ÚÂÎ‡ Ï‡ÒÒ˚ å ‚ ÙÓÍÛÒÂ Ó·ËÚ˚. ùÚÓ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

a e

e

( )

cos
,

1

1

2−
+ θ

„‰Â ‡ – ·ÓÎ¸¯‡fl ÔÓÎÛÓÒ¸, Â – ˝ÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ  Ë θ – Ó·ËÚ‡Î¸Ì˚È Û„ÓÎ.
ÅÓÎ¸¯‡fl ÔÓÎÛÓÒ¸ ‡ ˝ÎÎËÔÒ‡ (ËÎË ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚) ‡‚Ì‡ ÔÓÎÓ‚ËÌÂ ÂÂ

·ÓÎ¸¯ÓÈ ÓÒË; ˝ÚÓ ÒÂ‰ÌÂÂ (ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÍÒˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÌÓÏ‡ÎËË) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚. ëÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÚËÌÌÓÈ ‡ÌÓÏ‡ÎËË
fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÎÓÈ ÔÓÎÛÓÒ¸˛, Ú.Â. ÔÓÎÓ‚ËÌÓÈ Ï‡ÎÓÈ ÓÒË ˝ÎÎËÔÒ‡ (ËÎË ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ
Ó·ËÚ˚). ùÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ Â ˝ÎÎËÔÒ‡ (ËÎË ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚) – ˝ÚÓ ÓÚÌÓ¯Â-

ÌËÂ ÔÓÎÓ‚ËÌ˚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl c ÏÂÊ‰Û ÙÓÍÛÒ‡ÏË Ë ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÔÓÎÛÓÒ¸˛ ‡: e
c

a
= .

ÑÎfl ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚ e
r r

r r
= −

+
+ −

+ −
, „‰Â r+ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÔÓ‡ÔÒË‰˚ Ë r– – ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ ÔÂË‡ÔÒË‰˚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂË‡ÔÒË‰˚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÔÂË‡ÔÒË‰˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ r– Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Ò·ÎËÊÂÌËfl

ÚÂÎ‡ Ï‡ÒÒ˚ m Ò Ï‡ÒÒÓÈ å, ‚ÓÍÛ„ ÍÓÚÓÓÈ ÓÌÓ ‚‡˘‡ÂÚÒfl ÔÓ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚÂ.
r a e− = −( ),1  „‰Â a – ·ÓÎ¸¯‡fl ÔÓÎÛÓÒ¸ Ë e – ˝ÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ.

èÂË„ÂÈ – ÔÂË‡ÔÒË‰‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚ ‚ÓÍÛ„ áÂÏÎË. èÂË„ÂÎËÈ – ÔÂË-
‡ÔÒË‰‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚ ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡. èÂË‡ÒÚËÈ – ÚÓ˜Í‡ Ó·ËÚ˚ ‰‚ÓÈÌÓÈ
Á‚ÂÁ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Ò·ÎËÊÂÌËfl Á‚ÂÁ‰.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÔÓ‡ÔÒË‰˚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‡ÔÓ‡ÔÒË‰˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ r– Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó Û‰‡ÎÂÌËfl ÚÂÎ‡

Ï‡ÒÒ˚ m  ÓÚ ÚÂÎ‡ Ï‡ÒÒ˚ å, ‚ÓÍÛ„ ÍÓÚÓÓÈ ÓÌÓ ‚‡˘‡ÂÚÒfl ÔÓ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ
Ó·ËÚÂ. r a e+ = +( ),1  „‰Â ‡ – ·ÓÎ¸¯‡fl ÔÓÎÛÓÒ¸ Ë Â – ̋ ÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ.

ÄÔÓ„ÂÈ – ‡ÔÓ‡ÔÒË‰‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚ ‚ÓÍÛ„ áÂÏÎË. ÄÙÂÎËÈ – ‡ÔÓ‡ÔÒË‰‡
˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·ËÚ˚ ‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡. ÄÔÓ‡ÒÚËÈ – ÚÓ˜Í‡ Ó·ËÚ˚ ‰‚ÓÈÌÓÈ Á‚ÂÁ‰-
ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Û‰‡ÎÂÌËfl ÏÂÊ‰Û Á‚ÂÁ‰‡ÏË.

àÒÚËÌÌ‡fl ‡ÌÓÏ‡ÎËfl
àÒÚËÌÌÓÈ ‡ÌÓÏ‡ÎËÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓ˜ÍË Ì‡ Ó·ËÚÂ ÔÓÒÎÂ

ÔÓıÓÊ‰ÂÌËfl ÚÓ˜ÍË ÔÂË‡ÔÒË‰˚, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ‚ „‡‰ÛÒ‡ı.
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á‡ÍÓÌ íËÚËÛÒ‡-ÅÓ‰Â
á‡ÍÓÌ íËÚËÛÒ‡-ÅÓ‰Â fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÏÔËË˜ÂÒÍËÏ (Â˘Â ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ıÓÓ¯Ó Ó·˙flÒ-

ÌÂÌÌ˚Ï) Á‡ÍÓÌÓÏ, ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘ËÏ ÒÂ‰ÌÂÂ ÔÎ‡ÌÂÚ‡ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ëÓÎÌˆ‡

(Ú.Â. Ó·ËÚ‡Î¸ÌÛ˛ ·ÓÎ¸¯Û˛ ÔÓÎÛÓÒ¸ ÔÎ‡ÌÂÚ˚) Í‡Í 
3 4

10

k +
AU  (‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı

Â‰ËÌËˆ). á‰ÂÒ¸ 1 AU Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÂ‰ÌÂÂ ÔÎ‡ÌÂÚ‡ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ëÓÎÌˆ‡ ‰Ó
áÂÏÎË (Ú.Â. ÓÍÓÎÓ 1,5 ×  108 ÍÏ ≈  8,3 ÍÏ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÏËÌÛÚ˚) Ë k = 0 2 2 20 1 2, , , ,

2 2 2 2 23 4 5 6 7, , , ,  ‰Îfl åÂÍÛËfl, ÇÂÌÂ˚, áÂÏÎË, å‡Ò‡, ñÂÂ˚ (ÍÛÔÌÂÈ¯ËÈ ‡ÒÚÂ-
ÓË‰ ‡ÒÚÂÓË‰ÌÓ„Ó ÔÓflÒ‡), ûÔËÚÂ‡, ë‡ÚÛÌ‡, ì‡Ì‡, èÎÛÚÓÌ‡. èË ˝ÚÓÏ çÂÔÚÛÌ ÌÂ
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‰‡ÌÌÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ – ÏÂÒÚÓ çÂÔÚÛÌ‡ (k = 27) Á‡ÌËÏ‡ÂÚ èÎÛÚÓÌ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ËÏ ÚÂÎÓÏ Ë ÒÔÛÚÌËÍÓÏ
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ÌÂ·ÂÒÌ˚ı ÚÂÎ‡: ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ÂÂ å Ë ÏÂÌ¸¯ÂÂ m (ÒÔÛÚÌËÍ Ì‡

Ó·ËÚÂ ‚ÓÍÛ„ å, ËÎË ‚ÚÓË˜Ì‡fl Á‚ÂÁ‰‡, ËÎË ÔÓÎÂÚ‡˛˘‡fl ÍÓÏÂÚ‡).
ëÂ‰ÌËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂ‰ÌÂÂ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Ë

ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÚÂÎ‡ m  ÓÚ ÚÂÎ‡ å.
èÛÒÚ¸ ρM, ρm Ë RM, Rm Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ‡‰ËÛÒ˚ ÚÂÎ å Ë m. íÓ„‰‡

ÔÂ‰ÂÎÓÏ êÓ¯‡ Ô‡˚ (M, m) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, ‚
‡ÏÍ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‡ÁÛ¯ÂÌËÂ m ÔÓ‰ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÔËÎË‚ÓÓ·‡ÁÛ˛˘Ëı
ÒËÎ å, ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl˘Ëı ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÒËÎ˚ m. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

‡‚ÌÓ R RM
M

m
M

M

m

2 1 263 3
ρ
ρ

ρ
ρ

≈ , ,  ÂÒÎË fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‚Â‰˚Ï ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÎÓÏ Ë

ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÍÓÎÓ 2 423 3, ,RM
M

m

ρ
ρ

 ÂÒÎË ÚÂÎÓ m fl‚ÎflÂÚÒfl ÊË‰ÍËÏ. èÂ‰ÂÎ êÓ¯‡ ËÏÂÂÚ

ÒÏ˚ÒÎ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ RM. èÂ‰ÂÎ êÓ¯‡ ËÏÂÂÚ
ÁÌ‡˜ÂÌËfl 0,8RM, 1,49RM Ë 2,8RM ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰Îfl Ô‡ ëÓÎÌˆÂ–áÂÏÎfl, áÂÏÎfl–ãÛÌ‡
Ë áÂÏÎfl–ÍÓÏÂÚ‡. ÇÂÓflÚÌÓÈ ÔË˜ËÌÓÈ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ÍÓÎÂˆ ë‡ÚÛÌ‡ ÏÓ„Î‡ ÒÚ‡Ú¸ Â„Ó
ÎÛÌ‡, ÍÓÚÓ‡fl Ò·ÎËÁËÎ‡Ò¸ Ò ë‡ÚÛÌÓÏ, ÔÂ‚˚ÒË‚ Ò‚ÓÈ ÔÂ‰ÂÎ êÓ¯‡.

èÛÒÚ¸ d(m, M) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û m  Ë M, ‡ Sm Ë SM – Ï‡ÒÒ˚ m Ë M. íÓ„‰‡ ÒÙÂ‡
ïËÎÎ‡ ‰Îfl m  ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË å ÂÒÚ¸ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÒÙÂ˚ ‚ÎËflÌËfl

m ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı ‚ÓÁÏÛ˘‡˛˘Â„Ó ‚ÎËflÌËfl å. ÖÂ ‡‰ËÛÒ ÔËÏÂÌÓ ‡‚ÂÌ d m M
S

S
m

M

( , ) .
3

3

ç‡ÔËÏÂ, ‡‰ËÛÒ ÒÙÂ˚ ïËÎÎ‡ ‰Îfl áÂÏÎË ‡‚ÂÌ 0,01 AU; ãÛÌ‡, Û‰‡ÎÂÌÌ‡fl Ì‡
0,0025 AU ÓÚ áÂÏÎË, ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÒÙÂ˚ ïËÎÎ‡ áÂÏÎË.

è‡Û (M, m) ÏÓÊÌÓ Óı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡Ú¸ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÔflÚË ÚÓ˜ÂÍ ã‡„‡ÌÊ‡ L i,
1 ≤ i ≤ 5, „‰Â ÚÂÚ¸Â ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯ÂÂ ÚÂÎÓ (Ì‡ÔËÏÂ, ÍÓÒÏË˜ÂÒÍËÈ ‡ÔÔ‡‡Ú)
ËÏÂÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Â„Ó ˆÂÌÚÓ·ÂÊÌ‡fl ÒËÎ‡
‡‚Ì‡ ÒÛÏÏ‡ÌÓÈ ÒËÎÂ ÔËÚflÊÂÌËfl å Ë m. í‡ÍËÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ·Û‰ÛÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ:

– L1, L2 Ë L 3, ÎÂÊ‡˘ËÂ Ì‡ ÔflÏÓÈ, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ˆÂÌÚ˚ å Ë m  Ú‡Í, ˜ÚÓ
d L m d M m d M L d M L d m L( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )3 2 1 22= = +  Ë d L m d m L( , ) ( , );1 2=

– L4 Ë L5, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ËÂ Ó·ËÚÂ m ‚ÓÍÛ„ å Ë Ó·‡ÁÛ˛˘ËÂ ‡‚ÌÓÒÚÓÓÌÌËÂ
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍË Ò ˆÂÌÚ‡ÏË å Ë m . ùÚË ‰‚Â ÚÓ˜ÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÒÚ‡·ËÎ¸Ì˚ÏË;
Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÌËı ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ Ò å Ë m ˜‡ÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ (ÔÓÍ‡ ÌÂÂ¯ÂÌÌÓÈ) „‡‚ËÚ‡-
ˆËÓÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÚÂı ÚÂÎ. ÇÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ ãÛÌ˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl Í‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ
·ÓÍÓ‚Ó„Ó Û‰‡‡ ÔÓ áÂÏÎÂ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÔË·ÎËÁË‚¯Â„ÓÒfl ËÁ ÚÓ˜ÍË ã‡„‡ÌÊ‡ L4 ‚
ÒËÒÚÂÏÂ ëÓÎÌˆÂ–áÂÏÎfl ÔÎ‡ÌÂÚÓË‰‡ ‡ÁÏÂÓÏ Ò å‡Ò.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÓÒÏÓÎÓ„ËË
Ë ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË

26.1. êÄëëíéüçàü  Ç  äéëåéãéÉàà

ÇÒÂÎÂÌÌ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÔÓÎÌ˚È ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÍÓÌÚËÌÛÛÏ,
‚ ÍÓÚÓÓÏ Ï˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÏ ‚ÏÂÒÚÂ ÒÓ ‚ÒÂÈ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌÓÈ ‚ ÌÂÏ ˝ÌÂ„ËÂÈ Ë
‚Â˘ÂÒÚ‚ÓÏ.

äÓÒÏÓÎÓ„Ëfl Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl ËÁÛ˜ÂÌËÂÏ ÍÛÔÌÓÏ‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ.
ëÔÂˆËÙË˜ÂÒÍËÏË ÔÓ·ÎÂÏ‡ÏË ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏ‡ÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÁÓÚÓÔËfl
‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ (‚ ÍÛÔÌÂÈ¯ÂÏ Ï‡Ò¯Ú‡·Â ‚ÒÂÎÂÌÌ‡fl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÔÓ ‚ÒÂÏ
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ, Ú.Â. ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ‚‡˘ÂÌËflÏ), Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸
‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ (Î˛·˚Â ËÁÏÂflÂÏ˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ ÔÓ‚Ò˛‰Û, Ú.Â.
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÔÂÂÌÓÒ‡Ï), ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ, ÒÓ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
‚Â˘ÂÒÚ‚‡ Ë ‡ÌÚË‚Â˘ÂÒÚ‚‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚ „‡Î‡ÍÚËÍ‡ı.

Ç 1929 „. ï‡··Î ÓÚÍ˚Î, ˜ÚÓ „‡Î‡ÍÚËÍË Ó·Î‡‰‡˛Ú ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï Í‡ÒÌ˚Ï
ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ, Ú.Â. ‚ÒÂ „‡Î‡ÍÚËÍË, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ·ÎËÁÎÂÊ‡˘Ëı „‡Î‡ÍÚËÍ
ÚËÔ‡ ÄÌ‰ÓÏÂ‰˚, Û‰‡Îfl˛ÚÒfl ÓÚ åÎÂ˜ÌÓ„Ó èÛÚË. àÒıÓ‰fl ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ äÓÔÂÌËÍ‡
(Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ Ï˚ ÌÂ Ì‡ıÓ‰ËÏÒfl ‚ ÓÒÓ·ÓÏ ÏÂÒÚÂ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ), ÏÓÊÌÓ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ÒÂ
„‡Î‡ÍÚËÍË Ú‡ÍÊÂ Û‰‡Îfl˛ÚÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡, Ú.Â. Ï˚ ÊË‚ÂÏ ‚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÏ,
‡Ò¯Ëfl˛˘ÂÏÒfl ÏËÂ Ë ˜ÂÏ ‰‡Î¸¯Â ÓÚ Ì‡Ò Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl „‡Î‡ÍÚËÍ‡, ÚÂÏ ·˚ÒÚÂÂ ÓÌ‡
‰‚ËÊÂÚÒfl (˝ÚÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÂÔÂ¸ Á‡ÍÓÌÓÏ ï‡··Î‡ (Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl). èÓÚÓÍÓÏ
ï‡··Î‡ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·˘ÂÂ ‡Á·Â„‡ÌËÂ „‡Î‡ÍÚËÍ Ë ÒÍÓÔÎÂÌËÈ „‡Î‡ÍÚËÍ ‚
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‡Ò¯ËÂÌËfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ. éÌÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÔÓ ‡‰Ë‡Î¸Ì˚Ï Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ
ÓÚ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl Ë ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl Á‡ÍÓÌÛ Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl. É‡Î‡ÍÚËÍË ÏÓ„ÛÚ
ÔÂÓ‰ÓÎÂ‚‡Ú¸ ˝ÚÓ ‡Ò¯ËÂÌËÂ ‚ Ï‡Ò¯Ú‡·‡ı, ÏÂÌ¸¯Ëı, ˜ÂÏ ÒÍÓÔÎÂÌËfl „‡Î‡ÍÚËÍ,
Ó‰Ì‡ÍÓ ÒÍÓÔÎÂÌËfl „‡Î‡ÍÚËÍ ‚ÒÂ„‰‡ ·Û‰ÛÚ ÒÚÂÏËÚ¸Òfl Í ‡Á·Â„‡ÌË˛ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò
Á‡ÍÓÌÓÏ Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl.

Ç ÍÓÒÏÓÎÓ„ËË ÔÂÓ·Î‡‰‡˛˘ÂÈ Ì‡Û˜ÌÓÈ ÚÂÓËÂÈ Ó ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËË Ë ÙÓÏÂ
‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÂÓËfl "·ÓÎ¸¯Ó„Ó ‚Á˚‚‡". ç‡·Î˛‰ÂÌËÂ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ „‡Î‡ÍÚËÍË
Í‡ÊÛÚÒfl Û‰‡Îfl˛˘ËÏËÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡, ÏÓÊÌÓ ÒÓ‚ÏÂÒÚËÚ¸ Ò Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËÂÈ
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ë ˝ÍÒÚ‡ÔÓÎËÓ‚‡Ú¸ ÒÓÒÚÓflÌËÂ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ‚ Ó·‡ÚÌÓÏ ÓÚÒ˜ÂÚÂ
‚ÂÏÂÌË. éÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ˝ÚÓÈ ÏÂÚÓ‰ËÍÂ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÔÓ ÏÂÂ
Û‰‡ÎÂÌËfl ‚ ÔÓ¯ÎÓÂ ‚ÒÂÎÂÌÌ‡fl ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÎÓÚÌÂÂ Ë ÂÂ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ Û‚ÂÎË˜Ë-
‚‡ÂÚÒfl. Ç ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ËÚÓ„Â ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸, ÔË ÍÓÚÓÓÈ
‚ÒÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ò‚Ó‰flÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ‡ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛Ú ‰Ó
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. íÂÏËÌ "·ÓÎ¸¯ÓÈ ‚Á˚‚" ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ÌÂÍÓÈ
„ËÔÓÚÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚Ó ‚ÂÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÂ Ì‡˜‡ÎÓÒ¸ ‡Ò¯ËÂÌËÂ ‚ÒÂ-
ÎÂÌÌÓÈ. ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚ı ËÁÏÂÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‡Ò¯ËÂÌËfl ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ
‚ÂÏfl ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ‡‚ÂÌ 13,7 ± 0,2 ÏÎ‰ ÎÂÚ. ùÚÓÚ
ÔÂËÓ‰ ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ ·ÓÎ¸¯Â, ÂÒÎË ‡Á·Â„‡ÌËÂ, Í‡Í ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎÓÒ¸ ÌÂ‰‡‚ÌÓ, Ë‰ÂÚ Ò
ÛÒÍÓÂÌËÂÏ. ÑÓÙ‡Ò Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ‰‡ÌÌ˚ı Ó· ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÏ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËË Û‡Ì‡ Ë ÚÓËfl
‚ ıÓÌ‰ËÚÓ‚˚ı ÏÂÚÂÓËÚ‡ı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎ [Dau05], ˜ÚÓ ‚ÒÂÎÂÌÌ‡fl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÛÊÂ
14,5 ± 2 ÏÎ‰ ÎÂÚ.
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Ç ÍÓÒÏÓÎÓ„ËË (ËÎË, ÚÓ˜ÌÂÂ, ‚ ÍÓÒÏÓ„‡ÙËË, Ì‡ÛÍÂ Ó· ËÁÏÂÂÌËË ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ)
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓ„Ó ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı ‡Ò¯Ëfl˛˘ÂÈÒfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ËÊÛ˘ËÏËÒfl
Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË ÔÓÒÚÓflÌÌÓ ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl, Ë ‰Îfl Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎÂÈ Ì‡ áÂÏÎÂ ÒÏÓÚÂÚ¸ ‚‰‡Î¸
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÏÓÚÂÚ¸ ‚ ÔÓ¯ÎÓÂ. é·˙Â‰ËÌfl˛˘ËÏ Ù‡ÍÚÓÓÏ ÔË ˝ÚÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ,
˜ÚÓ ‚ÒÂ ÏÂ˚ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ú‡Í ËÎË ËÌ‡˜Â ÓˆÂÌË‚‡˛Ú ‡Á‰ÂÎÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·˚ÚËflÏË
ÔÓ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓ ÌÛÎÂ‚˚Ï Ú‡ÂÍÚÓËflÏ, Ú.Â. Ú‡ÂÍÚÓËflÏ ÙÓÚÓÌÓ‚, Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡˛˘ËıÒfl
‚ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ˝ÚÓ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‚˚ıÓ‰fl˘ÂÂ ‰‡ÎÂÍÓ Á‡ ÔÂ‰ÂÎ˚ Ì‡¯ÂÈ „‡Î‡ÍÚËÍË.

ÉÂÓÏÂÚËfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl fl‰ÓÏ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚:
Ô‡‡ÏÂÚÓÏ ‡Ò¯ËÂÌËfl (ËÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl) ‡, ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ
ï‡··Î‡ ç, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ρ Ë ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ρcrit (ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛, Ó·ÛÒÎÓ‚-
ÎË‚‡˛˘ÂÈ ÔÂÍ‡˘ÂÌËÂ ‡Ò¯ËÂÌËfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ Ë, ‚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ Ò˜tÚÂ, ÂÂ Ó·‡ÚÌ˚È
ÍÓÎÎ‡ÔÒ), ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Λ, ÍË‚ËÁÌÓÈ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ k. åÌÓ„ËÂ ËÁ ˝ÚËı
‚ÂÎË˜ËÌ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflÏË ‚ ‡ÏÍ‡ı ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ
ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎË. ç‡Ë·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÏË ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏË ÏÓ‰ÂÎflÏË
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚÍ˚Ú‡fl Ë Á‡Í˚Ú‡fl ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ÏÓ‰ÂÎË îË‰Ï‡ÌÌ‡–ãÂÏÂÚ‡ Ë
ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡-‰Â ëËÚÚÂ‡ (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl
ÏÓ‰ÂÎ¸ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ‰Â ëËÚÚÂ‡, ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl
ÏÓ‰ÂÎ¸ ù‰‰ËÌÚÓÌ‡-ãÂÏÂÚ‡). äÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡–‰Â ëËÚÚÂ‡
ËÒıÓ‰ËÚ ËÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ÒÂÎÂÌÌ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, ËÁÓÚÓÔÌÓÈ, ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌ-
ÌÛ˛ ÍË‚ËÁÌÛ Ò ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Λ Ë ‰‡‚ÎÂÌËÂÏ ê. ÑÎfl ÔÓÒ-

ÚÓflÌÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ å  H G2 8

3
= π ρ,  t H a

R

GM
t

C

= = 





−2

3

1 9

2
1

1 3
2 3, ,

/
/  „‰Â

G = 6,67 × 10–11 Ï3/Í„–1/Ò–2 – „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, R kC = −| | /1 2  – ‡·ÒÓÎ˛Ú-
ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡‰ËÛÒ‡ ÍË‚ËÁÌ˚ Ë t – ‚ÓÁ‡ÒÚ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ.

è‡‡ÏÂÚ ‡Ò¯ËÂÌËfl a  = a (t) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl,
Ò‚flÁ˚‚‡˛˘ËÏ ‡ÁÏÂ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ R = R(t) ‚Ó ‚ÂÏÂÌË t Ò ‡ÁÏÂÓÏ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ
R0 = R(t0) ‚Ó ‚ÂÏÂÌË t0, ÔÓ Í‡ÍÓÏÛ R = aR0. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl Â„Ó Ó·˚˜ÌÓ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛Ú ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï Ò a(tobser) = 1, „‰Â tobser – ÚÂÍÛ˘ËÈ ‚ÓÁ‡ÒÚ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ.

äÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ï‡··Î‡ ç – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ÒÍÓÓÒÚ¸˛
‡Ò¯ËÂÌËfl v Ë ‡ÁÏÂ‡ÏË ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ R, Ú.Â. v = HR. ùÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚‡Ê‡ÂÚ Á‡ÍÓÌ

ï‡··Î‡ (Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl) Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ ï‡··Î‡ H
a t

a t
= ′( )

( )
. íÂÍÛ˘ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ

ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ï‡··Î‡, ÔÓ ÌÂ‰‡‚ÌËÏ ÓˆÂÌÍ‡Ï, ‡‚ÌÓ H 0 = 71 ± 4 ÍÏÒ–1 åÔÍ–1, „‰Â
ÌËÊÌËÈ ËÌ‰ÂÍÒ 0 ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÛ˛ ˝ÔÓıÛ, Ú‡Í Í‡Í ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ç
ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ. ÇÂÏfl ï‡··Î‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï‡··Î‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í

t
HH = 1

0

 Ë D
c

HH =
0

 (Á‰ÂÒ¸ Ò – ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

èÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ï‡ÒÒ˚ ρ (‡‚Ì‡fl ρ0 ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘Û˛ ˝ÔÓıÛ) Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÍÓÈ
ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Λ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÏË ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ÏË ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ. àı ÏÓÊÌÓ

ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ΩM Ë ΩΛ: Í‡Í ΩM
G

H
= 8

3
0

0
3

π ρ
,

Ω Λ
Λ =

3 0
3H

.  íÂÚËÈ Ô‡‡ÏÂÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ΩR ËÁÏÂflÂÚ "ÍË‚ËÁÌÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡" Ë

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ ËÁ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ΩM + ΩΛ + ΩR = 1.
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ùÚËÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ‚ ÔÓÎÌÓÈ ÏÂÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl „ÂÓÏÂÚËfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡
Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡, ËÁÓÚÓÔÌ‡ Ë ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì‡.

ëÍÓÓÒÚ¸ „‡Î‡ÍÚËÍË ËÁÏÂflÂÚÒfl ÔÓ ‰ÓÔÎÂÓ‚ÒÍÓÏÛ Ò‰‚Ë„Û, Ú.Â. ˝ÙÙÂÍÚÛ ÔÓ
Ù‡ÍÚÛ ËÁÏÂÌÂÌËfl ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ ËÒÔÛÒÍ‡ÂÏÓ„Ó Ò‚ÂÚÓ‚Ó„Ó ËÁÎÛ˜ÂÌËfl ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË
ÓÚ ‰‚ËÊÂÌËfl ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡. êÂÎflÚË‚ËÒÚÒÍ‡fl ÙÓÏ‡ ‰ÓÔÎÂÓ‚ÒÍÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
‰Îfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ‰‚ËÊÛ˘ËıÒfl Ò Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛: ÓÌ‡ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‡Í

  

λ
λ

obser

emit

,= +
−

c

c

v
v

 „‰Â λemit – ‰ÎËÌ‡ ËÒÔÛÒÍ‡ÂÏÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë λobser – Ò‰‚ËÌÛÚ‡fl Ì‡·Î˛-

‰‡ÂÏ‡fl ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚. ê‡ÁÌËˆ‡ ‰ÎËÌ ‚ÓÎÌ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÏÛ ËÒÚÓ˜ÌËÍÛ
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‡ÒÌ˚Ï ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ (ÂÒÎË ËÒÚÓ˜ÌËÍ Û‰‡ÎflÂÚÒfl) Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ·ÛÍ-
‚ÓÈ z. êÂÎflÚË‚ËÒÚÒÍÓÂ Í‡ÒÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ z ‰Îfl ˜‡ÒÚËˆ˚ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

    
z = = − = +

−
−∆λ

λ
λ
λ

obser

emit

obser

emit

.1 1
c

c

v
v

äÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ Í‡ÒÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò Ô‡‡ÏÂÚÓÏ

‡Ò¯ËÂÌËfl 
  
a a t

a t

a t
= + =( ) :

( )

( )
.obser

emit

z 1  á‰ÂÒ¸ a t( )obser  fl‚ÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡

‡Ò¯ËÂÌËfl ‚ ÔÂËÓ‰ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÔËıÓ‰fl˘Â„Ó ÓÚ Ó·˙ÂÍÚ‡ Ò‚ÂÚ‡, ‡ temit – ÁÌ‡˜Â-
ÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡ ‡Ò¯ËÂÌËfl ‚ ÔÂËÓ‰ Â„Ó ËÁÎÛ˜ÂÌËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï‡··Î‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï‡··Î‡ ÂÒÚ¸ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡

D
c

HH = = ≈ × ≈ ×
0

64220 1 3 10åÔÍ Ï 1,377 1010,  Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ,

„‰Â Ò – ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡ Ë H0 = 71 ± 4 ÍÏÒ–1 åÔÍ–1  – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ï‡··Î‡.
ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó ÍÓÒÏË˜ÂÒÍÓ„Ó Ò‚ÂÚÓ‚Ó„Ó „ÓËÁÓÌÚ‡, ÍÓÚÓ˚Ï

Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡È ‚Ë‰ËÏÓÈ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ, Ú.Â. ‡‰ËÛÒ ÒÙÂ˚, ˆÂÌÚÓÏ ÍÓÚÓÓÈ
fl‚ÎflÂÚÒfl áÂÏÎfl, ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚ¸˛ ÓÍÓÎÓ 13,7 ÏÎ‰ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ. ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÂÚÓÒÔÂÍÚË‚Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÚÓÌÓÏ˚, Ì‡·Î˛-
‰‡˛˘ËÂ Û‰‡ÎÂÌÌ˚Â Ó·˙ÂÍÚ˚, Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍË "ÒÏÓÚflÚ Ì‡Á‡‰" ‚ ËÒÚÓË˛ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ.

ÑÎfl ÌÂ·ÓÎ¸¯Ó„Ó v/c ËÎË Ï‡ÎÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d ‚ ‡Ò¯Ëfl˛˘ÂÈÒfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ Ë ‚ÒÂ ÏÂ˚ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, Ì‡ÔËÏÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ Û„ÎÓ‚Ó„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡, ÙÓÚÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë Ú.Ô., ÒıÓ‰flÚÒfl Í
Ó‰ÌÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛. ÇÁfl‚ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆË˛, ÔÓÎÛ˜ËÏ d = zDH, „‰Â z – Í‡ÒÌÓÂ
ÒÏÂ˘ÂÌËÂ. é‰Ì‡ÍÓ ˝Ú‡ ÙÓÏÛÎ‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÌÂ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ
Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl
Ç ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË "·ÓÎ¸¯Ó„Ó ‚Á˚‚‡" ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÒÓ‚ÏÂÒÚ-

ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl, „‰Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÔË‚flÁ‡Ì‡ Í ÒÂ‰ÌÂÏÛ
ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌË˛ „‡Î‡ÍÚËÍ. í‡Í‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÂÌÂ·Â˜¸
Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ‚ÂÏÂÌË Ë ‡Ò¯ËÂÌËfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ, Ë ÙÓÏ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ÍÓÒÏÓÎÓ-
„Ë˜ÂÒÍËÏ ‚ÂÏÂÌÂÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl (ËÎË ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÍÓÒÏÓ-
ÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ χ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó
‰‚ËÊÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ Ó‰ÌÓ Ë ÚÓ ÊÂ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ
‚ÂÏfl, Ú.Â. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË ‚Ó ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ, ÍÓÚÓÓÂ
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ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂËÁÏÂÌÌ˚Ï ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÔÓıË, ÂÒÎË Ó·‡ Ó·˙ÂÍÚ‡ ‰‚ËÊÛÚÒfl ‚ ÔÓÚÓÍÂ
ï‡··Î‡. ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ËÁÏÂÂÌÌÓÂ Ï‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍÓÈ ‚ ÏÓÏÂÌÚ
Ëı Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl (ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ), ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Ì‡ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚
Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ‚ ËÒıÓ‰Ì˚È ÚÂÍÛ˘ËÈ ÔÂËÓ‰˚. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ˝ÚÓ
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÛÏÌÓÊÂÌÌÓÂ Ì‡ (1 + z), „‰Â z – Í‡ÒÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ:

  
d x y d x y

a t

a t
d x ycomov proper

obser

emit
proper( , ) ( , )

( )

( )
( , ) ( ).= ⋅ = ⋅ +1 z

ÇÓ ‚ÂÏfl tobser, Ú.Â. ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘Û˛ ˝ÔÓıÛ, a = a(tobser) = 1 Ë d = dproper, Ú.Â. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ÒÓ·˚ÚËflÏË (Ò ·ÎËÁÍËÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË
Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËfl) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û
ÌËÏË. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰Îfl ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË t ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d
d

a tcomov
proper

( )
.=

èÓÎÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ ÎËÌËË ÔflÏÓÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË DC ÓÚ
áÂÏÎË ‰Ó Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı dcomov(x, y) ÏÂÊ‰Û ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ÒÓ·˚ÚËflÏË ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡ ‚ÂÏÂÌË,
Ì‡˜ËÌ‡fl Ò ‚ÂÏÂÌË temit, ÍÓ„‰‡ Ò‚ÂÚ ·˚Î ËÁÎÛ˜ÂÌ Ó·˙ÂÍÚÓÏ, ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ tobser, ÍÓ„‰‡
ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÎÓÒ¸ Ì‡·Î˛‰ÂÌËÂ Ó·˙ÂÍÚ‡:

D
cdt

a tC

t

= ∫
t emit

obser

( )
.

ç‡ flÁ˚ÍÂ Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ DC ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡
‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı dcomov (x, y)
ÏÂÊ‰Û ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ÒÓ·˚ÚËflÏË ‚‰ÓÎ¸ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓ„Ó ÎÛ˜‡ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ z = 0 ‰Ó Ó·˙ÂÍ-

Ú‡:  D D
d

EC H= ∫ z
z

z

( )
,

0

  „‰Â  D H  ÂÒÚ¸  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ  ï‡··Î‡,  Ë   E M( ) ( ( )z z= + +Ω 1 3

  + + +Ω ΩΛR( ) ) ./1 2 1 2z
Ç ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌ-

Ú‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÓÒÏÓÎÓ„ËË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ‰Û„ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÓ„ÛÚ
·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌ˚ ˜ÂÂÁ ÌÂ„Ó.

ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ËÎË ÙËÁË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, Ó‰ËÌ‡Ì˚Ï ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ÒÓ·˚ÚËflÏË ‚ ÒËÒÚÂÏÂ, ‚
ÍÓÚÓÓÈ ÓÌË ÔÓËÒıÓ‰flÚ ‚ Ó‰ÌÓ ‚ÂÏfl. ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·Û‰ÂÚ ËÁÏÂflÚ¸Òfl Ï‡Ò¯Ú‡·-
ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍÓÈ ‚ ÏÓÏÂÌÚ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó
‚ÂÏÂÌË t ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

dproper(x, y) = dcomov · a(t),

„‰Â dcomov – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl Ë a (t) – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ï‡Ò¯Ú‡-
·ËÓ‚‡ÌËfl.

Ç ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÛ˛ ˝ÔÓıÛ (Ú.Â. ‚Ó ‚ÂÏfl tobser) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ a = a(tobser) = 1 Ë
dproper = dcomov. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË
ÒÓ·˚ÚËflÏË (Ú.Â. ÒÓ·˚ÚËflÏË Ò ·ÎËÁÍËÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl ËÎË ‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl) fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ËÁÏÂflÚ¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÒÓ·˚ÚËflÏË ÒÂ„Ó‰Ìfl, ÂÒÎË ˝ÚË ‰‚Â ÚÓ˜ÍË Ò‚flÁ‡Ì˚ ÔÓÚÓÍÓÏ ï‡··Î‡.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ÔÓÔÂÂ˜-

ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl, ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Û„ÎÓ‚Ó„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡) D M Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡, ÍÓÚÓÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ
‡ÍÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË (‚ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÔÓ ‚ÂÏÂÌË) Ó·˙ÂÍÚ‡ Í Â„Ó
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ‰‚ËÊÂÌË˛ (‚ ‡‰Ë‡Ì‡ı Á‡ Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË). éÌÓ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‡Í

D

D D D

D

D D D

M

H
R

R C H R

C R

H
R

R C H R

=

>

=

<













1
0

0
1

0

Ω
Ω Ω

Ω

Ω
Ω Ω

sinh( / ), ,

, ,

sin ( | | / ), ,

„‰Â DH – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï‡··Î‡ Ë D C – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ ÎËÌËË
ÔflÏÓÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË. ÑÎfl Ω Λ = 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ (z – Í‡ÒÌÓÂ
ÒÏÂ˘ÂÌËÂ):

 
D DM H

M M M

M

=
− − − − +

+
2 2 1 2 1

12

( ( ) ( ) )

( )
.

Ω Ω Ω
Ω
z z

z

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl DM ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó
‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓ ÎËÌËË ÔflÏÓÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË DC ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÍË‚ËÁÌ‡
‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÓ·˚ÚËflÏË
ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı Í‡ÒÌÓÏ ÒÏÂ˘ÂÌËË ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËË, ÌÓ ‡ÁÌÂÒÂÌÌ˚ÏË ÔÓ ÌÂ·ÓÒ‚Ó‰Û
Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚È Û„ÓÎ δθ, ‡‚ÌÓ DMδθ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ DM Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ÙÓÚÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ DL Í‡Í 
  
D

D
M

L=
+1 z

 Ë Ò

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Û„ÎÓ‚Ó„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ DA Í‡Í D DM A= +( ) .1 z

îÓÚÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
îÓÚÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ DL ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó

Ó·˙ÂÍÚ‡, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ S Ë flÍÓÒÚ¸˛ L:

D
L

SL =
4π

.

Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl DM Í‡Í

  D DL M= +( )1 z  Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Û„ÎÓ‚Ó„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ DL Í‡Í  D DL A= +( ) ,1 2z  „‰Â z –
Í‡ÒÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ.

îÓÚÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Û˜ËÚ˚‚‡ÂÚ ÚÓ Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó, ˜ÚÓ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ‡fl
Ò‚ÂÚËÏÓÒÚ¸ ÓÒÎ‡·ÎÂÌ‡ Ù‡ÍÚÓ‡ÏË ÂÎflÚË‚ËÒÚÒÍÓ„Ó Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ë ‰ÓÔÎÂ-
Ó‚ÒÍÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl, Í‡Ê‰˚È ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ‰‡ÂÚ (1 + z) – ÓÒÎ‡·ÎÂÌËÂ:

 
L

L
obser

emit

( )
=

+1 2z

ëÍÓÂÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÙÓÚÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ′DL  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
′ =

+
D

D
L

L

1 z
.
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åÓ‰ÛÎ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËfl

åÓ‰ÛÎ˛Ò ‡ÒÒÚÓflÌËfl DM ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í DM
D

pc
L=







5
10

ln , „‰Â DL – ÙÓÚÓ-

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ. åÓ‰ÛÎ˛Ò ‡ÒÒÚÓflÌËfl – ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ
‚ÂÎË˜ËÌÓÈ Ë Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡. åÓ‰ÛÎ˛Ò˚
‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ‚˚‡ÊÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‰Ó ‰Û„Ëı „‡Î‡ÍÚËÍ.
í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÓ‰ÛÎ˛Ò ‡ÒÒÚÓflÌËfl „‡Î‡ÍÚËÍË ÅÓÎ¸¯Ó„Ó å‡„ÂÎÎ‡ÌÓ‚‡ é·Î‡Í‡
ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ 18,5; „‡Î‡ÍÚËÍË ÄÌ‰ÓÏÂ‰‡ – 24,5; ÒÍÓÔÎÂÌËÂ ÑÂ‚˚ ËÏÂÂÚ ÏÓ‰ÛÎ˛Ò
‡ÒÒÚÓflÌËfl, ‡‚Ì˚È 31,7.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Û„ÎÓ‚Ó„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Û„ÎÓ‚Ó„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚË) DA

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÔÂÂ˜ÌÓ„Ó ‡ÁÏÂ‡ Ó·˙ÂÍÚ‡ Í Â„Ó Û„ÎÓ‚ÓÏÛ ‡ÁÏÂÛ
(‚ ‡‰Ë‡Ì‡ı). éÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Û„ÎÓ‚˚ı ‡Á‰ÂÎÂÌËÈ ‚ ÚÂÎÂÒÍÓ-
ÔË˜ÂÒÍËı ËÁÓ·‡ÊÂÌËflı ‚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡. ëÔÂˆËÙËÍ‡ ˝ÚÓ„Ó
‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÓÌÓ ÌÂ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ÔË z →∞, ÓÌÓ
Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ÛÏÂÌ¸¯‡Ú¸Òfl ÔË z ~1, Ë ÔÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ·ÓÎÂÂ Û‰‡ÎÂÌÌ˚Â Ó·˙ÂÍÚ˚ ‚Ë‰flÚÒfl
Í‡Í ËÏÂ˛˘ËÂ ·ÓÎ¸¯ËÂ Û„ÎÓ‚˚Â ‡ÁÏÂ˚. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Û„ÎÓ‚Ó„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl D M  Í‡Í D
D

A
M=

+1 z
 Ë ÙÓÚÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ DL Í‡Í

D
D

A
L=

+( )
,

1 2z

„‰Â z – Í‡ÒÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ.
ÖÒÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Û„ÎÓ‚Ó„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ Ì‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË ‰Ë‡ÏÂÚ‡ Ó·˙ÂÍ-

Ú‡ Í‡Í ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Û„Î‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl (Û„ÓÎ × ‡ÒÒÚÓflÌËÂ), ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ËÁ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÔÎÓ˘‡‰Ë Ó·˙ÂÍÚ‡ Í‡Í ÔÓËÁ-
‚Â‰ÂÌËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Û„Î‡ Ë Í‚‡‰‡Ú‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÚÂÎÂÒÌ˚È Û„ÓÎ × ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ2).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚ÂÚÓ‚Ó„Ó ÔÛÚË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ò‚ÂÚÓ‚Ó„Ó ÔÛÚË (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË Ò‚ÂÚÓ‚Ó„Ó ÔÛÚË) Dlt

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í
D c t tlt = −( ),obser emit  „‰Â tobser  – ‚ÂÏfl, ÍÓ„‰‡ Ó·˙ÂÍÚ Ì‡·Î˛‰‡ÎÒfl, Ë temit  – ‚ÂÏfl,
ÍÓ‰‡ Ò‚ÂÚ ·˚Î ËÁÎÛ˜ÂÌ Ó·˙ÂÍÚÓÏ.

ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Â‰ÍÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÒ¸Ï‡ ÚÛ‰ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‚ÂÏfl
temit  – ‚ÓÁ‡ÒÚ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl Ò‚ÂÚ‡, ÍÓÚÓ˚È Ï˚ ‚Ë‰ËÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒ‡ DP Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó

Ó·˙ÂÍÚ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ËÁÏÂÂÌËÂÏ Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒÓ‚, Ú.Â. Í‡ÊÛ˘ËıÒfl ËÁÏÂÌÂÌËÈ ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËfl Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡ ÌÂ·ÓÒ‚Ó‰Â ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl Ò áÂÏÎÂÈ
‚ÓÍÛ„ ëÓÎÌˆ‡.

äÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÈ Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒ ËÁÏÂflÂÚÒfl Í‡Í ‡ÁÌÓÒÚ¸ Û„ÎÓ‚ ÎËÌËË ‚Ë‰ËÏÓÒÚË
Ó·˙ÂÍÚ‡ ËÁ ‰‚Ûı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ‰Ë‡ÏÂÚ‡ Ó·ËÚ˚ áÂÏÎË, ÍÓÚÓ‡fl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚
Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÔÓÌÓÈ ÎËÌËË. ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÓÔÓÌÓÈ ÎËÌËË Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒ α – β Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ
‡ÒÒÚÓflÌËfl Ë, ÁÌ‡fl Â„Ó Ë ‰ÎËÌÛ ÓÔÓÌÓÈ ÎËÌËË (‰‚Â ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Â‰ËÌËˆ˚ AU,
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„‰Â AU ≈ 150 ÏÎÌ ÍÏ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ëÓÎÌˆÂÏ Ë áÂÏÎÂÈ), ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Á‚ÂÁ‰˚
ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

DP =
−
2

α β
,

„‰Â DP – ‚˚‡ÊÂÌÓ ‚ Ô‡ÒÂÍ‡ı, ‡ α  Ë β – ‚ ‡ÍÒÂÍÛÌ‰‡ı.
Ç ‡ÒÚÓÌÓÏËË "Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒ" ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Ó·˚˜ÌÓ „Ó‰Ó‚ÓÈ Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒ , ÍÓÚÓ˚È

fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÁÌËˆÂÈ ‚ Û„Î‡ı Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Á‚ÂÁ‰˚ ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ áÂÏÎË Ë ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚
ëÓÎÌˆ‡. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Á‚ÂÁ‰˚ (‚ Ô‡ÒÂÍ‡ı) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

D
pP = 1

äËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
äËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó „‡Î‡ÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ÍÓÚÓÓÂ

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‚‡˘ÂÌËfl „‡Î‡ÍÚËÍË, ÍÓ„‰‡ ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ ‡‰Ë‡Î¸Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÒÚÓ˜-
ÌËÍ‡. çÂÓ‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚ¸ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ (ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Ì‡¯ÂÈ
„‡Î‡ÍÚËÍÂ), ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚‰ÓÎ¸ ‰‡ÌÌÓÈ ÎËÌËË ‚Ë‰ËÏÓÒÚË Í‡Ê‰ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚ÛÏ ‡ÒÒÚÓflÌËflÏ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó Û‰‡ÎÂÌÌ˚ı ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í‡Ò‡ÌËfl.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÔÓ·ÎÂÏ‡ Â¯‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı „‡Î‡ÍÚË˜ÂÒÍËı Â„ËÓÌÓ‚ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ
ËÁÏÂÂÌËfl Ëı ÒÔÂÍÚ‡ ÔÓ„ÎÓ˘ÂÌËfl ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË ÏÂÊ‰Û Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎÂÏ Ë
Â„ËÓÌÓÏ ËÏÂÂÚÒfl ÏÂÊÁ‚ÂÁ‰ÌÓÂ Ó·Î‡ÍÓ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‡‰‡‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ‡‰‡‡ DR Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍ-

Ú‡, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡‰‡‡.
ê‡‰ËÓÎÓÍ‡ˆËÓÌÌ˚È ÒË„Ì‡Î – Ó·˚˜ÌÓ ‚˚ÒÓÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌ˚È ‡‰ËÓËÏÔÛÎ¸Ò, ÔÓÒ˚-

Î‡ÂÏ˚È ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÍÓÓÚÍÓ„Ó ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ ‚ÂÏÂÌË. èË ‚ÒÚÂ˜Â Ò ÔÓ‚Ó‰fl˘ËÏ
Ó·˙ÂÍÚÓÏ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ˝ÌÂ„ËË ÓÚ‡Ê‡ÂÚÒfl ÓÚ ÌÂ„Ó Ó·‡ÚÌÓ Ë ÔËÌË-
Ï‡ÂÚÒfl ‡‰ËÓÎÓÍ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡‰ËÓ‚ÓÎÌ˚ ‚ ‚ÓÁ‰ÛıÂ ‡ÒÔÓÒÚ-
‡Ìfl˛ÚÒfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ò ÚÓÈ ÊÂ ÒÍÓÓÒÚ¸˛, ˜ÚÓ Ë ‚ ‚‡ÍÛÛÏÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ DR ‰Ó
Ó·Ì‡ÛÊÂÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÔÓ ‚ÂÏÂÌÌÓÏÛ ËÌÚÂ‚‡ÎÛ t ÏÂÊ‰Û
ÔÂÂ‰‡ÌÌ˚Ï Ë ‚ÓÁ‚‡ÚË‚¯ËÏÒfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡ÏË ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

D ctR = 1

2
,

„‰Â Ò – ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡.

ãÂÒÚÌËˆ‡ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
ÑÎfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‰Ó ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ò‚ÓÂ„Ó

Ó‰‡ "ÎÂÒÚÌËˆ‡" ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚; Í‡Ê‰˚È ËÁ ÌËı Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl
ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ‡ Í‡Ê‰˚È ÏÂÚÓ‰, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È
‰Îfl ·ÓÎ¸¯Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ·‡ÁËÛÂÚÒfl Ì‡ ‰‡ÌÌ˚ı, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‚ ıÓ‰Â ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı
˝Ú‡ÔÓ‚.

àÒıÓ‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÁÌ‡ÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ áÂÏÎË ‰Ó ëÓÎÌˆ‡; ˝ÚÓ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ (AU) Ë ‡‚ÌÓ ÔËÏÂÌÓ 150 ÏÎÌ ÍÏ.
äÓÔÂÌËÍ ·˚Î ÔÂ‚˚Ï, ÍÚÓ Ò‰ÂÎ‡Î (Dobovolutionibus, 1543) ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÓ-
‰ÂÎ¸ CÓÎÌÂ˜ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ÓÒÌÓ‚˚‚‡flÒ¸ Ì‡ ‰‡ÌÌ˚ı, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‚ ‰Â‚ÌËÂ ‚ÂÏÂÌ‡.
ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ÌÛÚË CÓÎÌÂ˜ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁÏÂfl˛ÚÒfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ò‡‚ÌÂÌËfl ‚ÂÏÂÌ-
Ì˚ı ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ ÏÂÊ‰Û ËÁÎÛ˜‡ÂÏ˚ÏË ‡‰ËÓÎÓÍ‡ˆËÓÌÌ˚ÏË ‡‰ËÓËÏÔÛÎ¸Ò‡ÏË Ë Ëı
ÓÚ‡ÊÂÌËflÏË ÓÚ ÔÎ‡ÌÂÚ ËÎË ‡ÒÚÂÓË‰Ó‚. ëÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Â ÏÓ‰ÂÎË ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ‚˚ÒÓ-
ÍÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ËÁÏÂÂÌËÈ.
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ëÎÂ‰Û˛˘‡fl ÒÚÛÔÂÌ¸Í‡ ÎÂÒÚÌËˆ˚ ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ ÒÂ·fl ÔÓÒÚ˚Â „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ
ÏÂÚÓ‰˚; ÓÌË ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÔÓ‰‚ËÌÛÚ¸Òfl ‚ÔÂÂ‰ Ì‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒÓÚÂÌ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Ëı Á‚ÂÁ‰ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÁÏÂÂÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ëı Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒÓ‚;
ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ó·ËÚÛ áÂÏÎË ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÔÓÌÓÈ ÎËÌËË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Á‚ÂÁ‰ ÏÓÊÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËË. Ñ‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ËÏÂÂÚ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ÓÍÓÎÓ 1% Ì‡
‰‡Î¸ÌÓÒÚË ‰Ó 50 Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ Ë ÓÍÓÎÓ 10% Ì‡ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË ‰Ó 500 Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ.

ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ‰‡ÌÌ˚ı, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË Ë ‰ÓÔÓÎÌÂÌÌ˚ı
ÙÓÚÓÏÂÚËÂÈ (Ú.Â. ËÁÏÂÂÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ flÍÓÒÚË) Ë ÒÔÂÍÚÓÒÍÓÔËÂÈ, ÏÓÊÌÓ
‰ÓÒÚË„ÌÛÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÒÚÛÔÂÌ¸ÍË Í Á‚ÂÁ‰‡Ï, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Ï Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ‰‡ÎÂÍÓ, ˜ÚÓ
Ëı Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒ˚ ÔÓÍ‡ Â˘Â ÌÂ ÔÓ‰‰‡˛ÚÒfl ËÁÏÂÂÌËflÏ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ flÍÓÒÚ¸ Û·˚‚‡ÂÚ
ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ Í‚‡‰‡ÚÛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Ï˚ ÏÓÊÂÏ, ÂÒÎË ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl
flÍÓÒÚ¸ Á‚ÂÁ‰˚ (Ú.Â. ÂÂ flÍÓÒÚ¸ Ì‡ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÏ ÓÔÓÌÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË 10 ÔÍ) Ë ÂÂ
‚Ë‰ËÏ‡fl flÍÓÒÚ¸ (Ú.Â. ËÒÚËÌÌ‡fl flÍÓÒÚ¸, Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ‡fl Ì‡ áÂÏÎÂ), ÒÍ‡Á‡Ú¸, Í‡Í
‰‡ÎÂÍÓ ÓÚ Ì‡Ò Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ˝Ú‡ Á‚ÂÁ‰‡. ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ flÍÓÒÚË ÏÓÊÌÓ
‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ‰Ë‡„‡ÏÏÓÈ ÉÂˆ¯ÔÛÌ„‡–ê‡ÒÒÂÎ‡: Á‚ÂÁ‰˚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó„Ó ÚËÔ‡
ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ flÍÓÒÚ¸; ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË ËÁ‚ÂÒÚÂÌ ÚËÔ Á‚ÂÁ‰˚ (ÔÓ ˆ‚ÂÚÛ
Ë/ËÎË ÒÔÂÍÚÛ), ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒ˜ËÚ‡Ú¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ÌÂÂ ÏÂÚÓ‰ÓÏ Ò‡‚ÌÂÌËfl ÂÂ ‚Ë‰ËÏÓÈ
flÍÓÒÚË Ò ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ; ÔÓÒÎÂ‰Ìflfl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ËÁ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı
Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒÓ‚ ÒÓÒÂ‰ÌËı Á‚ÂÁ‰.

ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Â˘Â ·ÓÎ¸¯Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‚Ó ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ÚÂ·ÛÂÚÒfl ‰ÓÔÓÎÌË-
ÚÂÎ¸Ì˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ: ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Â Ò‚Â˜Ë, Ú.Â. ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÚËÔÓ‚ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı
Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ëı ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÛ˛ flÍÓÒÚ¸ ÌÂ ÁÌ‡fl
‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Ó ÌËı. èÂ‚Ë˜Ì˚ÏË ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ÏË Ò‚Â˜‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ˆÂÙÂË‰˚. éÌË
ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍË ËÁÏÂÌfl˛Ú Ò‚ÓË ‡ÁÏÂ˚ Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÛ. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û
flÍÓÒÚ¸˛ ˝ÚËı ÔÛÎ¸ÒËÛ˛˘Ëı Á‚ÂÁ‰ Ë ÔÂËÓ‰ÓÏ Ëı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ, Ë ˝ÚÛ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ¸
ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ëı ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ flÍÓÒÚË. ñÂÙÂË‰˚ ÏÓÊÌÓ
Ì‡ÈÚË Ì‡ Û‰‡ÎÂÌËË ‰Ó ÒÍÓÔÎÂÌËfl ÑÂ‚˚ (60 ÏÎÌ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ). Ö˘Â Ó‰ÌËÏ ÚËÔÓÏ
ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ Ò‚Â˜Ë (‚ÚÓË˜Ì˚Â ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Â Ò‚Â˜Ë), ÍÓÚÓ˚Â fl˜Â ˆÂÙÂË‰ Ë
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÓ„ÛÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‰Ó „‡Î‡ÍÚËÍ,
Ì‡ıÓ‰fl˘ËıÒfl Ì‡ Û‰‡ÎÂÌËË ‰‡ÊÂ ÒÓÚÂÌ ÏËÎÎËÓÌÓ‚ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÛÔÂ-
ÌÓ‚˚Â Ë ˆÂÎ˚Â „‡Î‡ÍÚËÍË.

ÑÎfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (ÒÓÚÂÌ ÏËÎÎËÓÌÓ‚ ËÎË ‰‡ÊÂ ÏËÎÎË‡‰Ó‚
Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ) ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ Í‡ÒÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ Ë Á‡ÍÓÌ Í‡ÒÌÓ„Ó
ÒÏÂ˘ÂÌËfl (Á‡ÍÓÌ ï‡··Î‡). é‰Ì‡ÍÓ ÌÂ ÒÓ‚ÒÂÏ flÒÌÓ, ˜ÚÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ Á‰ÂÒ¸ "‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ",
Ë ‚ ÍÓÒÏÓÎÓ„ËË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‡ÁÌÓ‚Ë‰ÌÓÒÚÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (ÙÓÚÓÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Û„ÎÓ‚Ó„Ó
‰Ë‡ÏÂÚ‡ Ë ‰.).

ÑÎfl ‡ÁÌ˚ı ÒËÚÛ‡ˆËÈ ‚ ÍÓÒÏÓÎÓ„ËË ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl Ò‡Ï˚Â ‡ÁÌÓÓ·‡ÁÌ˚Â Ë
ÒÔÂˆËÙË˜ÂÒÍËÂ ÒÔÓÒÓ·˚ ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, Ì‡ÔËÏÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓ„Ó
Ò‚ÂÚ‡, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‰‡‡ ÅÓÌ‰Ë, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚËÔ‡ RR ãË˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
‚ÂÍÓ‚Ó„Ó, ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ë ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒÓ‚.

26.2. êÄëëíéüçàü  Ç  íÖéêàà  éíçéëàíÖãúçéëíà

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ÔÓ åËÌÍÓ‚ÒÍÓÏÛ (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ÔÓ ãÓÂÌˆÛ, ÔÎÓÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl) – Ó·˚˜Ì‡fl „ÂÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ‰Îfl ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡. Ç Ú‡ÍÓÈ
ÏÓ‰ÂÎË ÚË Ó·˚˜Ì˚ı ËÁÏÂÂÌËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‰ÓÔÓÎÌfl˛ÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁÏÂÂÌËÂÏ
‚ÂÏÂÌË Ë ‚ÒÂ ‚ÏÂÒÚÂ Ó·‡ÁÛ˛Ú ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl �1,3 ‚ ÓÚÒÛÚ-
ÒÚ‚ËÂ Úfl„ÓÚÂÌËfl.
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ÇÂÍÚÓ˚ ‚ �1,3 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl 4-‚ÂÍÚÓ‡ÏË (ËÎË ÒÓ·˚ÚËflÏË). éÌË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸
Á‡ÔËÒ‡Ì˚ Í‡Í (Òt, x, y, z), „‰Â ÔÂ‚‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓÈ (Ò – ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡ Ë t – ‚ÂÏfl), ÚÓ„‰‡ Í‡Í ‰Û„ËÂ ÚË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË. Ç ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ˝ÚË
‚ÂÍÚÓ˚ Á‡ÔËÒ˚‚‡Ú¸Òfl Í‡Í (Òt, r, θ, φ). Ç ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÒÙÂË˜ÂÒÍËÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÂÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ‡ ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (Òt, r, θ, φ), „‰Â Ò – ÒÍÓÓÒÚ¸
Ò‚ÂÚ‡, t – ‚ÂÏfl, r – ‡‰ËÛÒ, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚È ËÁ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ ‰‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ Ò
0 ≤ r < ∞ , φ – ‡ÁËÏÛÚ‡Î¸Ì˚È Û„ÓÎ ‚ ıÛ-ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÓÚ ı-ÓÒË ËÁÏÂÂÌÌ˚È Ò 0 ≤
≤ ϕ < 2π (‰ÓÎ„ÓÚ‡), ‡ θ – ÔÓÎflÌ˚È Û„ÓÎ, ËÁÏÂÂÌÌ˚È ÓÚ z-ÓÒË Ò 0 ≤ θ ≤ π (‰ÓÔÓÎ-
ÌÂÌËÂ ¯ËÓÚ˚). 4-ÇÂÍÚÓ˚ ÍÎ‡ÒÒËÙËˆËÛ˛ÚÒfl ÔÓ ÁÌ‡ÍÛ Í‚‡‰‡Ú‡ Ëı ÌÓÏ˚

  || || , .v v v2 2 2 2 2 2= 〈 〉 = − − −c t x y z

éÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË, ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË Ë ËÁÓÚÓÔ-
Ì˚ÏË, ÂÒÎË Í‚‡‰‡Ú˚ Ëı ÌÓÏ˚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚, ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ ËÎË ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÓÚÓÔÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ Ó·‡ÁÛ˛Ú Ò‚ÂÚÓ‚ÓÈ ÍÓÌÛÒ. ÖÒÎË ËÒÍÎ˛-
˜ËÚ¸ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÓÊÌÓ ‡Á‰ÂÎËÚ¸ Ì‡ ÚË Ó·Î‡ÒÚË: Ó·Î‡ÒÚË
‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ·Û‰Û˘Â„Ó Ë ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÔÓ¯ÎÓ„Ó, ÔÓÔ‡‰‡˛˘ËÂ ‚ Ò‚ÂÚÓ‚ÓÈ ÍÓÌÛÒ,
ÚÓ˜ÍË ÍÓÚÓ˚ı Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò Ì‡˜‡ÎÓÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË Ò
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ËÎË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‚ÂÏÂÌË ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ë Ó·Î‡ÒÚ¸ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÌÂ·˚ÚËfl, ‚˚Ô‡‰‡˛˘Û˛ ËÁ Ò‚ÂÚÓ‚Ó„Ó ÍÓÌÛÒ‡,
ÚÓ˜ÍË ÍÓÚÓÓÈ Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò Ì‡˜‡ÎÓÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË ‚ÂÍ-
ÚÓ‡ÏË.

åËÓ‚‡fl ÎËÌËfl Ó·˙ÂÍÚ‡ – ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÒÓ·˚ÚËÈ, Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛˘‡fl ‚ÂÏÂÌ-
ÌÛ˛ ËÒÚÓË˛ Ó·˙ÂÍÚ‡. åËÓ‚‡fl ÎËÌËfl ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÔÛÚ¸ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Â åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó. ùÚÓ Ó‰ÌÓÏÂÌ‡fl ÍË‚‡fl, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË Í‡Í
ÙÛÌÍˆËfl Ó‰ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡. åËÓ‚‡fl ÎËÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÍË‚ÓÈ ‚
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â-‚ÂÏÂÌË, Ú.Â. ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÂÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl
‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì˚Ï ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌ˚Ï 3-‚ÂÍÚÓÓÏ. ÇÒÂ ÏËÓ‚˚Â ÎËÌËË ÔÓÔ‡‰‡˛Ú
Ò‚ÂÚÓ‚ÓÈ ÍÓÌÛÒ, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚È ËÁÓÚÓÔÌ˚ÏË ÍË‚˚ÏË, Ú.Â. ÍË‚˚ÏË, Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â
‚ÂÍÚÓ˚ ÍÓÚÓ˚ı fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÁÓÚÓÔÌ˚ÏË 4-‚ÂÍÚÓ‡ÏË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ‰‚Ë-
ÊÂÌË˛ Ò‚ÂÚ‡ Ë ‰Û„Ëı ˜‡ÒÚËˆ Ò ÌÛÎÂ‚ÓÈ Ï‡ÒÒÓÈ ÔÓÍÓfl.

åËÓ‚˚Â ÎËÌËË ˜‡ÒÚËˆ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ (‰Û„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ
Ô‡‰‡˛˘Ëı ˜‡ÒÚËˆ) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏË. Ç ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ÓÌË
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔflÏ˚ÏË ÎËÌËflÏË.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘‡fl ‰‚‡ ‰‡ÌÌ˚ı ÒÓ·˚ÚËfl ı
Ë Û, fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‡ÏÓÈ ‰ÎËÌÌÓÈ ÍË‚ÓÈ ËÁ ‚ÒÂı ÏËÓ‚˚ı ÎËÌËÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚‡ ˝ÚË
ÒÓ·˚ÚËfl. ùÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Ó·‡ÚÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ (ËÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
‚ÂÏÂÌË ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡)

|| || || || || ||,x y x y+ ≥ +

‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÍÓÚÓ˚Ï ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì‡fl ÍË‚‡fl, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘‡fl ‰‚‡ ÒÓ·˚ÚËfl,
‚ÒÂ„‰‡ ÍÓÓ˜Â ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ Ëı ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ, Ú.Â. ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ
‚ÂÏfl ˜‡ÒÚËˆ˚, Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ ‰‚Ë„‡˛˘ÂÈÒfl ÓÚ ı Í Û, ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚ÂÏfl
Î˛·ÓÈ ‰Û„ÓÈ ˜‡ÒÚËˆ˚, ˜¸fl ÏËÓ‚‡fl ÎËÌËfl ÒÓÂ‰ËÌflÂÚ ˝ÚË ÒÓ·˚ÚËfl. Ñ‡ÌÌ˚È Ù‡ÍÚ
Ó·˚˜ÌÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ô‡‡‰ÓÍÒÓÏ ·ÎËÁÌÂˆÓ‚.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl – ˜ÂÚ˚fiıÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜-
ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ‰Îfl Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡.
á‰ÂÒ¸ ÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Ë Ó‰Ì‡ ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡
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Ó·‡ÁÛ˛Ú ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ÔË Ì‡ÎË˜ËË „‡‚ËÚ‡ˆËË. É‡‚Ë-
Ú‡ˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÓÏ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË, Ë ÔË
Ì‡ÎË˜ËË „‡‚ËÚ‡ˆËË „ÂÓÏÂÚËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË ËÒÍË‚ÎÂÌ‡. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌ˚Ï ËÒÍË‚ÎÂÌÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ, ‰Îfl
ÍÓÚÓÓ„Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åËÌÍÓ‚-
ÒÍÓ„Ó, Ú.Â. ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ò ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (1, 3).

Ç Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË „‡‚ËÚ‡ˆËfl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÎÓÍ‡Î¸-
ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÂ ÔÓÎÂ ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÔÓÒÚÓÂÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡, ÍÓÚÓ˚È ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË, Ú‡ÍËÂ Í‡Í ‡ÒÒÚÓflÌËÂ,
ÔÎÓ˘‡‰¸ Ë Û„ÓÎ. å‡ÚÂËfl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÂÂ ÚÂÌÁÓ‡ ˝ÌÂ„ËË Ì‡ÔflÊÂ-
ÌËfl – ‚ÂÎË˜ËÌ˚, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ÂÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ë ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ï‡ÚÂËË. ëËÎ‡ ‚Á‡ËÏÓ-
‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û Ï‡ÚÂËÂÈ Ë „‡‚ËÚ‡ˆËÂÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒËÎ˚ ÚflÊÂÒÚË.

ì‡‚ÌÂÌËÂÏ ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂ Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓÓÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ, Í‡Í Ï‡ÚÂËfl ÒÓÁ‰‡ÂÚ ÒËÎÛ Úfl„ÓÚÂÌËfl Ë Ì‡Ó·ÓÓÚ, Í‡Í
ÒËÎ‡ Úfl„ÓÚÂÌËfl ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡ Ï‡ÚÂË˛. êÂ¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡
fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ‰‡ÌÌÓÈ Ï‡ÒÒÂ Ë ‡ÒÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl Ï‡ÚÂËË.

óÂÌ‡fl ‰˚‡ – Ï‡ÒÒË‚Ì˚È ‡ÒÚÓÙËÁË˜ÂÒÍËÈ Ó·˙ÂÍÚ, ÍÓÚÓ˚È (ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍË)
‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÔË ÍÓÎÎ‡ÔÒÂ ÌÂÈÚÓÌÌÓÈ Á‚ÂÁ‰˚. ëËÎ˚ Úfl„ÓÚÂÌËfl ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚
Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÎËÍË, ˜ÚÓ ÔÂÓ‰ÓÎÂ‚‡˛Ú ‰‡ÊÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÌÂÈÚÓÌÓ‚, Ë Ó·˙ÂÍÚ ÒÚfl-
„Ë‚‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÛ (Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸˛). Ñ‡ÊÂ Ò‚ÂÚ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ÔÂÓ‰ÓÎÂÚ¸
ÒËÎÛ ÔËÚflÊÂÌËfl ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡
(ËÎË „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡) ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚. çÂÁ‡flÊÂÌÌ˚Â ˜ÂÌ˚Â ‰˚˚ Ò
ÌÛÎÂ‚˚Ï Û„ÎÓ‚˚Ï ÏÓÏÂÌÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˜ÂÌ˚ÏË ‰˚‡ÏË ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡. çÂÁ‡-
flÊÂÌÌ˚Â ˜ÂÌ˚Â ‰˚˚ Ò ÌÂÌÛÎÂ‚˚Ï Û„ÎÓ‚˚Ï ÏÓÏÂÌÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˜ÂÌ˚ÏË
‰˚‡ÏË äÂ‡. çÂ‚‡˘‡˛˘ËÂÒfl Á‡flÊÂÌÌ˚Â ˜ÂÌ˚Â ‰˚˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˜ÂÌ˚ÏË
‰˚‡ÏË êÂÈÒÒÌÂ‡–çÓ‰ÒÚÓÏ‡. á‡flÊÂÌÌ˚Â ‚‡˘‡˛˘ËÂÒfl ˜ÂÌ˚Â ‰˚˚ Ì‡Á˚-
‚‡˛ÚÒfl ˜ÂÌ˚ÏË ‰˚‡ÏË äÂ‡–ç¸˛Ï‡Ì‡. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÏÂÚËÍË ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú,
Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ËÒÍË‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÚÂËÂÈ ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ˝ÚËı ˜ÂÌ˚ı ‰˚.

ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ [Wein72].

åÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
åÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó – ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Ì‡ ÔÓÒÚ-

‡ÌÒÚ‚Â åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó �1,3, Ú.Â. Ì‡ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÍÓÚÓÓÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÒÂ‚‰ÓÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò
ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (1, 3). éÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ

(( )) .gij =
−

−
−



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ds2 Ë ˝ÎÂÏÂÌÚ ds ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡
‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË Á‡‰‡˛ÚÒfl Í‡Í

ds c dt dx dy d2 2 2 2 2 2= − − − z .

Ç ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (ct, r, θ , φ) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ds c dt dr2 2 2 2= − −
− −r d r d2 2 2 2 2θ θ φsin .
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èÒÂ‚‰ÓÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �1,3 Ò ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (3,1) Ë ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds c dt dx dy d2 2 2 2 2 2= − + + + z

ÏÓÊÂÚ Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ
ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡. é·˚˜ÌÓ ÒË„Ì‡ÚÛ‡ (1, 3) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚
ÙËÁËÍÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ˜‡ÒÚËˆ, ‡ ÒË„Ì‡ÚÛ‡ (3, 1) – ‚ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË.

åÂÚËÍ‡ ãÓÂÌˆ‡
åÂÚËÍÓÈ ãÓÂÌˆ‡ (ËÎË ÎÓÂÌˆÂ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡

ÏÂÚËÍ‡ Ò ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (1, p).
ãÓÂÌˆÂ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ – ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ãÓÂÌˆ‡.

àÒÍË‚ÎÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÒÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌÓ Í‡Í ÎÓÂÌˆÂ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ å Ò ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (1, 3). èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó � 1,3 Ò ÔÎÓÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ÔÎÓÒÍÓ„Ó
ÎÓÂÌˆÂ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.

Ç ÎÓÂÌˆÂ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÓÌflÚËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl.
ÑÎfl ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÌÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÍË‚ÓÈ γ: [0, 1] → M ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â-

‚ÂÏÂÌË å ‰ÎËÌ‡ ÍË‚ÓÈ γ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í l
d

dt

d

dt
dt( ) , .γ γ γ= −∫

0

1

 ÑÎfl ÔÓÒÚ-

‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÍË‚ÓÈ l(γ) = 0. íÓ„‰‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÓÂÌˆ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÚÓ˜Í‡ÏË p, q ∈  M ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sup ( ),
γ

γ
∈Γ

l

ÂÒÎË p � q, Ú.Â., ÂÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Γ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ˚ı ‚ ·Û‰Û¯ÂÂ ÌÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÍË‚˚ı ÓÚ  ‰Ó q fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÛÒÚ˚Ï. Ç ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡flı ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ãÓÂÌˆ‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl 0.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË
ÑÎfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË (M4, g) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ‡ÙÙËÌÌ‡fl Ô‡‡-

ÏÂÚËÁ‡ˆËfl s → γ(s) ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó Ò‚ÂÚÓ‚Ó„Ó ÎÛ˜‡ (Ú.Â. ËÁÓÚÓÔÌÓÈ „ÂÓ‰ÂÁË˜Â-
ÒÍÓÈ), ÔÓıÓ‰fl˘Â„Ó ˜ÂÂÁ ÒÓ·˚ÚËÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl obser, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ γ(0) = obser Ë

g
d

dt
U

γ
, ,obser





 = 1  „‰Â U obser – 4-ÒÍÓÓÒÚ¸ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl ‚ obser (Ú.Â. ‚ÂÍÚÓ Ò

g U U( , ) ).obser obser = −1
Ç Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

‡ÙÙËÌÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ s, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÏÂ˚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚Ï, Û‚ÂÎË˜Ë-

‚‡˛˘ËÏÒfl ‚‰ÓÎ¸ Í‡Ê‰Ó„Ó ÎÛ˜‡; ÓÌÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË
pobser Ò Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‚ ÔÓÍÓfl˘ÂÈÒfl ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú U obser.

äËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ) fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl τ : X × X → �≥0, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X ËÏÂ˛Ú
ÏÂÒÚÓ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) τ(x, x) = 0;
2) ÂÒÎË τ(x, y) > 0 ÚÓ τ(y, x) (‡ÌÚËÒËÏÏÂÚËfl);
3) ÂÒÎË τ(x , y ), τ(y, z) > 0 ÚÓ τ (x, z) > τ (x, y ) + τ(y , z) (Ó·‡ÚÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
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èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÒÓ·˚ÚËÈ x = (x0, x1), „‰Â
x0 ∈  �  Ó·˚˜ÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÏÂÌÂÏ, ‡ x 1 ∈  �  – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÏÂÒÚÓÔÓÎÓ-
ÊÂÌËÂÏ ÒÓ·˚ÚËfl ı. çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó τ(x, y) > 0 ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌÓÒÚ¸, Ú.Â. ı ÏÓÊÂÚ
‚ÎËflÚ¸ Ì‡ Û; Ó·˚˜ÌÓ ÓÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û y0 > x0 Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÂ τ(x, y) > 0
ÏÓÊÂÚ Ò˜ËÚ‡Ú¸Òfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ (ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÍÓÓÒÚË) ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
(Ú.Â. ÒÛ·˙ÂÍÚË‚Ì˚Ï) ‚ÂÏÂÌÂÏ ‰‚ËÊÂÌËfl ÓÚ ı ‰Ó Û.

ÖÒÎË ÒËÎÓÈ Úfl„ÓÚÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸, ÚÓ ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ τ(x, y) > 0 ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ y x y x0 0 1 1 2− ≥ −|| ||  Ë τ( , ) (( ) || || ) /x y y x p y x p p= − − −0 0 1 1 2

1  (Í‡Í ‚‚Â‰ÂÌÓ ÅÛÁÂ-
Ï‡ÌÓÏ ‚ 1967 „.) fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ. ÑÎfl p ≈ 2 ÓÌÓ ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏÓ Ò
Ì‡·Î˛‰ÂÌËflÏË ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË.

äËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ ‚ Ì‡¯ÂÏ ÔÓÌËÏ‡ÌËË ÏÂÚËÍÓÈ Ë
ÌËÍ‡Í ÌÂ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‚ ‡ÒÚÓÌÓÏËË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÓÂÌˆ‡–åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ãÓÂÌˆ‡–åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n (ËÎË Cn), ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

| | | | .x y x yi i
i

n

1 1
2 2

2

− − −
−
∑

É‡ÎËÎÂÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
É‡ÎËÎÂÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

| x1 – y1  |,

ÂÒÎË x1 ≠ y1, Ë Í‡Í

( ) ... ( ) ,x y x yn n2 2
2 2− + + −

ÂÒÎË x1 = y1. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ „‡ÎËÎÂÂ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
„‡ÎËÎÂÂ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÑÎfl n = 4 ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ‰Îfl
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂı‡ÌËÍË ÔÓ É‡ÎËÎÂ˛–ç¸˛ÚÓÌÛ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÓ·˚ÚËflÏË, ÔÓËÒıÓ‰fl˘ËÏË ‚ ÚÓ˜Í‡ı p Ë q ‚ ÏÓÏÂÌÚ˚
‚ÂÏÂÌË t1 Ë t2, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ËÌÚÂ‚‡Î |t1 – t2|, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ‚ ÒÎÛ˜‡Â
Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÒÚË ˝ÚËı ÒÓ·˚ÚËÈ ÓÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË p
Ë q

åÂÚËÍ‡ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡
Ç Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ‡fl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ, Í‡Í Ï‡ÚÂËfl ËÒÍË‚ÎflÂÚ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏÂÌfl, ÏÂÚËÍ‡ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ÂÒÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ-
¯ÚÂÈÌ‡

R
g R

g
G

c
Tij

ij
ij ij− + =

2

8
4Λ π

,

Ú.Â. ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ((gij)) Ò ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (1, 3), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ‰‡ÌÌÓÈ Ï‡ÒÒÂ Ë

‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ‰‡‚ÎÂÌËfl ‚Â˘ÂÒÚ‚‡. á‰ÂÒ¸ E R
g R

gij ij
ij

ij= − +
2

Λ  – ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚

ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, Rij – ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ êË˜˜Ë, R – ÒÍ‡Îfl ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ êË˜˜Ë, Λ  –
ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, G  – „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl Ë Tij – ÚÂÌÁÓ
˝ÌÂ„ËË Ì‡ÔflÊÂÌËfl. èÛÒÚÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (‚‡ÍÛÛÏ) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛
ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÚÂÌÁÓ‡ êË˜˜Ë: Rij = 0.
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ëÚ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ Ë ËÁÓÚÓÔÌÓÈ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ
Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dt
dr

kr
r d d2 2

2

2
2 2 2 2

1
= − +

−
+ +

( )
( sin ),θ θ φ

„‰Â k – ÍË‚ËÁÌ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl ‡‚ÂÌ 1.

åÂÚËÍ‡ ‰Â ëËÚÚÂ‡
åÂÚËÍÓÈ ‰Â ëËÚÚÂ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ ‚‡ÍÛÛÏÌÓÂ

Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÒÚÓflÌ-
ÌÓÈ Λ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dt e dr r d r d
t2 2 2 3 2 2 2 2 2 2= + + +

Λ
( sin ).θ θ φ

ÅÂÁ ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ (Ú.Â. ÔË Λ = 0) Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï
Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‚ ‚‡ÍÛÛÏÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó.

åÂÚËÍ‡ ‡ÌÚË-‰Â ëËÚÚÂ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ Λ.

åÂÚËÍ‡ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡
åÂÚËÍ‡ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡ – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ÔÛÒÚÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (‚‡ÍÛÛÏ‡) ‚ÓÍÛ„ ÒÙÂË˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚;
‰‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰‡ÂÚ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ‚ÓÍÛ„ ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚ Ò ‰‡ÌÌÓÈ Ï‡ÒÒÓÈ, ËÁ
ÍÓÚÓÓÈ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ËÁ‚ÎÂ˜ÂÌËÂ ˝ÌÂ„ËË. ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ ·˚Î‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ä. ò‚‡ˆ-
˜‡ÈÎ¸‰ÓÏ ‚ 1916 „., ‚ÒÂ„Ó ˜ÂÂÁ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÏÂÒflˆÂ‚ ÔÓÒÎÂ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl
ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, Ë ÒÚ‡Î‡ ÔÂ‚˚Ï ÚÓ˜Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ ‰‡ÌÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl.

ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds
r

r
c dt

r

r

dr r d dg

g

2 2 2 2 2 2 2 21
1

1

= −





−
−





− +( sin ),θ θ φ

„‰Â r
Gm

cg = 2
2  – ‡‰ËÛÒ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡, m  – Ï‡ÒÒ‡ ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚ Ë G – „‡‚ËÚ‡-

ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl.
Ñ‡ÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ‡‰ËÛÒÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ·ÓÎ¸¯Â rg,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË r =rg Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÛ˛ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸. Ñ‡ÌÌÓÈ ÔÓ·ÎÂÏ˚
ÏÓÊÌÓ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÔË‚Â‰ÂÌËfl Í ‰Û„ËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌ˚Ï
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË äÛÒÍ‡Î‡–óÂÍÂÂÒ‡. èË r → +∞
ÏÂÚËÍ‡ ò‚‡ˆ¯ËÎ¸‰‡ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÏÂÚËÍÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó.

åÂÚËÍ‡ äÛÒÍ‡Î‡–óÂÍÂÂÒ‡
åÂÚËÍ‡ äÛÒÍ‡Î‡–óÂÍÂÂÒ‡ ÂÒÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl

ÔÛÒÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (‚‡ÍÛÛÏ‡) ‚ÓÍÛ„ ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÙÂË˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó
‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚, Á‡‰‡ÌÌÓÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
r

r

r

R
c dt dr r d dg g

r

rg2
2

2 2 2 2 2 2 24= 





′ − ′ − +
−

e ( ) ( sin ),θ θ φ
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„‰Â r
Gm

cg = 2
2  – ‡‰ËÛÒ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡, m – Ï‡ÒÒ‡ ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚, G – „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl

ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, R – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, Ë ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ äÛÒÍ‡Î‡–óÂÍÂÂÒ‡ (t�, r�, θ, φ) ÔÓÎÛ-
˜ÂÌ˚ ËÁ ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ct, r, θ, φ) Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl äÛÒÍ‡Î‡–

óÂÍÂÂÒ‡ ′ − ′ = −










′
′

=








r ct R

r

r

ct

r

ct

rg

r

r

g

g2 2 2 1
2

e ,  tgh .

àÏÂÌÌÓ, ÏÂÚËÍ‡ äÛÒÍ‡Î‡–óÂÍÂÂÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡, Á‡ÔË-
Ò‡ÌÌÓÈ ‚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı äÛÒÍ‡Î‡–óÂÍÂÂÒ‡. éÌ‡ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË ‚ ÏÂÚËÍÂ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡ Û ‡‰ËÛÒ‡ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡ rg ÌÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl Â‡Î¸ÌÓÈ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸˛.

åÂÚËÍ‡ äÓÚÚÎÂ‡
åÂÚËÍÓÈ äÓÚÚÎÂ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl

ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ÒÙÂË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ‚‡ÍÛÛÏ‡ Ò ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÒ-
ÚÓflÌÌÓÈ Λ. ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
m

r

r
dt

m

r

r
dr r d d2

2
2

2 1
2 2 2 2 21

2

3
1

2

3
= − − −







+ − −






+ +
−

Λ Λ
( sin ).θ θ φ

éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÏÂÚËÍÓÈ ò‚‡ˆ‡ÈÎ¸‰‡-‰Â ëËÚÚÂ‡ ‰Îfl Λ > 0 Ë ÏÂÚËÍÓÈ
ò‚‡ˆ¯ËÎ¸‰‡–‡ÌÚË-‰Â ëËÚÚÂ‡ ‰Îfl Λ < 0.

åÂÚËÍ‡ ê‡ÈÒÒÌÂ‡–çÓ‰ÒÚÓÏ‡
åÂÚËÍ‡ ê‡ÈÒÒÌÂ‡-çÓ‰ÒÚÓÏ‡ – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl

ÔÛÒÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (‚‡ÍÛÛÏ‡) ‚ÓÍÛ„ ÒÙÂË˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
Ï‡ÒÒ˚ ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË Á‡fl‰‡; ‰‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ
‚ÓÍÛ„ ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚ Ò Á‡fl‰ÓÏ.

ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ  ‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds
m

r

e

r
dt

m

r

e

r
dr r d d2

2

2
2

2

2

1
2 2 2 2 21

2
1

2= − +






− − +






− +
−

( sin ),θ θ φ

„‰Â m – Ï‡ÒÒ‡ ‰˚˚, Â – Á‡fl‰ (Â < m); Á‰ÂÒ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ Â‰ËÌËˆ˚ ËÁÏÂÂÌËfl, ‚
ÍÓÚÓ˚ı ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡ Ò Ë „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl G ‡‚Ì˚ Â‰ËÌËˆÂ.

åÂÚËÍ‡ äÂ‡
åÂÚËÍ‡ äÂ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ äÂ‡–ò‡ÈÎ¸‰‡) ÂÒÚ¸ ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl

ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ÔÛÒÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (‚‡ÍÛÛÏ‡) ‚ÓÍÛ„ ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó
‚‡˘‡˛˘Â„ÓÒfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚; ˝Ú‡ ÏÂÚËÍ‡ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‚ÒÂÎÂÌ-
ÌÓÈ ‚ÓÍÛ„ ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚.

ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl (‚ ÙÓÏÂ ÅÓÈÂ‡–ãËÌ‰Í‚ËÒÚ‡ ) Í‡Í

ds
dr

d r a d dt
mr

a d dt2 2
2

2 2 2 2 2 2
2

2 22= +






+ + − + −ρ θ θ φ
ρ

θ φ
∆

( )sin ( sin ) ,

„‰Â ρ θ2 2 2 2= +r a cos  Ë ∆ = − +r mr a2 22 . á‰ÂÒ¸ m – Ï‡ÒÒ‡ ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚, Ë ‡ –
Û„ÎÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl Ò ÔÓÁËˆËË Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl.

é·Ó·˘ÂÌËÂ ÏÂÚËÍË äÂ‡ ‰Îfl Á‡flÊÂÌÌÓÈ ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ Í‡Í ÏÂÚËÍ‡
äÂ‡–ç¸˛Ï‡Ì‡. äÓ„‰‡ a = 0, ÏÂÚËÍ‡ äÂ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡.



ÉÎ‡‚‡ 26. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÓÒÏÓÎÓ„ËË Ë ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË 379

åÂÚËÍ‡ äÂ‡–ç¸˛Ï‡Ì‡
åÂÚËÍ‡ äÂ‡–ç¸˛Ï‡Ì‡ ÂÒÚ¸ ÚÓ˜ÌÓÂ, Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ë ÔÓÎÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚-

ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ÔÛÒÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (‚‡ÍÛÛÏ‡) ‚ÓÍÛ„ ÓÒÂÒËÏÏÂÚ-
Ë˜ÌÓ„Ó ‚‡˘‡˛˘Â„ÓÒfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚ ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË Á‡fl‰‡; ‰‡ÌÌ‡fl
ÏÂÚËÍ‡ ‰‡ÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ‚ÓÍÛ„ ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl Á‡‡ÊÂÌÌÓÈ ˜ÂÌÓÈ
‰˚˚.

ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ  ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds dt a d r a d adt dr d2
2

2 2
2

2
2 2 2

2
2 2 2= − − + + − + +∆

∆ρ
θ φ θ

ρ
φ ρ ρ θ( sin )

sin
(( ) ) ,

„‰Â ρ θ2 2 2 2= +r a cos  Ë ∆ = − + +r mr a e2 2 22 . á‰ÂÒ¸ m – Ï‡ÒÒ‡ ˜ÂÌÓÈ ‰˚˚, Â – ÂÂ
Á‡fl‰ Ë ‡ – Û„ÎÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸. äÓ„‰‡ e = 0, ÏÂÚËÍ‡ äÂ‡–ç¸˛Ï‡Ì‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ äÂ‡.

ëÚ‡ÚË˜Ì‡fl ËÁÓÚÓÔÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ëÚ‡ÚË˜Ì‡fl ËÁÓÚÓÔÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl

ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ÔÛÒÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (‚‡ÍÛÛÏ‡); ˝Ú‡ ÏÂÚËÍ‡ ‰‡ÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ
ÒÚ‡ÚË˜ÌÓ„Ó ËÁÓÚÓÔÌÓ„Ó „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓÎfl. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚ-
ËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds B r dt A r dr r d d2 2 2 2 2 2 2= − − +( ) ( ) ( sin ),θ θ φ

„‰Â B(r) Ë A(r) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË.

åÂÚËÍ‡ ù‰‰ËÌ„ÚÓÌ‡–êÓ·ÂÚÒÓÌ‡
åÂÚËÍ‡ ù‰‰ËÌ„ÚÓÌ‡–êÓ·ÂÚÒÓÌ‡ – Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÏÂÚËÍË ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡ ‚ ÔÂ‰-

ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ Ï‡ÒÒ‡ m, „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl G Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρ ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl
ÔÓ‰ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ α, β Ë γ (ÍÓÚÓ˚Â ‡‚Ì˚ 1
‚ Û‡‚ÌÂÌËË ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡).

ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds
mG

r

mG

r
dt

mG

r
dr2

2
2 21 2 2 1 2= − + − 



 +







− + +



 −α β αγ γ( ) ... ...

− +r d d2 2 2 2( sin ).θ θ φ

åÂÚËÍ‡ ÑÊ‡ÌËÒ‡–ç¸˛Ï‡Ì‡–ÇËÌÍÛ‡
åÂÚËÍ‡ ÑÊ‡ÌËÒ‡–ç¸˛Ï‡Ì‡–ÇËÌÍÛ‡ ÂÒÚ¸ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÂ ÒÙÂË˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚ-

Ë˜ÌÓÂ ÒÚ‡ÚË˜ÌÓÂ Ë ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÔÎÓÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡,
ÒÓÔflÊÂÌÌÓÂ Ò ·ÂÁÏ‡ÒÒÓ‚˚Ï ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓÎÂÏ. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË
Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds
m

r
dt

m

r
dr

m

r
r d d2 2 2

1
2 2 2 21

2
1

2
1

2= − −






+ −






+ −






+
− −

γ γ γ
θ θ φ

γ γ γ

( sin ),

„‰Â m Ë γ – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â. ÑÎfl γ = 1 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓÎÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÛÎÂ‚˚Ï.

åÂÚËÍ‡ êÓ·ÂÚÒÓÌ‡–ìÓÎÍÂ‡
åÂÚËÍ‡ êÓ·ÂÚÒÓÌ‡–ìÓÎÍÂ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ îË‰Ï‡Ì‡–ãÂÏÂÚ‡–êÓ·ÂÚÒÓÌ‡-

ìÓÎÍÂ‡) ÂÒÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ËÁÓÚÓÔÌÓÈ Ë Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ
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‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ Ë ÔÂÌÂ·ÂÊËÏÓ Ï‡Î˚Ï ‰‡‚ÎÂÌËÂÏ; ‰‡ÌÌ‡fl
ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÛ˛ ‚ÒÂÎÂÌÌÛ˛, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌÛ˛ Ô˚Î¸˛ ·ÂÁ
‰‡‚ÎÂÌËfl. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË Ó·˚˜ÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ÒÙÂË˜ÂÒÍËı
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (Òt, r, θ, φ):

ds c dt a t
dr

kr
r d d2 2 2 2

2

2
2 2 2 2

1
= − ⋅

−
+ ⋅ +







( ) ( sin ) ,θ θ φ

„‰Â a(t) – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl Ë k – ÍË‚ËÁÌ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË.
ÑÎfl ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ë ‰Û„‡fl ÙÓÏ‡:

ds c dt a t dr r d d2 2 2 2 2 2 2 2 2= − ⋅ ′ + ⋅ +( ) ( ˜ ( sin )),θ θ φ

„‰Â r� Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl Ò ÔÓÁËˆËË Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl Ë r̃  –
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl, Ú.Â. ˜ sinh ( / )r R r RC C= ′  ËÎË r�, ËÎË RCsinh(r�/RC)
‰Îfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÌÛÎÂ‚ÓÈ ËÎË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, „‰Â
R kC = 1/ | |  ÂÒÚ¸ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡‰ËÛÒ‡ ÍË‚ËÁÌ˚.

åÂÚËÍË ÅË‡ÌÍË
åÂÚËÍË ÅË‡ÌÍË – Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı

ÏÓ‰ÂÎÂÈ, ÍÓÚÓ˚Â ËÏÂ˛Ú ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Â Û˜‡ÒÚÍË, ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÚÂıÏÂÌ˚ı „ÛÔÔ ãË, Ú.Â. ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ÂÚ˚Âı-
ÏÂÌ˚Â ÏÂÚËÍË Ò ÚÂıÏÂÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ ËÁÓÏÂÚËÈ, Ú‡ÌÁËÚË‚ÌÓÈ Ì‡ 3-ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚflı. èËÏÂÌflfl ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆË˛ ÅË‡ÌÍË ÚÂıÏÂÌ˚ı ‡Î„Â· ãË Ì‡‰ ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË
ÔÓÎflÏË äËÎÎËÌ„‡, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‰Â‚flÚ¸ ÚËÔÓ‚ ÏÂÚËÍ ÅË‡ÌÍË.

ä‡Ê‰‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÅË‡ÌÍË Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ú‡ÌÁËÚË‚ÌÛ˛ „ÛÔÔÛ GB Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ
ÚÂıÏÂÌÓÏ Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË å; Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ô‡‡ („‰Â G – Ï‡ÍÒË-
Ï‡Î¸Ì‡fl „ÛÔÔ‡, ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ ï Ë ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl ëB) ÂÒÚ¸ Ó‰Ì‡ ËÁ ‚ÓÒ¸ÏË
ÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚ı „ÂÓÏÂÚËÈ íÂÒÚÓÌ‡, ÂÒÎË M/G� fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ‰Îfl ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ
ÔÓ‰„ÛÔÔ˚ G� „ÛÔÔ˚ G. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÚËÔ IX ÅË‡ÌÍË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË S3.

åÂÚËÍ‡ ÅË‡ÌÍË ÚËÔ‡ I ÂÒÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ‡ÌËÁÓ-
ÚÓÔÌÓÈ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ, Á‡‰‡ÌÌÓÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dt a t dx b t dy c t d2 2 2 2 2 2 2 2= − + + +( ) ( ) ( ) ,z

„‰Â ÙÛÌÍˆËË a(t), b (t) Ë c(t) ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡.
ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔÎÓÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Û˜‡ÒÚÍ‡Ï, Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl

Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÏÂÚËÍË êÓ·ÂÚÒÓÌ‡–ìÓÎÍÂ‡.
åÂÚËÍ‡ ÅË‡ÌÍË ÚËÔ‡ IX (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ åËÍÒÏ‡ÒÚÂ‡) ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÒÎÓÊÌÓÈ

‰ËÌ‡ÏËÍÓÈ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‚·ÎËÁË ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚÂÈ ÂÂ ÍË‚ËÁÌ˚.

åÂÚËÍ‡ ä‡ÒÌÂ‡
åÂÚËÍ‡ ä‡ÒÌÂ‡ – Ó‰Ì‡ ËÁ ÏÂÚËÍ ÅË‡ÌÍË ÚËÔ‡ I, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ‚‡ÍÛÛÏÌ˚Ï

Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ‡ÌËÁÓÚÓÔÌÓÈ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds dt t dx t dy t dp p p2 2 2 2 2 2 2 21 2 3= − + + + z ,

„‰Â p p p p p p1 2 3 1
2

2
2

3
2 1+ + = + + = .
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åÂÚËÍÛ ä‡ÒÌÂ‡ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ËÌ‡˜Â Í‡Í

  
ds dt t t dx t dy t d2 2 2 3 1 3 3 2 1 3 3 2 1 3 2= − + + +( )+( ) −( ) −/ / cos / / cos / / cos .φ π φ π φ z

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÛ„ÓÏ ä‡ÒÌÂ‡.
é‰Ì‡ ËÁ ÏÂÚËÍ ä‡ÒÌÂ‡, ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl Í‡ÒÌÂ-ÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ,

Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

 ds dt t dx dy t dq q2 2 2 2 2 2 4 2= − + + + −( ) .z

ÄÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÒÌÂ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds

dt

t

dx

t
tdy td2

2 2
2 2= − + + + z .

åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓ‚ÒÍÓ„Ó–ë‡ıÒ‡
åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓ‚ÒÍÓ„Ó–ë‡ıÒ‡ – Ó‰ÌÓ ËÁ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡,

Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds dt a t d b t d d2 2 2 2 2 2 2= − + + +( ) ( ) ( sin ),z θ θ φ

„‰Â ÙÛÌÍˆËË a(t) Ë b(t) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡. ùÚÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl
Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ·ÂÁ ÚÂıÏÂÌÓÈ Ú‡ÌÁËÚË‚ÌÓÈ ÔÓ‰„ÛÔÔ˚.

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓ‚ÒÍÓ„Ó–ë‡ıÒ‡ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds dt d d d2 2 2 2 2 2 21= − + + +e ( sin )lΛ

Λ
z θ θ φ

ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÒÂÎÂÌÌÛ˛ Ò ‰‚ÛÏfl ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏË ËÁÏÂÂÌËflÏË, ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÏË Ò‚ÓË
‡ÁÏÂ˚ ‚ ıÓ‰Â ÍÓÒÏË˜ÂÒÍÓÈ ˝‚ÓÎ˛ˆËË, Ë ÚÂÚ¸ËÏ ËÁÏÂÂÌËÂÏ, ‡Ò¯Ëfl˛˘ËÏÒfl
˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ.

åÂÚËÍ‡ GCSS
åÂÚËÍ‡ GCSS (Ó·˘‡fl ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡) –

Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds fdt kdtd dr d ld2 2 2 2 22= − + + + +φ φµe ( ) ,z

„‰Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ‡Á‰ÂÎÂÌÓ Ì‡ ‰‚Â Ó·Î‡ÒÚË: ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ (Ò 0 ≤ r ≤ R) Í
ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò ‡‰ËÛÒÓÏ R, ˆÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË z, Ë
‚ÌÂ¯Ì˛˛ (Ò R ≤ r < ∞). á‰ÂÒ¸ f, k,  µ Ë l fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ r, –∞ < t,
z < ∞, 0 ≤ φ ≤ 2π, „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË φ = 0 Ë φ = 2π ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌ˚.

åÂÚËÍ‡ ã¸˛ËÒ‡
åÂÚËÍ‡ ã¸˛ËÒ‡ – ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡,

ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ÔÛÒÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(‚‡ÍÛÛÏ‡) ‚Ó ‚ÌÂ¯ÌÂÈ Ó·Î‡ÒÚË ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ
‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ

  ds fdt kdtd dr d ld2 2 2 2 22= − + − + +φ φµe ( ) ,z

„‰Â  f ar
c

n a
r k Af l

r

f
A f fn n n= − = − = − =− + + −1

2

2
1

2
2 1 2 2 1,  ,  ,  e / ( )µ   Ò  A

cr

naf
b

n

= +
+1

.
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èÓÒÚÓflÌÌ˚Â Ë Ò ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÎË·Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË, ÎË·Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË, Ë
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Â¯ÂÌËfl ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÍÎ‡ÒÒÛ ÇÂÈÎ‡ ËÎË ÍÎ‡ÒÒÛ ã¸˛ËÒ‡. Ç ÔÓÒ-
ÎÂ‰ÌÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ f r a b m r= − +( ) cos( ln )1

2
1
2

+2 1 1ra b m rsin( ln ), k r a a b b m r r a b a b m r= − − − −( ) cos( ln ) ( )sin( ln ),1 2 1 2 1 2 2 1  l r a= − −( 2
2

− −b m r ra b m r2
2

2 22)cos( ln ) sin( ln ),  e ,/ ( )µ = − +r m1 2 2 1  „‰Â m a a b, , ,1 2 1  Ë b2  – ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â Ò a b a b1 2 2 1 1− = . í‡ÍËÂ ÏÂÚËÍË ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÔÓ‰ÍÎ‡ÒÒ ÍÎ‡ÒÒ‡
ä‡ÒÌÂ‡-ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÏÂÚËÍ.

åÂÚËÍ‡ Ç‡Ì ëÚÓÍÛÏ‡
åÂÚËÍ‡ Ç‡Ì ëÚÓÍÛÏ‡ – ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ

Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ÔÛÒÚÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (‚‡ÍÛÛÏ‡) Ò ÊÂÒÚÍÓ ‚‡-
˘‡˛˘ËÏÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ‰ÎËÌÌ˚Ï Ô˚ÎÂ‚˚Ï ˆËÎËÌ‰ÓÏ. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ
ÏÂÚËÍË ‰Îfl ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚË ˆËÎËÌ‰‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl (‚ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ ‰‚ËÊÛ˘ËıÒfl, Ú.Â.
ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ ‚‡˘‡˛˘ËıÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı) Í‡Í

  ds dt ar dtd dr d r a r da r2 2 2 2 2 2 2 2 22 1
2 2

= − + + + + −−φ φe ( ) ( ) ,z

„‰Â 0 ≤ r ≤ R, R – ‡‰ËÛÒ ˆËÎËÌ‰‡ Ë ‡ – Û„ÎÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ Ô˚ÎË. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÚË ‚‡Ë‡ÌÚ‡ ‚ÌÂ¯ÌËı Â¯ÂÌËÈ ‰Îfl ‚‡ÍÛÛÏ‡ (Ú.Â. ÏÂÚËÍ ã¸˛ËÒ‡), ÍÓÚÓ˚Â
Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ‚ÌÛÚÂÌÌËÏË Â¯ÂÌËflÏË Ë Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Ï‡ÒÒ˚ Ô˚ÎË Ì‡
Â‰ËÌËˆÛ ‰ÎËÌ˚ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ÒÎÛ˜‡È Ï‡ÎÓÈ Ï‡ÒÒ˚, ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÒÎÛ˜‡È Ë
ÛÎ¸Ú‡ÂÎflÚË‚ËÒÚÒÍËÈ ÒÎÛ˜‡È). èË ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı (Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ar > 1)
‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚÒfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÍË‚˚ı (Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚Ëfl ‚Ó ‚ÂÏÂÌË).

åÂÚËÍ‡ ãÂ‚Ë-óË‚ËÚ‡
åÂÚËÍ‡ ãÂ‚Ë-óË‚ËÚ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚ‡ÚË˜Ì˚Ï ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï Â¯Â-

ÌËÂÏ ‰Îfl ‚‡ÍÛÛÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ, Á‡‰‡ÌÌ˚Ï
(‚ ÙÓÏÂ ÇÂÈÎfl) Í‡Í

  ds r dt r dr d C r d2 4 2 4 2 1 2 2 2 2 4= − + + +− − −σ σ σ σ φ( ) ( ) ,z

„‰Â ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ë ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ‰ÂÙËˆËÚÛ Û„Î‡, ‡ Ô‡‡ÏÂÚ σ ËÌÚÂÔÂÚËÛÂÚÒfl ‚
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Ì¸˛ÚÓÌÓ‚ÒÍÓÈ ‡Ì‡ÎÓ„ËÂÈ Â¯ÂÌËfl ãÂ‚Ë–óË‚ËÚ‡: ˝ÚÓ „‡‚ËÚ‡-
ˆËÓÌÌÓÂ ÔÓÎÂ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ (·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚È ÔÓ‚Ó‰) Ò

ÎËÌÂÈÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ Ï‡ÒÒ˚ σ. Ç ÒÎÛ˜‡Â σ = − =1

2
1,C  ‰‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ

ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ ÎË·Ó ‚ ÔÎÓÒÍÛ˛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ í‡Û·‡, ÎË·Ó ‚ ÏÂÚËÍÛ
êÓ·ËÌÒÓÌ‡-íÓÚÏ‡Ì‡.

åÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl-è‡Ô‡ÔÂÚÛ
åÂÚËÍÓÈ ÇÂÈÎfl-è‡Ô‡ÔÂÚÛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ Â¯Â-

ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, ‚˚‡ÊÂÌÌÓÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds Fdt d dr Ld Kd dt2 2 2 2 2 2= − + − −e ( ) ,µ φ φz

„‰Â F, K, L Ë µ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË ÚÓÎ¸ÍÓ r Ë z, LF + K2 = r2,  ∞ < < ∞ ≤ < ∞t r, ,z 0  Ë
0 ≤ φ ≤ 2π, „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË φ = 0 Ë φ – 2π ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌ˚.

è˚ÎÂ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÅÓÌÌÓ‡
è˚ÎÂ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÅÓÌÌÓ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ë

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, ÍÓÚÓ‡fl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Ó·Î‡ÍÓ ÊÂÒÚÍÓ
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‚‡˘‡˛˘ËıÒfl ˜‡ÒÚËˆ Ô˚ÎË, ‰‚ËÊÛ˘ËıÒfl ÔÓ ÍÓÎ¸ˆÂ‚˚Ï „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ‚ÓÍÛ„ z-ÓÒË
‚ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚflı z = const. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  ds dt r n d ndtd dr d2 2 2 2 2 2 22= + − + + +( ) e ( ),φ φ µ z

„‰Â ‚ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ ‰‚ËÊÛ˘ËıÒfl (Ú.Â. ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ ‚‡˘‡˛˘ËıÒfl) ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ÅÓÌÌÓ‡

n
hr

R

h r r

R
R r= = − = +2 8

2

2

3

2 2 2 2

8
2 2 2,

( )
,µ z

z  Ë h – Ô‡‡ÏÂÚ ‚‡˘ÂÌËfl. èÓ ÏÂÂ ÚÓ„Ó

Í‡Í R → ∞, ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÒÚÂÏflÚÒfl Í ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó.

åÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl
åÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˘ËÏ ÒÚ‡ÚË˜Ì˚Ï ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ‚‡ÍÛÛÏÌ˚Ï

Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, ‚˚‡ÊÂÌÌ˚Ï ‚ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı
ÇÂÈÎfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds dt dr d r d2 2 2 2 2 2 2 2 2= − + +e e (e ( ) ),λ λ µ φz

„‰Â λ  Ë µ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË ÚÓÎ¸ÍÓ r Ë z, Ú‡ÍËÏË ˜ÚÓ 
  

∂ λ
∂

∂λ
∂

∂ λ
∂

2

2

2

2
1

0
r r r

+ ⋅ + =
z

,

∂µ
∂

∂ λ
∂

∂ λ
∂r

r
r

= −






2 2

z
 Ë 

  

∂µ
∂

∂λ
∂

∂λ
∂r

r
r

= 2
z

.

åÂÚËÍ‡ áËÔÓÈ-ÇÛıËÁ‡
åÂÚËÍ‡ áËÔÓÈ-ÇÛıËÁ‡ (ËÎË γ-ÏÂÚËÍ‡) – ÏÂÚËÍ‡ Ç˝ÈÎfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl

e ,   e
( )( )

,2 1 2

1 2

2 1 2 1 2

1 2

2

2

2 2

4

2

λ
γ

µ
γ

= + −
+ +







= + + + −





R R m

R R m

R R m R R m

R R
 „‰Â   R r m1

2 2 2= + −( ) ,z

R r m2
2 2 2= + +( ) .z  á‰ÂÒ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ì¸˛ÚÓÌÓ‚Û ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÛ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÚÂÁÍ‡

ÔÎÓÚÌÓÒÚË γ/2 Ë ‰ÎËÌ˚ 2m, ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ ‚‰ÓÎ¸ z-ÓÒË. ëÎÛ˜‡È γ = 1
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÏÂÚËÍÂ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡, ÒÎÛ˜‡Ë γ > 1 (γ < 1) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÒÊ‡ÚÓÏÛ
(‡ÒÚflÌÛÚÓÏÛ) ÒÙÂÓË‰Û, ‡ ‰Îfl γ = 0 Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÔÎÓÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó.

åÂÚËÍ‡ ÔflÏÓÈ ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ÒÚÛÌ˚
åÂÚËÍ‡ ÔflÏÓÈ ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ÒÚÛÌ˚ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dt ad d dr k r d2 2 2 2 2 2 2= − − + + +( ) ,φ φz

„‰Â ‡ Ë k > 0 – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â. éÌ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ‚ÓÍÛ„ ÔflÏÓÈ
‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ‚ÓÍÛ„ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÓÒË ÒÚÛÌ˚. èÓÒÚÓflÌÌ‡fl k Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò Ï‡ÒÒÓÈ
ÒÚÛÌ˚ Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ ‰ÎËÌ˚ µ Í‡Í k = 1 – 4µ, Ë ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÓÈ ‚‡˘ÂÌËfl
ÒÚÛÌ˚ ‚ÓÍÛ„ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÓÒË. ÑÎfl a  = 0 Ë k  = 1 Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ‚ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı.

åÂÚËÍ‡ íÓÏËÏ‡ÚÒÛ-ë‡ÚÓ
åÂÚËÍ‡ íÓÏËÏ‡ÚÒÛ-ë‡ÚÓ [ToSa73] – Ó‰Ì‡ ËÁ ÏÂÚËÍ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡

Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ‚‡˘‡˛˘ËıÒfl Ï‡ÒÒ, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı
ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ ξ = U/W, „‰Â U Ë W Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ÏË. Ç ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ Â¯ÂÌËË

U p x q y ipqxy x y W px x iqy y= − + − − − = − − −2 4 2 4 2 2 2 21 1 2 2 1 2 1( ) ( ) ( ),  ( ) ( ),  „‰Â p2 +
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+ =q2 1. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds dt d r dt d
p x y

d dr2 1 2 2 2
4 2 2 4

2 2= + − + −
−

+−Σ Σ
(( ) ( ) )

( )
( ),α β φ γ δ φ z

„‰Â  α β= − + − = − − − + +p x q y
q

p
W p x x y px W2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1

2
1 2 1( ) ( ) ,  ( ( )( ) ( ) ),   γ =

= − − = + − + + + = − = +2 4 1 1 12 2 2 2 2pq x y x x px U W( ),  (( ) ( )( )),  | | .δ α αδ βγΣ

åÂÚËÍ‡ Éfi‰ÂÎfl
åÂÚËÍ‡ Éfi‰ÂÎfl – ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ò ÍÓÒÏÓ-

ÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‰Îfl ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ, ‚˚‡ÊÂÌÌÓÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dt C r d D r d dr d2 2 2 2 2 2 2= − + + + +( ( ) ) ( ) ,φ φ z

„‰Â   ( , , , )t r φ z  – Ó·˚˜Ì˚Â ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚. ÇÒÂÎÂÌÌ‡fl ÔÓ Éfi‰ÂÎ˛ fl‚-

ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, ÂÒÎË C r
m

mr
D r

m
mr( ) sinh , ( ) sinh( ),= 



 =4

2

1
2

2Ω
 „‰Â m  Ë Ω –

ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â. ÇÒÂÎÂÌÌ‡fl Éfi‰ÂÎfl ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ-
‰Ó·Ì˚ı ÍË‚˚ı Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚ËÈ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË. çÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Ï
ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl Ú‡ÍËı ÍË‚˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ m2 > 4Ω2.

äÓÌÙÓÏÌÓ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
äÓÌÙÓÏÌÓ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÏÓ‰ÂÎË „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı

ÔÓÎÂÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Ó·˘Â„Ó ÍÓÌÙÓÏÌÓ„Ó
ÏÌÓÊËÚÂÎfl. ÖÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Â „ÎÓ·‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Â„ÛÎflÌÓÒÚË,
ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ � × M3 Ò (ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï Ë
Ô‡‡-ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï) ÚÂıÏÂÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ M3, ‡ ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÏÂÚËÍË
Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds dt x dx g x dx dxf t x2 2 2= − + +∑ ∑e ( ( ( ) ) ( ) ),( , )

,

φµ µ
µ

µν µ
µ ν

ν

„‰Â µ, ν = 1, 2, 3. äÓÌÙÓÏÌ˚È Ù‡ÍÚÓ e2f ÌÂ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡ ËÁÓÚÓÔÌ˚Â
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ Ëı Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËË, Ú.Â. ÔÛÚË ÎÛ˜ÂÈ Ò‚ÂÚ‡ ÔÓÎ-
ÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ g g x dx dx= ∑ µνµ ν µ ν,

( )  Ë 1-ÙÓÏÓÈ

φ φµµ µ= ∑ ( )x dx  Ì‡ M3.

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌÍˆËfl f Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl, ÏÂÚËÍ‡
g – ÏÂÚËÍÓÈ îÂÏ‡ Ë 1-ÙÓÏ‡ φ – 1-ÙÓÏÓÈ îÂÏ‡.

ÑÎfl ÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ÏÂÚËÍË îÂÏ‡ fl‚-
Îfl˛ÚÒfl ÔÓÂÍˆËflÏË ÌÛÎÂ‚˚ı „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË.

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÒÙÂË˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â Ë ÒÚ‡ÚË˜Ì˚Â ÏÂÚËÍË, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÏÓ‰ÂÎË
ÌÂ ‚‡˘‡˛˘ËıÒfl Á‚ÂÁ‰ Ë ˜ÂÌ˚ı ‰˚, ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‚ÓÓÌÓÍ, ÏÓÌÓÔÓÎÂÈ
Ó‰ÌÓÔÓÎ˛ÒÌ˚ı ÁÓÌ, „ÓÎ˚ı ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚÂÈ Ë (·ÓÁÓÌÌ˚ı ËÎË ÙÂÏËÓÌÌ˚ı) Á‚ÂÁ‰,
Á‡‰‡˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dt S r dr R r d df r2 2 2 2 2 2 2 2 2= − + + +e ( ( ) ( ) ( sin )).( ) θ θ φ
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á‰ÂÒ¸ 1-ÙÓÏ‡ φ Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸, Ë ÏÂÚËÍ‡ îÂÏ‡ g ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ÓÒÓ-
·˚È ‚Ë‰

g S r dr R r d d= + +( ) ( ) ( sin ).2 2 2 2 2 2θ θ φ

í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÍÓÌÙÓÏÌ˚È Ù‡ÍÚÓ e2f(r) ÏÂÚËÍË ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡ ‡‚ÂÌ 1
2− m

r
,

‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡ îÂÏ‡ ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ‚Ë‰

g
m

r

m

r
r d d= −



 −



 +

− −
1

2
1

22 1
2 2 2( sin ).θ θ φ

åÂÚËÍ‡ pp-‚ÓÎÌ˚
åÂÚËÍ‡ pp-‚ÓÎÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ˜Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, ‚

ÍÓÚÓÓÏ ‡‰Ë‡ˆËfl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ Ò‚ÂÚ‡. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ
ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl (‚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ÅËÌÍÏ‡Ì‡) Í‡Í

ds H u x y du dud dx dy2 2 2 22= + + +( , , ) ,v

„‰Â ç – Î˛·‡fl „Î‡‰Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl.
ç‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚Ï ÍÎ‡ÒÒÓÏ ÓÒÓ·Ó ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı pp-‚ÓÎÌ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚËÍË

ÔÎÓÒÍËı ‚ÓÎÌ, Û ÍÓÚÓ˚ı ç Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ.

åÂÚËÍ‡ ÎÛ˜‡ ÅÓÌÌÓ‡
åÂÚËÍ‡ ÎÛ˜‡ ÅÓÌÌÓ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ˜Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡,

ÏÓ‰ÂÎËÛ˛˘ËÏ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ‰ÎËÌÌ˚È ÔflÏÓÈ ÎÛ˜ Ò‚ÂÚ‡. ùÚÓ ÔËÏÂ ÏÂÚËÍË
pp-‚ÓÎÌ˚.

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ˜‡ÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl (‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ Ó·Î‡ÒÚË ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚,
ËÏÂ˛˘ÂÈ ÙÓÏÛ Ú‚Â‰Ó„Ó ˆËÎËÌ‰‡) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds mr du dud dr r d2 2 2 2 2 28 2= − − + +π θv ,

„‰Â –∞ < u, ν < ∞, 0 < r < r0 Ë –π < θ < π. ùÚÓ Â¯ÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í
ÌÂÍÓ„ÂÂÌÚÌÓÂ ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌÓÂ ËÁÎÛ˜ÂÌËÂ.

ÇÌÂ¯Ìflfl ˜‡ÒÚ¸ Â¯ÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  ds mr r r du dud dr r d2
0
2

0
2 2 2 28 1 2 2= − + − + +π θ( log( / )) ,v

„‰Â –∞ < u, ν < ∞, r0 < r < ∞ Ë –π < θ < π.
ãÛ˜ ÅÓÌÌÓ‡ ÏÓÊÌÓ Ó·Ó·˘ËÚ¸, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÎÛ˜ÂÈ,

‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚ Ó‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË.

åÂÚËÍ‡ ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚
åÂÚËÍ‡ ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‚

‚‡ÍÛÛÏÂ Ë Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dwdu f u x y du dx dy2 2 2 2 2 22 2= + + − −( )( ) .

éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ÔÎÓÒÍÓÈ Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ ÔÓÎÂ ˜ËÒÚÓÈ ‡‰Ë‡ˆËË.
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ „‡‚Ë-
Ú‡ˆËÓÌÌÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ. Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÏÂÓÏ ÏÂÚËÍË pp-‚ÓÎÌ˚.
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åÂÚËÍ‡ ÇËÎÒ‡
åÂÚËÍ‡ ÇËÎÒ‡ – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, ‚˚‡ÊÂÌÌÓÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï

˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds xdwdu wdudx f u x x y w du dx dy2 2 2 2 2 2 22 2 2= − + + − − −( ( ) ( ) ) .

éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ÔÎÓÒÍÓÈ Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÓÎÂ ˜ËÒÚÓÈ ‡‰Ë‡ˆËË, ÍÓÚÓÓÂ
ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ.

åÂÚËÍ‡ äÛÚ‡Ò‡-å‡ÍËÌÚÓ¯‡
åÂÚËÍ‡ äÛÚ‡Ò‡-å‡ÍËÌÚÓ¯‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡,

‚˚‡ÊÂÌÌ˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds ax b dwdu awdudx f u ax b x y a w du dx dy2 2 2 2 2 2 2 22 2 2= + − + + + − − −( ) ( ( )( )( ) ) .

éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ÔÎÓÒÍÓÈ Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÓÎÂ ˜ËÒÚÓÈ ‡‰Ë‡ˆËË, ÍÓÚÓÓÂ ‚
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ. èË ‡ = 0 Ë b = 0 ÔÓÎÛ˜ËÏ ÏÂÚËÍÛ
ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‡ ÔË ‡ = 0 Ë b = 0 – ÏÂÚËÍÛ ÇËÎÒ‡.

åÂÚËÍ‡ ù‰„‡‡-ã˛‰‚Ë„‡
åÂÚËÍ‡ ù‰„‡‡-ã˛‰‚Ë„‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡,

‚˚‡ÊÂÌÌ˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds ax b dwdu awdudx2 2 2= + − +( )

+ + + + + − − −( ( )( )( ( ) ( ) ) ) .2 2 2 2 2 2 2 2f u ax b g u y h u x y a w du dx dy

éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÏÂÚËÍË äÛÚ‡Ò‡-å‡ÍËÌÚÓ¯‡. ùÚÓ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Ó·˘‡fl
ÏÂÚËÍ‡, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘‡fl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ ÔÓÎÂ ˜ËÒÚÓÈ ‡‰Ë‡ˆËË, ÍÓÚÓÓÂ ‚
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ. ÖÒÎË ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ ÔÎÓÒÍËÂ ‚ÓÎÌ˚, ÚÓ ÓÌ‡
·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰

ds xdwduu wdudx f u x g u y h u x y w du dx dy2 2 2 2 2 2 22 2 2= − + + + + − − −( ( ) ( ( ) ( ) ) ) .

åÂÚËÍ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl ÅÓÌ‰Ë
åÂÚËÍ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl ÅÓÌ‰Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÙÓÏÛ ‡‰Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó

Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, ÍÓÚÓ‡fl Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
V

r
U r du2 2 2 2 2 2= − −



 −e eβ γ

− − + +2 22 2 2 2 2 2 2 2 2e e (e e sin ),β γ γ γθ θ θ θdudr Ur dud r d d

„‰Â u – ‚ÂÏfl Á‡Ô‡Á‰˚‚‡ÌËfl, r – ÙÓÚÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π Ë
U , V, β , γ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË u , r Ë θ. ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ ÚÂÓËË
„‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ.

åÂÚËÍ‡ í‡Û·‡–çìí–‰Â ëËÚÚÂ‡
åÂÚËÍ‡ í‡Û·‡–çìí–‰ÂëËÚÚÂ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï (Ú.Â.

ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï) Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ò ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
Λ, Á‡‰‡ÌÌ˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
r L

dr
L

r L
d d

r L
d d2

2 2
2

2

2 2
2

2 2
2 2 2

4 4
= − +

−
+( ) + − +

∆
∆ ψ θ φ θ θ φcos ( sin ),
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„‰Â ∆ Λ= + + + −





4r Mr L L L r r2 2 4 2 22
4

2
1

3
,  L  Ë M  – Ô‡‡ÏÂÚ˚, Ë θ, φ, ψ – Û„Î˚

ùÈÎÂ‡. ÖÒÎË Λ  = 0, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÏÂÚËÍÛ í‡Û·‡-çìí, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÌÂÍÓÚÓ˚Â
ÛÒÎÓ‚Ëfl Â„ÛÎflÌÓÒÚË.

åÂÚËÍ‡ ù„Û˜Ë–ï‡ÌÒÓÌ‡–‰Â ëËÚÚÂ‡
åÂÚËÍ‡ ù„Û˜Ë–ï‡ÌÒÓÌ‡–‰Â ëËÚÚÂ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï

(Ú.Â. ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï) Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ò ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÒ-
ÚÓflÌÌÓÈ Λ, Á‡‰‡ÌÌ˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
a

r

r
dr

r a

r

r
d d2

4

4

2 1
2

2 4

4

2
2

1
6 4

1
6

= − −






+ − −






+( ) +
−

Λ Λ ψ θ φcos

+ +r
d d

2
2 2 2

4
( sin ),θ θ φ

„‰Â ‡ – Ô‡‡ÏÂÚ, ‡ θ, φ, ψ – Û„Î˚ ùÈÎÂ‡. ÖÒÎË Λ = 0, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ ù„Û˜Ë–
ï‡ÌÒÓÌ‡.

åÂÚËÍ‡ ÏÓÌÓÔÓÎÂÈ Å‡ËÓÎ˚–ÇËÎÂÌÍËÌ‡
åÂÚËÍ‡ ÏÓÌÓÔÓÎÂÈ Å‡ËÓÎ˚-ÇËÎÂÌÍËÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dt dr k r d d2 2 2 2 2 2 2 2= − + + +( sin )θ θ φ

Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ k > 1. èË r = 0 ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‰ÂÙËˆËÚ ÚÂÎÂÒÌÓ„Ó Û„Î‡ Ë ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸;

ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ t = const, θ π=
2

 ËÏÂÂÚ „ÂÓÏÂÚË˛ ÍÓÌÛÒ‡. Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl

ÔËÏÂÓÏ ÍÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚË; ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â
ÏÓ‰ÂÎË ‰Îfl ÏÓÌÓÔÓÎÂÈ (Ó‰ÌÓÔÓÎ˛ÒÌ˚ı ÁÓÌ), ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ‚Ó
‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ.

å‡„ÌËÚÌ˚È ÏÓÌÓÔÓÎ¸ ÂÒÚ¸ „ËÔÓÚÂÚË˜ÂÒÍËÈ ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌ˚È Ï‡„ÌËÚÌ˚È ÔÓÎ˛Ò
"Ï‡„ÌËÚ Ò Ó‰ÌËÏ ÔÓÎ˛ÒÓÏ". íÂÓÂÚË˜ÂÒÍË ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ú‡ÍÓÂ fl‚ÎÂÌËÂ
ÏÓÊÂÚ ‚˚Á˚‚‡Ú¸Òfl ÏÂÎ¸˜‡È¯ËÏË ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË, ÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË ˝ÎÂÍÚÓÌ‡Ï ËÎË ÔÓÚÓ-
Ì‡Ï, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ‰ÂÙÂÍÚÓ‚ ÚÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ,
Í‡Í Ë ÍÓÒÏË˜ÂÒÍËÂ ÒÚÛÌ˚, Ó‰Ì‡ÍÓ ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ˜‡ÒÚËˆ ÔÓÍ‡ ‚ ÔËÓ‰Â ÌÂ Ì‡È‰ÂÌÓ.

åÂÚËÍ‡ ÅÂÚÓÚÚË–êÓ·ËÌÒÓÌ‡
åÂÚËÍ‡ ÅÂÚÓÚÚË–êÓ·ËÌÒÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡

‰Îfl ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ Ò ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï Ï‡„ÌËÚÌ˚Ï ÔÓÎÂÏ. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË
Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds Q dt tdw d d2 2 2 2 2 2 2 2= − + + +( sin sin ).θ θ φ

„‰Â Q – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, t ∈  [0, π], w ∈ −∞ +∞ ∈( , ), [ , ]θ π0  Ë φ π∈ [ , ].0 2

åÂÚËÍ‡ åÓËÒ‡–íÓÌ‡
åÂÚËÍ‡ åÓËÒ‡–íÓÌ‡ – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl ÔÓÒÚ-

‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚ÓÓÌÍË Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds c dt dw r w d d

w

c2
2

2 2 2 2 2 2 22= − − +e ( ) ( sin ),

( )Φ

θ θ φ
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„‰Â w ∈ −∞ +∞( , ), r  – ÙÛÌÍˆËfl ÓÚ w, ÍÓÚÓ‡fl ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl
·ÓÎ¸¯Â„Ó ÌÛÎfl ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÂ w , Ë î(w) – „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚È
ÔÓÚÂÌˆË‡Î, Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌ˚È „ÂÓÏÂÚËÂÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ‚ÓÓÌÍ‡ – „ËÔÓÚÂÚË˜ÂÒÍ‡fl "ÚÛ·‡" ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÒÓÂ‰Ë-
Ìfl˛˘‡fl Û‰‡ÎÂÌÌ˚Â ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡ ÚÓ˜ÍË ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ. ÑÎfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÂÌÌ˚ı ‚ÓÓÌÓÍ ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÌÂÓ·˚˜Ì˚È Ï‡ÚÂË‡Î Ò ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛, ˜ÚÓ·˚ ‚ÓÓÌÍË ‚ÒÂ ‚ÂÏfl ·˚ÎË ÓÚÍ˚Ú˚.

åÂÚËÍ‡ åËÒÌÂ‡
åÂÚËÍ‡ åËÒÌÂ‡ – ÏÂÚËÍ‡, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ‰‚Â ˜ÂÌ˚Â ‰˚˚. åËÒÌÂ ÒÙÓ-

ÏÛÎËÓ‚‡Î ‚ 1960 „. ÏÂÚÓ‰ËÍÛ ÓÔËÒ‡ÌËfl ÏÂÚËÍË, Ò‚flÁ˚‚‡˛˘ÂÈ Ô‡Û ˜ÂÌ˚ı ‰˚
‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ÔÓÍÓfl, ÊÂÎ‡ ÍÓÚÓ˚ı ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚ÓÓÌÍÓÈ.
ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

 ds dt dx dy d2 2 4 2 2 2= − + + +ψ ( ),z

„‰Â ÍÓÌÙÓÏÌ˚È Ù‡ÍÚÓ ψ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  

ψ
µ µ

=
+ + +=−

∑
n N

N

h n x y n

1 1

0
2 2

0
2sin ( ) ( coth( ))

.
z

è‡‡ÏÂÚ µ0 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÓÈ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚ Í ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û ÊÂÎ‡ÏË
(˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÏÂÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÂÚÎË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ Ó‰ÌÓ
ÊÂÎÓ Ë ‚˚ıÓ‰fl˘ÂÈ ËÁ ‰Û„Ó„Ó). èÂ‰ÂÎ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl  N ÒÚÂÏËÚÒfl Í ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË.

íÓÔÓÎÓ„Ëfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË åËÒÌÂ‡ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡ Ô‡Â ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË
ÔÎÓÒÍËı ÎËÒÚÓ‚, ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËÏË ÏÓÒÚ‡ÏË ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡–êÓÛÁÂÌ‡.
Ç ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åËÒÌÂ‡ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ‰‚ÛÏÂÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ � × S1, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Ò‚ÂÚ ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ÓÚÍÎÓÌflÂÚÒfl ÔÓ ÏÂÂ
‰‚ËÊÂÌËfl ‚Ó ‚ÂÏÂÌË Ë ÔÓÒÎÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ËÏÂÂÚ Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ‚ÂÏÂÌÌÓ-
ÔÓ‰Ó·Ì˚Â ÍË‚˚Â.

åÂÚËÍ‡ ÄÎÍÛ·¸Â‡
åÂÚËÍ‡ ÄÎÍÛ·¸Â‡ – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÂ

‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ ÔËÌˆËÔÛ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË, ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ÂÂ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ‚ÂÏÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÍË‚˚ı. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡Û¯‡ÂÚÒfl
ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÎflÚË‚ËÒÚÒÍËÈ ÔËÌˆËÔ, ÒÛÚ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚
ÍÓÒÏÓÒÂ ÏÓÊÂÚ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÚ¸Òfl Ò Î˛·ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛, ÒÍÓÎ¸ Û„Ó‰ÌÓ ·ÎËÁÍÓÈ, ÌÓ ÌÂ
‡‚ÌÓÈ Ë ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡˛˘ÂÈ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡. èÓÒÚÓÂÌËÂ ÄÎÍÛ·¸Â‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
‚‡Ô-‰‚ËÊÂÌË˛ ‚ ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ, ˜ÚÓ ÔÂÂ‰ ÍÓÒÏË˜ÂÒÍËÏ ÍÓ‡·ÎÂÏ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ
Ò‚ÂÚ˚‚‡ÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË, ‡ Á‡ ÍÓ‡·ÎÂÏ – ‡Ò¯ËÂÌËÂ, ˜ÂÏ ÍÓÒÏË-
˜ÂÒÍÓÏÛ ÍÓ‡·Î˛ ÒÓÓ·˘‡ÂÚÒfl ÒÍÓÓÒÚ¸, ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚˚¯‡Ú¸
ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Û‰‡ÎÂÌÌ˚Ï Ó·˙ÂÍÚ‡Ï, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í Ì‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÏ
ÛÓ‚ÌÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÍÓ‡·Îfl ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ ·Û‰ÂÚ ·ÓÎ¸¯Â ÒÍÓÓÒÚË Ò‚ÂÚ‡.

ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

  ds dt dx f r dt dy d2 2 2 2 2= − + − + +( ( ) ) ,v z

„‰Â 
  
v = dx t

dt
s ( )

 Í‡ÊÛ˘‡flÒfl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÍÓÒÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓ‡·Îfl Ò ‰‚Ë„‡ÚÂÎÂÏ ‰ÂÙÓ-
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Ï‡ˆËË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, xs(t) – Ú‡ÂÍÚÓËfl ÍÓÒÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓ‡·Îfl ‚‰ÓÎ¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ı
(ÔË ˝ÚÓÏ ‡‰Ë‡Î¸Ì‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í  r x x t ys= − + +(( ( )) ) ),/2 2 2 1 2z
Ë f(r) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÔÓ‰˜ËÌÂÌÌ‡fl „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ: f = 1 ÔË r = 0
(ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÍÓÒÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓ‡·Îfl) Ë f = 0 ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË.

Ç‡˘‡˛˘‡flÒfl ë-ÏÂÚËÍ‡
Ç‡˘‡˛˘‡flÒfl ë -ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡–å‡ÍÒ-

‚ÂÎÎ‡, ÍÓÚÓÓÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‰‚Â ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ Á‡flÊÂÌÌ˚Â ˜ÂÌ˚Â ‰˚˚, ‡Á·Â-
„‡˛˘ËÂÒfl Ò ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï ÛÒÍÓÂÌËÂÏ ‚ ‡ÁÌ˚Â ÒÚÓÓÌ˚ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. ãËÌÂÈÌ˚È
˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

ds A x y
dy

F y

dx

G x
k G X d k A F y dt2 2 2

2 2
2 2 2 2 2= + + + −







− − −( )
( ) ( )

( ) ( ) ,φ

„‰Â F y y mAy e A y G x x mAx e A x( ) , ( ) ,= − + − + = − − −1 2 1 22 3 2 2 4 2 3 2 2 4  m, e Ë A – Ô‡‡-
ÏÂÚ˚, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò Ï‡ÒÒÓÈ, Á‡fl‰ÓÏ Ë ÛÒÍÓÂÌËÂÏ ˜ÂÌ˚ı ‰˚, ‡ k – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÛÒÎÓ‚ËflÏË Â„ÛÎflÌÓÒÚË.

ùÚÛ ÏÂÚËÍÛ ÌÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÛÚ‡Ú¸ Ò ë-ÏÂÚËÍÓÈ ‚ „Î. 11.

åÂÚËÍ‡ å‡ÈÂÒ‡–èÂË
åÂÚËÍÓÈ å‡ÈÂÒ‡–èÂË ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÔflÚËÏÂÌ‡fl ‚‡˘‡˛˘‡flÒfl ˜ÂÌ‡fl ‰˚‡.

ÖÂ ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds dt
m

dt a d b d2 2
2

2 2 22= − + − − +
ρ

θ φ θ ψ( sin cos )

+ + + + + +ρ ρ θ θ φ θ ψ
2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

R
dr d r a d r b d( )sin ( ) cos ,

„‰Â ρ θ θ2 2 2 2 2 2= + +r a bcos sin  Ë R
r a r b mr

r
2

2 2 2 2 2

2
2= + + −( ) ( )

.

åÂÚËÍ‡ ä‡ÎÛÁ˚–äÎÂÈÌ‡

åÂÚËÍ‡ ä‡ÎÛÁ˚–äÎÂÈÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‚ ÏÓ‰ÂÎË ä‡ÎÛÁ˚-äÎÂÈÌ‡ ÔflÚË-
ÏÂÌÓ„Ó (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓ„Ó) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË, ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌÌÓÈ
Ó·˙Â‰ËÌËÚ¸ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÛ˛ „‡‚ËÚ‡ˆË˛ Ò ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌÂÚËÁÏÓÏ.

ä‡ÎÛÁ‡ ‚˚ÒÍ‡Á‡Î ‚ 1919 „. Ë‰Â˛ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÚÂÓË˛ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ó ˜ËÒÚÓÈ
„‡‚ËÚ‡ˆËË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌËÚ¸ Ì‡ ÔflÚËÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl, ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl
ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ÏÓÊÌÓ ‡Á‰ÂÎËÚ¸ Ì‡ Ó·˚˜ÌÓÂ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÂ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÂ ÚÂÌ-
ÁÓÌÓÂ ÔÓÎÂ Ë ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ, ÍÓÚÓÓÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ Û‡‚ÌÂÌË˛
å‡ÍÒ‚ÂÎÎ‡ ‰Îfl ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÔÎ˛Ò ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓÎÂ
(ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ Í‡Í "‡Ò¯ËÂÌËÂ"), ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÂ ·ÂÁÏ‡ÒÒÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ äÎÂÈÌ‡–
ÉÓ‰ÓÌ‡.

äÎÂÈÌ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎ ‚ 1926 „., ˜ÚÓ ÔflÚÓÂ ËÁÏÂÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ÍÛ„Ó‚Û˛ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛,
Ú‡ÍÛ˛ ˜ÚÓ ÔflÚ‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÌÓÈ Ë ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÂ ËÁÏÂÂÌËÂ
ÒÍÛ˜ÂÌÓ ‰Ó ÌÂÌ‡·Î˛‰‡ÂÏÓ„Ó ‡ÁÏÂ‡. ÄÎ¸ÚÂÌ‡ÚË‚Ì˚Ï ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÚÓ, ˜ÚÓ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÂ ËÁÏÂÂÌËÂ (‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ËÁÏÂÂÌËfl) fl‚ÎflÂÚÒfl
‡Ò¯ËÂÌÌ˚Ï. í‡ÍÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÂÌ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË – ‚ÒÂ ËÁÏÂÂÌËfl
fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌ˚ÏË Ë ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË, ‡ ÒË„Ì‡ÚÛ‡ ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ
(p, 1).
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Ç ÏÓ‰ÂÎË ‡Ò¯ËÂÌÌÓ„Ó ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ËÁÏÂÂÌËfl 5-ÏÂÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ‚ÒÂÎÂÌ-
ÌÓÈ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı „‡ÛÒÒÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ‚ ‚Ë‰Â

ds dx x dx dx2
5

2 2
5= − + ∑( ) ( ) ,

,

λ ηαβ
α β

α β

„‰Â ηαβ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ Ë η2
5( )x  – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl

ÙÛÌÍˆËfl ÔflÚÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚.

åÂÚËÍ‡ èÓÌÒÂ ‰Â ãÂÓÌ‡
åÂÚËÍ‡ èÓÌÒÂ ‰Â ãÂÓÌ‡ – 5-ÏÂÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds l dt t t pl dx dy d
t

p
dl

p

p2 2 2
0

2

2

1 2 2 2
2

2
2

1
= − + + −

−
−( / ) ( )

( )
,z

„‰Â l – ÔflÚ‡fl (ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÔÓ‰Ó·Ì‡fl) ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡. ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ
ÔflÚËÏÂÌ˚È ‚‡ÍÛÛÏ, ÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ.
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åÂ˚ ‰ÎËÌ˚ Ë ¯Í‡Î˚

Ç ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â ÔË‚Ó‰ËÚÒfl ËÁ·‡ÌÌ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl ÔÓ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚Ï Â‰ËÌËˆ‡Ï
‰ÎËÌ˚ Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ Ì‡ flÁ˚ÍÂ ‰ÎËÌ ÔÂÂ˜ÂÌ¸ fl‰‡ ËÌÚÂÂÒÌ˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚.

27.1. åÖêõ  Ñãàçõ

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÒËÒÚÂÏ‡ÏË ËÁÏÂÂÌËfl ‰ÎËÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl: ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl, "ËÏÔÂÒÍ‡fl"
(‡Ì„ÎËÈÒÍ‡fl Ë ‡ÏÂËÍ‡ÌÒÍ‡fl), flÔÓÌÒÍ‡fl, Ú‡ÈÒÍ‡fl, ÍËÚ‡ÈÒÍ‡fl ËÏÔÂÒÍ‡fl, ÒÚ‡Ó-
ÛÒÒÍ‡fl, ‰Â‚ÌÂËÏÒÍ‡fl, ‰Â‚ÌÂ„Â˜ÂÒÍ‡fl, ·Ë·ÎÂÈÒÍ‡fl, ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍ‡fl, ÏÓÒÍ‡fl Ë
ÔÓÎË„‡ÙË˜ÂÒÍ‡fl.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓ„Ó ‰Û„Ëı ÒÔÂˆË‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ˚ı ¯Í‡Î ‰ÎËÌ˚; Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl
ËÁÏÂÂÌËfl Ó‰ÂÊ‰˚, ‡ÁÏÂÓ‚ Ó·Û‚Ë, Í‡ÎË·Ó‚ (‚ÌÛÚÂÌÌËı ‰Ë‡ÏÂÚÓ‚ ÒÚ‚ÓÎÓ‚
Ó„ÌÂÒÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÓÛÊËfl, ÔÓ‚Ó‰Ó‚, ˛‚ÂÎËÌ˚ı ÍÓÎÂˆ), ‡ÁÏÂÓ‚ ‡·‡ÁË‚Ì˚ı ÍÛ-
„Ó‚, ÚÓÎ˘ËÌ˚ ÏÂÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍËı ÎËÒÚÓ‚ Ë Ú.Ô. åÌÓ„ËÂ Â‰ËÌËˆ˚ ËÁÏÂÂÌËÈ ÒÎÛÊ‡Ú ‰Îfl
‚˚‡ÊÂÌËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚ı ËÎË Ó·‡ÚÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ.

åÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡

åÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ (ËÎË ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ ÒËÒÚÂÏ‡ ëà) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Ï ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Â‰ËÌËˆ, ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌ˚ı ÏÂÊ‰Û-
Ì‡Ó‰Ì˚Ï ÒÓ„Î‡¯ÂÌËÂÏ (åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍÓÌ‚ÂÌˆËfl, ÔÓ‰ÔËÒ‡ÌÌ‡fl 20 Ï‡fl 1875 „.),
ÍÓÚÓ˚Ï ·˚Î‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl Ë ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡ÌÌ‡fl ÓÒÌÓ‚‡ ‰Îfl ‚ÒÂı ËÁÏÂ-
ÂÌËÈ ‚ Ì‡ÛÍÂ, ÔÓÏ˚¯ÎÂÌÌÓÒÚË Ë ÍÓÏÏÂˆËË. Ç ÓÒÌÓ‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Á‡ÎÓÊÂÌ˚ ÒÂÏ¸
ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Â‰ËÌËˆ, ÍÓÚÓ˚Â Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl ‚Á‡ËÏÓÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË.

1. ÑÎËÌ‡: ÏÂÚ (Ï) – ‡‚Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌË˛, ÔÓıÓ‰ËÏÓÏÛ Ò‚ÂÚÓÏ ‚ ‚‡ÍÛÛÏÂ Á‡
1/299792458 ‰ÓÎÂÈ ÒÂÍÛÌ‰˚.

2. ÇÂÏfl: ÒÂÍÛÌ‰‡ (Ò).
3. å‡ÒÒ‡: ÍËÎÓ„‡ÏÏ (Í„).
4. íÂÏÔÂ‡ÚÛ‡: äÂÎ¸‚ËÌ (ä).
5. ëËÎ‡ ÚÓÍ‡: ‡ÏÔÂ (Ä).
6. ëËÎ‡ Ò‚ÂÚ‡: Í‡Ì‰ÂÎ‡ (Í‰).
7. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚Â˘ÂÒÚ‚‡: ÏÓÎ¸ (ÏÓÎ¸).
èÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ, 26 Ï‡Ú‡ 1791 „., ,metre ÏÂÚ ÔÓ-Ù‡ÌˆÛÁÒÍË ·˚Î ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ Í‡Í

1/10 000 000 ˜‡ÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ ëÂ‚ÂÌÓ„Ó ÔÓÎ˛Ò‡ áÂÏÎË ‰Ó ˝Í‚‡ÚÓ‡ ÔÓ
Ô‡ËÊÒÍÓÏÛ ÏÂË‰Ë‡ÌÛ. Ç 1799 „. ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÏÂÚÓÏ ÒÚ‡Î ÔÎ‡ÚËÌÓ‚Ó-ËË‰ËÂ‚˚È
ÒÚÂÊÂÌ¸ ÏÂÚÓ‚ÓÈ ‰ÎËÌ˚ ("‡ıË‚Ì˚È ÏÂÚ"), ı‡ÌË‚¯ËÈÒfl ‚Ó Ù‡ÌˆÛÁÒÍÓÏ „ÓÓ‰Â
ëÂ‚Â (ÔË„ÓÓ‰ è‡ËÊ‡) Ë ÒÎÛÊË‚¯ËÈ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÊÂÎ‡˛˘Â„Ó ˝Ú‡ÎÓÌÓÏ ‰Îfl
Ò‡‚ÌÂÌËfl Ò ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ËÁÏÂËÚÂÎ¸Ì˚Ï ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓÏ. (Ç‚Â‰ÂÌÌ‡fl ‚ 1793 „.
ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ·˚Î‡ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ÌÂÔÓÔÛÎflÌ‡, ˜ÚÓ ç‡ÔÓÎÂÓÌÛ ÔË¯ÎÓÒ¸
ÓÚÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÓÚ ÌÂÂ, Ë î‡ÌˆËfl ‚ÌÓ‚¸ ‚ÂÌÛÎ‡Ò¸ Í ÏÂÚÛ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ 1837 „.). Ç 1960 „.
˝Ú‡ÎÓÌÌ˚È ÏÂÚ ·˚Î ÓÙËˆË‡Î¸ÌÓ ÔË‚flÁ‡Ì Í ‰ÎËÌÂ ‚ÓÎÌ˚.
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åÂÚËÁ‡ˆËfl
åÂÚËÁ‡ˆËfl – ÔÓˆÂÒÒ ÔÂÂıÓ‰‡ Í åÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰ÌÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ (ëç).

éÌ Â˘Â ÌÂ Á‡‚Â¯ÂÌ (ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‚ ëòÄ Ë ÇÂÎËÍÓ·ËÚ‡ÌËË). éÙËˆË‡Î¸ÌÓ ÔÓÍ‡ Â˘Â
ÚÓÎ¸ÍÓ ëòÄ, ãË·ÂËfl Ë å¸flÌÏ‡ ÌÂ ÔÂÂ¯ÎË Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ ëà. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‚
ëòÄ Ì‡ ‰ÓÓÊÌ˚ı ÁÌ‡Í‡ı ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÏËÎË.
Ç˚ÒÓÚ˚ ‚ ‡‚Ë‡ˆËË ‰‡˛ÚÒfl, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‚ ÙÛÚ‡ı; Ì‡ ÙÎÓÚÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÏÓÒÍËÂ
ÏËÎË Ë ÛÁÎ˚. ê‡ÁÂ¯‡˛˘‡fl ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚ¸ ÛÒÚÓÈÒÚ‚ ‚˚‚Ó‰‡ ‰‡ÌÌ˚ı Á‡˜‡ÒÚÛ˛
ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Â ÚÓ˜ÂÍ Ì‡ ‰˛ÈÏ (dpi).

í‚Â‰‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ò Ò‡ÏÓ„Ó Ì‡˜‡Î‡ Ë
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ˝ÚÓ ÔËÂÏÎÂÏÓ, ÏÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì˚Ï ‡ÁÏÂ‡Ï Ë ÒÚ‡Ì‰‡Ú‡Ï.

åfl„Í‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÛÏÌÓÊÂÌËÂ Ì‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ‰˛ÈÏÓ‚ – ÙÛÌÚÓ‚ Ë ÓÍÛ„ÎÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ ‰Ó ÔËÂÏÎÂÏÓÈ ÒÚÂÔÂÌË
ÚÓ˜ÌÓÒÚË; Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË Ïfl„ÍÓÈ ÏÂÚËÁ‡ˆËË ‡ÁÏÂ˚ ÔÂ‰ÏÂÚÓ‚ ÌÂ ËÁÏÂ-
Ìfl˛ÚÒfl. ÄÏÂËÍ‡ÌÒÍ‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ú‡‰Ë-
ˆËÓÌÌ˚ı Â‰ËÌËˆ ‚ ‰ÂÒflÚË˜ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÛ˛ ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ.
í‡ÍËÏË „Ë·Ë‰Ì˚ÏË Â‰ËÌËˆ‡ÏË ËÏÔÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÒËÒÚÂÏ˚ ëà, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ÏË
‚ Ïfl„ÍÓÈ ÏÂÚËÁ‡ˆËË, fl‚Îfl˛ÚÒfl, Ì‡ÔËÏÂ, ÍËÎÓfl‰ (914,4 Ï), ÍËÎÓÙÛÚ (304,8 Ï),
ÏËÎ¸ ËÎË ÏËÎÎË ‰˛ÈÏ (24,5 ÏËÍÓÌ) Ë ÏËÍÓ‰˛ÈÏ (25,4 Ì‡ÌÓÏÂÚÓ‚).

êÓ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÏÂÚÛ ÚÂÏËÌ˚
Ç ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ Í ÒËÒÚÂÏÌ˚Ï Â‰ËÌËˆ‡Ï ‰ÎËÌ˚ ÌËÊÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÒÂ-

ÏÂÈÒÚ‚Ó ÌÂÏ‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÚÂÏËÌÓ‚ ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰ÎËÌ˚.
åÂÚ ‚ ÔÓ˝ÁËË (ËÎË Í‡‰ÂÌˆËfl): ËÚÏË˜ÂÒÍ‡fl ÙÓÏ‡, ÒÎÛÊ‡˘‡fl ÏÂÓÈ ËÚÏËÍË,

ÎËÌ„‚ËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÂÌÌÓÒÚË Á‚ÛÍÓ‚Ó„Ó Ó·‡Á‡ ÒÚËıÓÚ‚ÓÂÌËfl. ÉËÔÂÏÂÚ – ˝ÚÓ
˜‡ÒÚ¸ ÒÚËı‡, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl ÎË¯ÌËÈ ÒÎÓ„.

åÂÚ ‚ ÏÛÁ˚ÍÂ (ËÎË ËÚÏ): ‡ÁÏÂÂÌÌÓÒÚ¸ ËÚÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÒÛÌÍ‡ ÏÛÁ˚Í‡Î¸ÌÓÈ
ÒÚÓÍË, ‰ÂÎÂÌËÂ ÍÓÏÔÓÁËˆËË Ì‡ ‡‚Ì˚Â ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ˜‡ÒÚË Ë ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ Ëı
‡Á·ËÂÌËÂ. àÁÓÏÂÚËfl – ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚ (ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı Í‡ÚÍÓ‚ÂÏÂÌÌ˚ı ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ) ·ÂÁ Í‡ÍÓÈ-ÎË·Ó ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌ-
ÌÓÒÚË, ‡ ÔÓÎËÏÂÚËfl – ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ‰‚Ûı ÏÂÚÓ‚ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ.

åÂÚÓÏÂÚ ‚ ÏÂ‰ËˆËÌÂ – ËÌÒÚÛÏÂÌÚ ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÁÏÂ‡ Ï‡ÚÍË. Ç Ì‡ËÏÂ-
ÌÓ‚‡ÌËflı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ËÁÏÂËÚÂÎ¸Ì˚ı ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚ ‚ ÍÓÌˆÂ ÒÎÓ‚‡ ÔËÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÚÂÏËÌ ÏÂÚ.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÂÈÍ‡ – ˝ÏÔËË˜ÂÒÍÓÂ Ô‡‚ËÎÓ ‰Îfl ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ı ÔÓ‰Ò˜ÂÚÓ‚ Ì‡
ÓÒÌÓ‚Â ÔÓ‚ÒÂ‰ÌÂ‚ÌÓÈ Ô‡ÍÚËÍË, Ì‡ÔËÏÂ, ÒÚÓÓÌ‡ ÒÔË˜Â˜ÌÓ„Ó ÍÓÓ·Í‡ ‡‚Ì‡ 5 ÒÏ,
‡ 1 ÍÏ – ÔËÏÂÌÓ 10 ÏËÌÛÚ ıÓ‰¸·˚.

éÚÏÂË‚‡ÌËÂ – ÚÂÏËÌ, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚È ËÁÏÂÂÌË˛; ÏËÍÓÏÂÚËfl – ËÁÏÂÂÌËÂ
ÔÓ‰ ÏËÍÓÒÍÓÔÓÏ.

åÂÚÓÎÓ„Ëfl – Ì‡Û˜Ì‡fl ‰ËÒˆËÔÎËÌ‡, ËÒÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ÔÓÌflÚËÂ ËÁÏÂÂÌËfl.
åÂÚÓÌÓÏËfl – ËÌÒÚÛÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ËÁÏÂÂÌËÂ ‚ÂÏÂÌË.
åÂÚÓÒÓÙËfl – ÍÓÒÏÓÎÓ„Ëfl, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ‡fl Ì‡ ÒÚÓ„Ó ˜ËÒÎÓ‚˚ı ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Ëflı.
ÄÎÎÓÏÂÚËfl – Ì‡ÛÍ‡ Ó· ËÁÏÂÌÂÌËË ÔÓÔÓˆËÈ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˜‡ÒÚÂÈ Ó„‡ÌËÁÏ‡ ‚

ÔÓˆÂÒÒÂ ÓÒÚ‡.
ÄıÂÓÏÂÚËfl – Ì‡ÛÍ‡ Ó ÚÓ˜ÌÓÏ ‰‡ÚËÓ‚‡ÌËË ‡ıÂÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı Ì‡ıÓ‰ÓÍ, ÓÚÌÓÒfl-

˘ËıÒfl Í ‰‡ÎÂÍÓÏÛ ÔÓ¯ÎÓÏÛ Ë Ú.Ô.
àÁÓÏÂÚÓÔËfl – Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÒÚ¸ ÂÙ‡ÍˆËË ‚ Ó·ÓËı „Î‡Á‡ı.
àÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÛÔ‡ÊÌÂÌËÂ – ÛÔ‡ÊÌÂÌËÂ Ò ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡„ÛÁÍÓÈ Ì‡ Ï˚¯ˆ˚,

ÍÓ„‰‡ ÒËÎ‡ ÔËÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl Í ÒÚ‡ÚË˜ÌÓÏÛ Ó·˙ÂÍÚÛ.
àÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˜‡ÒÚËˆ‡ – ‚ËÛÒ, ÍÓÚÓ˚È (‚ ÒÓÒÚÓflÌËË Í‡ÔÒË‰‡ ‚ËËÓÌ‡)

Ó·Î‡‰‡ÂÚ ËÍÓÒ‡˝‰‡Î¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËÂÈ.
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àÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÔÓˆÂÒÒ – ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÈ ÔÓˆÂÒÒ ÔË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÏ
Ó·˙ÂÏÂ.

àÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÂÍˆËfl – ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÚÂıÏÂÌ˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‚ ‰‚Ûı
ËÁÏÂÂÌËflı, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Û„Î˚ ÏÂÊ‰Û ÚÂÏfl ÓÒflÏË ÔÓÂÍˆËË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ ËÎË ‡‚Ì˚
2

3

π
.

àÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÍËÒÚ‡ÎÎÓ‚ – ÍÛ·Ë˜ÂÒÍ‡fl ÍËÒÚ‡ÎÎÓ„‡ÙË˜ÂÒÍ‡fl
ÒËÒÚÂÏ‡.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÒËÏÏÂÚËfl ÍËÒÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍÓÈ Â¯ÂÚÍË – ÒËÏÏÂÚËfl ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡
‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËfl ‡ÚÓÏÓ‚ ‚ ·‡ÁËÒÌÓÈ ÍÎÂÚÍÂ.

åÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÂ˚ ‰ÎËÌ˚
äËÎÓÏÂÚ (ÍÏ) = 1000 ÏÂÚÓ‚ = 103 Ï.
åÂÚ (Ï) = 10 ‰ÂˆËÏÂÚÓ‚ = 100 Ï.
ÑÂˆËÏÂÚ (‰Ï) = 10 Ò‡ÌÚËÏÂÚÓ‚ = 10–1 Ï.
ë‡ÌÚËÏÂÚ (ÒÏ) = 10 ÏËÎÎËÏÂÚÓ‚ = 10–2 Ï.
åËÎÎËÏÂÚ (ÏÏ) = 1000 ÏËÍÓÏÂÚÓ‚ = 10–3 Ï.
åËÍÓÏÂÚ (ËÎË ÏËÍÓÌ, µ) = 1000 Ì‡ÌÓÏÂÚÓ‚ = 10–6 Ï.
ç‡ÌÓÏÂÚ (ÌÏ) = 10 Å = 10–9 Ï.
ÑÎËÌ˚ 103t Ï, t = –8, –7, ..., –1,1,..., 7, 8 ÛÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ò ÔËÒÚ‡‚Í‡ÏË: ÈÓÍÚÓ, ˆÂÔÚÓ,

‡ÚÚÓ, ÙÂÏÚÓ, ÔËÍÓ, Ì‡ÌÓ, ÏËÍÓ, ÏËÎÎË, ÍËÎÓ, ÏÂ„‡, „Ë„‡, ÚÂ‡, ÔÂÚ‡, ˝ÍÒ‡, ˆÂÚÚ‡,
ÈÓÚÚ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

àÏÔÂÒÍËÂ ÏÂ˚ ‰ÎËÌ˚
àÏÔÂÒÍËÏË ÏÂ‡ÏË ‰ÎËÌ˚ (ÒÎÂ„Í‡ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ÏË ÏÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì˚Ï ÒÓ„Î‡-

¯ÂÌËÂÏ ÓÚ 1 Ë˛Îfl 1959 „.) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ:
– ÎË„‡ = 3 ÏËÎË;
– (‡ÏÂËÍ‡ÌÒÍ‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl) ÏËÎfl = 5280 ÙÛÚÓ‚ ≈ 1609,347 Ï;
– ÏÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì‡fl ÏËÎfl = 1609,344 Ï;
– fl‰ = 3 ÙÛÚ‡ = 0,9144 Ï;
– ÙÛÚ = 12 ‰˛ÈÏÓ‚ = 0,3048 Ï;
– ‰˛ÈÏ = 2,54 ÒÏ (‰Îfl Ó„ÌÂÒÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÓÛÊËfl, Í‡ÎË·);
– ÎËÌËfl = 1/12 ‰˛ÈÏ‡;
– ‡„‡Ú = 1/14 ‰˛ÈÏ‡;
– ÏËÍË = 1/200 ‰˛ÈÏ‡;
– ÏËÎ (·ËÚ‡ÌÒÍ‡fl Ú˚Òfl˜Ì‡fl) =1/1000 ‰˛ÈÏ‡ (ÏËÎ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Û„ÎÓ‚ÓÈ

ÏÂÓÈ π/3200 ≈ 0,01 ‡‰Ë‡Ì‡).
ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍÊÂ ÒÚ‡ËÌÌ˚Â ÏÂ˚: fl˜ÏÂÌÌÓÂ ÁÂÌÓ – 1/3 ‰˛ÈÏ‡; Ô‡ÎÂˆ –

3/4 ‰˛ÈÏ‡; Î‡‰ÓÌ¸ – 3 ‰˛ÈÏ‡; ÛÍ‡ – 4 ‰˛ÈÏ‡; ¯‡ÙÚÏÂÌÚ – 6 ‰˛ÈÏÓ‚, Ôfl‰¸ –
9 ‰˛ÈÏÓ‚, ÎÓÍÓÚ¸ – 18 ‰˛ÈÏÓ‚.

ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ËÏÂ˛ÚÒfl ÏÂ˚ ÁÂÏÎÂÏÂÌÓÈ ˆÂÔË: Ù‡ÎÓÌ„ = 10 ˜ÂÈÌÓ‚ = 1/8 ÏË-
ÎË; ˜ÂÈÌ = 100 ÎËÌÍÓ‚ = 66 ÙÛÚÓ‚; ¯ÌÛ = 20 ÙÛÚÓ‚; Ó‰ (ËÎË ÔÓÎ¸) = 16,5 ÙÛÚÓ‚;
ÎËÌÍ = 7,92 ‰˛ÈÏÓ‚. åËÎfl, Ù‡ÎÓÌ„ Ë Ò‡ÊÂÌ¸ (6 ÙÛÚÓ‚) ÔÓËÁÓ¯ÎË ÓÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ
·ÓÎÂÂ ÍÓÓÚÍËı „ÂÍÓ-ËÏÒÍËı ÏËÎÂÈ, ÒÚ‡‰ËÈ Ë Ó„ËÈ, ÛÔÓÏËÌ‡ÂÏ˚ı ‚ çÓ‚ÓÏ
á‡‚ÂÚÂ.

ÅË·ÎÂÈÒÍËÏË ÏÂ‡ÏË ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ ·˚ÎË: ÎÓÍÓÚ¸ Ë Â„Ó ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â
Â‰ËÌËˆ˚, Í‡ÚÌ˚Â 4, 1/2, 1/6 Ë 1/24, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò‡ÊÂÌ¸˛, Ôfl‰¸˛,
Î‡‰ÓÌ¸˛ Ë Ô‡Î¸ˆÂÏ. èË ˝ÚÓÏ ·‡ÁÓ‚‡fl ‰ÎËÌ‡ ·Ë·ÎÂÈÒÍÓ„Ó ÎÓÍÚfl ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂËÁ-
‚ÂÒÚÌÓÈ; ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÍÓÎÓ 17,6 ‰˛ÈÏÓ‚
‰Îfl Ó·˘ÂÈ (ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÈ ‚ ÍÓÏÏÂˆËË) ÏÂ˚ ÎÓÍÚfl Ë ÓÍÓÎÓ 20–22 ‰˛ÈÏÓ‚ ‰Îfl
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ÓÙËˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl (ÔËÏÂÌflÎÒfl ‚ ÒÚÓËÚÂÎ¸ÒÚ‚Â). í‡ÎÏÛ‰Ë˜ÂÒÍËÈ
ÎÓÍÓÚ¸ ‡‚ÂÌ 56,02 ÒÏ, Ú.Â. ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‰ÎËÌÌÂÂ 22 ‰˛ÈÏÓ‚.

ä‡Í ÛÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Strange_units_of_measurement,
ÒÚ‡ËÌÌ‡fl Â‰ËÌËˆ‡ ‰ÎËÌ˚, Ì‡Á˚‚‡‚¯‡flÒfl ‰ËÒÚ‡ÌˆËÂÈ Ë ‡‚Ì‡fl 221763 ‰˛ÈÏ‡Ï
(ÓÍÓÎÓ 5633 Ï), ÓÔÂ‰ÂÎflÎ‡Ò¸ ‚ÂÒ¸Ï‡ ÌÂÓ·˚˜ÌÓ, Í‡Í ‡‚Ì‡fl 3 ÏËÎË + 3 Ù‡ÎÓÌ„‡ +
+ 9 ˜ÂÈÌÓ‚ + 3 Ó‰‡ + 9 ÙÛÚÓ‚ + 9 ¯‡ÙÚÏÂÌÚÓ‚ + 9 ÛÍ + 9 fl˜ÏÂÌÌ˚ı ÁÂÂÌ.

ÑÎfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ‡ÁÏÂÓ‚ Ï‡ÚÂËË Ë Ó‰ÂÊ‰˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÚ‡˚Â Â‰ËÌËˆ˚:
ÛÎÓÌ – 40 fl‰Ó‚; ÎÓÍÓÚ¸ – 5/4 fl‰‡; „ÓÎ‰  – 3/2 fl‰‡; ˜ÂÚ‚ÂÚ¸ (ËÎË Ô fl ‰ ¸) –
1/4 fl‰‡; Ô‡ÎÂˆ – 1/8 fl‰‡; ÌÓ„ÓÚ¸ – 1/16 fl‰‡.

åÓÒÍËÂ Â‰ËÌËˆ˚ ‰ÎËÌ˚

åÓÒÍËÂ Â‰ËÌËˆ˚ ‰ÎËÌ˚  (ÔËÏÂÌflÂÏ˚Â Ú‡ÍÊÂ Ë ‚ ‚ÓÁ‰Û¯ÌÓÈ Ì‡‚Ë„‡ˆËË):
– ÏÓÒÍ‡fl ÎË„‡ = 3 ÏÓÒÍËı ÏËÎË;
– ÏÓÒÍ‡fl ÏËÎfl = 1852 Ï;
– „ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍ‡fl ÏËÎfl 1852 Ï (ÒÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË áÂÏÎË,

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÂ Ó‰ÌÓÈ ÏËÌÛÚÓÈ ¯ËÓÚ˚);
– Í‡·ÂÎ¸ÚÓ‚ = 120 Ò‡ÊÂÌÂÈ = 720 ÙÛÚÓ‚ = 219,456 Ï;
– ÍÓÓÚÍËÈ Í‡·ÂÎ¸ÚÓ‚ = 1/10 ÏÓÒÍÓÈ ÏËÎË 608 ÙÛÚÓ‚;
Ò‡ÊÂÌ¸ = 6 ÙÛÚÓ‚.

ÅÛÏ‡ÊÌ˚Â ÙÓÏ‡Ú˚ åéë

Ç ¯ËÓÍÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ·ÛÏ‡ÊÌ˚ı ÙÓÏ‡ÚÓ‚ åéë ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚˚ÒÓÚ˚
ÎËÒÚ‡ Í Â„Ó ¯ËËÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ãËıÚÂÌ·Â„‡, Ú.Â. 2.  ëËÒÚÂÏ‡ ‚ÍÎ˛-
˜‡ÂÚ ‚ ÒÂ·fl ÙÓÏ‡Ú˚ An, Bn Ë (ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È ‰Îfl ÍÓÌ‚ÂÚÓ‚) ÙÓÏ‡Ú ën Ò 0 ≤ n ≤ 10
Ë ¯ËËÌÓÈ ÎËÒÚ‡ 2 21 4 2 2− − −/ / /,n n  Ë 2 1 8 2− −/ /n  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÇÒÂ ‡ÁÏÂ˚ ÛÍ‡Á‡Ì˚
‚ ÏÂÚ‡ı, Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÎÓ˘‡‰¸ An ‡‚Ì‡ 2–n Ï2. éÌË ÓÍÛ„Îfl˛ÚÒfl Ë Ó·˚˜ÌÓ
‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ‚ ÏËÎÎËÏÂÚ‡ı, Ì‡ÔËÏÂ, ÙÓÏ‡Ú Ä4 – 210 × 297, ‡ ÙÓÏ‡Ú Ç7
(ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È Ú‡ÍÊÂ ‰Îfl Ô‡ÒÔÓÚÓ‚ Â‚ÓÔÂÈÒÍËı ÒÚ‡Ì Ë ëòÄ) ËÏÂÂÚ ‡ÁÏÂ˚
88 × 125.

èÓÎË„‡ÙË˜ÂÒÍËÂ Â‰ËÌËˆ˚ ‰ÎËÌ˚

èÛÌÍÚ (PostScript) = 1/72 ‰˛ÈÏ‡ = 100 „ÛÚÂÌ·Â„Ó‚ = 3,527777778 ÒÏ.
èÛÌÍÚ (íÂï) (ËÎË ÔÛÌÍÚ ÔËÌÚÂ‡) = 1/72,27 ‰˛ÈÏ‡ = 3,514598035 ÒÏ.
èÛÌÍÚ (ÄíÄ) = 3,514598 ÒÏ.
äÛ (flÔÓÌÒÍ‡fl) (ËÎË Q, ˜ÂÚ‚ÂÚ¸) = 2,5 ÒÏ.
èÛÌÍÚ (ÑË‰Ó) = 1/72 Ù‡ÌˆÛÁÒÍÓ„Ó ÍÓÓÎÂ‚ÒÍÓ„Ó ‰˛ÈÏ‡ = 3,761 ÒÏ Ë ˆËˆÂÓ =

= 12 ÔÛÌÍÚÓ‚ ÑË‰Ó.
èËÍ‡ (PostScript, íÂï ËÎË ÄíÄ) = 12 ÔÛÌÍÚÓ‚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÒËÒÚÂÏÂ.
í‚ËÔ = 1/20 ÔÛÌÍÚ‡ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÒËÒÚÂÏÂ.

é˜ÂÌ¸ Ï‡Î˚Â Â‰ËÌËˆ˚ ‰ÎËÌ˚

ÄÌ„ÒÚÂÏ (Å) = 10–10 Ï.
ÄÌ„ÒÚÂÏ Á‚ÂÁ‰‡ (ËÎË Â‰ËÌËˆ‡ ÅÂ‰ÂÌ‡): Å ≈ 1,0000148 ‡Ì„ÒÚÂÏ (ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ò

1965 „. ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‰ÎËÌ ‚ÓÎÌ ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë „‡ÏÏ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ‡ÚÓÏ‡ÏË ‚ ÍËÒÚ‡ÎÎ‡ı).

ï Â‰ËÌËˆ‡ (ËÎË ÁË„·‡ÌÓ‚‡ Â‰ËÌËˆ‡) ≈ 1,0021 × 10–13 Ï (‡ÌÂÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ‰Îfl
ËÁÏÂÂÌËfl ‰ÎËÌ ‚ÓÎÌ ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë „‡ÏÏ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl).

ÅÓ (‡ÚÓÏÌ‡fl Â‰ËÌËˆ‡ ‰ÎËÌ˚): α0, ÒÂ‰ÌËÈ ‡‰ËÛÒ ≈ 5,291772 × 10–11 Ï Ó·ËÚ˚
˝ÎÂÍÚÓÌ‡ ‡ÚÓÏ‡ ‚Ó‰ÓÓ‰‡ (‚ ÏÓ‰ÂÎË ÅÓ‡).
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èË‚Â‰ÂÌÌ‡fl ÍÓÏÔÚÓÌÓ‚ÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ˝ÎÂÍÚÓÌ‡ (Ú.Â. 
 

h

mc
)  ‰Îfl Ï‡ÒÒ˚

˝ÎÂÍÚÓÌ‡     me C: ,
r
λ αα= ≈ × −

0
133 862 10 Ï,  „‰Â ˙ – ÔË‚Â‰ÂÌÌ‡fl (Ú.Â. ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ 2π)

ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl èÎ‡ÌÍ‡, Ò  – ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò‚ÂÚ‡ Ë 
  
α ≈ 1

137
 – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ÚÓÌÍÓÈ

ÒÚÛÍÚÛ˚.

äÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ ‡‰ËÛÒ ˝ÎÂÍÚÓÌ‡:     re C: ,αλ α α
r

= ≈ × −2
0

152 81794 10 Ï.

äÓÏÔÚÓÌÓ‚ÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓÚÓÌ‡: ≈ 1,32141 × 10–15 Ï; ·ÓÎ¸¯‡fl ˜‡ÒÚ¸ ËÁ-
ÏÂÂÌËÈ ‰ÎËÌ ‚ ıÓ‰Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË fl‰ÂÌ˚ÏË
ÒËÎ‡ÏË, fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÂ Í‡ÚÌ˚ÏË.

ÑÎËÌ‡ èÎ‡ÌÍ‡ (Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÙËÁË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡): 
    
l

G

cP = ≈ × −h
3

351 6162 10, Ï,

„‰Â G – ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì‡fl „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ç¸˛ÚÓÌ‡. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ
ÔË‚Â‰ÂÌÌÓÈ ÍÓÏÔÚÓÌÓ‚ÒÍÓÈ ‰ÎËÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë ÔÓÎÓ‚ËÌÓÈ ‡‰ËÛÒ‡ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡ ‰Îfl

Ï‡ÒÒ˚ èÎ‡ÌÍ‡ m
c

cP = ≈ × −h
3

82 176 10, Í„ . ÇÂÏfl èÎ‡ÌÍ‡ 
  
t

l

cp
P= ≈ × −5 4 10 44, .c

àÏÂÌÌÓ, 1038 lP ≈  1 ÏËÎÂ ëòÄ, 10 5443 tP ≈ c  Ë   10 21 769 mP ≈ , Í„ ,  Ú.Â. ·ÎËÁÍÓ
Í 1 Ú‡Î‡ÌÚÛ (26 Í„ ÒÂÂ·‡, ÏÂ‡ ‚ÂÒ‡ ‚ ÑÂ‚ÌÂÈ ÉÂˆËË). äÓÚÂÎÎ
(http://planck.com/humanscale.htm) ÔÂ‰ÎÓÊËÎ "ÔÓÒÚÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ" ‚‡Ë‡ÌÚ ‡‰‡ÔÚËÓ-
‚‡ÌÌÓÈ ÔÓ‰ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ Â‰ËÌËˆ èÎ‡ÌÍ‡ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÚÂı ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı
Â‰ËÌËˆ, Ì‡Á‚‡‚ Ëı (ÔÎ‡ÌÍÓ‚ÒÍËÏË) ÏËÎÂÈ, ÏËÌÛÚÓÈ Ë Ú‡Î‡ÌÚÓÏ.

ÄÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ Â‰ËÌËˆ˚ ‰ÎËÌ˚

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï‡··Î‡ („‡ÌËˆ‡ ÍÓÒÏË˜ÂÒÍÓ„Ó Ò‚ÂÚÓ‚Ó„Ó „ÓËÁÓÌÚ‡) ‡‚Ì‡

  
D

c

HH = ≈ ≈
0

4 22 13 7, ,ÔÍ  Ò‚ÂÚÓ‚˚ı „Ë„‡ÎÂÚ (ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓfl-

ÌËÈ 
  
d > 1

2
åÔÍ  ‚ ÚÂÏËÌ‡ı Í‡ÒÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl z: d = zDH, ÂÒÎË z  ≤ 1, Ë

  
d DH= + −

+ +
( )

( )
,

z

z

1 1

1 1

2

2  ËÌ‡˜Â).

ÉË„‡Ô‡ÒÂÍ (ÉÔÍ) = 103 ÏÂ„‡Ô‡ÒÂÍÓ‚ (åÔÍ).
ï‡··Î (ËÎË Ò‚ÂÚÓ„Ë„‡„Ó‰, Ò‚ÂÚÓ‚ÓÈ „Ë„‡„Ó‰, Ò‚ÂÚÓ‚ÓÈ Ga) = 109 (ÏÎ‰) Ò‚ÂÚÓ‚˚ı

ÎÂÚ ≈ 306,595 åÔÍ.
åÂ„‡Ô‡ÒÂÍ = 103 ÍËÎÓÔ‡ÒÂÍÓ‚ ≈ 3,262 MLY (ÏÎÌ Ò‚. ÎÂÚ).
MLY (ÏËÎÎËÓÌ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÎÂÚ) = 106 (ÏÎÌ) Ò‚. ÎÂÚ.
äËÎÓÔ‡ÒÂÍ = 103 Ô‡ÒÂÍÓ‚.

è‡ÒÂÍ = 648000

π
AU  (‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı Â‰ËÌËˆ, ‡.Â.) ≈ 3,261624 Ò‚. „Ó‰‡

≈ 3,08568 × 1016 Ï (‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ‚ÓÓ·‡Ê‡ÂÏÓÈ Á‚ÂÁ‰˚, ÍÓ„‰‡ ÔflÏ˚Â, ÔÓ‚Â‰ÂÌ-
Ì˚Â ÓÚ ÌÂÂ ‰Ó áÂÏÎË Ë ‰Ó ëÓÎÌˆ‡, Ó·‡ÁÛ˛Ú Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È Û„ÓÎ, Ú.Â. Ô‡‡ÎÎ‡ÍÒ,
‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‚ ÒÂÍÛÌ‰Û).

ë‚ÂÚÓ‚ÓÈ „Ó‰ ≈ 9,46073 × 1015 Ï ≈ 5,2595 × 105 Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÏËÌÛÚ ≈ π × 107 (‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ‚ ‚‡ÍÛÛÏÂ Ò‚ÂÚ ÔÓıÓ‰ËÚ Á‡ Ó‰ËÌ „Ó‰; ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl
‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û Á‚ÂÁ‰‡ÏË).



ÉÎ‡‚‡ 27. åÂ˚ ‰ÎËÌ˚ Ë ¯Í‡Î˚ 397

ëÔ‡Ú (ÛÒÚ‡Â‚¯‡fl Â‰ËÌËˆ‡) ≈ 1012 Ï ≈ 6,6846 AU (‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı Â‰ËÌËˆ).
ÄÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍ‡fl Â‰ËÌËˆ‡ (AU) = 1,49597871 × 1011 Ï ≈ 8,32 Ò‚ÂÚÓ‚˚ı ÏËÌÛÚ˚

(ÒÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û áÂÏÎÂÈ Ë ëÓÎÌˆÂÏ; ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÈ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı CÓÎÌÂ˜ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚).

ë‚ÂÚÓ‚‡fl ÒÂÍÛÌ‰‡ ≈ 2,998 × 108
 Ï.

èËÍÓÔ‡ÒÂÍ ≈ 30,86 ÍÏ (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ ‰Û„ËÂ Á‡·‡‚Ì˚Â Â‰ËÌËˆ˚, Í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ,
ÏËÍÓÒÚÓÎÂÚËÂ ≈  52,5 ÏËÌÛÚ˚, Ó·˚˜Ì‡fl ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‰ÓÍÎ‡‰‡, Ë Ì‡ÌÓ-
ÒÚÓÎÂÚËÂ ≈ π ÒÂÍÛÌ‰).

27.2.  òäÄãõ  îàáàóÖëäàï  Ñãàç

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ì‡·Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÓfl‰ÍÓ‚ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‰ÎËÌ,
‚˚‡ÊÂÌÌ˚ı ‚ ÏÂÚ‡ı.

1,616 × 10–35 – ‰ÎËÌ‡ èÎ‡ÌÍ‡ (Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ‚ÓÁÏÓÊÌ‡fl ÙËÁË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡): Ì‡
˝ÚÓÈ ¯Í‡ÎÂ ÓÊË‰‡ÂÚÒfl Ì‡ÎË˜ËÂ "Í‚‡ÌÚÛÏÌÓÈ ÔÂÌ˚" (ÏÓ˘ÌÓÂ ËÒÍË‚ÎÂÌËÂ Ë ÚÛ·Û-
ÎÂÌˆËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË, ÌÂÚ „Î‡‰ÍÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË); ‰ÓÏËÌË-
Û˛˘ËÏË ÒÚÛÍÚÛ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ï‡Î˚Â (ÏÌÓ„ÓÒ‚flÁÌ˚Â) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ‚ÓÓÌ-
ÍË Ë ÔÛÁ˚Ë, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ Ë ËÒ˜ÂÁ‡˛˘ËÂ.

10–34 – ‰ÎËÌ‡ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏÓÈ ÒÚÛÌ˚: å-ÚÂÓËfl ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÒËÎ˚ Ë
‚ÒÂ 25 ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ˜‡ÒÚËˆ Ó·˙flÒÌfl˛ÚÒfl ‚Ë·‡ˆËÂÈ Ú‡ÍËı ÒÚÛÌ Ë ÒÚÂÏËÚÒfl
Ó·˙Â‰ËÌËÚ¸ Í‚‡ÌÚÓ‚Û˛ ÏÂı‡ÌËÍÛ Ò Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËÂÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË.

10–24 = 1 ÈÓÍÚÓÏÂÚ.
10–21 = 1 ˆÂÔÚÓÏÂÚ.
10–18 = 1 ‡ÚÚÓÏÂÚ: Ó·Î‡ÒÚ¸ ÒÎ‡·˚ı fl‰ÂÌ˚ı ÒËÎ, ‡ÁÏÂ Í‚‡Í‡.
10–15 = 1 ÙÂÏÚÓÏÂÚ (·˚‚¯‡fl ÙÂÏË).
1,3 × 10–15 – Ó·Î‡ÒÚ¸ ·ÓÎ¸¯Ëı fl‰ÂÌ˚ı ÒËÎ, fl‰‡ ÒÂ‰ÌËı ‡ÁÏÂÓ‚.
10–12 = 1 ÔËÍÓÏÂÚ (‡ÌÂÂ Ì‡Á˚‚‡ÎÒfl ·ËÍÓÌ ËÎË ÒÚË„Ï‡): ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û

‡ÚÓÏÌ˚ÏË fl‰‡ÏË ‚ ·ÂÎ˚ı Í‡ÎËÍÓ‚˚ı Á‚ÂÁ‰‡ı.
10–11 – ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÊÂÒÚÍÓ„Ó (ÍÓÓÚÍÓ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó) ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍÓ„Ó

ËÁÎÛ˜ÂÌËfl Ë Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ „‡ÏÏ‡ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl.
5 × 10–11 – ‰Ë‡ÏÂÚ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‡ÚÓÏ‡ (‚Ó‰ÓÓ‰‡ ç); 1,5 × 10–10 – ‰Ë‡ÏÂÚ

Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÓÎÂÍÛÎ˚ (‚Ó‰ÓÓ‰ H2).
10–10 = 1 ‡Ì„ÒÚÂÏ – ‰Ë‡ÏÂÚ ÚËÔÓ‚Ó„Ó ‡ÚÓÏ‡, ÔÂ‰ÂÎ ‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÈ ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚË

˝ÎÂÍÚÓÌÌÓ„Ó ÏËÍÓÒÍÓÔ‡.
1,54 × 10–10 – ‰ÎËÌ‡ ÚËÔÓ‚ÓÈ ÍÓ‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ Ò‚flÁË (ë–ë).
10–9 = 1 Ì‡ÌÓÏÂÚ – ‰Ë‡ÏÂÚ ÚËÔÓ‚ÓÈ ÏÓÎÂÍÛÎ˚.
2 × 10–9 – ‰Ë‡ÏÂÚ ÒÔË‡ÎË Ñçä.
10–8 – ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Ïfl„ÍÓ„Ó ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍÓ„Ó ËÁÎÛ˜ÂÌËfl Ë Ò‡ÏÓ„Ó

Í‡ÈÌÂ„Ó ÛÎ¸Ú‡ÙËÓÎÂÚÓ‚Ó„Ó ËÁÎÛ˜ÂÌËfl.
1,1 × 10–8 – ‰Ë‡ÏÂÚ ÔËÓÌ‡ (Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ·ËÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÒÛ˘ÌÓÒÚË, ÒÔÓÒÓ·ÌÓÈ Í

Ò‡ÏÓ‚ÓÒÔÓËÁ‚Â‰ÂÌË˛).
4,5 × 10–8 – Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ‰ÂÚ‡Î¸ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ÏËÍÓÒıÂÏ˚ ‚ 2007 „.
9 × 10–8 – ‚ËÛÒ ËÏÏÛÌÓ‰ÂÙËˆËÚ‡ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ (Çàó); ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÁÏÂ˚

ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‚ËÛÒÓ‚ ÍÓÎÂ·Î˛ÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ 2 × 10–8 (‡‰ÂÌÓ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ˚e ‚ËÛ-
Ò˚) ‰Ó 8 × 10–7 (ÏËÏË‚ËÛÒ).

10–7: ‡ÁÏÂ ıÓÏÓÒÓÏ˚, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È ‡ÁÏÂ ˜‡ÒÚËˆ˚, ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ÔÓÈÚË
˜ÂÂÁ ıËÛ„Ë˜ÂÒÍÛ˛ Ï‡ÒÍÛ.
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2 × 10–7: ÔÂ‰ÂÎ ‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÈ ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚË ÓÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏËÍÓÒÍÓÔ‡.
3,8–7,4 × 10–7: ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚Ë‰ËÏÓ„Ó („Î‡ÁÓÏ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡) Ò‚ÂÚ‡, Ú.Â. ˆ‚ÂÚÓ‚ÓÈ

ÒÔÂÍÚ ÓÚ ÙËÓÎÂÚÓ‚Ó„Ó ‰Ó Í‡ÒÌÓ„Ó.
10–6 = 1 ÏËÍÓÏÂÚ (·˚‚¯ËÈ ÏËÍÓÌ).
10–6–10–5: ‰Ë‡ÏÂÚ ÚËÔÓ‚ÓÈ ·‡ÍÚÂËË; ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÁÏÂ˚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı (ÌÂ Ì‡-

ıÓ‰fl˘ËıÒfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ÔÓÍÓfl) ·‡ÍÚÂËÈ ÍÓÎÂ·Î˛ÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ 1,5 × 10–7

(ÏËÍÓÔÎ‡ÁÏ‡ „ÂÌËÚ‡ÎËÛÏ: "ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÎÂÚÍ‡") ‰Ó 7 × 10–4 ("ëÂÌ‡fl ÊÂÏ˜ÛÊËÌ‡
ç‡ÏË·ËË" – Thiomargarita of Namibia).

7 × 10–6: ‰Ë‡ÏÂÚ fl‰‡ ÚËÔÓ‚ÓÈ ˝ÛÍ‡ËÓÚÌÓÈ ÍÎÂÚÍË.
8 × 10–6: ÒÂ‰ÌËÈ ‰Ë‡ÏÂÚ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÓÎÓÒ‡ (ÍÓÎÂ·ÎÂÚÒfl ÓÚ 1,8 × 10–6 ‰Ó

18 × 10–6).
10–5: ÚËÔÓ‚ÓÈ ‡ÁÏÂ Í‡ÔÎË ‚Ó‰˚ (ÚÛÏ‡Ì, ‚Ó‰flÌ‡fl Ô˚Î¸, Ó·Î‡ÍÓ).
10–5, 1,5 × 10–5 Ë 2 × 10–5: ‰Ë‡ÏÂÚ˚ ‚ÓÎÓÍÓÌ ıÎÓÔÍ‡, ¯ÂÎÍ‡ Ë ¯ÂÒÚË.
2 × 10–4: ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ ÌËÊÌËÈ ÔÂ‰ÂÎ ‡ÁÎË˜ÂÌËfl ÔÂ‰ÏÂÚ‡ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍËÏ

„Î‡ÁÓÏ.
5 × 10–4: ‰Ë‡ÏÂÚ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓÈ flÈˆÂÍÎÂÚÍË, ÏËÍÓÔÓˆÂÒÒÓ MEMS (ÏËÍÓ-

Ï‡¯ËÌÌ‡fl ÚÂıÌÓÎÓ„Ëfl).
10–3 = 1 ÏËÎÎËÏÂÚ: Í‡ÈÌflfl ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ËÌÙ‡Í‡ÒÌÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡.
5 × 10–3: ‰ÎËÌ‡ ÒÂ‰ÌÂ„Ó Í‡ÒÌÓ„Ó ÏÛ‡‚¸fl; ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÁÏÂ˚ Ì‡ÒÂÍÓÏ˚ı

Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ 1,7 × 10–4 (Ì‡ÂÁ‰ÌËÍ ÏÂ„‡Ù‡„Ï‡ – Megaphragma caribea) ‰Ó
3,6 × 10–1 (Ô‡ÎÓ˜ÌËÍ – Pharnacia kirbyi).

8,9 × 10–3: ‡‰ËÛÒ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡ (  –
2

2
Gm

c
 Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ ÔÂ‰ÂÎ, ÔÓÒÎÂ ÍÓÚÓÓ„Ó

Ï‡ÒÒ‡ m ÍÓÎÎ‡ÔÒËÛÂÚ ‚ ˜ÂÌÛ˛ ‰˚Û) ‰Îfl áÂÏÎË.
10–2 = 1 Ò‡ÌÚËÏÂÚ.
10–1 = 1 ‰ÂˆËÏÂÚ: ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ Ò‡ÏÓÈ ÌËÁÍÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÏËÍÓ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÒÔÂÍÚ‡

Ë Ò‡ÏÓÈ ‚˚ÒÓÍÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ìÇó (ÛÎ¸Ú‡‚˚ÒÓÍËı ˜‡ÒÚÓÚ), 3 ÉÉˆ.
1 ÏÂÚ: ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ò‡ÏÓÈ ÌËÁÍÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ìÇó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ Ë Ò‡ÏÓÈ ‚˚ÒÓÍÓÈ

˜‡ÒÚÓÚ˚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ éÇó (Ó˜ÂÌ¸ ‚˚ÒÓÍËı ˜‡ÒÚÓÚ), 300 åÉˆ.
1,435: ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ‡fl ÍÓÎÂfl ÊÂÎÂÁÌÓ‰ÓÓÊÌÓ„Ó ÔÛÚË.
2,77–3,44: ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ¯ËÓÍÓ‚Â˘‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ìäÇ ‡‰ËÓ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ Ò ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ

ÏÓ‰ÛÎflˆËÂÈ ÒË„Ì‡Î‡, 108–87 åÉˆ.
5,5 Ë 30,1: ÓÒÚ Ò‡ÏÓ„Ó ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÊË‚ÓÚÌÓ„Ó (ÊË‡Ù‡) Ë ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ‰ÎËÌÌÓ„Ó

ÊË‚ÓÚÌÓ„Ó („ÓÎÛ·Ó„Ó ÍËÚ‡).
10 = 1 ‰ÂÍ‡ÏÂÚ: ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ò‡ÏÓÈ ÌËÊÌÂÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ‚˚ÒÓÍËı ‡‰ËÓ-

˜‡ÒÚÓÚ (Çó) Ë Ò‡ÏÓÈ ‚˚ÒÓÍÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÍÓÓÚÍÓ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó (äÇ) ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡, 30 åÉˆ.
26: Ò‡Ï‡fl ‚˚ÒÓÍ‡fl (ËÁÏÂÂÌÌ‡fl) ÓÍÂ‡ÌÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡. èË ˝ÚÓÏ ‡Ò˜ÂÚÌ‡fl ‚˚ÒÓÚ‡

‚ÓÎÌ˚ ÏÂ„‡ˆÛÌ‡ÏË, ‚˚Á‚‡ÌÌÓ„Ó 65 ÏÎÌ ÎÂÚ Ì‡Á‡‰ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÂÏ áÂÏÎË Ò ‡ÒÚÂ-
ÓË‰ÓÏ ä-í, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÍÓÚÓÓ„Ó, ‚ÂÓflÚÌÓ, ÔÓ„Ë·ÎË ‚ÒÂ ‰ËÌÓÁ‡‚˚, ÒÓÒÚ‡‚ËÎ‡
ÓÍÓÎÓ 1 ÍÏ.

100 = 1 „ÂÍÚÓÏÂÚ: ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ò‡ÏÓÈ ÌËÁÍÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ äÇ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ Ë Ò‡Ï‡fl
‚˚ÒÓÍ‡fl ˜‡ÒÚÓÚ‡ ÒÂ‰ÌÂ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó (ëÇ) ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡, 3 åÉˆ.

115,5: ‚˚ÒÓÚ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ‚ ÏËÂ ‰ÂÂ‚‡, Í‡ÎËÙÓÌËÈÒÍÓ„Ó Ï‡ÏÓÌÚÓ‚Ó„Ó
‰ÂÂ‚‡.

137, 300, 508 Ë 541: ‚˚ÒÓÚ˚ ÇÂÎËÍÓÈ ÔË‡ÏË‰˚ ‚ ÉËÁÂ, ùÈÙÂÎÂ‚ÓÈ ·‡¯ÌË,
ÌÂ·ÓÒÍÂ·‡ í‡È·˝È 101 (Ò‡ÏÓ„Ó ‚˚ÒÓÍÓ„Ó Á‰‡ÌËfl Ì‡ 2007 „.) Ë çÂ·ÓÒÍÂ·‡ ë‚Ó·Ó‰˚,
ÍÓÚÓ˚È ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓËÚ¸ Ì‡ ÏÂÒÚÂ ·˚‚¯Â„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ ÇÒÂÏËÌÓ„Ó
ÚÓ„Ó‚Ó„Ó ˆÂÌÚ‡.
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187–555: ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ¯ËÓÍÓ‚Â˘‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ˜‡ÒÚÓÚ Ò ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÌÓÈ
ÏÓ‰ÛÎflˆËÂÈ, 1600–540 ÍÉˆ.

340: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÂ ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl Á‚ÛÍ ‚ ‡ÚÏÓÒÙÂÂ Á‡ Ó‰ÌÛ ÒÂÍÛÌ‰Û.
103 = 1 ÍËÎÓÏÂÚ.
2,95 × 103: ‡‰ËÛÒ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡ ‰Îfl ëÓÎÌˆ‡.
3,79 × 103: ÒÂ‰Ìflfl „ÎÛ·ËÌ‡ ÓÍÂ‡ÌÓ‚.
104: ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ò‡ÏÓÈ ÌËÊÌÂÈ ‡‰ËÓ˜‡ÒÚÓÚ˚ ëÇ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡, 300 ÍÉˆ.
8,8 × 103 Ë 10,9 × 103: ‚˚ÒÓÚ‡ Ò‡ÏÓÈ ‚˚ÒÓÍÓÈ „Ó˚ ù‚ÂÂÒÚ Ë „ÎÛ·ËÌ‡ ÇÔ‡‰ËÌ˚

åËÌ‰‡Ì‡Ó.
5 × 104 = 50 ÍÏ: Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ÏÓÊÌÓ Û‚Ë‰ÂÚ¸ ÔÎ‡Ïfl

ÒÔË˜ÍË (ÏËÌËÏÛÏ 10 ÙÓÚÓÌÓ‚ ‰ÓÒÚË„‡˛Ú ÒÂÚ˜‡ÚÍË „Î‡Á‡ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ 0,1 Ò).
1,11 × 105 = 111 ÍÏ: Ó‰ËÌ „‡‰ÛÒ ¯ËÓÚ˚ Ì‡ áÂÏÎÂ.
1,5 × 104–1,5 × 107: ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ ˜‡ÒÚÓÚ ÒÎ˚¯ËÏÓ„Ó ˜ÂÎÓ‚ÂÍÓÏ Á‚ÛÍ‡ (20 Éˆ–208 ÍÉˆ).
1,69 × 105: ‰ÎËÌ‡ „Ë‰ÓÚÂıÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÛÌÌÂÎfl ÑÂÎ‡‚˝ (ç¸˛-âÓÍ), Ò‡ÏÓ„Ó ‰ÎËÌ-

ÌÓ„Ó ‚ ÏËÂ.
2 × 105: ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ (‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰Ó¯‚‡ÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ)

ÚËÔÓ‚Ó„Ó ˆÛÌ‡ÏË.
4,83 × 105: ‰Ë‡ÏÂÚ Í‡ÚÂ‡ áÂÏÎË ìËÎÍÒ‡ (ÄÌÚ‡ÍÚËÍ‡), Ó·‡ÁÓ‚‡‚¯Â„ÓÒfl

250 ÏÎÌ ÎÂÚ Ì‡Á‡‰ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ô‡‰ÂÌËfl ÌÂ·ÂÒÌÓ„Ó ÚÂÎ‡; Ò‡Ï˚È ·ÓÎ¸¯ÓÈ ËÁ Ì‡È-
‰ÂÌÌ˚ı Ì‡ áÂÏÎÂ (ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ˝Ú‡ Í‡Ú‡ÒÚÓÙ‡ ÔÓ‚ÎÂÍÎ‡ Á‡ ÒÓ·ÓÈ Ï‡ÒÒÓ‚ÓÂ
ÛÌË˜ÚÓÊÂÌËÂ ÊËÁÌË ‚ ÔÂÏÒÍËÈ ÔÂËÓ‰); Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÂ áÂÏÎË
Ò „ËÔÓÚÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÎ‡ÌÂÚÓË‰ÓÏ "íÂÈfl", ÔÓ ‡ÁÏÂ‡Ï ÒıÓ‰Ì˚Ï Ò å‡ÒÓÏ (ÚÂÓËfl
"ÅÓÎ¸¯Ó„Ó ÇÒÔÎÂÒÍ‡"), ÔË‚ÂÎÓ 4533 ÏÎ‰ ÎÂÚ Ì‡Á‡‰ Í Ó·‡ÁÓ‚‡ÌË˛ ãÛÌ˚.

106 = 1 ÏÂ„‡ÏÂÚ.
3,48 × 106: ‰Ë‡ÏÂÚ ãÛÌ˚.
5 × 106: ‰Ë‡ÏÂÚ LHS 4033, Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ Á‚ÂÁ‰˚ – ·ÂÎÓ„Ó Í‡ÎËÍ‡.
6,4 × 106 Ë 6,65 × 106: ‰ÎËÌ‡ ÇÂÎËÍÓÈ äËÚ‡ÈÒÍÓÈ ëÚÂÌ˚ Ë ‰ÎËÌ‡ ÂÍË çËÎ.
1,28 × 107 Ë 4,01 × 107: ‰Ë‡ÏÂÚ áÂÏÎË ‚ ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸ÌÓÈ ÁÓÌÂ Ë ‰ÎËÌ‡ ˝Í‚‡ÚÓ‡

áÂÏÎË.
3,84 × 108: Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÛÌ˚ ÓÚ áÂÏÎË.
109 = 1 „Ë„‡ÏÂÚ.
1,39 × 109: ‰Ë‡ÏÂÚ ëÓÎÌˆ‡.
5,8 × 1010: Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åÂÍÛËfl.
1,496 × 1011 (1 ‡ÒÚÓÌÓÏË˜ÂÒÍ‡fl Â‰ËÌËˆ‡, AU): ÒÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û áÂÏÎÂÈ

Ë ëÓÎÌˆÂÏ (Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ áÂÏÎË).
5,7 × 1011: ‰ÎËÌ‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓ„Ó ÍÓÏÂÚÌÓ„Ó ı‚ÓÒÚ‡ (ÍÓÏÂÚ˚ ïÛ‡ÍÛ-

Ú‡ÍÂ, ë/1996 Ç2).
1012 = 1 ÚÂ‡ÏÂÚ (·˚‚¯ËÈ ÒÔ‡Ú).
2,9 × 1012 ≈ 7 AU: ‰Ë‡ÏÂÚ Ò‡ÏÓÈ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ Ò‚Âı„Ë„‡ÌÚÒÍÓÈ Á‚ÂÁ‰˚ VY

Canis Majoris.
4,5 × 1012 ≈ 30 AU: Ó·ËÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ çÂÔÚÛÌ‡.
30–50 AU: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ëÓÎÌˆ‡ ‰Ó ‡ÒÚÂÓË‰ÌÓ„Ó ÔÓflÒ‡ äÛËÔÂ‡.
1015 = 1 ÔÂÚ‡ÏÂÚ.
50 000–100 000 AU: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ëÓÎÌˆ‡ ‰Ó Ó·Î‡Í‡ éÓÚ‡ (ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏÓÂ

ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÂ ÒÍÓÔÎÂÌËÂ ÍÓÏÂÚ).
3,99 × 1016 = 266715 AU = 4,22 Ò‚. „Ó‰‡ = 1,3 ÔÍ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ Í

ëÓÎÌˆÛ Á‚ÂÁ‰˚ èÓÍÒËÏ‡ ñÂÌÚ‡‚‡.
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1018 = 1 ˝ÍÒ‡ÏÂÚ.
1,57 × 1018 ≈ 50,9 ÔÍ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Ò‚ÂıÌÓ‚ÓÈ 1987Ä.
9.46 × 1018 ≈ 306,6 ÔÍ Ò‚. ÎÂÚ: ‰Ë‡ÏÂÚ „‡Î‡ÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ËÒÍ‡ Ì‡¯ÂÈ „‡Î‡ÍÚËÍË

åÎÂ˜Ì˚È èÛÚ¸.
2,62 × 1020 ≈ 8,5 ÍÔÍ Ò‚. ÎÂÚ): ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ëÓÎÌˆ‡ ‰Ó „‡Î‡ÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ˆÂÌÚ‡ (‚

ÒÓÁ‚ÂÁ‰ËË ëÚÂÎ¸ˆ‡ Ä*).
3,98 × 1020 ≈ 12,9 ÍÔÍ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ Í‡ÎËÍÓ‚ÓÈ „‡Î‡ÍÚËÍË ÅÓÎ¸-

¯Ó„Ó èÒ‡.
1021 = 1 ÁÂÚÚ‡ÏÂÚ.
2,23 × 1022 – 725 ÍÔÍ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó íÛÏ‡ÌÌÓÒÚË ÄÌ‰ÓÏÂ‰˚, ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÍÛÔ-

ÌÓÈ „‡Î‡ÍÚËÍË.
5 × 1022 = 1,6 MÔÍ: ‰Ë‡ÏÂÚ åÂÒÚÌÓÈ „ÛÔÔ˚ „‡Î‡ÍÚËÍ.
5,7 × 1023 = 60 ÏÎÌ Ò‚. ÎÂÚ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ÒÓÁ‚ÂÁ‰Ëfl ÑÂ‚˚, ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÍÛÔÌÓ„Ó

ÒÍÓÔÎÂÌËfl (ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ËÏ ‚ åÂÒÚÌÓÏ Ò‚ÂıÒÍÓÔÎÂÌËË Ë ‚
ÍÓÚÓÓÏ ·˚ÎË Ó·Ì‡ÛÊÂÌ˚ ÔÂ‚‡fl „‡Î‡ÍÚËÍ‡ ÚÂÏÌÓÈ Ï‡ÚÂËË Ë ÔÂ‚˚Â
‚ÌÂ„‡Î‡ÍÚË˜ÂÒÍËÂ Á‚ÂÁ‰˚).

1024 = 1 ÈÓÚÚ‡ÏÂÚ.
2 × 1024 = 60 åÔÍ: ‰Ë‡ÏÂÚ åÂÒÚÌÓ„Ó Ò‚ÂıÒÍÓÔÎÂÌËfl (ËÎË ë‚ÂıÒÍÓÔÎÂÌËfl

ÑÂ‚˚).
2,36 × 1024 = 250 ÏÎÌ Ò‚. ÎÂÚ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ÇÂÎËÍÓ„Ó ‡ÚÚ‡ÍÚÓ‡ („‡‚ËÚ‡ Ë̂ÓÌ-

ÌÓÈ ‡ÌÓÏ‡ÎËË ‚ åÂÒÚÌÓÏ Ò‚ÂıÒÍÓÔÎÂÌËË).
500 ÏÎÌ Ò‚. ÎÂÚ: ‰ÎËÌ‡ ÇÂÎËÍÓÈ ëÚÂÌ˚ „‡Î‡ÍÚËÍ Ë ‡Î¸Ù‡ ÔÛÁ˚ÂÈ ãËÏ‡Ì‡, Ò‡Ï˚ı

·ÓÎ¸¯Ëı Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚ı ÒÛÔÂÒÚÛÍÚÛ ‚Ó ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ (ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚˚„Îfl‰ËÚ ÚÂÏ
·ÓÎÂÂ ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï, ˜ÂÏ ÍÛÔÌÂÂ Ï‡Ò¯Ú‡·).

12 080 ÏÎÌ Ò‚. ÎÂÚ = 3704 åÔÍ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Û‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó
Í‚‡Á‡‡ SDSS J1148 + 5251 (Í‡ÒÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ 6,43, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í 6,5 fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ "ÒÚÂÌÓÈ ÌÂ‚Ë‰ËÏÓÒÚË" ‰Îfl ‚Ë‰ËÏÓ„Ó Ò‚ÂÚ‡).

1,3 × 1026 = 13,7 Ò‚. „Ë„‡ÎÂÚ = 4,22 ÉÔÍ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÌÓÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÁÓÌ‰‡ ÏËÍÓ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ‡ÌËÁÓÚÓÔËË ìËÎÍËÌÒÓÌ‡), ÔÓÈ‰ÂÌÌÓÂ ÙÓÌÓ‚˚Ï ÍÓÒÏË˜Â-

ÒÍËÏ ËÁÎÛ˜ÂÌËÂÏ Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ "ÅÓÎ¸¯Ó„Ó ‚Á˚‚‡" (‡‰ËÛÒ ï‡··Î‡ D
c

HH =
0

, ÍÓÒÏË-

˜ÂÒÍËÈ Ò‚ÂÚÓ‚ÓÈ „ÓËÁÓÌÚ, ‚ÓÁ‡ÒÚ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ). ë Û˜ÂÚÓÏ ÚÓ„Ó ˜ÚÓ ˝ÚÓ ˜ËÒÎÓ ËÏÂÂÚ
ÔÓfl‰ÓÍ ‡‰ËÛÒ‡ ò‚‡ˆ˜‡ÈÎ¸‰‡ ‰Îfl Ï‡ÒÒ˚ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ, ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÙËÁËÍË ‡ÒÒÏ‡Ú-
Ë‚‡˛Ú ‚Ò˛ ‚ÒÂÎÂÌÌÛ˛ Í‡Í „Ë„‡ÌÚÒÍÛ˛ ‚‡˘‡˛˘Û˛Òfl ˜ÂÌÛ˛ ‰˚Û. Ñ‡ÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ

ËÏÂÂÚ Ú‡ÍÊÂ ÔÓfl‰ÓÍ 
1

Λ
 (ÂÒÎË ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl Λ ≈ 1,36 × 10–56  ÒÏ–

2), ˜ÚÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â Û˜ÂÌ˚Â Ò˜ËÚ‡˛Ú Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰ÎËÌÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ
‰ÎËÌÂ èÎ‡ÌÍ‡.

7,4 × 1026: Ì˚ÌÂ¯ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ„Ó) ‰‚ËÊÂÌËfl ‰Ó Í‡fl Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ
‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ (‡ÁÏÂ˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ ÔÂ‚˚¯‡˛Ú ‰ÎËÌÛ ‡‰ËÛÒ‡ ï‡··Î‡,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂÎÂÌÌ‡fl ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚ ‡Ò¯ËflÚ¸Òfl). ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓËË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı

‚ÒÂÎÂÌÌ˚ı, ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ì‡ Û‰‡ÎÂÌËË ÔÓfl‰Í‡ 1010118
 Ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Û„‡fl,

Ë‰ÂÌÚË˜Ì‡fl ÍÓÔËfl Ì‡¯ÂÈ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ.
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28.1.  êÄëëíéüçàü,  ëÇüáÄççõÖ  ë  éíóìÜÑÖççéëíúû

èË·ÎËÁËÚÂÎ¸Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓ ¯Í‡ÎÂ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÍË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÓÍÓÎÓ 0,7 Ï, Ú.Â. Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÎË˜ÌÓÂ ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ), ÍÓÚÓÓÂ ÔÂ‰ÛÔÂÊ‰‡ÂÚ Ù‡ÏËÎ¸flÌÓÒÚ¸ ËÎË ÍÓÌÙÎËÍÚ (‡Ì‡ÎÓ„‡ÏË fl‚Îfl-
˛ÚÒfl ËÚ‡Î¸flÌÒÍÓÂ bracio, ÚÛÂˆÍËÈ pik Ë ÒÚ‡ÓÛÒÒÍ‡fl Ò‡ÊÂÌ¸). ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÓÒfl„‡-
ÌËfl – ‡ÁÌËˆ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÂ‰ÂÎÓÏ ‰ÓÒfl„‡ÂÏÓÒÚË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÛÍË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÎÂ‚Í‡ – ‚ÂÒ¸Ï‡ ÍÓÓÚÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÍËÍ‡ – ÍÓÓÚÍÓÂ, ÎÂ„ÍÓ ‰ÓÒfl„‡ÂÏÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Û‰‡‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰ÓÒfl-

„‡ÂÏ ‰Îfl Ì‡ÌÂÒÂÌËfl Û‰‡‡.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ  ·ÓÒÍ‡ Í‡ÏÌfl  ËÁÏÂflÂÚÒfl  ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ  ÔËÏÂÌÓ  25 Ò‡ÊÂÌÂÈ

(46 Ï).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÎ˚¯ËÏÓÒÚË „ÓÎÓÒ‡ – ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓÈ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸

ÛÒÎ˚¯‡Ì ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍËÈ „ÓÎÓÒ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂ¯ÍÓÏ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ Ó·˚˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ (‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÍÓÌ-

ÍÂÚÌÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË) ÔÓÈÚË ÔÂ¯ÍÓÏ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ¯ÍÓÎ‡ı ÇÂÎËÍÓ-
·ËÚ‡ÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2 Ë 3 ÏËÎË Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ÌÓÏ‡ÚË‚Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ıÓ‰¸·˚
ÔÂ¯ÍÓÏ ‰Îfl ‰ÂÚÂÈ ‚ ‚ÓÁ‡ÒÚÂ ‰Ó Ë ÔÓÒÎÂ 11 ÎÂÚ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û Î˛‰¸ÏË
Ç ‡·ÓÚÂ ïÓÎÎ‡ [Hall69] ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ‚ ÒÙÂÂ ÏÂÊÎË˜ÌÓÒÚÌ˚ı ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÓÚÌÓ-

¯ÂÌËÈ ÏÂÊ‰Û Î˛‰¸ÏË ‚˚‰ÂÎËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ˜ÂÚ˚Â ÁÓÌ˚: ËÌÚËÏÌÓÈ ·ÎËÁÓÒÚË –
‰Îfl Ó·˙flÚËÈ Ë ‡Á„Ó‚Ó‡ ¯ÂÔÓÚÓÏ (15–45 ÒÏ), ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÎË˜ÌÓÈ ·ÎËÁÓÒÚË – ‰Îfl
‡Á„Ó‚Ó‡ Ò ıÓÓ¯ËÏË ‰ÛÁ¸flÏË (45–120 ÒÏ), ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ –
‰Îfl ·ÂÒÂ‰˚ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ˚ÏË (1,2–3,6 Ï) Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‰ËÒÚ‡ÌˆËË – ‰Îfl
ÔÛ·ÎË˜Ì˚ı ‚˚ÒÚÛÔÎÂÌËÈ (·ÓÎÂÂ 3,6 Ï). ä‡ÍÓÂ ËÁ ˝ÚËı ÔÓÍÒÂÏË˜ÂÒÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
·Û‰ÂÚ ÔËÂÏÎÂÏ˚Ï ‚ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÒÓˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÍÛÎ¸ÚÛÓÈ,
ÔÓÎÓÏ Ë ÎË˜Ì˚ÏË ÔÂ‰ÔÓ˜ÚÂÌËflÏË ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡. ç‡ÔËÏÂ, ‚ ËÒÎ‡ÏÒÍËı ÒÚ‡Ì‡ı
·ÎËÁÍËÈ ÍÓÌÚ‡ÍÚ (Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ ‚ Ó‰ÌÓÏ ÔÓÏÂ˘ÂÌËË ËÎË ÛÍÓÏÌÓÏ ÏÂÒÚÂ) ÏÂÊ‰Û
ÏÛÊ˜ËÌÓÈ Ë ÊÂÌ˘ËÌÓÈ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË Ëı Ï‡ı‡Ï‡ (ÒÛÔÛ„‡ ËÎË
Í‡ÍÓ„Ó-ÌË·Û‰¸ ÎËˆ‡ ÚÓ„Ó ÊÂ ÔÓÎ‡, ËÎË ÌÂÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓÎÂÚÌÂ„Ó ÎËˆ‡ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊ-
ÌÓ„Ó ÔÓÎ‡). ÑÎfl ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎfl Á‡Ô‡‰ÌÓÈ ˆË‚ËÎËÁ‡ˆËË Â„Ó ÎË˜Ì˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÔÂÂ‰Ë 70 ÒÏ, ÒÁ‡‰Ë – 40 ÒÏ Ë 60 ÒÏ Ò Î˛·Ó-
„Ó ·ÓÍ‡.

èÓ‚Â‰ÂÌËÂ Î˛‰ÂÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, ÏÓÊÌÓ ËÁÏÂflÚ¸,
Ì‡ÔËÏÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÚÓÏÓÊÂÌËfl (ÍÓ„‰‡ Ó·˙ÂÍÚ ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ Ò·ÎËÊÂÌËÂ ‚˚Á˚‚‡ÂÚ Û ÌÂÂ/ÌÂ„Ó ˜Û‚ÒÚ‚Ó ÌÂÎÓ‚ÍÓÒÚË) ËÎË ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÏ
ÔË·ÎËÊÂÌËfl, Ú.Â. ÔÓˆÂÌÚÌ˚Ï ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ¯‡„Ó‚, Ò‰ÂÎ‡ÌÌ˚ı ‰Îfl ÒÓÍ‡˘ÂÌËfl
ÏÂÊÎË˜ÌÓÒÚÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Í Ó·˘ÂÏÛ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Û ¯‡„Ó‚.
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ì„ÎÓ‚˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÓÒ‡ÌÍÂ Î˛‰ÂÈ – ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ‚ „‡‰ÛÒ‡ı ÓËÂÌÚ‡ˆËfl ‚ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÔÎÂ˜ÂÈ Ó‰ÌÓ„Ó ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ‰Û„ÓÏÛ; ÔÓÎÓÊÂ=
ÌËÂ ‚ÂıÌÂÈ ˜‡ÒÚË ÚÛÎÓ‚Ë˘‡ „Ó‚Ófl˘Â„Ó ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÒÎÛ¯‡ÚÂÎ˛ (Ì‡ÔËÏÂ,
Ì‡ıÓ‰ËÚ¸Òfl ÎËˆÓÏ Í ÌÂÏÛ ËÎË Ó·‡˘‡Ú¸Òfl ‚ ÒÚÓÓÌÛ); ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÍÓÔÛÒ‡ „Ó‚Ófl-
˘Â„Ó ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÔÛÒ‡ ÒÎÛ¯‡˛˘Â„Ó, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ‚ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË,
ÍÓÚÓ‡fl ‡Á‰ÂÎflÂÚ ÚÂÎÓ Ì‡ ‰‚Â ÔÓÎÓ‚ËÌ˚ (ÔÂÂ‰Ì˛˛ Ë Á‡‰Ì˛˛). Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÒÛ‰ËÚ¸ Ó ÚÓÏ, Í‡Í ˜ÂÎÓ‚ÂÍ ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ÓÍÛÊ‡˛˘ËÏ Â„Ó Î˛‰flÏ: ‚ÂıÌflfl
˜‡ÒÚ¸ ÚÛÎÓ‚Ë˘‡ ÌÂÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ‡Á‚Ó‡˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ ÚÂı, ÍÚÓ ÌÂ Ì‡‚ËÚÒfl
ËÎË ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÁÌÓ„Î‡ÒËÈ.

ùÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ùÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ÔÒËıË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÒÚÂÔÂÌ¸

˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÓÚÒÚ‡ÌÂÌÌÓÒÚË (ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ˜ÂÎÓ‚ÂÍÛ, „ÛÔÔÂ Î˛‰ÂÈ ËÎË
ÒÓ·˚ÚËflÏ), ÓÚ˜ÛÊ‰ÂÌÌÓÒÚ¸ Ë ‡‚ÌÓ‰Û¯ËÂ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Á‡ÏÍÌÛÚÓÒÚË Ë ÌÂÓ·˘ËÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË.

òÍ‡Î‡ ÒÓˆË‡Î¸ÌÓÈ ‰ËÒÚ‡ÌˆËË ÅÓ„‡‰ÛÒ‡ ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ËÁÏÂflÂÚ ÌÂ
ÒÓˆË‡Î¸Ì˚Â, ‡ ËÏÂÌÌÓ Ú‡ÍËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl; ÔÓ ‰‡ÌÌÓÈ ¯Í‡ÎÂ ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
‚ÓÒÂÏ¸ „‡‰‡ˆËÈ "˜ÛÊ‰ÓÒÚË" ‰Îfl ÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚÓ‚ – ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎÂÈ ‰Û„Ëı ˝ÚÌË˜ÂÒÍËı
„ÛÔÔ Ë „ÓÚÓ‚ÌÓÒÚ¸ Í ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ë˛ Ò ÌËÏË ‚ ÚÓÏ ËÎË ËÌÓÏ Í‡˜ÂÒÚ‚Â: ÏÓ„ÎË ·˚
ÔÓÓ‰ÌËÚ¸Òfl, ÏÓ„ÎË ·˚ ÔËÌflÚ¸ „ÓÒÚÂÏ ‚ ‰ÓÏÂ, ÏÓ„ÎË ·˚ ÊËÚ¸ ÒÓÒÂ‰flÏË, ÏÓ„ÎË ·˚
ÊËÚ¸ ‚ ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË, ÏÓ„ÎË ·˚ ÊËÚ¸ ‚ Ó‰ÌÓÏ „ÓÓ‰Â, ÌÂ ÊÂÎ‡ÎË ·˚
ÊËÚ¸ ‚ Ó‰ÌÓÏ „ÓÓ‰Â, ‚˚ÒÎ‡ÎË ·˚, Û·ËÎË ·˚. ÑÓ‰‰ Ë çÂıÌÂ‚‡ÒËfl ‚ 1954 „. ÔÓÒÚ‡‚ËÎË
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ‚ÓÒ¸ÏË ÛÓ‚ÌflÏ ¯Í‡Î˚ ÅÓ„‡‰‡ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl 10t Ï,
0 ≤ t ≤ 7.

ùÙÙÂÍÚ ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ – ÚÂÌ‰ÂÌˆËfl Î˛‰ÂÈ ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ Ò·ÎËÊ‡Ú¸Òfl, ‚ÒÚÛÔ‡Ú¸ ‚ ‰Û-
ÊÂÒÍËÂ ËÎË ÓÏ‡ÌÚË˜ÂÒÍËÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ò ÚÂÏË, ÍÚÓ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ·ÎËÊÂ Í ÌËÏ (ÙËÁË-
˜ÂÒÍË Ë ÔÒËıÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË), Ú.Â. c ÚÂÏË, Ò ÍÂÏ ÓÌË ˜‡ÒÚÓ ‚ÒÚÂ˜‡˛ÚÒfl. ìÓÎÏÒÎË ÔÂ‰-
ÎÓÊËÎ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡fl ‚Ó‚ÎÂ˜ÂÌÌÓÒÚ¸ ÒÓÍ‡˘‡ÂÚÒfl Í‡Í d −1 2/  ÔÓ ÏÂÂ
Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ÒÛ·˙ÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl  d.

ëÓˆË‡Î¸Ì‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl
Ç ÒÓˆËÓÎÓ„ËË ÒÓˆË‡Î¸ÌÓÈ ‰ËÒÚ‡ÌˆËÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÂÔÂÌ¸ ÓÚÒÚ‡ÌÂÌÌÓÒÚË

ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı ÎËˆ ËÎË „ÛÔÔ Î˛‰ÂÈ ÓÚ Û˜‡ÒÚËfl ‚ ÊËÁÌË ‰Û„ ‰Û„‡; ÒÚÂÔÂÌ¸ ÔÓÌËÏ‡-
ÌËfl Ë ÚÂÒÌ‡fl Ò‚flÁ¸, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËÂ ÎË˜Ì˚Â Ë ÒÓˆË‡Î¸Ì˚Â ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‚ ˆÂÎÓÏ.
Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ·˚ÎÓ ‚‚Â‰ÂÌÓ ëËÏÏÂÎÓÏ ‚ 1903 „.; ÔÓ Â„Ó ÏÌÂÌË˛, ÒÓˆË‡Î¸Ì˚Â
ÙÓÏ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÚ‡·ËÎ¸Ì˚ÏË ËÚÓ„‡ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÒÛ·˙ÂÍÚÓÏ Ë Ó·˙ÂÍÚÓÏ
(ÍÓÚÓ˚È, ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Á‰ÂÎÂÌËÂÏ Ò‡ÏÓ„Ó ÒÂ·fl).

éÚÒ˜ÂÚ ÔÓ ¯Í‡ÎÂ ÒÓˆË‡Î¸Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÅÓ„‡‰ÛÒ‡ (ÒÏ. ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ) ‚Â‰ÂÚÒfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ ÓÚ‚ÂÚ˚ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ˝ÚÌË˜ÂÒÍÓÈ/‡ÒÓ‚ÓÈ „ÛÔ-
Ô˚ ÛÒÂ‰Ìfl˛ÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÂÒÔÓÌ‰ÂÌÚ‡Ï, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ RDQ (ÍÓ˝ÙÙË-
ˆËÂÌÚ ‡ÒÓ‚Ó„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl) ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ 1,00 ‰Ó 8,00.

èËÏÂÓÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÏÓ‰ÂÎÂÈ fl‚Îfl˛ÚÒfl: [Aker97], ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÈ
‡„ÂÌÚ‡ ı Í‡Í Ô‡Û  (ı1, ı2) ˜ËÒÂÎ, „‰Â ı1 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ËÒıÓ‰ÌÓÂ, Ú.Â. ÛÌ‡ÒÎÂ‰Ó‚‡Ì-
ÌÓÂ, ÒÓˆË‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, Ë ı2 – ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ
·Û‰ÂÚ Á‡ÌflÚÓ ‚ ·Û‰Û˘ÂÏ. Ä„ÂÌÚ ı ‚˚·Ë‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ı2, Ò ÚÂÏ ˜ÚÓ·˚ Ï‡ÍÒËÏË-
ÁËÓ‚‡Ú¸

f x
e

h x y g x y
y x

( )
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1 1 2 1

+
+ − + −≠

∑
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„‰Â e, h, g – Ô‡‡ÏÂÚ˚, f(x1) – ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÒÚÓËÏÓÒÚ¸ ı  Ë | |x y1 1−  | |x y2 1−  –
ÛÌ‡ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÌ‡fl Ë ÔËÓ·ÂÚÂÌÌ‡fl ÒÓˆË‡Î¸Ì˚Â ‰ËÒÚ‡ÌˆËË ı ‰Ó Î˛·Ó„Ó ‡„ÂÌÚ‡ Û
(Ò ÒÓˆË‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ Û1) ÍÓÌÍÂÚÌÓ„Ó Ó·˘ÂÒÚ‚‡.

ëÓˆËÓ-ÍÛÎ¸ÚÛÌ˚Â ‰ËÒÚ‡ÌˆËË êÛÏÏÂÎfl
èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ êÛÏÏÂÎfl [Rumm76], ÓÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÒÓˆË‡Î¸ÌÓ-ÍÛÎ¸ÚÛÌ˚ÏË

‰ËÒÚ‡ÌˆËflÏË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Î˛‰¸ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ.
1. ãË˜Ì‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl – Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÒÓÍ‡˘‡fl ÍÓÚÓÓÂ Î˛‰Ë Ì‡˜ËÌ‡˛Ú

‚ÚÓ„‡Ú¸Òfl Ì‡ ÚÂËÚÓË˛ ÎË˜ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‰Û„ ‰Û„‡.
2. èÒËıÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl – ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÂ ‡ÁÎË˜ËÂ ÏÓÚË‚‡ˆËÈ, ÚÂÏÔÂ‡-

ÏÂÌÚÓ‚, ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚÂÈ, Ì‡ÒÚÓÂÌËÈ Ë ÒÓÒÚÓflÌËÈ (‚ÍÎ˛˜‡fl ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓÈ Í‡ÚÂ„ÓËÂÈ
ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î¸ÌÛ˛ ‰ËÒÚ‡ÌˆË˛).

3. ÑËÒÚ‡ÌˆËfl ËÌÚÂÂÒÓ‚ – ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÂ ‡ÁÎË˜ËÂ ‚ ÊÂÎ‡ÌËflı, ÒÂ‰ÒÚ‚‡ı Ë
ˆÂÎflı (‚ÍÎ˛˜‡fl Ë‰ÂÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÛ˛ ‰ËÒÚ‡ÌˆË˛ ÔÓ ÒÓˆË‡Î¸ÌÓ-ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ„-
‡ÏÏ‡Ï).

4. ÄÙÙËÌÌ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl – ÒÚÂÔÂÌ¸ ÒËÏÔ‡ÚËË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËfl ËÎË ÔË‚flÁ‡ÌÌÓÒÚË
ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Î˛‰¸ÏË.

5. ÑËÒÚ‡ÌˆËfl ÒÓˆË‡Î¸Ì˚ı ‡ÚË·ÛÚÓ‚ – ‡ÁÎË˜ËÂ ‚ ‰ÓıÓ‰‡ı Ë Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËË, ‡ÒÓ-
‚˚Â Ë ÒÂÍÒÛ‡Î¸Ì˚Â ‡ÁÎË˜Ëfl, ‡ÁÎË˜Ëfl ‚ ÔÓÙÂÒÒËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ë Ú.Ô.

6. ÑËÒÚ‡ÌˆËfl ÒÚ‡ÚÛÒ‡ – ‡ÁÎË˜ËÂ ‚ ·Î‡„ÓÒÓÒÚÓflÌËË, ÏÓ„Û˘ÂÒÚ‚Â Ë ÔÂÒÚËÊÂ
(‚ÍÎ˛˜‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆË˛ ‚Î‡ÒÚË).

7. äÎ‡ÒÒÓ‚‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl – ÒÚÂÔÂÌ¸ Ó·˘Â„Ó ‡‚ÚÓËÚÂÚÌÓ„Ó ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ÒÚ‚‡ Ó‰ÌÓ„Ó
ÎËˆ‡ Ì‡‰ ‰Û„ËÏ, Ì‡ıÓ‰fl˘ËÏÒfl ‚ Â„Ó ÔÓ‰˜ËÌÂÌËË.

8. äÛÎ¸ÚÛÌ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl – ‡ÁÎË˜Ëfl ÔÓÌËÏ‡ÌËfl ÒÏ˚ÒÎ‡, ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ë ÌÓÏ, ÓÚÓ-
·‡ÊÂÌÌ˚Â ‚ ÙËÎÓÒÓÙÒÍÓ-ÂÎË„ËÓÁÌ˚ı ÛÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı, Ì‡ÛÍÂ, ˝ÚË˜ÂÒÍËı ÌÓÏ‡ı,
flÁ˚ÍÂ Ë ËÁÓ·‡ÁËÚÂÎ¸ÌÓÏ ËÒÍÛÒÒÚ‚Â.

äÛÎ¸ÚÛÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ç ‡·ÓÚÂ [KoSi88] ÍÛÎ¸ÚÛÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÚ‡Ì‡ÏË x x x= ( , ..., )1 5

Ë y y y= ( , ..., )1 5  (Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ ëòÄ) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó
ËÌ‰ÂÍÒ‡:

i

i i

i

x y

V=
∑ −

1

5 2

5

( )
,

„‰Â Vi – ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ËÌ‰ÂÍÒ‡ i, ‡ Ò‡ÏË ËÌ‰ÂÍÒ˚ ÔÓ ÏÂÚÓ‰ËÍÂ [Hofs80] Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú:
1) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Î‡ÒÚË;
2) ÔÂ‰ÓÚ‚‡˘ÂÌËÂ ÌÂÛ‚ÂÂÌÌÓÒÚË (ÒÚÂÔÂÌ¸ Ó˘Û˘ÂÌËfl ˜ÎÂÌ‡ÏË Ó‰ÌÓÈ ÍÛÎ¸ÚÛ˚

Û„ÓÁ˚ ÓÚ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ËÎË ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÒËÚÛ‡ˆËÈ);
3) ËÌ‰Ë‚Ë‰Û‡ÎËÁÏ ÔÓÚË‚ ÍÓÎÎÂÍÚË‚ËÁÏ‡;
4) ÏÛÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ÔÓÚË‚ ÊÂÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË;
5) ÍÓÌÙÛˆË‡ÌÒÍËÈ ‰ËÌ‡ÏËÁÏ (Óı‚‡Ú˚‚‡ÂÚ ‰ÓÎ„ÓÒÓ˜Ì˚Â Ë Í‡ÚÍÓÒÓ˜Ì˚Â ÛÒÚ‡-

ÌÓ‚ÍË).
ìÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ‚˚¯Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Î‡ÒÚË ËÁÏÂflÂÚ ÚÓ, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ Ó·ÎÂ˜ÂÌÌ˚Â ÏÂÌ¸-

¯ÂÈ ‚Î‡ÒÚ¸˛ ˜ÎÂÌ˚ Û˜ÂÊ‰ÂÌËÈ Ë Ó„‡ÌËÁ‡ˆËÈ ‚ ÒÚ‡ÌÂ ÓÊË‰‡˛Ú Ë ÔËÁÌ‡˛Ú
ÌÂ‡‚ÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚Î‡ÒÚË, Ú.Â. Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚˚ÒÓÍ‡ ÍÛÎ¸ÚÛ‡ Û‚‡ÊÂÌËfl Í ‚Î‡ÒÚË.
í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ã‡ÚËÌÒÍ‡fl ÄÏÂËÍ‡ Ë üÔÓÌËfl ÔÓ ˝ÚËÏ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎflÏ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚
ÒÂÂ‰ËÌÂ ¯Í‡Î˚.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÈ ÚÓ„Ó‚ÎË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÈ ÚÓ„Ó‚ÎË ÏÂÊ‰Û ÒÚ‡Ì‡ÏË ı Ë Û Ò Ì‡ÒÂÎÂÌËÂÏ x xm1, ...,

Ë y yn1, ...,  ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Ëı „ÓÓ‰ÒÍËı ‡„ÎÓÏÂ‡ˆËÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ‡·ÓÚÂ [HeMa02] Í‡Í

1 1 1 1

1

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
∑ ∑











i m

i

t m i j n

j

i m i
ij
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rx

x

y

y
d

Σ Σ
,

„‰Â dij – ‚Á‡ËÏÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (‚ ÍËÎÓÏÂÚ‡ı) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‡„ÎÓÏÂ‡ˆËÈ Ë
r – ÏÂ‡ ˜Û‚ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÚÓ„Ó‚˚ı ÔÓÚÓÍÓ‚ ÚÓ„Ó‚ÎË Í dij .

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÚ‡Ì˚, ËÁÏÂfl˛˘Â„Ó ÒÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÂÎflÏË Ë ÔÓÚÂ·ËÚÂÎflÏË, ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ÂÎË˜ËÌÛ

  
0 67,

ÔÎÓ˘‡‰¸
π

 (ÒÏ. [HeMa02]).

íÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
íÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÙËÏ‡ÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

(Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ χ2 ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÒËÌÛÒ‡) ÏÂÊ‰Û Ëı ÔÓÚÙÂÎflÏË Ô‡ÚÂÌÚÓ‚, Ú.Â.
‚ÂÍÚÓ‡ÏË ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ÚÂÌÚÓ‚ ‚ ÚÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı (Ó·˚˜ÌÓ 36) ÔÓ‰-
Í‡ÚÂ„ÓËflı. ÑÛ„ËÂ ËÁÏÂÂÌËfl ÓÒÌÓ‚‡Ì˚ Ì‡ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Â ÒÒ˚ÎÓÍ Ì‡ Ô‡ÚÂÌÚ˚, ÒÓ-
‡‚ÚÓÒÍËÂ ‡Á‡·ÓÚÍË Ë Ú.Ô.

äÓ„ÌËÚË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ É‡ÌÒÚ˝Ì‰‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÍÓÏÔ‡ÌËflÏË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

òÚÂÈÌı‡ÛÒ‡ 
µ
µ

µ
µ

( )

( )

( )

( )

A B

A B

A B

A B

∆
∪

= − ∩
∪

1  ÏÂÊ‰Û Ëı ÚÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏË ÔÓÙËÎflÏË

(Ì‡·Ó‡ÏË Ë‰ÂÈ) Ä Ë Ç , ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ÏË Í‡Í ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
Ò ÏÂÓÈ (Ω, Ä, µ).

ùÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ éÎÒcÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (I, d)
‚ÒÂı Ë‰ÂÈ (ÔÓ‰Ó·ÌÓ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓÏÛ Ï˚¯ÎÂÌË˛), „‰Â   I

n⊂ +� ,  Ò ÌÂÍÓÚÓ˚Ï ËÌÚÂÎ-
ÎÂÍÚÛ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ d. á‡ÏÍÌÛÚÓÂ, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ Ë Ò‚flÁÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÌ‡-
ÌËÈ A Ir ⊂  ‡Ò¯ËflÂÚÒfl ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚ÂÏÂÌË t. çÓ‚˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ó·˚˜ÌÓ fl‚Îfl˛ÚÒfl
‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËflÏË ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı: Ó·ÌÓ‚ÎÂÌËflÏË ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó
ÚÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl. Ç ËÒÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡flı ÔÓËÒıÓ‰flÚ
ÓÚÍ˚ÚËfl (ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ô‡‡‰Ë„Ï˚ äÛÌ‡). ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ Ï˚ÒÎÂÌÌÓ„Ó ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (Ï‡ÚÂË‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë‰ÂÈ/ÁÌ‡ÌËÈ Ë ‚Á‡ËÏÓ-
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ Ï˚¯ÎÂÌËfl) ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ëÛÏË, ïÓË Ë é¯Û„‡
‚ 1997 „. ‰Îfl ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl Ï˚ÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ Ò ÚÂÍÒÚÓÏ; ËÏË
·˚Î‡ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ÚÂÍÒÚÓ‚˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı.

ùÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ è‡ÚÂÎ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÚ‡Ì‡ÏË – ‚ÂÏfl (˜ËÒÎÓ ÎÂÚ),
ÍÓÚÓÓÂ ÔÓÚÂ·ÛÂÚÒfl ÓÚÒÚ‡˛˘ÂÈ ÒÚ‡ÌÂ ‰Îfl ‚˚ıÓ‰‡ Ì‡ ÚÓÚ ÊÂ ÛÓ‚ÂÌ¸ ‰ÓıÓ‰Ó‚ Ì‡
‰Û¯Û Ì‡ÒÂÎÂÌËfl, Í‡ÍÓÈ ËÏÂÂÚ ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ‡Á‚ËÚ‡fl ÒÚ‡Ì‡. íÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÛÍÛ˜Ë–ë‡ÚÓ ÏÂÊ‰Û ÒÚ‡Ì‡ÏË – ‚ÂÏfl (˜ËÒÎÓ ÎÂÚ), ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ÓÚ-
ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÒÚ‡ÌÂ ‰Îfl ÒÓÁ‰‡ÌËfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÈ ÚÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚, ÍÓÚÓÓÈ
Ó·Î‡‰‡ÂÚ ‚ ‰‡ÌÌ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‡Á‚ËÚ‡fl ÒÚ‡Ì‡. éÒÌÓ‚Ì˚Ï ‰ÓÔÛ˘ÂÌËÂÏ ÔÓÔÛÎflÌÓÈ
„ËÔÓÚÂÁ˚ ÍÓÌ‚Â„ÂÌˆËË fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ, ˜ÚÓ ÚÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÒÚ‡Ì‡ÏË ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÂ.

Ç ˝ÍÓÌÓÏËÍÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚‡ ÚÂıÌÓÎÓ„Ëfl ÏÓ‰ÂÎËÛÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ô‡ (ı, Û),
„‰Â   x

m∈ +�  fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ Á‡Ú‡Ú, ‡  y
m∈ +�  – ‚ÂÍÚÓÓÏ ‚˚ÔÛÒÍ‡ Ë ı ÏÓÊÂÚ
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ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚ¸ Û. í‡ÍÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó í ‰ÓÎÊÌÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ
˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍÓÈ Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚË. îÛÌÍˆËfl ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÚÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó
‡ÒÒÚÓflÌËfl Á‡Ú‡Ú/‚˚ÔÛÒÍ‡ ı, Û ‚ (Á‡ÔÎ‡ÌËÓ‚‡ÌÌÓÏ Ë ‡Ò˜ÂÚÌÓÏ) Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË

  
( , )− ∈ ×− +d dx y

m m� �  ‚˚‡ÊÂÌ‡ Í‡Í sup{ : (( ), ( )) }.k x kd y kd Tx y≥ − + ∈0  îÛÌÍˆËfl ‡Ò-

ÒÚÓflÌËfl ‚˚ÔÛÒÍ‡ òÂÔ‡‰‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í sup : , .k x
y

k
T≥ 



 ∈








0  É‡ÌËˆ‡ fs(x)

ÂÒÚ¸ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚È ‚˚ÔÛÒÍ ÔÓ‰ÛÍˆËË ÔË ‰‡ÌÌ˚ı Á‡Ú‡Ú‡ı ı ‚ ÛÒÎÓ-
‚Ëflı ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ËÎË „Ó‰‡ s. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó „‡ÌËˆ˚ ÚÓ˜ÍË ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚‡

( ( ), )y g x xs=  ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ 
g x

f x
s

s

( )

( )
. àÌ‰ÂÍÒ å‡ÎÏÍ‚ËÒÚ‡ ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ËÁÏÂÌÂÌËfl

ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ù‡ÍÚÓÓ‚ ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚‡ ÏÂÊ‰Û ÔÂËÓ‰‡ÏË s  Ë s'

(ËÎË Ò‡‚ÌÂÌËfl Ò ‰Û„ÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ ‚ ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 
′g x

f x
s

s

( )

( )
. íÂÏËÌ ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ ‰Ó „‡ÌËˆ  ̊ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‰Îfl Ó·‡˘ÂÌËfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ù‡ÍÚÓÓ‚ ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚‡ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÔÓÏ˚¯ÎÂÌÌÓÒÚË (ËÎË ÇÇè Ì‡
Ó‰ÌÓ„Ó ‡·ÓÚ‡˛˘Â„Ó ‚ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÒÚ‡ÌÂ) ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘ÂÏÛ
Ï‡ÍÒËÏÛÏÛ (‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â „‡ÌËˆ˚ Ó·˚˜ÌÓ ·ÂÛÚÒfl ëòÄ).

ëÏÂÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ëÏÂÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÚÓËÚÂÚÌ‡fl ÍÌË„‡ [Cair01], ‚ ÍÓÚÓÓÈ

ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Â‚ÓÎ˛ˆËfl ‚ ÒÙÂÂ ÚÂÎÂÍÓÏÏÛÌËÍ‡ˆËÈ (àÌÚÂÌÂÚ, ÏÓ·ËÎ¸Ì‡fl
ÚÂÎÂÙÓÌËfl, ˆËÙÓ‚ÓÂ ÚÂÎÂ‚Ë‰ÂÌËÂ Ë Ú.Ô.) ÔË‚ÂÎ‡ Í "ÒÏÂÚË ‡ÒÒÚÓflÌËfl" Ë ÔÓ-
Ó‰ËÎ‡ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â ÔÂÂÏÂÌ˚: ÚÂıÒÏÂÌÌÛ˛ ‡·ÓÚÛ, ÒÌËÊÂÌËÂ Ì‡ÎÓ„Ó‚, ‚ÓÁ-
‚˚¯ÂÌËÂ ‡Ì„ÎËÈÒÍÓ„Ó flÁ˚Í‡, ‡ÛÚÒÓÒËË (ÔË‚ÎÂ˜ÂÌËÂ ‚ÌÂ¯ÌËı ÂÒÛÒÓ‚ ‰Îfl Â¯Â-
ÌËfl ‚ÌÛÚÂÌÌËı Á‡‰‡˜), ÌÓ‚˚Â ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÍÓÌÚÓÎfl Á‡ ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ Ô‡‚ËÚÂÎ¸-
ÒÚ‚‡, ‡Ò¯ËÂÌËÂ „‡Ê‰‡ÌÒÍÓÈ Ò‚flÁË Ë Ú.Ô. Ç ÒÙÂÂ ÏÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì˚ı ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ Á‡-
ÏÂÚÌÓ ‚ÓÁÓÒÎ‡ ‰ÓÎfl Ó·˘ÂÌËfl Ì‡ ·ÓÎ¸¯Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËflı. é‰Ì‡ÍÓ "ÒÏÂÚ¸ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËfl" ÒÔÓÒÓ·ÒÚ‚Ó‚‡Î‡ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ë ÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó‚‡ÌË˛ ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl Ì‡
‡ÒÒÚÓflÌËË, Ë ÒÓÒÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌË˛ ˝ÎËÚ˚ ‚ „ÓÓ‰‡ı "ÏÓÎÓ˜ÌÓ„Ó ÔÓflÒ‡".

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ [Ferg03] Ô‡ÓıÓ‰˚ Ë ÚÂÎÂ„‡Ù (Í‡Í ÊÂÎÂÁÌ˚Â ‰ÓÓ„Ë
‡Ì¸¯Â Ë ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎË ÔÓÁÊÂ) ÔË‚ÂÎË ‚ÒÎÂ‰ Á‡ Ô‡‰ÂÌËÂÏ ÒÚÓËÏÓÒÚË Ú‡ÌÒÔÓÚÌ˚ı
ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ Í "ÎËÍ‚Ë‰‡ˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl" ‚ XIX Ë XX ‚‚. Ç Â˘Â ·ÓÎÂÂ ‰‡ÎÂÍÓÏ ÔÓ-
¯ÎÓÏ, Í‡Í Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ÒÚ‚Û˛Ú ‡ıÂÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ‰‡ÌÌ˚Â (ÓÍÓÎÓ 140 Ú˚Ò. ÎÂÚ Ì‡Á‡‰),
ÔÓfl‚ËÎ‡Ò¸ Â„ÛÎflÌ‡fl ÏÂÌÓ‚‡fl ÚÓ„Ó‚Îfl Ì‡ ·ÓÎ¸¯Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËflı, ‡ ËÁÓ·ÂÚÂÌËÂ
ÏÂÚ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÓÛÊËfl (ÓÍÓÎÓ 40 Ú˚Ò. ÎÂÚ Ì‡Á‡‰) ÔÓÁ‚ÓÎËÎÓ ˜ÂÎÓ‚ÂÍÛ Û·Ë‚‡Ú¸ ÍÛÔ-
ÌÛ˛ ‰Ë˜¸ (Ë ‰Û„Ëı Î˛‰ÂÈ), Ì‡ıÓ‰flÒ¸ Ì‡ ·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓÏ Û‰‡ÎÂÌËË.

é‰Ì‡ÍÓ ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Â ÚÂıÌÓÎÓ„ËË Á‡ÚÏËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÓÍ‡ÚËÎÓÒ¸ ‚ÂÏfl ÔÛÚË ‰Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌËfl. Ç ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÍÛÎ¸ÚÛÌÓÂ, ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ, „ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÂ Ë ˝ÍÓÌÓÏË˜Â-
ÒÍÓÂ) Â˘Â ÌÂ ÛÚ‡ÚËÎË Ò‚ÓÂÈ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË, Ì‡ÔËÏÂ, ÔË ‚˚‡·ÓÚÍÂ ÒÚ‡ÚÂ„ËË
ÍÓÏÔ‡ÌËË Ì‡ ‡Á‚Ë‚‡˛˘ËıÒfl ˚ÌÍ‡ı, ‚ ‚ÓÔÓÒ‡ı ÔÓÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÎÂ„ËÚËÏÌÓÒÚË Ë Ú.Ô.

åÓ‡Î¸Ì‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl
åÓ‡Î¸Ì‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl – ÏÂ‡ ÏÓ‡Î¸ÌÓÈ ËÌ‰ËÙÙÂÂÌÚÌÓÒÚË ËÎË ÒÓÔÂÂÊË‚‡ÌËfl

ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Ó‰ÌÓÏÛ ˜ÂÎÓ‚ÂÍÛ, „ÛÔÔÂ Î˛‰ÂÈ ËÎË ÒÓ·˚ÚËflÏ.
ÑËÒÚ‡ÌˆËËÓ‚‡ÌËÂ – ‡Á‰ÂÎÂÌËÂ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÒÌËÊ‡.ott ÒÓÔÂÂ-

ÊË‚‡ÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ ÏÓ„ ·˚ ËÒÔ˚Ú˚‚‡Ú¸ Í ÒÚ‡‰‡ÌËflÏ ‰Û„Ëı, Ú.Â. Û‚ÂÎË˜Ë‚‡-
˘ÂÂ ÏÓ‡Î¸ÌÛ˛ ‰ËÒÚ‡ÌˆË˛. íÂÏËÌ ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓ‚‡ÌËÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ (‚ ÍÌË-
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„‡ı ä‡ÌÚÓ‡) ‰Îfl ÔÒËıÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÎË˜ÌÓÒÚË: ·ÓflÁÌ¸
·ÎËÁÍËı ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ Ë Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ (Û·ÂÊ‰ÂÌÌ˚Â ıÓÎÓÒÚflÍË, ÓÍÓ‚˚Â ÊÂÌ˘ËÌ˚
Ë Ú.Ô.).

ÑËÒÚ‡ÌˆËÓ‚‡ÌËÂ, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ Ò ÚÂıÌÓÎÓ„ËÂÈ
íÂÓËfl ÏÓ‡Î¸ÌÓ„Ó ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓ‚‡ÌËfl ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÚÂıÌÓÎÓ„Ëfl ÒÔÓÒÓ·ÒÚ‚ÛÂÚ

ÔÂ‰‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÒÚË Í ÌÂ˝ÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÓ‚Â‰ÂÌË˛ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÙÓÏËÛÂÚ ÏÓ‡Î¸ÌÛ˛
‰ËÒÚ‡ÌˆË˛ ÏÂÊ‰Û ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ë ÏÓ‡Î¸ÌÓÈ ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸˛ Á‡ ÌÂ„Ó.

èÂ˜‡ÚÌ˚Â ÚÂıÌÓÎÓ„ËË ‡Á‰ÂÎËÎË Î˛‰ÂÈ Ì‡ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Ò‚flÁË Ë ‰ËÒÚ‡Ì-
ˆËÓ‚‡ÎË Ëı ÓÚ Ó·˘ÂÌËfl ÎËˆÓÏ Í ÎËˆÛ, ÊË‚Ó„Ó ‡Á„Ó‚Ó‡ Ë ÔËÍÓÒÌÓ‚ÂÌËfl. íÂÎÂ-
‚Ë‰ÂÌËÂ Á‡‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡¯Ë ÒÎÛıÓ‚˚Â Ó˘Û˘ÂÌËfl Ë ‰ÂÎ‡ÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÌÂÂ ‰Ó‚ÎÂ˛-
˘ËÏ Ù‡ÍÚÓÓÏ, Ó‰Ì‡ÍÓ ÔË ˝ÚÓÏ ÛÒËÎËdftn ÍÓ„ÌËÚË‚ÌÓÂ ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓ‚‡ÌËÂ: c˛ÊÂÚ
Ë ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ ÌÂ ÒÚ˚ÍÛ˛ÚÒfl Ò ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ/ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ Ë ‚ÂÏÂÌÂÏ/Ô‡-
ÏflÚ¸˛. ùÚÓ ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓ‚‡ÌËÂ ÌÂ ÛÏÂÌ¸¯ËÎÓÒ¸ Ò ‚ÌÂ‰ÂÌËÂÏ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ÚÂı-
ÌËÍË, ıÓÚfl ËÌÚÂ‡ÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÁÓÒÎ‡. ÉÓ‚Ófl ÒÎÓ‚‡ÏË ï‡ÌÚÂ‡, ÚÂıÌÓÎÓ„Ëfl ÎË¯¸
ÔÓ-ÌÓ‚ÓÏÛ ÂÓ„‡ÌËÁÓ‚‡Î‡ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÍÓÏÏÛÌËÍ‡ˆËË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Â„Ó
Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÂÊ‰Û ÔÓÌËÏ‡ÌËÂÏ Ë ÌÂÔÓÌËÏ‡-
ÌËÂÏ. ãËÍ‚Ë‰‡ˆËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ·‡¸ÂÓ‚ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËÂ,
ÌÓ ÌËÍ‡Í ÌÂ ÒÓˆË‡Î¸Ì˚Â Ë ÍÓ„ÌËÚË‚Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÏÓ‰ÂÎ¸ ÔÒËıÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓ‚‡ÌËfl [Well86] Ò‚flÁ˚‚‡-
ÂÚ ÒË˛ÏËÌÛÚÌÓÒÚ¸ Ó·˘ÂÌËfl Ò ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı Í‡Ì‡ÎÓ‚: ÒÂÌÒÓÌ˚Â
Ó˘Û˘ÂÌËfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛ÚÒfl ‚ ÔÓ„ÂÒÒË‚ÌÓÈ ÔÓÔÓˆËË, ÔÓ ÏÂÂ ÚÓ„Ó Í‡Í Î˛‰Ë ÔÂÂ-
ıÓ‰flÚ ÓÚ ÎË˜ÌÓ„Ó Ó·˘ÂÌËfl Í Ó·˘ÂÌË˛ ÔÓ ÚÂÎÂÙÓÌÛ, ‚Ë‰ÂÓÙÓÌÛ ˝ÎÂÍÚÓÌÌÓÈ ÔÓ˜ÚÂ.
é·˘ÂÌËÂ ˜ÂÂÁ àÌÚÂÌÂÚ ËÏÂÂÚ ÚÂÌ‰ÂÌˆË˛ Í ÓÚÒÂË‚‡ÌË˛ ÒË„Ì‡ÎÓ‚, ‚ ı‡‡ÍÚÛË-
ÁÛ˛˘Ëı ÒÓˆË‡Î¸Ì˚È ÒÏ˚ÒÎ ËÎË ÎË˜Ì˚Â ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÌÂÏÂ‰-
ÎÂÌÌÓÈ ÓÚ‚ÂÚÌÓÈ Â‡ÍˆËË ÒÓ·ÂÒÂ‰ÌËÍ‡, Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌÓÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚflÏË ˝ÎÂÍÚÓÌÌÓÈ
ÔÓ˜Ú˚, ‚Â‰ÂÚ Í ‚ÂÏÂÌÌ˚Ï ÌÂÒÓ‚Ô‡‰ÂÌËflÏ Ë ÏÓÊÂÚ ‚˚Á‚‡Ú¸ ˜Û‚ÒÚ‚Ó ËÁÓÎËÓ‚‡Ì-
ÌÓÒÚË. ç‡ÔËÏÂ, ÏÓ‡Î¸Ì˚Â Ë ÔÓÁÌ‡‚‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓ‚‡ÌËfl
‚ ÔÓˆÂÒÒÂ Ó·Û˜ÂÌËfl ‚ ÂÊËÏÂ ÓÌÎ‡ÈÌ ‰Ó ÒËı ÔÓ ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÌÂËÁÛ˜ÂÌÌ˚ÏË.

í‡ÌÒ‡ÍˆËÓÌÌ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl
í‡ÌÒ‡ÍˆËÓÌÌ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl – ‚ÓÓ·‡Ê‡ÂÏ‡fl ÒÚÂÔÂÌ¸ ‡Á‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË ‚ ıÓ‰Â

‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û ÒÚÛ‰ÂÌÚ‡ÏË Ë ÔÂÔÓ‰‡‚‡ÚÂÎflÏË Ë ‚ÌÛÚË Í‡Ê‰ÓÈ „ÛÔÔ˚
ÒÛ·˙ÂÍÚÓ‚. Ñ‡ÌÌ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl ÒÓÍ‡˘‡ÂÚÒfl ÔË Ì‡ÎË˜ËË ‰Ë‡ÎÓ„‡ (ÔÂ‰Ì‡ÏÂÂÌÌÓ„Ó
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ò ˆÂÎ¸˛ ÛÎÛ˜¯ÂÌËfl ÔÓÌËÏ‡ÌËfl), ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔË
ÔÂ‰ÓÒÚ‡‚ÎÂÌËË Ó·Û˜‡ÂÏÓÏÛ ·ÓÎ¸¯ÂÈ Ò‚Ó·Ó‰˚ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ë ÏÂÌÂÂ ÔÂ‰ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÒÚÛÍÚÛ˚ Ó·‡ÁÓ‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓ„‡ÏÏ˚. Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ·˚ÎÓ ‚‚Â‰ÂÌÓ åÛÓÏ ‚
1993 „. ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ô‡‡‰Ë„Ï˚ Ó·Û˜ÂÌËfl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ï‡ÒÒË‚ÓÏ ËÌÙÓÏ‡ˆËË, „ÂÌÂËÛÂ-

Ï˚Ï ÒËÒÚÂÏÓÈ ‡ÍÚË‚ÌÓ„Ó ·ËÁÌÂÒ-‡Ì‡ÎËÁ‡ (Business Intelligence), Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
‰ÂÈÒÚ‚ËÈ, ÔËÂÏÎÂÏ˚ı ‰Îfl ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ‰ÂÎÓ‚ÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl
‰ÂÈÒÚ‚Ëfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÓÈ ÛÒËÎËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÛflÒÌÂÌËfl ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ë
‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ˝ÚÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ì‡ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl. éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ‚˚‡Ê‡Ú¸Òfl ‚
ÙËÁË˜ÂÒÍÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÏÂÊ‰Û ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÏÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËÂÈ Ë ÛÔ‡‚ÎflÂÏ˚Ï
‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ.

ÄÌÚËÌÓÏËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÄÌÚËÌÓÏËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Í‡Í ÓÌ‡ ·˚Î‡ ‚‚Â‰ÂÌ‡ ‚ [Bull12] ‰Îfl ÒÙÂ˚ ˝ÒÚÂÚË˜ÂÒÍËı

Ó˘Û˘ÂÌËÈ ÁËÚÂÎÂÈ Ë ‡ÍÚÂ‡, Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÓÌË Ó·‡ ‰ÓÎÊÌ˚ Ì‡ÈÚË Ú‡ÍÛ˛
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Ô‡‚ËÎ¸ÌÛ˛ ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ ‰ËÒÚ‡ÌˆË˛ (ÌÂ ÒÎË¯ÍÓÏ ‚Ó‚ÎÂ˜ÂÌÌÛ˛ Ë ÌÂ ÒÎË¯ÍÓÏ
·ÂÒÒÚ‡ÒÚÌÛ˛), ˜ÚÓ·˚ ·˚Ú¸ ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË Ú‚ÓËÚ¸ ËÎË ÓˆÂÌË‚‡Ú¸ ËÒÍÛÒÒÚ‚Ó. ùÚÛ ÚÓÌ-
ÍÛ˛ ÎËÌË˛ ‡Á‰ÂÎ‡ ÏÂÊ‰Û Ó·˙ÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸˛ Ë ÒÛ·˙ÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸˛ ÏÓÊÌÓ ÎÂ„ÍÓ ÔÂ-
ÒÚÛÔËÚ¸, Ë ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ‰ËÒÚ‡ÌˆËË ÏÓÊÂÚ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl.

ùÒÚÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl – ÒÚÂÔÂÌ¸ ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ‚Ó‚ÎÂ˜ÂÌÌÓÒÚË ËÌ‰Ë‚Ë‰ÛÛÏ‡,
ÍÓÚÓ˚È, „Îfl‰fl Ì‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ËÒÍÛÒÒÚ‚‡, ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ Â„Ó ‚ÔÂ˜‡ÚÎÂÌËÂÏ.
Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ Ú‡ÍÓÈ ‰ËÒÚ‡ÌˆËË ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË ÔÂÒÔÂÍÚË‚Û ÁËÚÂÎfl ‚ Á‡ÎÂ
ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌË˛ Ì‡ ÒˆÂÌÂ, ÔÒËıÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ Ë ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÂÍÒÚÓÏ Ë ˜ËÚ‡ÚÂÎÂÏ, ‰ËÒÚ‡ÌˆË˛ ÏÂÊ‰Û ‡ÍÚÂÓÏ Ë ÓÎ¸˛, Í‡Í ÓÌ‡
Ú‡ÍÚÛÂÚÒfl ‚ ÚÂ‡Ú‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ëÚ‡ÌËÒÎ‡‚ÒÍÓ„Ó.

Ç‡Ë‡ÌÚ˚ ‡ÌÚËÌÓÏËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÏ Ï˚¯ÎÂÌËË: ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ Ë ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î¸-
ÌÛ˛ ‰ËÒÚ‡ÌˆË˛ ÏÂÊ‰Û Ò‡ÏËÏ ÒÓ·ÓÈ Ë Ë‰ÂÂÈ, ˜ÚÓ·˚ ËÏÂÚ¸ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜-
ÌÓÈ ÓˆÂÌÍË ÂÂ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚË. ÑÛ„ÓÈ ‚‡Ë‡ÌÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ‚ Ô‡‡‰ÓÍÒÂ ‰ÓÏËÌËÓ-
‚‡ÌËfl: ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl Ë Ò‚flÁ¸ (http://www.leatherpage.com/rscurrent.htm/).

àÒÚÓË˜ÂÒÍ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl ÔÓ ÚÂÏËÌÓÎÓ„ËË [Tail04] fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ, ÍÓÚÓ-
ÓÂ ËÒÚÓËÍ Á‡ÌËÏ‡ÂÚ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Ò‚ÓËÏ Ó·˙ÂÍÚ‡Ï – ‰‡ÎÂÍÛ˛, ·ÎËÁÍÛ˛ ËÎË
„‰Â-ÌË·Û‰¸ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË; ˝ÚÓ – ‚ÓÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÚÓÓ„Ó ÊË‚ÓÈ ÛÏ ËÒÚÓ-
ËÍ‡, ‚ÒÚÂ˜‡fl ËÌÂÚÌÓÂ Ë ÌÂ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÓÂ, ÒÚÂÏËÚÒfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Ï‡ÚÂË‡Î˚
Â‡Î¸ÌÓ ÊË‚˚ÏË. ÄÌÚËÌÓÏËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Á‰ÂÒ¸ ‚ÌÓ‚¸ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ-
ËÍË Ó·‡˘‡˛ÚÒfl Í ÔÓ¯ÎÓÏÛ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÌÚÂÎÎÂÍÚÛ‡Î¸ÌÓ, ÌÓ Ë ÔÂÂÊË‚‡˛Ú ÏÓ-
‡Î¸ÌÛ˛ Ë ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ ‚Ó‚ÎÂ˜ÂÌÌÓÒÚ¸. îÓÏ‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ËÒÚÓË˜ÂÒÍËı
ÔËÒ‡ÌËÈ Á‡˜‡ÒÚÛ˛ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓ‰ ‚ÎËflÌËÂÏ Ëı ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı, Ë‰ÂÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı Ë
ÍÓ„ÌËÚË‚Ì˚ı ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ.

ëÏÂÊÌÓÈ ÔÓ·ÎÂÏÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl
ÏÂÊ‰Û Î˛‰¸ÏË Ë Ëı ÔÓ¯Î˚Ï, ˜ÚÓ·˚ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ ÓÒÚ‡‚‡ÎÒfl ÔÒËıÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ÔËÒÔÓ-
ÒÓ·ÎÂÌÌ˚Ï Í ÊËÁÌË. îÂÈ‰ ÔÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ Á‡˜‡ÒÚÛ˛ ÏÂÊ‰Û Ì‡ÏË Ë ‰ÂÚÒÚ‚ÓÏ Ú‡ÍÓÈ
‰ËÒÚ‡ÌˆËË ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ.

çÂÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó äËÒÚÂ‚ÓÈ
èÓ ÏÌÂÌË˛ äËÒÚÂ‚ÓÈ (1980), ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÔÒËıÓ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ‡ÁÎË˜Ëfl ‚˚‡Ê‡-

˛ÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÔÂ-˝‰ËÔÓ‚‡ ËÎË ˝‰ËÔÓ‚‡ ‡ÒÔÂÍÚÓ‚ ‡Á‚ËÚËfl ÎË˜ÌÓÒÚË. èËÁÌ‡ÍË
Ò‡ÏÓ‚Î˛·ÎÂÌÌÓÒÚË Ë Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ Ï‡ÚÂË, ‡Ì‡ıË˜ÂÒÍËı ÏÓÚË‚Ó‚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl,
ÔÓÎËÏÓÙË˜ÂÒÍËÈ ˝ÓÚÓ„ÂÌËˆËÁÏ Ë ÔÂ‚Ë˜Ì˚Â ÔÓˆÂÒÒ˚ ı‡‡ÍÚÂÌ˚ ‰Îfl ÔÂ-
˝‰ËÔÓ‚ÓÈ Ó„‡ÌËÁ‡ˆËË. ëÓÔÂÌË˜ÂÒÚ‚Ó Ë ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËÂ Ò ÓÚˆÓÏ, ÒÔÂˆËÙË˜ÂÒÍËÂ Ë
ÏÓÚË‚‡ˆËË ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl, Ù‡ÎÎË˜ÂÒÍËÈ ˝ÓÚÓ„ÂÌËˆËÁÏ, ‚ÚÓË˜Ì˚Â ÔÓˆÂÒÒ˚ ·ÓÎÂÂ
ı‡‡ÍÚÂÌ˚ ‰Îfl ˝‰ËÔÓ‚ÓÈ ÓËÂÌÚ‡ˆËË. äËÒÚÂ‚‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÂ-˝‰ËÔÓ‚Û ÊÂÌÒÍÛ˛
Ù‡ÁÛ Í‡Í Ó·‚ÓÎ‡ÍË‚‡˛˘ÂÂ ‡ÏÓÙÌÓÂ ÌÂÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ıÓ‡ èÎ‡ÚÓÌ‡),
ÍÓÚÓÓÂ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ë ÍÓÏËÚ, Ë Û„ÓÊ‡ÂÚ; ÓÌÓ Ú‡ÍÊÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ë Ó„‡ÌË˜Ë-
‚‡ÂÚ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ Ò‡ÏÓÏÛ ÒÂ·Â. èË ˝ÚÓÏ ˝‰ËÔÓ‚Û ÏÛÊÒÍÛ˛ Ù‡ÁÛ ÓÌ‡ ı‡‡Í-
ÚÂËÁÛÂÚ Í‡Í ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ÚÓÔÓÒ ÄËÒÚÓÚÂÎfl); ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÎË˜-
ÌÓÒÚ¸ Ë ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÎË˜ÌÓÒÚË Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓ Ë Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌ˚ ‚ ÚÓÔÓÒÂ. äËÒÚÂ‚‡ ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ÍÓÌË ÒÂÏËÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡
ÎÂÊ‡Ú ‚ ÊÂÌÒÍÓÏ ÎË·Ë‰Ó, ÔÂ-˝‰ËÔÓ‚ÓÈ ˝ÌÂ„ËË, ÍÓÚÓÛ˛ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ì‡Ô‡‚ÎflÚ¸ ‚
ÛÒÎÓ ÒÓˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÒÔÎÓ˜ÂÌËfl.

ÑÂÎ˛ÁÂ Ë ÉÛ‡ÚÚ‡Ë (1980) ‡Á‰ÂÎËÎË Ò‚ÓË ÏÛÎ¸ÚËÔÎÂÚÌÓÒÚË (ÒÂÚË, ÏÌÓ„ÓÓ·‡-
ÁËfl, ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡) Ì‡ ·ÓÓÁ‰˜‡Ú˚Â (ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ, ËÂ‡ıË˜ÂÒÍËÂ, ˆÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Â
Ë ˜ËÒÎÓ‚˚Â) Ë „Î‡‰ÍËÂ (ÌÂÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ, ÍÓÌÂ‚˚Â Ë ‡ˆÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Â, ÍÓÚÓ˚Â
Á‡ÌËÏ‡˛Ú ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·ÂÁ Í‡ÍÓ„Ó-ÎË·Ó Û˜ÂÚ‡ Ë ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ÚÓÎ¸ÍÓ
"ÌÓ„‡ÏË").
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ùÚË Ù‡ÌˆÛÁÒÍËÂ ÔÓÒÚÒÚÛÍÚÛ‡ÎËÒÚ˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ÏÂÚ‡ÙÓÛ ÌÂÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ
ÚÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í ÔÒËıÓ‡Ì‡ÎËÚËÍ ã‡Í‡Ì ÒËÒÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍË ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë-
˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏËÌÓÎÓ„ËÂÈ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÓÌ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó J (ÓÚ Ù‡ÌˆÛÁ-
ÒÍÓ„Ó Jouissance) ÒÂÍÒÛ‡Î¸Ì˚ı ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ Í‡Í Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

ÇÓÁ‚‡˘‡flÒ¸ Í Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ, ÌÂÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ – ˝ÚÓ ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÔÓËÁ-
‚Ó‰Ì‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡. éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÈ ‰Îfl ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚˚ı
ÏÂÚËÍ Ë Ó·‡˘‡Ú¸Òfl ‚ ÌÛÎ¸ ‰Îfl ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÏÂÚËÍ .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëËÏÓÌ˚ ÇÂÈÎ¸
"ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ" – ˝ÚÓ Á‡„ÓÎÓ‚ÓÍ ÙËÎÓÒÓÙÒÍÓ-ÚÂÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ˝ÒÒÂ ëËÏÓÌ˚ ÇÂÈÎ¸

ËÁ ÂÂ ÍÌË„Ë "Ç ÓÊË‰‡ÌËË ÅÓ„‡" (ç¸˛-âÓÍ: èÛÚÏ‡Ì, 1951). éÌ‡ Ò‚flÁ˚‚‡ÂÚ Î˛·Ó‚¸
ÅÓ„‡ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ; Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Â„Ó ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í
ÔËÒÛÚÒÚ‚ËÂ: "Î˛·ÓÂ ‡Á˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÂÒÚ¸ Ò‚flÁ¸" (ÏÂÚ‡ÍÒ˛ èÎ‡ÚÓÌ‡). ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ, ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚ ÓÌ‡, ‡ÒÔflÚËÂ ïËÒÚ‡ (Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl Î˛·Ó‚¸/‡ÒÒÚÓflÌËÂ) ·˚ÎÓ ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏÓ "‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ Ï˚ ÒÏÓ„ÎË ÓÒÓÁÌ‡Ú¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Ì‡Ò ‰Ó ÅÓ„‡..., ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚ ÌÂ ÓÒÓÁÌ‡ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÏÂ Í‡Í ÔÓ ÌËÒıÓ‰fl˘ÂÈ ÎËÌËË" (ÒÏ. ÔÓÌflÚËfl
ãÛË‡ÌÒÍÓÈ Í‡··‡Î˚ ˆËÏˆÛÏ ("Ò‡ÏÓÒÓÍ‡˘ÂÌËÂ" ÅÓ„‡), "‡Á·ËÂÌËÂ ÒÓÒÛ‰Ó‚" (ÁÎÓ
Í‡Í ÒËÎ‡ ‡ÁÓ·˘ÂÌËfl, ÍÓÚÓÓÂ ÛÚ‡ÚËÎÓ Ò‚Ó˛ ÙÛÌÍˆË˛ ‡ÁÓ·˘ÂÌËfl Ë ÔÂ‚‡ÚË-
ÎÓÒ¸ ‚ ˜ÂÂÔÍË).

ÇÁflÚ¸ Ú‡ÍÊÂ ÔÂÒÌ˛ "àÁ‰‡ÎÂÍ‡", Ì‡ÔËÒ‡ÌÌÛ˛ ûÎËÂÈ ÉÓÎ‰, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÔÓÂÚÒfl Ó
ÅÓ„Â, ÍÓÚÓ˚È Ì‡·Î˛‰‡ÂÚ Á‡ Ì‡ÏË, Ë Ó ÚÓÏ, Í‡Í, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÙËÁË˜Â-
ÒÍÓÂ Ë ˝ÏÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ), ËÒÍ‡Ê‡˛˘ÂÂ ‚ÓÒÔËflÚËÂ, ‚ Ì‡¯ÂÏ ÏËÂ Â˘Â ÓÒÚ‡Î¸ ÏÂÒÚÓ
‰Îfl ÏË‡ Ë Î˛·‚Ë.

çÂ·ÂÒÌ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ë‚Â‰ÂÌ·Ó„‡
àÁ‚ÂÒÚÌ˚È Û˜ÂÌ˚È Ë ÏÂ˜Ú‡ÚÂÎ¸ ë‚Â‰ÂÌ·Ó„ ‚ Ò‚ÓÂÏ „Î‡‚ÌÓÏ ÚÛ‰Â "çÂ·ÂÒ‡

Ë Ä‰" (ãÓÌ‰ÓÌ, 1952, ÔÂ‚ÓÂ ËÁ‰‡ÌËÂ Ì‡ Î‡ÚËÌÒÍÓÏ flÁ˚ÍÂ ‚ 1758 „.) ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚ
(ÒÏ. „Î. 22 "èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡ ÌÂ·ÂÒ‡ı", Ò. 191–199), ˜ÚÓ "‡ÒÒÚÓflÌËfl Ë Ú‡ÍËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÔÓÎÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl ‡Ì„Â-
ÎÓ‚". Ñ‚ËÊÂÌËÂ Ì‡ ÌÂ·ÂÒ‡ı – ÎË¯¸ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl, ÍÓ„‰‡ ‰ÎËÌ‡ ÔÛÚË ËÁ-
ÏÂflÂÚÒfl ÊÂÎ‡ÌËÂÏ Ë‰Û˘Â„Ó, ‡ Ò·ÎËÊÂÌËÂ ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ÒıÓÊÂÒÚ¸ ÒÓÒÚÓflÌËÈ. Ç ‰ÛıÓ‚-
ÌÓÈ ÒÙÂÂ Ë Á‡„Ó·ÌÓÈ ÊËÁÌË, Ò˜ËÚ‡ÂÚ ÓÌ, "‚ÏÂÒÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚Û˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ÒÓÒÚÓflÌËfl Ë Ëı ËÁÏÂÌÂÌËfl".

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰‡ÎÂÍÓ„Ó ·ÎËÁÍÓ„Ó
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰‡ÎÂÍÓ„Ó ·ÎËÁÍÓ„Ó – Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÔÓ„‡ÏÏ˚ ÑÓÏ‡ ÏËÓ‚˚ı ÍÛÎ¸ÚÛ

‚ ÅÂÎËÌÂ, ÍÓÚÓ‡fl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ Ô‡ÌÓ‡ÏÛ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó ÔÓÁËˆËÓÌËÓ‚‡ÌËfl ‚ÒÂı
ıÛ‰ÓÊÌËÍÓ‚ Ë‡ÌÒÍÓ„Ó ÔÓËÒıÓÊ‰ÂÌËfl. èËÏÂ‡ÏË ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl
ÚÂÏËÌ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÔÓÔ-ÍÛÎ¸ÚÛÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl: "Some Near Distance"
(„‰Â-ÚÓ ·ÎËÁÍÓ) – Ì‡Á‚‡ÌËÂ ıÛ‰ÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚˚ÒÚ‡‚ÍË å‡Í‡ ã¸˛ËÒ‡ (ÅËÎ¸·‡Ó,
2003), "A Near Distance" (·ÎËÁÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ·ÛÏ‡ÊÌ˚È ÍÓÎÎ‡Ê èÂÎÂ î‡ÈÌ‡
(ç¸˛-âÓÍ, 1961), "Quiet Distance" (ÚËıÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ıÛ‰ÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÂÔÓ‰ÛÍ-
ˆËfl ù‰‰‡ åÂÎ‡, "Distance" (‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – flÔÓÌÒÍËÈ ÍËÌÓÙËÎ¸Ï ïËÓÍ‡ÁÛ äÓÂÂ‰˚
(2001), "The Distance" (˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ‡Î¸·ÓÏ ‡ÏÂËÍ‡ÌÒÍÓÈ ÓÍ-„ÛÔÔ˚ "ëÂÂ·-
flÌ‡fl ÔÛÎfl", "Near Distance" (·ÎËÁÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ÏÛÁ˚Í‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÁËˆËfl óÂÌ
ûË (ç¸˛-âÓÍ, 1988), "Near Distance" (·ÎËÁÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ÎËË˜ÂÒÍ‡fl ÔÂÒÌfl
Ï‡Ì˜ÂÒÚÂÒÍÓ„Ó Í‚‡ÚÂÚ‡ "è¸˛ÂÒÒÂÌÒÂ".

íÂÏËÌ˚ ·ÎËÊÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë ‰‡Î¸ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚
ÓÙÚ‡Î¸ÏÓÎÓ„ËË Ë ‰Îfl Ì‡ÒÚÓÈÍË ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÒÂÌÒÓÌ˚ı ÛÒÚÓÈÒÚ‚.
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àÁÂ˜ÂÌËfl Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ "·ÎËÊÌÂ„Ó-‰‡Î¸ÌÂ„Ó" ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
"ãÛ˜¯Â ÒÓÒÂ‰ ‚·ÎËÁË, ÌÂÊÂÎË ·‡Ú ‚‰‡ÎË" (ÅË·ÎËfl).
"ã˛‰Ë ËÒÔ˚Ú˚‚‡˛Ú ÒÓ˜Û‚ÒÚ‚ËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÍÓ„‰‡ ÒÚ‡‰‡ÌËfl Í‡ÊÛÚÒfl ËÏ ·ÎËÁÍËÏË;

·Â‰ÒÚ‚Ëfl, ÓÚÒÚÓfl˘ËÂ ÓÚ ÌËı Ì‡ ‰ÂÒflÚÍË Ú˚Òfl˜ ÎÂÚ ‚ ÔÓ¯ÎÓÏ ËÎË ‚ ·Û‰Û˘ÂÏ, Î˛‰Ë
ÔÂ‰˜Û‚ÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÌÂ ÏÓ„ÛÚ Ë ÎË·Ó ÌÂ ÒÓÒÚ‡‰‡˛Ú, ÎË·Ó ‚Ó ‚ÒflÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ ËÒÔ˚Ú˚-
‚‡˛Ú ÒÓËÁÏÂËÏÓ„Ó ÒÓ˜Û‚ÒÚ‚Ëfl" (ÄËÒÚÓÚÂÎ¸).

"èÛÚ¸ ‰ÓÎ„‡ ÎÂÊËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ·ÎËÁÍÓ, ‡ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ Ë˘ÂÚ Â„Ó ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‰‡ÎÂÍÓ"
(åÂÌˆËÈ).

"çÂ ‚„Îfl‰˚‚‡ÈÒfl ‚ ·ÎËÁÍÓÂ, ÂÒÎË ÒÏÓÚË¯¸ ‚‰‡Î¸" (ù‚ËÔË‰ËÈ).
"ïÓÓ¯ËÏ Ô‡‚ËÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÚÂ, ÍÚÓ ·ÎËÁÍÓ, ·Û‰ÛÚ Ò˜‡ÒÚÎË‚˚,

‡ ÚÂ, ÍÚÓ ‰‡ÎÂÍÓ, Á‡ËÌÚÂÂÒÛ˛ÚÒfl" (äÓÌÙÛˆËÈ).
"ä‡Í‡fl ‰ÓÓ„‡", – ÒÔÓÒËÎ fl Ï‡ÎÂÌ¸ÍÓ„Ó Ï‡Î¸˜ËÍ‡, ÒË‰fl˘Â„Ó ÓÍÓÎÓ ÔÂÂÍÂÒÚ-

Í‡, – "‚Â‰ÂÚ ‚ „ÓÓ‰?" "ùÚ‡", – ÓÚ‚ÂÚËÎ ÓÌ, – "ÓÌ‡ ÍÓÓÚÍ‡fl, ÌÓ ‰ÎËÌÌ‡fl, ‡ Ú‡ – ‰ÎËÌ-
Ì‡fl, ÌÓ ÍÓÓÚÍ‡fl". ü ÔÓ¯ÂÎ ÔÓ ÚÓÈ, ˜ÚÓ "ÍÓÓÚÍ‡fl, ÌÓ ‰ÎËÌÌ‡fl". äÓ„‰‡ fl ÔÓ‰Ó¯ÂÎ Í
„ÓÓ‰Û, fl Ó·Ì‡ÛÊËÎ, ˜ÚÓ ÓÌ ·˚Î ÓÍÛÊÂÌ Ò‡‰‡ÏË Ë Ó„ÓÓ‰‡ÏË. ÇÂÌÛ‚¯ËÒ¸ Í Ï‡Î¸-
˜ËÍÛ, fl ÒÍ‡Á‡Î ÂÏÛ: "ë˚Ì ÏÓÈ, ‡Á‚Â Ú˚ ÌÂ „Ó‚ÓËÎ ÏÌÂ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ‰ÓÓ„‡ ÍÓÓÚÍ‡fl?"
à ÓÌ ÓÚ‚ÂÚËÎ: "Ä ‡Á‚Â fl ÌÂ ÒÍ‡Á‡Î ÚÂ·Â Ú‡ÍÊÂ: "ÌÓ ‰ÎËÌÌ‡fl"? ü ÔÓˆÂÎÓ‚‡Î Â„Ó
„ÓÎÓ‚Û Ë ÒÍ‡Á‡Î: "ë˜‡ÒÚÎË‚ Ú˚, Ó àÁ‡ËÎ¸, ‚ÒÂ ‚˚ ÏÛ‰˚Â, Ë ÏÓÎÓ‰˚Â, Ë ÒÚ‡˚Â"
(ùÛ·ËÌ, í‡ÎÏÛ‰).

èÓÓÍÛ åÛı‡ÏÏÂ‰Û ÔËÔËÒ˚‚‡˛Ú ÒÎÓ‚‡: "ç‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ‚ÓÁÌ‡„‡Ê‰ÂÌËÂÏ ‰Îfl
Î˛‰ÂÈ ‚ ‡˛ ·Û‰ÂÚ ÔËÒÚ‡ÌË˘Â Ò 80 000 ÒÎÛ„ Ë 72 ÊÂÌ‡ÏË, Ì‡‰ ÍÓÚÓ˚Ï ‚ÓÁ‚˚¯‡-
ÂÚÒfl ÍÛÔÓÎ, ÛÍ‡¯ÂÌÌ˚È ÊÂÏ˜Û„ÓÏ, ‡Í‚‡Ï‡ËÌ‡ÏË Ë Û·ËÌ‡ÏË, Ú‡ÍÓÈ ÊÂ ¯ËËÌ˚,
Í‡Í ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÄÎ¸-ÑÊ‡·ËÈfl (ÔË„ÓÓ‰ Ñ‡Ï‡ÒÍ‡) ‰Ó ë‡Ì˚ (âÂÏÂÌ)" (ï‡‰ËÚ,
àÒÎ‡ÏÒÍ‡fl Ú‡‰ËˆËfl).

"çÂÚ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÔÂ‰ÏÂÚ‡, …ÍÓÚÓ˚È Ì‡ ·ÓÎ¸¯ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÌÂ Í‡-
Á‡ÎÒfl ·˚ ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ Ï‡ÎÂÌ¸ÍËÈ ÔÂ‰ÏÂÚ ‚·ÎËÁË" (ãÂÓÌ‡‰Ó ‰‡ ÇËÌ˜Ë).

"çË˜ÚÓ ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ áÂÏÎÂ ‚˚„Îfl‰ÂÚ¸ Ú‡ÍÓÈ ÔÓÒÚÓÌÓÈ, Í‡Í ‰ÛÁ¸fl Ì‡ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËË; ËÏÂÌÌÓ ÓÌË ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú ¯ËÓÚ˚ Ë ‰ÓÎ„ÓÚ˚" (ÉÂÌË Ñ˝‚Ë‰ íÓÓ).

èÂ‚˚È Á‡ÍÓÌ „ÂÓ„‡ÙËË íÓÎ·Â‡: ‚ÒÂ Ò‚flÁ‡ÌÓ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ, ÌÓ ·ÓÎÂÂ ·ÎËÁÍËÂ
ÔÂ‰ÏÂÚ˚ ·ÓÎÂÂ Ò‚flÁ‡Ì˚, ˜ÂÏ ‰‡Î¸ÌËÂ. èËÌˆËÔ ·ÎËÁÓÒÚË (ËÎË ÔËÌˆËÔ Ì‡ËÏÂÌ¸-
¯Ëı ÛÒËÎËÈ): ‰Îfl ËÏÂ˛˘Â„ÓÒfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó ÊÂÎ‡ÌÌ˚ı ÏÂÒÚ ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó
‚˚·Ë‡Ú¸Òfl ·Û‰ÂÚ Ò‡ÏÓÂ ·ÎËÁÍÓÂ.

Ç ÙËÁËÍÂ ÔËÌˆËÔ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÒÚË ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚ: Û‰‡ÎÂÌÌ˚Â Ó·˙ÂÍÚ˚ ÌÂ
ÏÓ„ÛÚ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÎËflÚ¸ ‰Û„ Ì‡ ‰Û„‡, Ó·˙ÂÍÚ ÔÓ‰‚ÂÊÂÌ ÔflÏÓÏÛ ‚ÎËflÌË˛
ÚÓÎ¸ÍÓ ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‚ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ·ÎËÁÓÒÚË.

Ç Ó·Î‡ÒÚË ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl Á‡ÍÓÌ ÑÂÏÂÚ˚ ïÓÎÎ‡Ì‰‡ ÒÓ‰ÂÊËÚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ
‚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË ÒÚËÎfl ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl "Ó·‡˘‡Ú¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ Í ·ÎËÊ‡È¯ËÏ ‰ÛÁ¸flÏ"
(Ó·˙ÂÍÚ‡Ï, "ÚÂÒÌÓ" Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Ï Ò ‰‡ÌÌ˚Ï Ó·˙ÂÍÚÓÏ) Ë Í‡Ê‰˚È Ó·˙ÂÍÚ ‰ÓÎÊÂÌ ËÏÂÚ¸
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó ‰Û„Ëı.

28.2.  êÄëëíéüçàÖ  áêàíÖãúçéÉé  Çéëèêàüíàü

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚Ë‰ËÏÓÒÚË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Á‡˜Í‡ÏË (ËÎË ÏÂÊÎËÌÁÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ): ‚ ÓÙÚ‡Î¸ÏÓÎÓ„ËË

‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚ‡ÏË Á‡˜ÍÓ‚ ‰‚Ûı „Î‡Á ÔË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÓÒflı ‚ËÁËÓ‚‡ÌËfl.
é·˚˜ÌÓ 2,5 ‰˛ÈÏ‡ (6,35 ÒÏ).

éÒÚÓÚ‡ ÁÂÌËfl (·ÎËÊÌflfl) – ÒÔÓÒÓ·ÌÓÒÚ¸ „Î‡Á‡ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ÙÓÏÛ ÔÂ‰ÏÂÚ‡ Ë Â„Ó
‰ÂÚ‡ÎË Ì‡ ·ÎËÁÍÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÔÓfl‰Í‡ 40 ÒÏ; ÓÒÚÓÚ‡ ÁÂÌËfl (‰‡Î¸Ìflfl) – ÒÔÓÒÓ·-
ÌÓÒÚ¸ „Î‡Á‡ ‰ÂÎ‡Ú¸ ˝ÚÓ Ì‡ ·ÓÎ¸¯ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÔÓfl‰Í‡ 6 Ï.
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éÔÚË˜ÂÒÍËÂ ÔË·Ó˚ ‰Îfl ‡·ÓÚ˚ Ò ·ÎËÁÍËÏË ÔÂ‰ÏÂÚ‡ÏË ÒÎÛÊ‡Ú ‰Îfl Û‚ÂÎË˜Â-
ÌËfl ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ÔÂ‰ÏÂÚ‡ Ë ÔÂ˜‡ÚË; ÓÔÚË˜ÂÒÍËÂ ÔË·Ó˚ ‰Îfl ‡·ÓÚ˚ Ò ÔÂ‰-
ÏÂÚ‡ÏË Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÒÎÛÊ‡Ú ‰Îfl ÔË·ÎËÊÂÌËfl Û‰‡ÎÂÌÌ˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ (ÓÚ ÚÂı ÏÂÚ-
Ó‚ Ë ‰‡Î¸¯Â).

ÅÎËÁÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ: ‚ ÓÙÚ‡Î¸ÏÓÎÓ„ËË ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛
Ó·˙ÂÍÚ‡ Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ Ó˜ÍÓ‚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Â¯ËÌ˚: ‚ ÓÙÚ‡Î¸ÏÓÎÓ„ËË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ó„Ó‚ËˆÂÈ Ë ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚ¸˛ Ó˜ÍÓ‚.

ÅÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ: ‚ ÓÙÚ‡Î¸ÏÓÎÓ„ËË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓfl‰Í‡ 20 ÙÛÚÓ‚ (6,1 Ï)
Ë ·ÓÎÂÂ; ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡Í, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÔ‡‰‡˛˘ËÂ ‚ „Î‡Á ÎÛ˜Ë ÓÚ Ó·˙ÂÍÚ‡, Ì‡-
ıÓ‰fl˘Â„ÓÒfl Ì‡ ˝ÚÓÏ Û‰‡ÎÂÌËË, Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÎÛ˜‡Ï, ÔË-
ıÓ‰fl˘ËÏ ËÁ ÚÓ˜ÍË ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓÂ ÁÂÌËÂ – ÁËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÓÒÔËfl-
ÚËÂ Ó·˙ÂÍÚÓ‚, Ì‡ıÓ‰fl˘ËıÒfl Ì‡ Û‰‡ÎÂÌËË ÌÂ ÏÂÌÂÂ 6 Ï ÓÚ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl.

ì„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ „Î‡Á‡ – ‡ÔÂÚ˛‡ Û„Î‡, Ó·‡ÁÛÂÏÓ„Ó ÎËÌËflÏË, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚-
ÏË ÓÚ „Î‡Á‡ Í ‰‚ÛÏ Ó·˙ÂÍÚ‡Ï.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ RPV (ËÎË ÚÓ˜ÍË ÒıÓÊ‰ÂÌËfl ‚ ÔÓÍÓÂ) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔË ÍÓÚÓÓÏ
„Î‡Á‡ Ì‡˜ËÌ‡˛Ú ÒıÓ‰ËÚ¸Òfl (Ò‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Í ÔÂÂÌÓÒËˆÂ), ÍÓ„‰‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ Í‡ÍÓÈ-
ÎË·Ó ·ÎËÁÍËÈ Ó·˙ÂÍÚ, ‚˚Á˚‚‡˛˘ËÈ Ú‡ÍÓÂ ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ. éÌÓ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ‚ ÒÂ‰ÌÂÏ
45 ‰˛ÈÏÓ‚ (1,14 Ï), ÂÒÎË ÒÏÓÚÂÚ¸ ÔflÏÓ, Ë ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ‰Ó 35 ‰˛ÈÏÓ‚ (0,89 Ï),
ÂÒÎË ÒÏÓÚÂÚ¸ ‚ÌËÁ ÔÓ‰ Û„ÎÓÏ 30°.

ë ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ˝„ÓÌÓÏËÍË ÔË ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‡·ÓÚÂ Ò ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÓÏ
ÂÍÓÏÂÌ‰ÛÂÚÒfl ‚˚‰ÂÊË‚‡Ú¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ RPV ‰Ó ˝Í‡Ì‡, ˜ÚÓ·˚ ÏËÌËÏËÁËÓ‚‡Ú¸
Ì‡ÔflÊÂÌËÂ „Î‡Á.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ‡ÍÍÓÏÓ‰‡ˆËË (ËÎË ÚÓ˜Í‡ ‡ÍÍÓÏÓ‰‡ˆËË ‚ ÔÓÍÓÂ, ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ RPA) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ÚÓ˜ÍË, Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ ÙÓÍÛÒËÛ˛ÚÒfl „Î‡Á‡, ÍÓ„‰‡ ÌÂÚ
ÍÓÌÍÂÚÌÓ„Ó ÔÂ‰ÏÂÚ‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

îÓÍÛÒÌ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ê‡·Ó˜ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÔÂÂ‰ÌÂÈ ÎËÌÁ˚ ÏËÍÓÒÍÓÔ‡ ‰Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ ÔË

Ô‡‚ËÎ¸ÌÓÈ ÙÓÍÛÒËÓ‚ÍÂ ÔË·Ó‡.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Ó·˙ÂÍÚË‚‡ Í‡ÏÂ˚ ‰Ó ÙÓÚÓ„‡ÙËÛÂ-

ÏÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡, Ú.Â. Ó·˙ÂÍÚ‡, Ì‡ ÍÓÚÓ˚È Ì‡‚Ó‰ËÚÒfl ÙÓÍÛÒ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Ó·˙ÂÍÚË‚‡ ‰Ó ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl (Í‡ÚËÌÍË

Ì‡ ˝Í‡ÌÂ); ÂÒÎË ÏÂÊ‰Û Ó·˙ÂÍÚÓÏ Ë ˝Í‡ÌÓÏ ‡ÁÏÂ˘‡ÂÚÒfl Û‚ÂÎË˜ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÎËÌÁ‡, ÚÓ
ÒÛÏÏ‡ ‚ÂÎË˜ËÌ, Ó·‡ÚÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ‰Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl,
‡‚ÌÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ, Ó·‡ÚÌÓÈ ÙÓÍÛÒÌÓÏÛ ‡ÒÒÚÓflÌË˛.

îÓÍÛÒÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÙÓÍ‡Î¸Ì‡fl ‰ÎËÌ‡): ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÓÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ˆÂÌÚ‡
ÎËÌÁ˚ (ËÎË ËÁÓ„ÌÛÚÓ„Ó ÁÂÍ‡Î‡) ‰Ó ÚÓ˜ÍË ÙÓÍÛÒ‡ (‰Ó ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl). Ö„Ó Ó·‡ÚÌ‡fl
‚ÂÎË˜ËÌ‡, ËÁÏÂÂÌÌ‡fl ‚ ÏÂÚ‡ı, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÓÔÚËÂÈ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â
Â‰ËÌËˆ˚ ËÁÏÂÂÌËfl (ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÈ) ÒËÎ˚ ÎËÌÁ˚.

ÉÎÛ·ËÌ‡ ÂÁÍÓÒÚË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂ‰ Ó·˙ÂÍÚÓÏ Ë ÔÓÁ‡‰Ë Ó·˙ÂÍÚ‡, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÂÒfl ‚
ÙÓÍÛÒÂ, Ú.Â. ÁÓÌ‡ Ò ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓÒÚ¸˛ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl.

ÉËÔÂÙÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Ó·˙ÂÍÚË‚‡ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÚÓ˜ÍË
(„ËÔÂÙÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË), ÍÓÚÓ‡fl Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÙÓÍÛÒÂ ÔË Ì‡‚Â‰ÂÌËË Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓÒÚ¸; ‰‡ÎÂÂ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË ‚ÒÂ Ó·˙ÂÍÚ˚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ flÒÌÓ Ë ˜ÂÚÍÓ. ùÚÓ Ò‡ÏÓÂ ·ÎËÁÍÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Á‡ ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË ÍÓÚÓÓ„Ó „ÎÛ·ËÌ‡ ÂÁÍÓÒÚË ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ
(ÒÏ. ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË).

îÂÌÓÏÂÌ˚ ‡ÁÏÂ‡-‡ÒÒÚÓflÌËfl
á‡ÍÓÌÓÏ ‡ÁÏÂ‡-‡ÒÒÚÓflÌËfl ùÏÏÂÚ‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ Ì‡ ÒÂÚ˜‡Ú-

ÍÂ „Î‡Á‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÏÛ ‡ÁÏÂÛ (Í‡ÊÛ˘ÂÈÒfl
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‚˚ÒÓÚÂ) ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÏÛ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ‰Ó ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ ÓÌÓ ÔÓÂˆËÛ-
ÂÚÒfl. ùÚÓÚ Á‡ÍÓÌ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÚÓÏ Ù‡ÍÚÂ, ˜ÚÓ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏ˚È ‡ÁÏÂ Ó·˙ÂÍÚ‡
Û‰‚‡Ë‚‡ÂÚÒfl Í‡Ê‰˚È ‡Á, ÍÓ„‰‡ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl ‰ÂÎËÚ-
Òfl ÔÓÔÓÎ‡Ï Ë, Ì‡Ó·ÓÓÚ. á‡ÍÓÌÓÏ ùÏÏÂÚ‡ Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÔÓÒÚÓflÌÒÚ‚Ó Ï‡Ò-
¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl, Ú.Â. ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂ Ó·˙ÂÍÚ‡ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌ‡fl, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl Ì‡ ÒÂÚ˜‡ÚÍÂ (ÔÓ ÏÂÂ Û‰‡ÎÂÌËfl
Ó·˙ÂÍÚ˚, Ò Û˜ÂÚÓÏ ‚ËÁÛ‡Î¸ÌÓÈ ÔÂÒÔÂÍÚË‚˚, Í‡ÊÛÚÒfl ‚ÒÂ ÏÂÌ¸¯Â Ë ÏÂÌ¸¯Â).

ëÓ„Î‡ÒÌÓ „ËÔÓÚÂÁÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË ‡ÁÏÂ‡-‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚ÓÒÔËÌ-
ËÏ‡ÂÏÓ„Ó ‡ÁÏÂ‡ Ë ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡Ì„ÂÌÒÓÏ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó
‚ËÁÛ‡Î¸ÌÓ„Ó Û„Î‡. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ó·˙ÂÍÚ˚, ÍÓÚÓ˚Â Í‡ÊÛÚÒfl ·ÎËÊÂ, ‰ÓÎÊÌ˚ Ú‡ÍÊÂ Ë
‚˚„Îfl‰ÂÚ¸ ÏÂÌ¸¯Â. é‰Ì‡ÍÓ ‚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË ÎÛÌÌÓÈ ËÎÎ˛ÁËË Ï˚ ËÏÂÂÏ Ô‡‡‰ÓÍÒ ‡Á-
ÏÂ‡-‡ÒÒÚÓflÌËfl. ë ãÛÌÓÈ (ÚÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë Ò ëÓÎÌˆÂÏ) ËÎÎ˛ÁËfl Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚
ÚÓÏ, ˜ÚÓ, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÔÓÒÚÓflÌÒÚ‚Ó ÂÂ ‚ËÁÛ‡Î¸ÌÓ„Ó Û„Î‡ (ÔËÏÂÌÓ 0,52°), ‡ÁÏÂ˚
ãÛÌ˚, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÈÒfl Ì‡‰ ÛÓ‚ÌÂÏ „ÓËÁÓÌÚ‡, ÏÓ„ÛÚ Í‡Á‡Ú¸Òfl ‚ 2 ‡Á‡ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ
‡ÁÏÂ˚ ãÛÌ˚, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÈÒfl ‚ ÁÂÌËÚÂ. ëÛÚ¸ ˝ÚÓÈ ËÎÎ˛ÁËË Â˘Â ÌÂ ‰Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÓÌflÚÌ‡;
Ó‰Ì‡ ËÁ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ˚ı ÔË˜ËÌ ÍÓ„ÌËÚË‚Ì‡fl: ‡ÁÏÂ˚ ãÛÌ˚ ‚ ÁÂÌËÚÂ ÌÂ‰ÓÓˆÂÌË-
‚‡˛ÚÒfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ‡ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔË·ÎËÊ‡˛˘ËÈÒfl Ó·˙ÂÍÚ.

ç‡Ë·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÏ ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÎÎ˛ÁËË fl‚ÎflÂÚÒfl ËÒÍ‡ÊÂÌËÂ ‡ÁÏÂÓ‚
ËÎË ‰ÎËÌ˚; Ì‡ÔËÏÂ, ËÎÎ˛ÁËË å˛ÎÎÂ‡–ãÂÈÂ‡, ë‡Ì‰Â‡ Ë èÓÌÁÓ.

ùÙÙÂÍÚ ÒËÏ‚ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ‰ËÒÚ‡ÌˆËË
Ç ÔÒËıÓÎÓ„ËË ÏÓÁ„ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚ Ò‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚Ûı ÍÓÌˆÂÔˆËÈ (ËÎË Ó·˙ÂÍÚÓ‚) ÚÂÏ

ÚÓ˜ÌÂÂ Ë ·˚ÒÚÂÂ, ˜ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ÓÌË ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÏ ËÁÏÂÂÌËË.

ëÛ·˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëÛ·˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ÍÓ„ÌËÚË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – Ï˚ÒÎÂÌÌÓÂ ÔÂ‰Ò-

Ú‡‚ÎÂÌËÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÒÙÓÏËÓ‚‡ÌÌËÂ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÒÓˆË‡Î¸-
ÌÓ„Ó, ÍÛÎ¸ÚÛÌÓ„Ó Ë Ó·˘Â„Ó ÊËÁÌÂÌÌÓ„Ó ÓÔ˚Ú‡ ËÌ‰Ë‚Ë‰ÛÛÏ‡. é¯Ë·ÍË ÍÓ„ÌËÚË‚-
ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÎË·Ó ÔÓ ÔË˜ËÌÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl/ı‡ÌÂÌËfl
ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó ‰‚Ûı ÚÓ˜Í‡ı ‚ Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ‚ÂÚ‚Ë Ô‡ÏflÚË, ÎË·Ó ËÁ-Á‡ Ó¯Ë·ÍË
‚˚ÁÓ‚‡ ˝ÚÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. ç‡ÔËÏÂ, ‰ÎËÌ‡ ÔÛÚË Ò ÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ÔÓ‚ÓÓÚ‡ÏË Ë
ÓËÂÌÚË‡ÏË Ó·˚˜ÌÓ ÔÂÂÓˆÂÌË‚‡ÂÚÒfl.

ù„ÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ç ÔÒËıÓÙËÁËÓÎÓ„ËË ˝„ÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‚ÓÒÔËÌË-

Ï‡ÂÏÓÂ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÎË˜ÌÓÒÚË (Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl ËÎË ÒÎÛ¯‡ÚÂÎfl) ‰Ó
Ó·˙ÂÍÚ‡ ËÎË ‡Á‰‡ÊËÚÂÎfl (Ì‡ÔËÏÂ, ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Á‚ÛÍ‡). ä‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‚ËÁÛ‡Î¸ÌÓÂ
˝„ÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓˆÂÌË‚‡ÂÚÒfl ÍÓÓ˜Â ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó
‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Ó Û‰‡ÎÂÌÌ˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ë ‰ÎËÌÌÂÂ ‰Ó ·ÎËÁÍËı. èË ÁËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÓÒÔËfl-
ÚËË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ó·˙ÂÍÚ‡ Óı‚‡Ú˚‚‡ÂÚ 1–30 Ï; ÏÂÌ¸¯ÂÂ Ë ·ÓÎ¸¯ÂÂ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÎË˜Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÂÒÔÂÍÚË‚˚
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ùÍÁÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË.

éËÂÌÚË˚ ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ‡ÒÒÚÓflÌËfl
éËÂÌÚË˚ ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ‡ÒÒÚÓflÌËfl – ÓËÂÌÚË˚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Â ‰Îfl ÓˆÂÌÍË

˝„ÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl.
ÑÎfl ÒÎÛ¯‡ÚÂÎfl Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ „Î‡‚Ì˚ÏË ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÏË

ÓËÂÌÚË‡ÏË ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl: ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ (Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ ‚ÓÁ-
‰ÛıÂ ÓÌ‡ Ô‡‰‡ÂÚ Ì‡ 5 ‰Å ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó Û‰‚ÓÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÒÏ. ÄÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÂ ‡Ò-
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ÒÚÓflÌËfl, „Î. 21)), ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ Í ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË (ÔË Ì‡ÎË˜ËË Á‚ÛÍÓ-
ÓÚ‡Ê‡˛˘Ëı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ), ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì˚Â Ë ÒÚÂÂÓÙÓÌË˜ÂÒÍËÂ ‡ÁÎË˜Ëfl .

ÑÎfl Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl ÓÒÌÓ‚Ì˚ÏË ‚ËÁÛ‡Î¸Ì˚ÏË ÓËÂÌÚË‡ÏË ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ‡ÒÒÚÓflÌËfl
fl‚Îfl˛ÚÒfl:

– ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚È ‡ÁÏÂ, ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl flÍÓÒÚ¸, Ò‚ÂÚ Ë ÚÂÌ¸;
– ‚˚ÒÓÚ‡ ‚ ÔÓÎÂ ÁÂÌËfl (‰Îfl ÒÎÛ˜‡Â‚ ÔÎÓÒÍËı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ÎÂÊ‡˘Ëı ÌËÊÂ ÛÓ‚-

Ìfl „Î‡Á, ·ÓÎÂÂ Û‰‡ÎÂÌÌ˚Â Ó·˙ÂÍÚ˚ Í‡ÊÛÚÒfl ‚˚¯Â);
– ËÌÚÂÔÓÁËˆËfl (ÍÓ„‰‡ Ó‰ËÌ Ó·˙ÂÍÚ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ Á‡„Ó‡ÊË‚‡ÂÚ ‚Ë‰ Ì‡ ‰Û„ÓÈ);
– ·ËÌÓÍÛÎflÌ˚Â ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËfl, ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ (‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ Û„Î‡ ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÓÒË

„Î‡Á), ‡ÍÍÓÏÓ‰‡ˆËfl (ÒÓÒÚÓflÌËÂ ÙÓÍÛÒËÓ‚ÍË „Î‡Á);
– ‚ÓÁ‰Û¯Ì‡fl ÔÂÒÔÂÍÚË‚‡ (Ó·˙ÂÍÚ˚ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÒÚ‡‚flÚÒfl ·ÓÎÂÂ „ÓÎÛ·˚ÏË Ë

·ÎÂ‰Ì˚ÏË), ÔÓÚÛÒÍÌÂÌËÂ ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (Ó·˙ÂÍÚ˚ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÏÂÌÂÂ ÍÓÌÚ‡ÒÚ-
Ì˚ Ë Ëı Ó˜ÂÚ‡ÌËfl ·ÓÎÂÂ ‡ÁÏ˚Ú˚);

– ÔÂÒÔÂÍÚË‚‡ ‰‚ËÊÂÌËfl (ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È Ó·˙ÂÍÚ ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÚÒfl ‰‚ËÊÛ˘ËÏÒfl
Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎÂÏ Í‡Í ÔÎ‡‚ÌÓ ÔÓÎÂÚ‡˛˘ËÈ ÏËÏÓ ÌÂ„Ó).

Ñ‡ÎÂÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÚÂıÌË˜ÂÒÍËÂ ÔËÂÏ˚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â
‚˚¯Â ÓËÂÌÚË˚ ‰Îfl ÒÓÁ‰‡ÌËfl ÓÔÚË˜ÂÒÍËı ËÎÎ˛ÁËÈ ‰Îfl ÁËÚÂÎÂÈ:

– ÚÛÏ‡Ì ‡ÒÒÚÓflÌËfl: ˝ÎÂÏÂÌÚ ÚÂıÏÂÌÓÈ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ „‡ÙËÍË ‰Îfl ÒÓÁ‰‡ÌËfl
˝ÙÙÂÍÚ‡ ‡ÁÏ˚ÚÓÒÚË (Á‡ÚÛÏ‡ÌË‚‡ÌËfl) Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ÔÓ ÏÂÂ Ëı Û‰‡ÎÂÌËfl ÓÚ Í‡ÏÂ˚;

– ÔËÌÛ‰ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÂÒÔÂÍÚË‚‡: ÍËÌÂÏ‡ÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÈ ÔËÂÏ, ‰ÂÎ‡˛˘ËÈ Ú‡Í,
˜ÚÓ·˚ Ó·˙ÂÍÚ˚ Í‡Á‡ÎËÒ¸ ·ÓÎÂÂ ‰‡ÎÂÍËÏË ËÎË Ì‡Ó·ÓÓÚ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ Ëı
ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Í‡ÏÂ˚ Ë ‰Û„ ‰Û„‡.

äËÌÓÒ˙ÂÏÍË, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
äËÌÓÒ˙ÂÏÍ‡ – ˝ÚÓ ÙËÎ¸ÏÓ‚˚Â Ï‡ÚÂË‡Î˚, ÓÚÒÌflÚ˚Â Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ Ì‡˜‡Î‡ ‡·ÓÚ˚

Í‡ÏÂ˚ (ÔÓ ÍÓÏ‡Ì‰Â ÂÊËÒÒÂ‡ "ÏÓÚÓ") Ë ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÂÂ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (ÔÓ ÍÓÏ‡Ì‰Â
"ÒÌflÚÓ").

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË Í‡‰‡ÏË, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ÏË Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (Ì‡ÒÚÓÈÍ‡ÏË Í‡ÏÂ˚), fl‚Îfl-
˛ÚÒfl:

– Ò˙ÂÏÍ‡ Ó·˘ËÏ ÔÎ‡ÌÓÏ: Í‡‰˚ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ˝ÔËÁÓ‰‡, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓ˚ı ÛÒÚ‡Ì‡‚-
ÎË‚‡ÂÚÒfl ÏÂÒÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ë/ËÎË ‚ÂÏfl ÒÛÚÓÍ;

– Ò˙ÂÏÍ‡ ‰‡Î¸ÌËÏ ÔÎ‡ÌÓÏ: Í‡‰˚, ÒÌflÚ˚Â Ò ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÌÂ ÏÂÌÂÂ 50 ÙÛÚÓ‚
(45,72 Ï) ÓÚ ÏÂÒÚ‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl;

– ÒÂ‰ÌËÈ ÔÎ‡Ì: Í‡‰˚, ÒÌflÚ˚Â Ò ‡ÒÒÚÓflÌËfl 5–15 fl‰Ó‚ (4,57–13,75 Ï), ‚ÍÎ˛˜‡fl
ˆÂÎËÍÓÏ ÌÂ·ÓÎ¸¯Û˛ „ÛÔÔÛ, ÔÓÍ‡Á „ÛÔÔ˚ Î˛‰ÂÈ/Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚÂÈ;

– ÍÛÔÌ˚È ÔÎ‡Ì: Í‡‰˚, ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛˘ËÂ ‡ÍÚÂ‡ Ò ÛÓ‚Ìfl ¯ÂË Ë ‚˚¯Â ËÎË Ó·˙ÂÍÚ
Ò ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ·ÎËÁÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl;

– ‰‚ÓÈÌÓÈ ÔÎ‡Ì: Í‡‰˚, ÒÌflÚ˚Â Ò ‰‚ÛÏfl Î˛‰¸ÏË Ì‡ ÔÂÂ‰ÌÂÏ ÔÎ‡ÌÂ;
– ‚ÒÚ‡‚Í‡: ‚ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â Í‡‰˚ (Ó·˚˜ÌÓ ÍÛÔÌ˚Ï ÔÎ‡ÌÓÏ) ‰Îfl ·ÓÎÂÂ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÓ„Ó

ÔÓÍ‡Á‡ Ó·˙ÂÍÚ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÒÚÂÂÓÒÍÓÔËË
é‰ÌËÏ ËÁ ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Ò˙ÂÏÍ‡ Ô‡˚

‰‚ÛıÏÂÌ˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÔ‡ÂÌÌ˚ı Í‡ÏÂ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Í‡ÏÂ‡ÏË (ËÎË ‰ÎËÌ‡ ·‡ÁËÒÌÓÈ ÎËÌËË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÓÍÛ-

Îfl‡ÏË Í‡ÏÂ) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Í‡ÏÂ‡ÏË, ‰ÂÎ‡˛˘ËÏË ÒÌËÏÍË ‚ ÓÎË
ÎÂ‚Ó„Ó Ë Ô‡‚Ó„Ó „Î‡Á.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒıÓÊ‰ÂÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚÓÏ ·‡ÁËÒÌÓÈ ÎËÌËË Í‡ÏÂ˚
‰Ó ÚÓ˜ÍË ÒıÓÊ‰ÂÌËfl, „‰Â ‰‚Â ÎËÌÁ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ÒÓ‚ÏÂÒÚËÚ¸Òfl ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÒÚÂÂÓ-
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ÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓ„Ó ˝ÙÙÂÍÚ‡. ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸ ‚ 15–30 ‡Á ·ÓÎ¸¯Â ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËfl ÏÂÊ‰Û Í‡ÏÂ‡ÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ Ó·˙ÂÍÚ Í‡ÊÂÚÒfl
Ì‡ıÓ‰fl˘ËÏÒfl Ì‡ (ÌÓ ÌÂ ÔÓÁ‡‰Ë ËÎË ÔÂÂ‰) ÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl (Í‡ÊÛ˘ÂÈÒfl
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl). ê‡ÏÍ‡ – „‡ÌËˆ‡ Í‡¯ËÓ‚‡ÌËfl ‡ÏÍË ˝Í‡Ì‡ Ú‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÓfl‚Îfl˛˘ËÂÒfl Ì‡ ÌÂÏ (ÌÂ Á‡ Ë ÌÂ ‚ÌÂ Â„Ó) Ó·˙ÂÍÚ˚ Í‡Á‡ÎËÒ¸ Ì‡-
ıÓ‰fl˘ËÏËÒfl Ì‡ ÚÓÏ ÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÓÚ ÁËÚÂÎfl, ˜ÚÓ Ë Ò‡Ï‡ ‡ÏÍ‡. ÑÎfl ‚ËÁÛ‡Î¸ÌÓ„Ó
‚ÓÒÔËflÚËfl ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ‡‚ÌÓ ÔËÏÂÌÓ 30 ‡Ò-
ÒÚÓflÌËflÏ ÏÂÊ‰Û Í‡ÏÂ‡ÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰ÓÓÊÌÓÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË
Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË) – ‰ÎËÌ‡ Ó·ÓÁÂ‚‡ÂÏÓ„Ó

‚Ó‰ËÚÂÎÂÏ Û˜‡ÒÚÍ‡ ¯ÓÒÒÂ. ÅÂÁÓÔ‡ÒÌ‡fl ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‰‡Î¸-
ÌÓÒÚ¸ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡fl ‚Ó‰ËÚÂÎ˛ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸ ÍÓÌÍÂÚÌÛ˛
Á‡‰‡˜Û; ÓÒÌÓ‚Ì˚ÏË ·ÂÁÓÔ‡ÒÌ˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ÏË ÔË ÔÓÂÍÚËÓ‚‡-
ÌËË ‰ÓÓ„, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ:

– ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓÏÓÁÌÓ„Ó ÔÛÚË – ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘‡fl ÓÒÚ‡ÌÓ‚-
ÍÛ ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎfl ÔÂÂ‰ ÌÂÓÊË‰‡ÌÌÓ ÔÓfl‚Ë‚¯ËÏÒfl ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÂÏ;

– ·ÂÁÓÔ‡ÒÌ‡fl ‰Îfl Ï‡ÌÂ‚ËÓ‚‡ÌËfl ‚Ë‰ËÏÓÒÚ¸ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘ÂÂ
‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ Ó·˙ÂÁ‰‡ ÌÂÓÊË‰‡ÌÌÓ„Ó ÌÂ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÔÂÔflÚÒÚ‚Ëfl Ì‡ ‰ÓÓ„Â;

– ·ÂÁÓÔ‡ÒÌ‡fl ‰Îfl Ó·„ÓÌ‡ ‚Ë‰ËÏÓÒÚ¸ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl
·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓ„Ó Ó·„ÓÌ‡;

– ‚Ë‰ËÏÓÒÚ¸ Ó·ÁÓ‡ ‰ÓÓ„Ë – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ÂÂ ÔÂ‰‚Ë‰ÂÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËÂ
ÓÒÂ‚Ó„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl (Í‡Í ÔÓ‚ÓÓÚ˚, Ú‡Í Ë ÔÓ‰˙ÂÏ˚ Ë ÒÔÛÒÍË) ÔÓÎÓÚÌ‡ ‰ÓÓ„Ë
(Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ‚˚·Ó‡ ÒÍÓÓÒÚÌÓ„Ó ÂÊËÏ‡ ‰‚ËÊÂÌËfl).

äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡ Ë ‚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÏ
Ï‡Ò¯Ú‡·Â: ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ÒËÚÛ‡ˆËË Ì‡ ÔÂÂÍÂÒÚÍ‡ı Ë Â‡„ËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÒË„Ì‡Î˚
Ò‚ÂÚÓÙÓÓ‚.

28.3.  êÄëëíéüçàü  éÅéêìÑéÇÄçàü

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò Ú‡ÌÒÔÓÚÌ˚ÏË ÒÂ‰ÒÚ‚‡ÏË
íÓÏÓÁÌÓÈ ÔÛÚ¸ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓıÓ‰ËÚ ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎ¸ Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ Ì‡Ê‡ÚËfl

ÚÓÏÓÁÓ‚ ‰Ó ÔÓÎÌÓÈ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‡„ËÓ‚‡ÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎ¸ ÔÓıÓ‰ËÚ Ò ÏÓÏÂÌ-

Ú‡, ÍÓ„‰‡ ‚Ó‰ËÚÂÎ¸ Û‚Ë‰ËÚ ÓÔ‡ÒÌÓÒÚ¸ Ì‡ ‰ÓÓ„Â, ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ Ì‡˜‡Î‡ ÚÓÏÓÊÂÌËfl
(ÒÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl ËÁ ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÒÔËflÚËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË Â‡ÍˆËË ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡) (ÌÂ ÔÛÚ‡Ú¸ Ò
‰ËÒÚ‡ÌˆËÂÈ Â‡ÍˆËË ÊË‚ÓÚÌÓ„Ó).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓÏÓÊÂÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓıÓ‰ËÚ ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎ¸ Ò ÚÓ„Ó ÏÓ-
ÏÂÌÚ‡, ÍÓ„‰‡ ‚Ó‰ËÚÂÎ¸ Â¯‡ÂÚ Á‡ÚÓÏÓÁËÚ¸, ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÔÓÎÌÓÈ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Ú‡ÌÒ-
ÔÓÚÌÓ„Ó ÒÂ‰ÒÚ‚‡ (ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÍÓÓÒÚ¸˛ Â‡ÍˆËË ÒËÒÚÂÏ˚ ÚÓÏÓÊÂÌËfl Ë
˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸˛ ÚÓÏÓÁÌ˚ı ÛÒÚÓÈÒÚ‚).

é·ÓÁÌ‡˜‡ÂÏ˚È ÔÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÌÓÏÂ ‡Á‚flÁÍË ‰ÓÓ„ – ÌÓÏÂ, ÔËÒ‚‡Ë‚‡ÂÏ˚È
ÔÂÂÍÂÒÚÍÛ (Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ ‡Á‚flÁÍ‡ Ì‡ ‡‚ÚÓÒÚ‡‰Â), ÍÓÚÓ˚È ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ ‚ ÏËÎflı
(ËÎË ÍËÎÓÏÂÚ‡ı) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ‡‚ÚÓÒÚ‡‰˚ ‰Ó ‡Á‚flÁÍË. åËÎ¸Ì˚È Í‡ÏÂÌ¸
(ËÎË ÍËÎÓÏÂÚÓ‚˚È ÒÚÓÎ·) fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÌÛÏÂÓ‚‡Ì-
Ì˚ı ÛÍ‡Á‡ÚÂÎÂÈ, ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌ˚ı Ò ‡‚Ì˚ÏË ËÌÚÂ‚‡Î‡ÏË ‚‰ÓÎ¸ ‰ÓÓ„Ë. çÛÎÂ‚ÓÈ
ÒÚÓÎ· ‚ ÒÚÓÎË˜ÌÓÏ Ç‡¯ËÌ„ÚÓÌÂ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl Ì‡˜‡ÎÓÏ ÓÚÒ˜ÂÚ‡ ‰Îfl ‚ÒÂı ‰ÓÓÊÌ˚ı
‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‚ ëòÄ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÁÎÂÚ‡ – ‰ÎËÌ‡ ‚ÁÎÂÚÌÓ-ÔÓÒ‡‰Ó˜ÌÓÈ ÔÓÎÓÒ˚ ÔÎ˛Ò ‰ÎËÌ‡
ÍÓÌˆÂ‚ÓÈ ÔÓÎÓÒ˚ ·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ‡fl ÔË„Ó‰Ì‡ Ë ÍÓÚÓÛ˛ ‡ÁÂ¯ÂÌÓ ËÒÔÓÎ¸-
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ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl ‡Á„ÓÌ‡ ÔË ‚ÁÎÂÚÂ Ë ÚÓÏÓÊÂÌËfl Ò‡ÏÓÎÂÚ‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÂ˚‚‡ÌËfl
‚ÁÎÂÚ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓÍ‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl – Ó·˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓıÓ‰ËÚ Ò‡ÏÓ‰‚ËÊÛ-
˘ËÈÒfl Ì‡ÁÂÏÌ˚È ËÎË ÏÓÒÍÓÈ Ú‡ÌÒÔÓÚ Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ˝ÍÓÌÓÏË˜ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛
‰‚ËÊÂÌËfl.

î‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÔÓÈ‰ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÏÓÒÍÓÈ ÚÂÏËÌ) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔÓÈ‰ÂÌÌÓÂ
ÔÓÒÎÂ ÍÓÂÍÚËÓ‚ÍË ÚÂÍÛ˘Ëı ÓÚÍÎÓÌÂÌËÈ ÓÚ ÍÛÒ‡, ·ÓÍÓ‚Ó„Ó ÒÌÓÒ‡ (‰ÂÈÙ‡
ÍÓ‡·Îfl ‚ ÔÓ‰‚ÂÚÂÌÌÛ˛ ÒÚÓÓÌÛ) Ë ÔÓ˜Ëı Ó¯Ë·ÓÍ, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÎË ·˚Ú¸ ÌÂ Û˜ÚÂ-
Ì˚ ÔË Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ËÁÏÂÂÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl. ã‡„ – ÔË·Ó ‰Îfl ÓÚÒ˜ÂÚ‡ ÔÓÈ‰ÂÌÌÓ„Ó
Ì‡ ‚Ó‰Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔÓÍ‡Á‡ÌËfl ÍÓÚÓÓ„Ó Á‡ÚÂÏ ÍÓÂÍÚËÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ‚˚‚Â‰ÂÌË
fl Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÔÓÈ‰ÂÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

GM-‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ÏÂÚ‡ˆËÍÎË˜ÂÒÍ‡fl ‚˚ÒÓÚ‡) ÒÛ‰Ì‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚ-
ÓÏ Â„Ó ÚflÊÂÒÚË G Ë ÏÂÚ‡ˆÂÌÚÓÏ, Ú.Â. ÔÓÂÍˆËÂÈ ˆÂÌÚ‡ ‚Ó‰ÓËÁÏÂ˘ÂÌËfl („‡‚Ë-
Ú‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ˆÂÌÚ‡ ‚˚Ú‡ÎÍË‚‡ÂÏÓ„Ó ÍÓÔÛÒÓÏ ÒÛ‰Ì‡ Ó·˙ÂÏ‡ ‚Ó‰˚) Ì‡ ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸-
ÌÛ˛ ÎËÌË˛ ÒÛ‰Ì‡ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ÍÂÌ‡. ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (Ó·˚˜ÌÓ 1–2 Ï) ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ
ÓÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸ ÒÛ‰Ì‡ Ì‡ ‚Ó‰Â.

éÚÚflÊÍ‡ – ÔË ÔÓ„ÛÊÂÌËflı ÔÓ‰ ‚Ó‰Û fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÏÂÌÌ˚Ï Ï‡ÍÂÓÏ (Ó·˚˜ÌÓ
˝ÚÓ 50-ÏÂÚÓ‚‚˚È ÚÓÌÍËÈ ÔÓÎËÔÓÔËÎÂÌÓ‚˚È ÚÓÒ), Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛˘ËÏ Í‡Ú˜‡È¯ËÈ
ÔÛÚ¸ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË. éÌ‡ ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌ‡ ‰Îfl ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌËfl ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı
ÔÎÓıÓÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË ÔË ‚ÓÁ‚‡˘ÂÌËË ‚Ó‰ÓÎ‡Á‡ Í ÓÚÔ‡‚ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı Ó·Ì‡ÛÊÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÂ‚Ë‰ËÏÓÒÚË (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂ‚ÓÈ Á‡ÒÂ˜ÍË) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔÓÈ-

‰ÂÌÌÓÂ ‰‚ËÊÛ˘ËÏÒfl Ó·˙ÂÍÚÓÏ (Ì‡Û¯ËÚÂÎÂÏ) ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÙËÍÒ‡ˆËË Â„Ó ‡ÍÚË‚Ì˚ÏË
ÒÂ‰ÒÚ‚‡ÏË ÒËÒÚÂÏ˚ Ó·Ì‡ÛÊÂÌËfl (ÒÏ. ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËfl ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡, „Î. 19); ‚ÂÏfl
ÌÂ‚Ë‰ËÏÓÒÚË ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‚ÂÏÂÌÌ˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‡‰ÂÊÍË ‰‡ÌÌ˚ı Ó·Ì‡ÛÊÂÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔÓÈ‰ÂÌÌÓÂ ‰‚ËÊÛ-
˘ËÏÒfl Ó·˙ÂÍÚÓÏ (Ì‡Û¯ËÚÂÎÂÏ) ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÍÓÌÚÓÎ¸Ì˚Ï Ó„‡ÌÓÏ ‰‡Ì-
Ì˚ı ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚ Ó·Ì‡ÛÊÂÌËfl.

é¯Ë·Í‡ ÔÓ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÎËÌËflÏË ÏÂÒÚ‡ ˆÂÎË, ÔÓÎÛ˜ÂÌ-
Ì˚ÏË ÓÚ ‰‚Ûı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÚ‡ÌˆËÈ Ó·Ì‡ÛÊÂÌËfl (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔflÏ˚ÏË,
„Î. 4).

èÂ‰ÂÎ¸Ì‡fl ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ Ó·Ì‡ÛÊÂÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó Ó¯Ë·ÍË
ÏÂÒÚÓÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ÏË ‰Îfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ‰‡Ì-
Ì˚ı (ÒÏ. èÂ‰ÂÎ¸Ì‡fl ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ , „Î. 25).

ÑËÒÚ‡ÌˆËfl ‚˚ÌÓÒ‡
Ç ‚ÓÈÌÂ Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ fl‰ÂÌÓ„Ó ÓÛÊËfl ‰ËÒÚ‡ÌˆËÂÈ ‚˚ÌÓÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÎË-

˜ËÌ‡, Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ ‡Ò˜ÂÚÌ˚È (ËÎË Â‡Î¸Ì˚È) ˝ÔËˆÂÌÚ ‚Á˚‚‡ ÓÚÍÎÓÌËÎÒfl ÓÚ ˆÂÌÚ-
‡ ‡ÈÓÌ‡ (ËÎË ÚÓ˜ÍË) ˆÂÎË.

Ç ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ˆËflı ‚˚ÌÓÒÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÒÚÓÍ˚
‰Ó ÍÓÌˆ‡ Û˜‡ÒÚÍ‡ ÒÚÓÍË. ÑÎfl ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎfl ‚˚ÌÓÒÓÏ ÍÓÎÂÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÓÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÒÚÛÔËˆ˚ ‰Ó ÓÒÂ‚ÓÈ ÎËÌËË ÍÓÎÂÒ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Û‰‡ÎÂÌÌÓÒÚË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Û‰‡ÎÂÌÌÓÒÚË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˙ÂÍÚ‡ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ‚Á˚‚‡ (‚ ·ÓÂ‚˚ı

‰ÂÈÒÚ‚Ëflı) ËÎË ÓÚ ÚÓ˜ÍË Ì‡‚Â‰ÂÌËfl Î‡ÁÂÌÓ„Ó ÎÛ˜‡ (‚ ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚Â Î‡ÁÂÌ˚ı Ï‡ÚÂ-
Ë‡ÎÓ‚). Ç ÏÂı‡ÌËÍÂ Ë ˝ÎÂÍÚÓÌËÍÂ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÓÚ‰ÂÎfl˛˘ËÏ Ó‰ÌÛ
˜‡ÒÚ¸ ÓÚ ‰Û„ÓÈ; Ì‡ÔËÏÂ, ËÁÓÎËÛ˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÒÏ. ·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ)
ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚ ÌÂÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓ„Ó ‰‡Ú˜ËÍ‡ ‰ÎËÌ˚ ‰Ó ËÁÏÂflÂÏÓÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÍ‡ÈÏÎÂÌËfl
é·˚˜ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÍ‡ÈÏÎÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÎËÌ‡ ËÌÚÂ‚‡Î‡ ÏÂÊ‰Û ÓÍ‡ÈÏÎÂÌ-

ËflÏË (Ì‡ÔËÏÂ, ÚÂÏÌ˚Â Ë Ò‚ÂÚÎ˚Â Ó·Î‡ÒÚË Ì‡ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËÓÌÌÓÏ ÛÁÓÂ Ò‚ÂÚÓ‚˚ı
ÎÛ˜ÂÈ; ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚, Ì‡ ÍÓÚÓ˚Â ‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl ÒÔÂÍÚ‡Î¸Ì‡fl ÎËÌËfl ÔÓ‰ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ
˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÎË Ï‡„ÌËÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl – ˝ÙÙÂÍÚ˚ ëÚ‡Í‡ Ë áËÏ‡Ì‡ ‚ ÙËÁËÍÂ).

èË ˝ÚÓÏ, ÒÍ‡ÊÂÏ, ‰Îfl ÌÂÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓ„Ó ËÁÏÂËÚÂÎfl ‰ÎËÌ˚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÍ‡ÈÏ-

ÎÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ 
λ

α2sin
,  „‰Â λ – ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Î‡ÁÂ‡ Ë α  – Û„ÓÎ ÎÛ˜‡.

Ç Ó·Î‡ÒÚË ‡Ì‡ÎËÁ‡ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÊÂ ·ÓÛÌÓ‚ÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÓÍ‡ÈÏÎÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ·ËÌ‡Ì˚ÏË ËÁÓ·‡ÊÂÌËflÏË (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔËÍÒÂÎfl, „Î. 21).

ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌ˚È ‚Á˚‚‡ÚÂÎ¸
ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌ˚È ‚Á˚‚‡ÚÂÎ¸ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚ ÔÓ‰˚‚ ‚Á˚‚˜‡ÚÓ„Ó ‚Â˘ÂÒÚ‚‡ ‡‚ÚÓ-

Ï‡ÚË˜ÂÒÍË ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÏ Ò·ÎËÊÂÌËË Ò ˆÂÎ¸˛.

Ñ‡Ú˜ËÍË ·ÎËÊÌÂÈ ÎÓÍ‡ˆËË
Ñ‡Ú˜ËÍË ·ÎËÊÌÂÈ ÎÓÍ‡ˆËË ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ‡ÁÌÓÓ·‡ÁÌ˚Â ÛÎ¸Ú‡Á‚ÛÍÓ‚˚Â,

Î‡ÁÂÌ˚Â, ÙÓÚÓ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍËÂ Ë ÓÔÚÓ‚ÓÎÓÍÓÌÌ˚Â ‰‡Ú˜ËÍË, ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌÌ˚Â ‰Îfl
ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ Ò‡ÏÓ„Ó ‰‡Ú˜ËÍ‡ ‰Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ (ˆÂÎË).

ë‡‚ÌËÚÂ ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÔÓÒÚ˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÓˆÂÌÍË ‡ÒÒÚÓflÌËfl (‰Îfl ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡-
ÌËfl ‰Ó·˚˜Ë), ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Ï ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË Ì‡ÒÂÍÓÏ˚ÏË: ÒÍÓÓÒÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËÈ „ÓÎÓ‚˚
·Ó„ÓÏÓÎ‡ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÒÏ‡ÚË‚‡ÌËfl ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ‰Ó ˆÂÎË ·Û‰ÂÚ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ÒÍÓÓÒÚË ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl Ì‡ ÒÂÚ˜‡ÚÍÂ.

íÓ˜ÌÓÂ ËÁÏÂÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ê‡ÁÂ¯ÂÌËÂ íùå (ÔÓÒ‚Â˜Ë‚‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÍÚÓÌÌÓ„Ó ÏËÍÓÒÍÓÔ‡) ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÍÓ-

ÎÓ 0,2 ÌÏ (2 × 10–10 Ï), Ú.Â. ÚËÔÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‡ÚÓÏ‡ÏË ‚ Ú‚Â‰ÓÏ
ÚÂÎÂ. í‡ÍÓÂ ‡ÁÂ¯ÂÌËÂ ‚ 1000 ‡Á ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ Û ÓÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏËÍÓÒÍÓÔ‡, Ë ÔÓ˜ÚË
‚ 500 Ú˚Ò. ‡Á ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ Û ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓ„Ó „Î‡Á‡. é‰Ì‡ÍÓ ‚ ÔÓÎÂ ÁÂÌËfl ˝ÎÂÍÚÓÌ-
ÌÓ„Ó ÏËÍÓÒÍÓÔ‡ ÏÓ„ÛÚ ÔÓÔ‡ÒÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ÌÓ˜‡ÒÚËˆ˚.

åÂÚÓ‰˚, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ËÁÏÂÂÌËË ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ Î‡ÁÂÌÓ„Ó ËÁÎÛ˜ÂÌËfl, ÔËÏÂÌfl-
˛ÚÒfl ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ï‡ÍÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂÎ¸Áfl ËÁÏÂËÚ¸
Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ˝ÎÂÍÚÓÌÌÓ„Ó ÏËÍÓÒÍÓÔ‡. çÂÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ËÁÏÂÂÌËÈ Ú‡ÍËÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË
‡‚Ì‡ ÏËÌËÏÛÏ ‰ÎËÌÂ ‚ÓÎÌ˚ Ò‚ÂÚ‡, Ú.Â. ÔÓfl‰Í‡ 633 ÌÏ.

ëÓ‚ÂÏÂÌÌ‡fl ‡‰‡ÔÚ‡ˆËfl ËÌÚÂÙÂÓÏÂÚ‡ î‡·Ë–èÂÓ (‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ˜‡ÒÚÓÚ˚
Ò‚ÂÚ‡, Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÁÂÍ‡Î‡ÏË Ò ‚˚ÒÓÍÓÈ ÓÚ‡Ê‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÔÓÒÓ·-
ÌÓÒÚ¸˛) ‚ ‚Ë‰Â Î‡ÁÂÌÓ„Ó ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ËÁÏÂflÚ¸ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸¯ËÂ
‡ÒÒÚÓflÌËfl (‰Ó 5 ÒÏ) Ò ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸˛ ‚ÒÂ„Ó 0,01 ÌÏ.

ê‡‰ËÓËÁÏÂÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
é·ÓÛ‰Ó‚‡ÌËÂ ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (DME) – ‡˝ÓÌ‡‚Ë„‡ˆËÓÌÌ‡fl ‡ÔÔ‡‡-

ÚÛ‡ ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Í‡Í ‚ÂÏÂÌË ÔÓıÓÊ‰ÂÌËfl ìäÇ ÒË„Ì‡ÎÓ‚ ‰Ó ÓÚ‚ÂÚ-
˜ËÍ‡ (‡‰ËÓÎÓÍ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔËÂÏÓÓÚ‚ÂÚ˜ËÍ‡, „ÂÌÂËÛ˛˘Â„Ó ÓÚ‚ÂÚÌ˚È ÒË„Ì‡Î Ì‡
Ô‡‚ËÎ¸Ì˚È Á‡ÔÓÒ) Ë Ó·‡ÚÌÓ. ÄÔÔ‡‡ÚÛ‡ DME ÒÍÓÂÂ ‚ÒÂ„Ó ·Û‰ÂÚ ‚˚ÚÂÒÌÂÌ‡
„ÎÓ·‡Î¸Ì˚ÏË ÒÔÛÚÌËÍÓ‚˚ÏË Ì‡‚Ë„‡ˆËÓÌÌ˚ÏË ÒËÒÚÂÏ‡ÏË: ÒËÒÚÂÏÓÈ GPS Ë ÔÎ‡ÌË-
ÛÂÏ˚Ï ‚‚Ó‰ÓÏ ‚ ÒÚÓÈ ‚ 2009 „. ÒËÒÚÂÏ É‡ÎËÎÂÓ (ÒÚ‡Ì Ö‚ÓÔÂÈÒÍÓ„Ó ëÓ˛Á‡) Ë
ÉãéëçÄëë (êÓÒÒËfl/àÌ‰Ëfl).

ëËÒÚÂÏ‡ GPS („ÎÓ·‡Î¸Ì‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Ì‡‚Ë„‡ˆËË Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËfl)
fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‰ËÓÌ‡‚Ë„‡ˆËÓÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ÂÈ Í‡Ê‰ÓÏÛ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ Â„Ó
ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ì‡ ÁÂÏÌÓÏ ¯‡Â (‚ Î˛·ÓÂ ‚ÂÏfl Ë ‚ Î˛·ÓÏ ÏÂÒÚÂ). Ç ÒÓÒÚ‡‚ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ ‚ıÓ‰flÚ 24 ÒÔÛÚÌËÍ‡ Ë Ì‡ÁÂÏÌ˚Â ÒÂ‰ÒÚ‚‡ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl, Ì‡ıÓ‰fl˘ËÂÒfl ‚ ‚Â‰ÂÌËË
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ÏËÌËÒÚÂÒÚ‚‡ Ó·ÓÓÌ˚ ëòÄ. É‡Ê‰‡ÌÒÍËÂ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎË ÔÓÎÛ˜‡˛Ú ‰ÓÒÚÛÔ Í ÒËÒÚÂ-
ÏÂ, ÔÓÍÛÔ‡fl ÒÔÂˆË‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ˚È ÔËÂÏÌËÍ ÒË„Ì‡ÎÓ‚ GPS, ÍÓÚÓ˚È Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËfl Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó 10 Ï.

èÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ GPS ÓÚ ÔËÂÏÌËÍ‡ ‰Ó ÒÔÛÚÌËÍ‡ – ˝ÚÓ ‚ÂÏfl ÔÓıÓÊ‰ÂÌËfl
‡‰ËÓÒË„Ì‡Î‡ ÏÂÚÓÍ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ ÒÔÛÚÌËÍ‡ ‰Ó ÔËÂÏÌËÍ‡, ÛÏÌÓÊÂÌÌÓÂ Ì‡ ÒÍÓÓÒÚ¸
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‡‰ËÓ‚ÓÎÌ (ÓÍÓÎÓ ÒÍÓÓÒÚË Ò‚ÂÚ‡). éÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÒÂ‚‰Ó‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂÏ, Ò Û˜ÂÚÓÏ ÌÂËÁ·ÂÊÌÓÈ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı: ˜‡Ò˚ ÔËÂÏÌËÍ‡ ‰‡ÎÂÍÓ
ÌÂ Ú‡Í ÚÓ˜Ì˚, Í‡Í Ò‚ÂıÚÓ˜Ì˚Â ˜‡Ò˚ Ì‡ ÒÔÛÚÌËÍÂ. èËÂÏÌËÍ GPS ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚ
Ò‚ÓÂ ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËÂ (ÔÓ ¯ËÓÚÂ, ‰ÓÎ„ÓÚÂ, ‚˚ÒÓÚÂ Ë Ú.‰.) ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Â¯ÂÌËfl
ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ˚ı ÏËÌËÏÛÏ ÓÚ
˜ÂÚ˚Âı ÒÔÛÚÌËÍÓ‚, ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı Á‡‡ÌÂÂ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl
‡‰ËÓÒ‚flÁË, „Î. 25).

Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÔÂÂ‰‡˜Ë
Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÔÂÂ‰‡˜Ë – ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ (‚ÓÎÓÍÓÌÌÓ-ÓÔÚË˜ÂÒÍÓÈ,

ÔÓ‚Ó‰ÌÓÈ, ·ÂÒÔÓ‚Ó‰ÌÓÈ Ë Ú.Ô.) ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÂÂ‰‡˜Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÒÚË ÛÓ‚Ìfl ÔÓÚÂ¸ ‚ ÔÓÎÓÒÂ ÔÓÔÛÒÍ‡ÌËfl.

ÑÎfl ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÒÂÚË ÍÓÌÚ‡ÍÚÓ‚, ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ÔÂÂ‰‡‚‡Ú¸ ËÌÙÂÍˆË˛ (ËÎË,
ÒÍ‡ÊÂÏ, Ë‰Â˛ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Û·ÂÊ‰ÂÌËÈ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Í‡Í ËÏÏÛÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡), ‰‡Î¸-
ÌÓÒÚ¸˛ ÔÂÂ‰‡˜Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ Â·‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú
ÒÓ·˚ÚËflÏ ËÌÙËˆËÓ‚‡ÌËfl ˜ÂÂÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ·ÎËÁÍÓ„Ó Ó·˘Â„Ó ÔÂ‰Í‡ Ë ÏÂÊ‰Û Á‡‡-
ÊÂÌÌ˚ÏË ËÌ‰Ë‚Ë‰ÛÛÏ‡ÏË.

àÌÒÚÛÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÛÁ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (Ì‡ ˚˜‡„Â) ÓÚ ˆÂÌÚ‡ ‚‡˘ÂÌËfl ‰Ó „ÛÁ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔËÎÓÊÂÌÌÓÈ ÒËÎ˚ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl): ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
(Ì‡ ˚˜‡„Â) ÓÚ ˆÂÌÚ‡ ‚‡˘ÂÌËfl ‰Ó ÚÓ˜ÍË ÔËÎÓÊÂÌËfl ÒËÎ˚.

ä-‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÌËÚÍË ÔÓÍ‡ÚÌÓ„Ó ÒÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÛÚ‡ ‰Ó
¯ÂÈÍË „‡ÎÚÂÎË ÔÓÍ‡ÚÌÓ„Ó ÔÓÙËÎfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Ó·ÂÁÌÓÈ ÍÓÏÍË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ·ÓÎÚ‡, ‚ËÌÚ‡ ËÎË „‚ÓÁ‰fl ‰Ó ÍÓÌ-
ˆ‡ (‰ÓÒÍË) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÍÓÌÒÚÛÍˆËË. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Í‡fl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ·ÓÎÚ‡, ‚ËÌÚ‡
ËÎË „‚ÓÁ‰fl ‰Ó Í‡fl (‰ÓÒÍË) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÍÓÌÒÚÛÍˆËË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÁÛ·˜‡Ú˚ı ÔÂÂ‰‡˜
ÑÎfl ‰‚Ûı ¯ÂÒÚÂÌÂÈ ‚ Á‡ˆÂÔÎÂÌËË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ëı ˆÂÌÚ‡ÏË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÏÂÊÓÒÂ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ. çËÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl ‰Û„ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Â ‚
ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÙÓÏÛÎ‡ı ÁÛ·˜‡Ú˚ı ÔÂÂ‰‡˜ (Ú‡ÍËı Í‡Í b = a + c).

Ç˚ÒÓÚ‡ „ÓÎÓ‚ÍË ÁÛ·‡ ¯ÂÒÚÂÌË (‡) – ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÓÍÛÊÌÓ-
ÒÚ¸˛ ˆÂÌÚÓ‚ ¯‡ÌËÓ‚ (ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸˛, ‡‰ËÛÒ ÍÓÚÓÓÈ ‡‚ÂÌ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÓÚ ÓÒË
¯ÂÒÚÂÌË ‰Ó ÔÓÎ˛Ò‡ Á‡ˆÂÔÎÂÌËfl) Ë ‚Â¯ËÌÓÈ ÁÛ·‡.

Ç˚ÒÓÚ‡ ÌÓÊÍË ÁÛ·‡ ÁÛ·˜‡ÚÓ„Ó ÍÓÎÂÒ‡ (b) – ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰ÌÓÏ
‚Ô‡‰ËÌ˚ ÏÂÊ‰Û ÁÛ·¸flÏË ¯ÂÒÚÂÌË Ë ‚Â¯ËÌÓÈ ÁÛ·‡.

á‡ÁÓ (Ò) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‚Â¯ËÌÓÈ ÁÛ·‡ Ë ‰ÌÓÏ ‚Ô‡‰ËÌ˚ ‰Û„ÓÈ ¯ÂÒÚÂÌË
‚ Á‡ˆÂÔÎÂÌËË.

èÓÎÌ‡fl ‚˚ÒÓÚ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‚Â¯ËÌÓÈ ÁÛ·‡ Ë ‰ÌÓÏ ‚Ô‡‰ËÌ˚ ÏÂÊ‰Û
ÁÛ·¸flÏË.

ã˛ÙÚ – Ò‚Ó·Ó‰Ì˚È ıÓ‰ (¯‡Ú‡ÌËÂ) ÏÂÊ‰Û ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ÏË ÁÛ·¸flÏË ¯ÂÒÚÂÂÌ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÚÂ˜ÍË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÚÂ˜ÍË – Í‡Ú˜‡È¯ËÈ ÔÛÚ¸ ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ËÁÓÎflˆËÓÌÌÓ„Ó Ï‡ÚÂË‡Î‡

ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓÍÓÔÓ‚Ó‰fl˘ËÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË.
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ÅÂÁÓÔ‡ÒÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – Í‡Ú˜‡È¯ÂÂ (ÔÓ ÔflÏÓÈ ÎËÌËË) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
‰‚ÛÏfl ÚÓÍÓÔÓ‚Ó‰fl˘ËÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÌÓÒ‡ ‡ÒÚ‚ÓËÚÂÎfl
Ç ıÓÏ‡ÚÓ„‡ÙËË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÔÂÂÌÓÒ‡ ‡ÒÚ‚ÓËÚÂÎfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ,

ÔÓıÓ‰ËÏÓÂ ÙÓÌÚÓÏ ÊË‰ÍÓÒÚË ËÎË „‡Á‡, ÔÓ‰‡˛˘Â„ÓÒfl ‚ ıÓÏ‡ÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÛ˛
ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ ‰Îfl ˝Î˛ËÓ‚‡ÌËfl (ÔÓˆÂÒÒ‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘Â„Ó ‡ÒÚ‚Ófl˛˘ËÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚‡
‰Îfl ËÁ‚ÎÂ˜ÂÌËfl ‡‰ÒÓ·ËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ËÁ Ú‚Â‰ÓÈ ÒÂ‰˚).

ÑËÒÚ‡ÌˆËfl ‡ÒÔ˚ÎÂÌËfl
ÑËÒÚ‡ÌˆËÂÈ ‡ÒÔ˚ÎÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌÓÂ ÚÂıÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÏÂÊ‰Û ÓÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÒÓÔÎ‡ ÏÂÚ‡ÎÎËÁ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ‡ÔÔ‡‡Ú‡ Ë Ì‡Ô˚ÎflÂÏÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸˛.

ÇÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÂ ˝¯ÂÎÓÌËÓ‚‡ÌËÂ
ÇÂÚËÍ‡Î¸Ì˚Ï ˝¯ÂÎÓÌËÓ‚‡ÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰ÌÓÏ ÔÓÎfl

ÙËÎ¸Ú‡ˆËË Í‡Ì‡ÎËÁ‡ˆËÓÌÌÓÈ Ó˜ËÒÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÎÂÊ‡˘ËÏ ÌËÊÂ „ÓËÁÓÌÚÓÏ
„ÛÌÚÓ‚˚ı ‚Ó‰. ùÚÓ ˝¯ÂÎÓÌËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Û‰‡ÎflÚ¸ Ô‡ÚÓ„ÂÌÌ˚Â ÏËÍÓÓ„‡-
ÌËÁÏ˚ (‚ËÛÒ˚, ·ÓÎÂÁÌÂÚ‚ÓÌ˚Â ·‡ÍÚÂËË Ë Ú.Ô.) ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÙËÎ¸Ú‡ˆËË ÒÚÓ˜Ì˚ı
‚Ó‰ ˜ÂÂÁ ÔÓ˜‚Û, ÔÂÊ‰Â ˜ÂÏ ÓÌË ‰ÓÒÚË„ÌÛÚ „ÛÌÚÓ‚˚ı ‚Ó‰.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‡˘ËÚÌ˚ı ÏÂÓÔËflÚËÈ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‡˘ËÚÌ˚ı ÏÂÓÔËflÚËÈ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‚ÂÚ‡ ÓÚ ÏÂÒÚ‡

ÔÓËÒ¯ÂÒÚ‚Ëfl (ËÁÎË‚ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÓÔ‡ÒÌ˚ı ÔÓ‰ÛÍÚÓ‚, ‚˚Á˚‚‡˛˘Ëı ÓÚ‡‚ÎÂÌËÂ
ÔË ‚‰˚ı‡ÌËË), ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó Î˛‰Ë ÏÓ„ÛÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‡ÊÂÌËÂ.

28.4.  èêéóàÖ  êÄëëíéüçàü

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰‡Î¸ÌÓÒÚË
ê‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ‰‡Î¸ÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÛÍ‡Á˚‚‡˛˘ËÂ

Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl, Ì‡ÔËÏÂ, ÔÓ·Â„ ‡‚ÚÓÏÓ·ËÎfl
·ÂÁ ‰ÓÁ‡Ô‡‚ÍË ÚÓÔÎË‚ÓÏ, ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÂÚ‡ ÔÛÎË, ‚Ë‰ËÏÓÒÚË, ÔÂ‰ÂÎÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËfl,
Û˜‡ÒÚÍ‡ Ó·ËÚ‡ÌËfl ÊË‚ÓÚÌÓ„Ó Ë Ú.Ô.

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌËfl ‚ ·ËÓÎÓ„ËË ÏÓÊÂÚ ÓÚÌÓÒËÚ¸Òfl Í ‡Á-
·‡Ò˚‚‡ÌË˛ ÒÂÏflÌ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÓÔ˚ÎÂÌËfl, Ì‡Ú‡Î¸ÌÓÏÛ ‡ÒÒÂÎÂÌË˛, ÔÎÂÏÂÌÌÓÏÛ
‡Á‚Â‰ÂÌË˛, ÏË„‡ˆËÓÌÌÓÏÛ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌË˛ Ë Ú.Ô.

Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ù‡ÍÚÓÓ‚ ËÒÍ‡ (ÚÓÍÒË˜ÂÒÍËı ‚Â˘ÂÒÚ‚, ‚Á˚‚Ó‚ Ë Ú.Ô.)
ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓÂ ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓ‚‡ÌËÂ. Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Í‡ÍÓ„Ó-
ÎË·Ó ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ (Ì‡ÔËÏÂ, ÔÛÎ¸Ú‡ ‰ËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌÓ„Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl), ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ‚ ÒÔÂ-
ˆËÙËÍ‡ˆËË ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÂÎfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓËÂÌÚËÓ‚ÍË ‰Îfl ÔÓÚÂ·ËÚÂÎfl, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‡·Ó˜ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÌÓÏËÌ‡Î¸ÌÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸˛ ËÁÏÂÂÌËfl ‰‡Ú˜ËÍ‡). å‡ÍÒËÏ‡Î¸-
ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÍÚË‚‡ˆËË ÒÂÌÒÓÌÓ„Ó ‚ÍÎ˛˜‡ÚÂÎfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸˛ ‚ÍÎ˛-
˜ÂÌËfl. ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÔÓ‰˜ÂÍÌÛÚ¸ ·ÓÎ¸¯Û˛ ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl, ÌÂÍÓÚÓ˚Â
ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÂÎË ‚˚ÌÓÒflÚ ˝ÚÛ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÛ ‚ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÔÓ‰ÛÍÚ‡: Ì‡ÔËÏÂ, Ïfl˜Ë-
ÍË ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË ‰Îfl „ÓÎ¸Ù‡ (·ËÚ‡ ‰Îfl ÒÓÙÚ·ÓÎ‡, ÒÔËÌÌËÌ„Ë Ë Ú.Ô.).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‡ÁÓ‡
ëÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔËÏÂ˚ ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛Ú Ó·¯ËÌ˚È ÍÎ‡ÒÒ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı Ì‡ Ô‡Í-

ÚËÍÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÛÍ‡Á˚‚‡˛˘Ëı Ì‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÂflÌËÂ (ÒÏ. åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ‚ ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËË. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂ‚Ó„Ó ÒÓÒÂ‰‡ ‰Îfl ‡ÚÓÏÓ‚ ‚ Ú‚Â‰˚ı ÚÂÎ‡ı
Ë Ú.Ô.).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ ÙÓÌÚÛ – ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ ÏÓÒÍËı
ÏËÎflı ÏÂÊ‰Û Ò‡ÏÓÎÂÚ‡ÏË ‚ ‚ÓÁ‰ÛıÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÁÓÎflˆËË –ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ (Ò Û˜Â-
ÚÓÏ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÓÔ˚ÎÂÌËfl) ‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÂ‚‡ÏË ‡ÁÌÓ‚Ë‰ÌÓÒÚÂÈ Ó‰ÌÓ„Ó
Ë ÚÓ„Ó ÊÂ ‚Ë‰‡ ÍÛÎ¸ÚÛ, Ò ÚÂÏ ˜ÚÓ·˚ ÒÓı‡ÌËÚ¸ („ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÛ˛) ˜ËÒÚÓÚÛ ÒÂÏflÌ
(Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ËÒ‡ ÓÌÓ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÍÓÎÓ 3 Ï).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË – ËÌÚÂ‚‡Î˚ ÏÂÊ‰Û ÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË ‡‚ÚÓ·ÛÒ‡; ÒÂ‰-
ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË ‚ ëòÄ (‰Îfl ÎÂ„ÍÓ„Ó ÂÎ¸ÒÓ‚Ó„Ó Ú‡ÌÒÔÓÚ‡)
ÍÓÎÂ·ÎÂÚÒfl ÓÚ 500 Ï (‚ îËÎ‡‰ÂÎ¸ÙËË) ‰Ó 1742 Ï (‚ ãÓÒ-ÄÌ‰ÊÂÎÂÒÂ).

àÌÚÂ‚‡Î ÏÂÊ‰Û ÁÌ‡Í‡ÏË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÁÌ‡Í‡ÏË ÍÓÌÍÂÚÌÓ„Ó ÍÓÏÔ¸˛-
ÚÂÌÓ„Ó ¯ËÙÚ‡.

èÓÓ„ ‡ÁÎË˜ËÏÓÒÚË (JND) – ÏÂÎ¸˜‡È¯ÂÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÏÂ˚ (‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔÓÎÓÊÂ-
ÌËfl Ë Ú.Ô.), ÍÓÚÓÓÂÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓ ‚ÓÒÔËÌflÚÓ (ÒÏ. ÑÓÔÛÒÍ‡ÂÏÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ, „Î. 25).

ååååÂÂÂÂÚÚÚÚËËËËÍÍÍÍËËËË    ÍÍÍÍ‡‡‡‡˜̃̃̃ÂÂÂÂÒÒÒÒÚÚÚÚ‚‚‚‚‡‡‡‡
ùÚÓ Ó·¯ËÌÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÏÂ (ËÎË ÒÚ‡Ì‰‡ÚÓ‚ ËÁÏÂÂÌËÈ) ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‡Á-

ÎË˜Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ó·˙ÂÍÚÓ‚ (Ó·˚˜ÌÓ Ó·ÓÛ‰Ó‚‡ÌËfl). èÓ ˝ÚÓÈ ÚÂÏËÌÓÎÓ„ËË Ì‡¯Ë
‡ÒÒÚÓflÌËfl Ë ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl "ÏÂÚËÍ‡ÏË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË", Ú.Â. ÏÂÚËÍ‡ÏË (ÏÂ‡-
ÏË), ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËÏË ÒÚÂÔÂÌ¸ Ò‚flÁ‡ÌÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË. çËÊÂ ÔË-
‚Â‰ÂÌ˚ ÔËÏÂ˚ Ú‡ÍËı ÏÂÚËÍ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò Ó·ÓÛ‰Ó‚‡ÌËÂÏ Ë ·ÓÎÂÂ
‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚ ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÓˆÂÌÓÍ.

åÂÚËÍ‡ ÒËÏÏÂÚËË (Åı‡Ì‰ÊË Ë ‰., 1995) ÒÎÛÊËÚ ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ˝ÒÚÂÚËÍË „‡-
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‚ÒÂı ‰Û„, m – ˜ËÒÎÓ ÓÒÂÈ ÒËÏÏÂÚËË Ë n ‰Îfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÓÒË i – ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ, ÍÓÚÓ˚Â
ÁÂÍ‡Î¸ÌÓ ÓÚÓ·‡Ê‡˛ÚÒfl ÓÚ ‰Û„Ëı ‚Â¯ËÌ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ i, ÚÓ„‰‡ Í‡Í a1i , a2i Ë a3i
fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜ËÒÎÓÏ ‰Û„, ÍÓÚÓ˚Â, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰ÂÎflÚÒfl ÔÓÔÓÎ‡Ï ÔÓ‰ ÔflÏ˚ÏË
Û„Î‡ÏË ÓÒ¸˛ i, ÁÂÍ‡Î¸ÌÓ ÓÚÓ·‡Ê‡˛ÚÒfl ÓÚ ‰Û„ÓÈ ‰Û„Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ i Ë ÔÓıÓ‰flÚ
‚‰ÓÎ¸ i. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÒÂÈ ÒËÏÏÂÚËË ·ÂÛÚÒfl ‚ÒÂ ÔflÏ˚Â i Ò ni , a1i , a2i ≥ 1.

ã‡Ì‰¯‡ÙÚÌ˚Â ÏÂÚËÍË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl, Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ÓˆÂÌÍË Û˜‡ÒÚÍÓ‚ ÓÁÂÎÂÌÂ-
ÌËfl ÍÓÌÍÂÚÌÓ„Ó Î‡Ì‰¯‡ÙÚ‡ Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÒÚË Û˜‡ÒÚÍÓ‚ (ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ Ú‡ÍËı Û˜‡ÒÚÍÓ‚
Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÌ˚È ÍËÎÓÏÂÚ), ÔÎÓÚÌÓÒÚË Í‡Â‚ (Ó·˘ÂÈ ‰ÎËÌ˚ „‡ÌËˆ Û˜‡ÒÚÍÓ‚ Ì‡ „ÂÍ-

Ú‡), ËÌ‰ÂÍÒ‡ ÙÓÏ˚ 
E

A4
 („‰Â Ä  – Ó·˘‡fl ÔÎÓ˘‡‰¸ Ë Ö – Ó·˘‡fl ‰ÎËÌ‡ Í‡Â‚),

Ò‚flÁÌÓÒÚË, ‡ÁÌÓÓ·‡ÁËfl Ë Ú.Ô.
ìÔ‡‚ÎÂÌ˜ÂÒÍËÂ ÏÂÚËÍË ‚ÍÎ˛˜‡˛Ú ‚ ÒÂ·fl Ó·ÁÓ˚ (ÒÍ‡ÊÂÏ, ‰ÓÎË Ì‡ ˚ÌÍÂ, Û‚Â-

ÎË˜ÂÌËfl Ò·˚Ú‡, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓÂÌËfl Á‡ÔÓÒÓ‚ ÔÓÚÂ·ËÚÂÎÂÈ), ÔÓ„ÌÓÁ˚ (Ì‡ÔËÏÂ, ‰Ó-
ıÓ‰Ó‚, ÌÂÔÂ‰‚Ë‰ÂÌÌ˚ı ÔÓ‰‡Ê, ËÌ‚ÂÒÚËˆËÈ), ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚË çàéäê, ÒÓ·Î˛‰ÂÌËfl
‡·Ó˜ÂÈ ‰ËÒˆËÔÎËÌ˚ Ë Ú.Ô.

åÂÚËÍË ËÒÍ‡ ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÒÙÂÂ ÒÚ‡ıÓ‚‡ÌËfl Ë ‚ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÒÙÂÂ ‰Îfl
‡Ì‡ÎËÁ‡ ÔÓÚÙÂÎfl (Ì‡ÔËÏÂ, Á‡Í‡ÁÓ‚ ËÎË ˆÂÌÌ˚ı ·ÛÏ‡„).

äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Í‡˜ÂÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ‡fl ‡ÌÊËÛÂÚ
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÎËflÌËÂ, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÔÓfl‰ÍÂ:

– ‡Ì„ ÒÚ‡ÌËˆ˚ (PageRank) ‚ ÔÓfl‰ÍÂ ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËfl Web ÒÚ‡ÌËˆ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ
Google;

– ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÔÓ ÏÂÚÓ‰ËÍÂ ISI (ËÌÒÚËÚÛÚ ISI ÔÂÂËÏÂÌÓ‚‡Ì ‚
Thomson Scientific) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ÔÓÔÛÎflÌÓÒÚË ÊÛÌ‡Î‡ Á‡ ‰‚ÛıÎÂÚÌËÈ
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ÔÂËÓ‰, ÒÍÓÎ¸ÍÓ ‡Á Ó·˚˜Ì‡fl ÒÚ‡Ú¸fl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÊÛÌ‡Î‡ ÛÔÓÏËÌ‡Î‡Ò¸ ‚ Í‡ÍÓÈ-ÌË·Û‰¸
‰Û„ÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â, ÔÛ·ÎËÍÓ‚‡‚¯ÂÈÒfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ „Ó‰Û;

– h-ËÌ‰ÂÍÒ ÉË¯‡ ‰Îfl Û˜ÂÌÓ„Ó, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ ÔÛ·ÎË-
Í‡ˆËÈ Â„Ó ‡‚ÚÓÒÍËı ÒÚ‡ÚÂÈ, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ·˚Î‡ ÒÚÓÎ¸ÍÓ ÊÂ ‡Á ÔÓˆËÚË-
Ó‚‡Ì‡ ‰Û„ËÏË ‡‚ÚÓ‡ÏË.

ì·˚‚‡ÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ì·˚‚‡ÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ËÎË ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚È „‡‰ËÂÌÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl) – ÓÒÎ‡·ÎÂÌËÂ

ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË ËÎË ÔÓˆÂÒÒ‡ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl. Ç ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÏ
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËË ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó·‡ÚÌÓ„Ó ÓÚÌÓ¯Â-
ÌËfl ÏÂÊ‰Û ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ‚Â˘ÂÒÚ‚‡ Ë Û‰‡ÎÂÌËÂÏ ÓÚ Â„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡.
í‡ÍÓÂ Û·˚‚‡ÌËÂ ËÁÏÂflÂÚ ‚ÎËflÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ‰ÓÒÚÛÔÌÓÒÚ¸: ÓÌÓ ÏÓÊÂÚ Ò‚Ë‰Â-
ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ Ó ÒÓÍ‡˘ÂÌËË ÔÓÚÂ·ÌÓÒÚË ËÁ-Á‡ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ÒÚÓËÏÓÒÚË ÔÓÂÁ‰‡. èË-
ÏÂ‡ÏË ÍË‚˚ı Û·˚‚‡ÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl: ÏÓ‰ÂÎ¸ è‡ÂÚÓ ln lnI a b dij ij= −

Ë ÏÓ‰ÂÎ¸ ln I a bdij ij
p= −  Ò p = 1

2
,  1 ËÎË 2 (Á‰ÂÒ¸ Iij Ë dij fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ

Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË i Ë j, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ‡ Ë b – Ô‡‡ÏÂÚ˚).

äË‚‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËfl
äË‚‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËfl – „‡ÙËÍ ‰‡ÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ‡ÒÒÚÓflÌË˛.

èËÏÂ‡ÏË ÍË‚˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡, fl‚Îfl˛ÚÒfl:
ÍË‚‡fl ‚ÂÏfl-‡ÒÒÚÓflÌËÂ (‰Îfl ‚ÂÏÂÌË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÒÂËË ‚ÓÎÌ, ÒÂÈÒÏË˜ÂÒÍËı
ÒË„Ì‡ÎÓ‚ Ë Ú.Ô.), ÍË‚‡fl ‚˚ÒÓÚ‡-ÔÛÚ¸ (‰Îfl ‚˚ÒÓÚ˚ ‚ÓÎÌ˚ ˆÛÌ‡ÏË ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛
Í ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ÓÚ ÚÓ˜ÍË Û‰‡‡), ÍË‚‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ-‰ÂÔÂÒ-
ÒËfl, ÍË‚‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ-Ú‡flÌËÂ Ë ÍË‚‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ-Ó·˙ÂÏ ËÁÌÓÒ‡.

äË‚‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ-ÒËÎ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÏËÍÓÒÍÓÔËË ÁÓÌ‰Ó‚Ó„Ó ÒÍ‡ÌËÓ‚‡ÌËfl „‡-
ÙËÍÓÏ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÎ˚, ÔËÎÓÊÂÌÌÓÈ Ë„ÎÓÈ ËÁÏÂËÚÂÎ¸ÌÓÈ „ÓÎÓ‚ÍË Í ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË Ó·‡Áˆ‡ ‚ ÏÓÏÂÌÚ, ÍÓ„‰‡ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ‡fl Ò˙ÂÏÍ‡ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl
‡ÚÓÏÌÓ-ÒËÎÓ‚˚Ï ÏËÍÓÒÍÓÔÓÏ (Äëå). äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ ÏËÍÓÒÍÓÔËË ÁÓÌ‰Ó‚Ó„Ó ÒÍ‡-
ÌËÓ‚‡ÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÍË‚˚Â ˜‡ÒÚÓÚ‡-‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡-‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

íÂÏËÌ ÍË‚‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ‰Ë‡„‡ÏÏ ÓÒÚ‡,
Ì‡ÔËÏÂ, Â„ËÒÚ‡ˆËË ‰ÂÚÒÍÓ„Ó ÓÒÚ‡ ËÎË ‚ÂÒ‡ ‚ Í‡Ê‰˚È ‰ÂÌ¸ ÓÊ‰ÂÌËfl. É‡ÙËÍ
ÒÍÓÓÒÚË ÓÒÚ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ‚ÓÁ‡ÒÚÛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍË‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸-‡ÒÒÚÓflÌËÂ.
èÓÒÎÂ‰ÌËÈ ÚÂÏËÌ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ë Í‡Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË Ò‡ÏÓÎÂÚÓ‚.

îÛÌÍˆËfl Ï‡ÒÒ‡-‡ÒÒÚÓflÌËÂ

îÛÌÍˆËÂÈ Ï‡ÒÒ‡-‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡fl 
xy

d x y( , )
.

ÖÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ÙÛÌÍˆËÂÈ „‡‚ËÚ‡ˆËË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ‡ ‚˚‡Ê‡ÂÚ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌ-
ÌÓÂ ÔËÚflÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ï‡ÒÒ‡ÏË ı Ë Û Ì‡ (Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ) ‡ÒÒÚÓflÌËË d(x, y) (ÒÏ. á‡ÍÓÌ
Ó·‡ÚÌ˚ı Í‚‡‰‡ÚÓ‚, „Î. 24). èÓ‰Ó·Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÒÓ-
ˆË‡Î¸Ì˚ı Ì‡ÛÍ‡ı, Ì‡ÔËÏÂ, ÓÌË ÏÓ„ÛÚ ‚˚‡Ê‡Ú¸ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í Ì‡ÒÂÎÂÌËÂ ÓÚÔ‡‚Îfl˛˘ÂÈ Ë ÔËÌËÏ‡˛˘ÂÈ ÒÚÓÓÌ, „‰Â d(x, y)
‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ Í‡Í ÙËÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË.

ì·˚‚‡˛˘‡fl ÍË‚‡fl Ï‡ÒÒ‡-‡ÒÒÚÓflÌËÂ – „‡ÙËÍ Û·˚‚‡ÌËfl "Ï‡ÒÒ˚" ÔË Û‚ÂÎË˜Â-
ÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Ó ˆÂÌÚ‡ "„‡‚ËÚ‡ˆËË". èÓ‰Ó·Ì˚Â ÍË‚˚Â ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl Ì‡-
ıÓÊ‰ÂÌËfl ÏÂÒÚ‡ ÛÍ˚ÚËfl ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ (ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË; ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍËÏË-
ÌÓÎÓ„ËË), Ï‡ÒÒ˚ „‡Î‡ÍÚËÍË ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡ ÓÚ ÂÂ ˆÂÌÚ‡ (Ò ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÍË‚˚ı ‚‡˘ÂÌËfl-‡ÒÒÚÓflÌËfl) Ë Ú.Ô.
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á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË

ëÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍËÈ (ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡) ÔÓˆÂÒÒ Xk, k ∈  �, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Á‡‚ËÒËÏ˚Ï ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË (ËÎË ‰ÓÎ„ÓÈ Ô‡ÏflÚË), ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ˜ËÒÎ‡
α, 0 < α  < 1 Ë cρ > 0, ˜ÚÓ lim ,

k
kc k

→∞
=ρ

αρ 1  „‰Â ρ(k) – ‡‚ÚÓÍÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÍÓÂÎflˆËË Û·˚‚‡˛Ú Ó˜ÂÌ¸ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ (ÔÓ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË „ËÔÂ-
·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏÛ ÚËÔÛ) ‰Ó ÌÛÎfl, ˜ÚÓ ‚ÎÂ˜ÂÚ Á‡ ÒÓ·ÓÈ 

  k
k

∈
∑ = ∞

�

ρ  Ë ÍÓÂÎflˆË˛ ‰‡ÎÂÍÓ

ÓÚÒÚÓfl˘Ëı ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡ ÒÓ·˚ÚËÈ (‰ÓÎ„‡fl Ô‡ÏflÚ¸). ÖÒÎË ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ‡fl ÒÛÏÏ‡
ÍÓÌÂ˜Ì‡ Ë Û·˚‚‡ÌËÂ Ë‰ÂÚ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ, ÚÓ ÔÓˆÂÒÒ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓˆÂÒÒÓÏ
Ï‡ÎÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË. èËÏÂ‡ÏË Ú‡ÍËı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚È, ÌÓ-
Ï‡Î¸Ì˚È Ë ÔÛ‡ÒÒÓÌÓ‚ÒÍËÈ ÔÓˆÂÒÒ˚, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ËÏÂ˛Ú Ô‡ÏflÚË Ë, „Ó‚Ófl ÙËÁË˜Â-
ÒÍËÏ flÁ˚ÍÓÏ, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡ÏË ‚ ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÏ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËË. ìÍ‡Á‡ÌÌÓÂ
‚˚¯Â Û·˚‚‡ÌËÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‰Îfl ÍÓÂÎflˆËÈ Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË ÔÂ-
Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ‚ Û·˚‚‡ÌËÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÒÔÂÍÚ‡ îÛ¸Â Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ˜‡ÒÚÓÚ˚

f Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 
1

f
 ¯ÛÏÓÏ.

èÓˆÂÒÒ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚÓÈ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ëfl (ËÎË Ô‡‡ÏÂÚÓÏ ï‡ÒÚ‡) ç, ÂÒÎË
Xk Ë t–HXtk ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Â ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÔÓÎÓÊË-

ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó t. ëÎÛ˜‡Ë H = 1

2
 Ë H = 1 ÓÚÌÓÒflÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Í ˜ËÒÚÓ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÏÛ

ÔÓˆÂÒÒÛ Ë ÚÓ˜ÌÓÏÛ Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·Ë˛ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ ‚ÒÂı ¯Í‡Î‡ı (ÒÏ. î‡Í-

Ú‡Î, „Î. 1 Ë ëÂÚË, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â ÓÚ ¯Í‡Î, „Î. 22). èÓˆÂÒÒ˚ c 
1

2
1< <H  fl‚Îfl˛ÚÒfl

Á‡‚ËÒËÏ˚ÏË ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË Ò α  = 2(1 – H).
á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏ Ò ÚflÊÂÎ˚Ï

"ı‚ÓÒÚÓÏ" (ËÎË cÓ ÒÚÂÔÂÌÌ˚Ï Á‡ÍÓÌÓÏ). îÛÌÍˆËfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ë "ı‚ÓÒÚ" ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ï  ‡‚Ì˚ F x P X x( ) ( )= ≤  Ë F x P X x( ) ( ).= >
ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ F X( )  ËÏÂÂÚ ÚflÊÂÎ˚È "ı‚ÓÒÚ", ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ α ,

0 < α < 1, ˜ÚÓ lim ( ) .
x

x F x
→∞

=α 1  åÌÓ„ËÂ Ú‡ÍËÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ‚ Â‡Î¸ÌÓÈ

‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË (Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÙËÁËÍÂ, ˝ÍÓÌÓÏËÍÂ, ‚ àÌÚÂÌÂÚÂ), ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (‡ÒÒÚÓflÌËfl) Ë ‚Ó ‚ÂÏÂÌË (ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË). íËÔÓ‚˚Ï ÔËÏÂÓÏ
fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ è‡ÂÚÓ F x x( ) ,= −α  x ≥ 1, „‰Â α  > 0 – Ô‡‡ÏÂÚ (ÒÏ. ì·˚‚‡-
ÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl).

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÏÂ‰ËˆËÌÂ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÔËÍÛÒ‡: ‚ ÒÚÓÏ‡ÚÓÎÓ„ËË ÏÂÊÓÍÍÎ˛ÁËÓÌÌ‡fl ˘ÂÎ¸ ÏÂÊ-
‰Û ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË ‚ÂıÌÂ˜ÂÎ˛ÒÚÌ˚ı Ë ÌËÊÌÂ˜ÂÎ˛ÒÚÌ˚ı ÁÛ·Ó‚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ Ì‡ıÓÊ‰Â-
ÌËfl ˜ÂÎ˛ÒÚË ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ÔÓÍÓfl.

åÂÊÓÍÍÎ˛ÁËÓÌÌ‡fl ‚˚ÒÓÚ‡: ‚ ÒÚÓÏ‡ÚÓÎÓ„ËË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ ‚ÂÚËÍ‡ÎË ÏÂÊ‰Û
‚ÂıÌÂ˜ÂÎ˛ÒÚÌÓÈ Ë ÌËÊÌÂ˜ÂÎ˛ÒÚÌÓÈ ‰Û„‡ÏË. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‡Î¸‚ÂÓÎflÌ˚ÏË
ÓÚÓÒÚÍ‡ÏË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ ‚ÂÚËÍ‡ÎË ÏÂÊ‰Û ‚ÂıÌÂ˜ÂÎ˛ÒÚÌ˚Ï Ë ÌËÊÌÂ˜ÂÎ˛-
ÒÚÌ˚Ï ‡Î¸‚ÂÓÎflÌ˚ÏË ÓÚÓÒÚÍ‡ÏË.

åÂÊÁÛ·ÌÓÈ ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‡ÁÓ‡ ÏÂÊ‰Û ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ÁÛ·‡ÏË; Ô‡ÒÒË‚-
ÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ – ÏÂ‰ÎÂÌÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÁÛ·Ó‚ Í ÔÂÂ‰ÌÂÈ ˜‡ÒÚË Ú‡ ÔÓ ÏÂÂ ÒÓÍ‡-
˘ÂÌËfl ÏÂÊÁÛ·ÌÓ„Ó ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ Ò ‚ÓÁ‡ÒÚÓÏ.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÚÂ·ÂÎ¸Í‡ÏË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÚÂ·‡Î¸Ì˚ÏË ÒÚÂ·ÂÎ¸-
Í‡ÏË, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ÔÓ ÂÌÚ„ÂÌÓ‚ÒÍÓÏÛ ÒÌËÏÍÛ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ-ÍÓÊ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÙÓÍÛÒÌÓ„Ó ÔflÚÌ‡ Ì‡ Ó·˙ÂÍÚÂ ÂÌÚ„Â-
ÌÓ‚ÒÍÓÈ ÚÛ·ÍË ‰Ó ÍÓÊË Ô‡ˆËÂÌÚ‡, ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ÔÓ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÏÛ ÎÛ˜Û.

åÂÊ‰ÛÛ¯ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Û¯‡ÏË. åÂÊÓÍÛÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û „Î‡Á‡ÏË.

ÄÌÓ„ÂÌËÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‰ÎËÌ‡ ÔÓÏÂÊÌÓÒÚË, Ú.Â. ‡Ì‡ÚÓÏË˜ÂÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË
ÏÂÊ‰Û ‡ÌÛÒÓÏ Ë Ó·Î‡ÒÚ¸˛ ÔÓÎÓ‚˚ı Ó„‡ÌÓ‚ (ÔÂÂ‰ÌËÏ ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂÏ ÏÛÊÒÍÓ„Ó ÔÂÌË-
Ò‡). ì ÏÛÊ˜ËÌ ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˚˜ÌÓ ‚ ‰‚‡ ‡Á‡ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ Û ÊÂÌ˘ËÌ; Ú‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÓÈ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡ÒÍÛÎËÌËÁÏ‡. ÑÛ„ËÏË
ÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚ÚÓÓ„Ó Í ˜ÂÚ‚ÂÚÓÏÛ (ÛÍ‡Á‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó Í ·ÂÁ˚ÏflÌÌÓÏÛ) Ô‡Î¸ˆÛ, ÍÓÚÓÓÂ ÏÂÌ¸¯Â Û ÏÛÊ˜ËÌ Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÔÓÔÛÎflˆËË,
Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ï˚¯ÎÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ‚˚¯Â Û ÏÛÊ˜ËÌ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÒÂ‰‡ÌËfl (ËÎË êéù, Â‡ÍˆËfl ÓÒÂ‰‡ÌËfl ˝ËÚÓˆËÚÓ‚) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ,
ÍÓÚÓÓÂ ÔÓıÓ‰flÚ Í‡ÒÌ˚Â ÍÓ‚flÌ˚Â ÚÂÎ¸ˆ‡ Á‡ Ó‰ËÌ ˜‡Ò ÔË ÓÒ‡Ê‰ÂÌËË Ì‡ ‰ÌÓ
ÔÓ·ËÍË Ò ‚ÁflÚÓÈ Ì‡ ‡Ì‡ÎËÁ ÍÓ‚¸˛. êéù ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ‚ÓÒÔ‡ÎËÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓˆÂÒÒ˚
Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â Á‡·ÓÎÂ‚‡ÌËfl ÔÓ‚˚¯‡ÂÚÒfl.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ÏË ‚ ÛÎ¸Ú‡Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ ·ËÓÏËÍÓÒÍÓÔËË
(ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÔË ÎÂ˜ÂÌËË „Î‡ÛÍÓÏ˚) fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÒÍ˚ÚËfl Û„Î‡ (ÓÚ Ó„Ó-
‚Ë˜ÌÓ„Ó ˝Ì‰ÓÚÂÎËfl ‰Ó ÔÂ‰ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡‰ÛÊÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍË „Î‡Á‡) Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ú‡·Â-
ÍÛÎflÌÓ„Ó Ë ˆËÎË‡ÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒÓ‚ (ÓÚ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ì‡ Ú‡·ÂÍÛÎflÌÓÈ ÒÂÚË
‰Ó ˆËÎË‡ÌÓ„Ó ÔÓˆÂÒÒ‡).

èËÏÂ‡ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ÔË ÒÌflÚËË ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ ÏÓÁ„‡ ÔÓ
ÏÂÚÓ‰ËÍÂ åêí (Ï‡„ÌËÚÌÓ-ÂÁÓÌ‡ÌÒÌÓÈ ÚÓÏÓ„‡ÙËË) Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌËË ÍÓÚËÍ‡Î¸Ì˚ı
Í‡Ú (Ú.Â. ‚ËÁÛ‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ˚ı Ó·Î‡ÒÚÂÈ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÍÓÍË ÔÓÎÛ¯‡ËÈ „ÓÎÓ‚ÌÓ„Ó ÏÓÁ-
„‡, ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘Ëı ‚ıÓ‰Ì˚Â ÒË„Ì‡Î˚ ÓÚ ‰‡Ú˜ËÍ‡ ËÎË ÏÓÚÓÌ˚Â ÓÚÍÎËÍË) fl‚Îfl˛ÚÒfl:
Í‡Ú‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ åêí ÓÚ „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡ ÒÂÓ„Ó/·ÂÎÓ„Ó ‚Â˘ÂÒÚ‚‡, ÍÓÚËÍ‡Î¸ÌÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÒÍ‡ÊÂÏ, ÏÂÊ‰Û Û˜‡ÒÚÍ‡ÏË ‡ÍÚË‚‡ˆËË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ ÒÏÂÊÌ˚ı ÒÚËÏÛ-
ÎÓ‚), ÍÓÚËÍ‡Î¸Ì‡fl ÚÓÎ˘ËÌ‡ Ë ÏÂÚËÍË Î‡ÚÂ‡ÎËÁ‡ˆËË.

ÑËÒÚ‡Î¸ÌÓÒÚ¸
èËÎ‡„‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ËÒÚ‡Î¸Ì˚È (ËÎË ÔÂËÙÂËÈÌ˚È) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Í‡Í ‡Ì‡ÚÓÏË˜Â-

ÒÍËÈ ÚÂÏËÌ ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËfl (Ì‡ ÚÂÎÂ Ë ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı Â„Ó ˜‡ÒÚflı).
ä‡Í ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ (ËÎË ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÏÛ) ÓÌÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡Ò-

ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‰‡ÎÂÍÓ ÓÚ, Ì‡ Û‰‡ÎÂÌËË ÓÚ ÚÓ˜ÍË ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌËfl (Ì‡˜‡Î‡, ˆÂÌÚ‡, ÚÓ˜ÍË
ÔËÍÂÔÎÂÌËfl, ÚÓÒ‡). ä‡Í ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÒÚ¸ ÒÂ‰ËÌÌÓÏÛ ÓÌÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡Ò-
ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ËÎË Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÓÚ ÒÂ‰ÌÂÈ ÎËÌËË ËÎË ÏÂ‰Ë‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÚÂÎ‡.

àÌÓ„‰‡ ÚÂÏËÌ ‰ËÒÚ‡Î¸Ì˚È ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ ·ÓÎÂÂ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ. í‡Í,
Ì‡ÔËÏÂ, ÔÓÂÍÚ í-ÇËÊÌ (‚ËÁÛ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ áÂÏÎË) ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ÙÓÏË-
Ó‚‡ÌËÂ ‚ÓÒÔËflÚËfl áÂÏÎË Í‡Í ÓÚ‰‡ÎÂÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡, ˜ÚÓ ‡ÌÂÂ ·˚ÎÓ ÔÓÌflÚÌÓ
ÚÓÎ¸ÍÓ ÍÓÒÏÓÌ‡‚Ú‡Ï.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ËÁÏÂÂÌËfl ÚÂÎ‡
Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Ö‚ÓÔÂÈÒÍËÏ Â‰ËÌ˚Ï ÒÚ‡Ì‰‡ÚÓÏ ‡ÁÏÂÓ‚ Ó‰ÂÊ‰˚ EN 13402

‚ ‡Á‰ÂÎÂ EN 13402-1 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ ÔÂÂ˜ÂÌ¸ 13 ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ËÁÏÂÂÌËÈ Ë ÏÂÚÓ‰ËÍ‡ ˝ÚËı
ËÁÏÂÂÌËÈ Ì‡ ˜ÂÎÓ‚ÂÍÂ. Ç ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ‚ÍÎ˛˜ÂÌ˚: Ï‡ÒÒ‡ ÚÂÎ‡, ÓÒÚ, ‰ÎËÌ‡ ÌÓ„Ë, ‰ÎËÌ‡
ÛÍË, ‰ÎËÌ‡ ÌÓ„Ë Ò ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÒÚÓÓÌ˚, Ó·˙ÂÏ „ÓÎÓ‚˚, ¯ÂË, „Û‰Ë, ·˛ÒÚ‡, Ó·˙ÂÏ
ÔÓ‰ „Û‰¸˛, Ó·ı‚‡Ú Ú‡ÎËË, ·Â‰Â, ÍËÒÚË ÛÍË. çËÊÂ ÒÎÂ‰Û˛Ú ÔËÏÂ˚ ˝ÚËı ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌËÈ.

ÑÎËÌ‡ ÒÚÓÔ˚ – „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl‡ÏË, Í‡Ò‡˛˘Ë-
ÏËÒfl ÍÓÌˆ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ‰ÎËÌÌÓ„Ó Ô‡Î¸ˆ‡ ÌÓ„Ë Ë Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÚÛÔ‡˛˘ÂÈ ˜‡ÒÚË ÔflÚÍË.
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ÑÎËÌ‡ ÛÍË – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÁÏÂÂÌÌÓÂ ÏÂÌÓÈ ÎÂÌÚÓÈ ÓÚ ÔÎÂ˜Â‚Ó„Ó ÒÛÒÚ‡‚‡
(‡ÍÓÏËÓÌ‡) ÔÓ ÎÓÍÚ˛ ‰Ó ÓÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË Á‡ÔflÒÚ¸fl (ÎÓÍÚÂ‚ÓÈ ÍÓÒÚË), ÔË ˝ÚÓÏ Ô‡‚‡fl
ÛÍ‡ ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ ÒÊ‡Ú‡ ‚ ÍÛÎ‡Í Ë ÎÂÊ‡Ú¸ Ì‡ ·Â‰Â ‚ Ì‡ÔÓÎÓ‚ËÌÛ ÒÓ„ÌÛÚÓÏ
ÔÓÎÓÊÂÌËË.

ÑÎËÌ‡ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ˜‡ÒÚË ÌÓ„Ë – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ô‡ıÓÏ Ë ÔÓ‰Ó¯‚ÓÈ ÌÓ„Ë, ËÁ-
ÏÂÂÌÌÓÂ ÔÓ ‚ÂÚËÍ‡ÎË, ÔË ˝ÚÓÏ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ ‰ÓÎÊÂÌ ÒÚÓflÚ¸ ÔflÏÓ, ÒÎÂ„Í‡ ‡ÒÒÚ‡‚Ë‚
ÌÓ„Ë Ë ‡ÒÔÂ‰ÂÎË‚ Ì‡ ÌËı ÔÓÓ‚ÌÛ ‚ÂÒ ÚÂÎ‡.

èÓÒÎÂ‰ÌËÈ ‡Á‰ÂÎ EN 13402-4, Í‡Ò‡˛˘ËÈÒfl ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl ‡ÁÏÂÓ‚ Ó‰ÂÊ‰˚, ‰ÓÎ-
ÊÂÌ ÒÚ‡Ú¸ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ‚ Ö‚ÓÔÂ ÔÓÒÎÂ 2007 „. éÊË‰‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ò ‚˚ıÓ‰ÓÏ ‚ Ò‚ÂÚ
˝ÚÓÈ ˜‡ÒÚË ·Û‰ÂÚ ÛÒÚ‡ÌÂÌ‡ ÒËÚÛ‡ˆËfl, ÍÓ„‰‡ ÒÂ‰ÌËÈ ÚËÔÓ‚ÓÈ ‡ÁÏÂ (34–28–
37 ‰˛ÈÏÓ‚, Ú.Â. 88–72–96 ÒÏ ·˛ÒÚ–Ú‡ÎËfl–·Â‰‡) ‚ ëòÄ ÔÓıÓ‰ËÚ ÔÓ‰ ÌÓÏÂÓÏ 10,
‚ ÇÂÎËÍÓ·ËÚ‡ÌËË – 12, ‚ çÓ‚Â„ËË, ò‚ÂˆËË Ë îËÌÎflÌ‰ËË – ë38, ‚ ÉÂÏ‡ÌËË Ë
çË‰ÂÎ‡Ì‰‡ı – 38, ‚ ÅÂÎ¸„ËË Ë î‡ÌˆËË – 40, ‚ àÚ‡ÎËË – 44, ‚ èÓÚÛ„‡ÎËË Ë
àÒÔ‡ÌËË – 44/46.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ (Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ÒÍÂ-
ÎÂÚÌ˚ı ËÁÏÂÂÌËÈ) ‚ ÒÛ‰Â·ÌÓÈ ÏÂ‰ËˆËÌÂ, ‡ÌÚÓÔÓÎÓ„ËË Ë Ú.Ô.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍËÏËÌÓÎÓ„ËË
ëÓÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ „ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÙËÎfl (ËÎË ‡Ì‡ÎËÁ „ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÔË‚flÁÍË)

ËÏÂÂÚ ˆÂÎ¸˛ Ò‚flÁ‡Ú¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ (‚˚·Ó ÊÂÚ‚ Ë ÓÒÓ·ÂÌÌÓ Ì‡Ë-
·ÓÎÂÂ ‚ÂÓflÚÌÛ˛ ËÒıÓ‰ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ, Ú.Â. ÏÂÒÚÓ ÔÓÊË‚‡ÌËfl ËÎË ‡·ÓÚ˚) ÒÂËÈÌÓ„Ó
ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ Ò ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ÏÂÒÚ Â„Ó ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËÈ.

ÅÛÙÂÌ‡fl ÁÓÌ‡ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ (ËÎË ˝ÙÙÂÍÚ Û„ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂ¯Í‡) – ‡ÈÓÌ, ÓÍÛÊ‡˛-
˘ËÈ ÏÂÒÚÓ ÔÂ·˚‚‡ÌËfl ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ (ËÒıÓ‰ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ), ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó ÓÚ-
ÏÂ˜‡ÂÚÒfl ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì‡fl ËÎË ‚ÓÓ·˘Â ÌÂ ÓÚÏÂ˜‡ÂÚÒfl ÔÂÒÚÛÔÌ‡fl ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸;
‚ Ó·˚˜Ì˚ı ÒÎÛ˜‡flı Ú‡Í‡fl ÁÓÌ‡ ı‡‡ÍÚÂÌ‡ ‰Îfl ÔÂÒÚÛÔÌËÍÓ‚, Á‡‡ÌÂÂ Ó·‰ÛÏ˚‚‡˛-
˘Ëı Ò‚ÓË ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl. éÒÌÓ‚Ì˚Â ÛÎËˆ˚ Ë Ï‡„ËÒÚ‡ÎË, ‚Â‰Û˘ËÂ ‚ ˝ÚÛ ÁÓÌÛ, ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó
ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ‚·ÎËÁË Û·ÂÊË˘‡ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡. ÑÎfl ÒÂËÈÌ˚ı Ì‡ÒËÎ¸ÌËÍÓ‚ ‚ ÇÂÎË-
ÍÓ·ËÚ‡ÌËË ‚˚fl‚ÎÂÌ‡ ·ÛÙÂÌ‡fl ÁÓÌ‡, ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÔÓfl‰Í‡ 1 ÍÏ. èË ˝ÚÓÏ
·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËÈ ÔÓÚË‚ ÎË˜ÌÓÒÚË ÔÓËÒıÓ‰flÚ Ì‡ Û‰‡ÎÂÌËË ÓÍÓÎÓ 2 ÍÏ ÓÚ
Û·ÂÊË˘‡ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ‰Îfl Í‡Ê ËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡ ı‡‡ÍÚÂÌÓ ·ÓÎ¸¯ÂÂ
Û‰‡ÎÂÌËÂ.

ì·˚‚‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔÛÚË Í ÏÂÒÚÛ ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ „‡ÙË˜Â-
ÒÍÛ˛ ÍË‚Û˛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛˘Û˛, Í‡Í ˜ËÒÎÓ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚ı ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËÈ
ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ÒÓÍ‡˘‡ÂÚÒfl ÔÓ ÏÂÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ÓÚ ÏÂÒÚ‡ ÔÓÊË‚‡ÌËfl ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡. èÓ‰-
Ó·Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÁÌÓ‚Ë‰ÌÓÒÚflÏË ÙÛÌÍˆËÈ ˆÂÌÚ‡ ÚflÊÂÒÚË, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚ı
Ì‡ Á‡ÍÓÌÂ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ó ‚Á‡ËÏÌÓÏ ÔËÚflÊÂÌËË ‰‚Ûı ÚÂÎ.

ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ n ÏÂÒÚ ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËfl (xi , yi), 1 ≤ i ≤ n („‰Â xi Ë yi fl‚Îfl˛ÚÒfl
¯ËÓÚÓÈ Ë ‰ÓÎ„ÓÚÓÈ i-„Ó ÏÂÒÚ‡), ÚÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÓ‰ÂÎË ç¸˛ÚÓÌ‡–ë‚ÓÔ‡ ÏÂÒÚÓ Û·Â-

ÊË˘‡ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÛ„‡ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ 
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− ⋅ −
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„‰Â Ï‡ÍÒËÏÛÏ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Í‡Í ( , ), .i i i i n1 2 1 21 ≤ < ≤  äÛ„Ó‚‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ É‡ÌÚÂ‡–
ÉÂ„ÓË ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸ ÏÂÒÚÓ Û·ÂÊË˘‡ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÛ„‡,
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ˆÂÌÚÓÏ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÒÚÓ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËfl, ‡ ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ – Ï‡ÍÒË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÏÂÒÚ‡ÏË ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËÈ.

ñÂÌÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÂ ÏÓ‰ÂÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛Ú ÏÂÒÚÓ Û·ÂÊË˘‡ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ Í‡Í
ˆÂÌÚ, Ú.Â. ÚÓ˜ÍÛ, ÓÚ ÍÓÚÓÓÈ ÍÓÌÍÂÚÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÛÚË ‰Ó Î˛·˚ı ÏÂÒÚ
ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËfl ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ; ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ·Û‰ÛÚ
Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡, ÍÓÎÂÒÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (Ú.Â. Â‡Î¸Ì˚È
ÔÛÚ¸ ÔÓ·Â„‡), ‚ÓÒÔËÌËÏ‡ÂÏÓÂ ‚ÂÏfl ÔÛÚË Ë Ú.Ô. åÌÓ„ËÂ ËÁ ˝ÚËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ fl‚Îfl˛ÚÒfl
‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÏË ‚ Ó·‡ÚÌÛ˛ ÒÚÓÓÌÛ ÏÓ‰ÂÎflÏË ÚÂÓËË ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËfl, (ˆÂÎ¸˛
ÍÓÚÓÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ Ì‡‡˘Ë‚‡ÌËÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÂÚË ‚ ËÌÚÂÂÒ‡ı
ÒÓÍ‡˘ÂÌËfl ÔÛÚÂ‚˚ı ‡ÒıÓ‰Ó‚. ùÚË ÏÓ‰ÂÎË (ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍË ÇÓÓÌÓ„Ó Ë ‰.) ·‡ÁË-
Û˛ÚÒfl Ì‡ ÔËÌˆËÔÂ ·ÎËÁÓÒÚË (ÔËÌˆËÔÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÒËÎËfl).

ÑÎfl ‚˚fl‚ÎÂÌËfl ÍËÏËÌ‡Î¸Ì˚ı, ÚÂÓËÒÚË˜ÂÒÍËı Ë ‰Û„Ëı ÒÍ˚Ú˚ı ÒÂÚÂÈ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÏÌÓ„ËÂ ‰Û„ËÂ ÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ò·Ó‡ ‰‡ÌÌ˚ı, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓ˚ı
ÔÓÎÛ˜‡˛Ú Ò‚Â‰ÂÌËfl Ó Î‡ÚÂÌÚÌ˚ı ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁflı (‡ÒÒÚÓflÌËflı Ë ÔÓ˜ÚË ÏÂÚËÍ‡ı
ÏÂÊ‰Û Î˛‰¸ÏË), ËÒÒÎÂ‰Ûfl „‡Ù˚ ÔË·ÎËÊÂÌËfl Ëı ÒÓ‚ÏÂÒÚÌ˚ı ÔÓfl‚ÎÂÌËÈ ‚ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡ı, ÒÓ·˚ÚËflı Ë Ú.Ô.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÏËÂ ÊË‚ÓÚÌ˚ı
àÌ‰Ë‚Ë‰Û‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – Û‰‡ÎÂÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ Ó‰ÌÓ ÊË‚ÓÚÌÓÂ ÒÚÂÏËÚÒfl

‰ÂÊ‡Ú¸Òfl ÓÚ ‰Û„Ó„Ó.
ÉÛÔÔÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ Ó‰Ì‡ „ÛÔÔ‡ ÊË‚ÓÚÌ˚ı

‰ÂÊËÚÒfl ÓÚ ‰Û„ÓÈ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‡„ËÓ‚‡ÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ÊË‚ÓÚÌÓÂ Â‡„ËÛÂÚ Ì‡ ÔÓ-

fl‚ÎÂÌËÂ ‰Ó·˚˜Ë; ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ú‡ÍË: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó ıË˘ÌËÍ ÏÓ-
ÊÂÚ Ì‡Ô‡ÒÚ¸ Ì‡ Ò‚Ó˛ ÊÂÚ‚Û.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·Â„ÒÚ‚‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ÊË‚ÓÚÌÓÂ Â‡„ËÛÂÚ Ì‡ ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ
ıË˘ÌËÍ‡ ËÎË ‰ÓÏËÌËÛ˛˘Â„Ó ÊË‚ÓÚÌÓ„Ó ÚÓ„Ó ÊÂ ‚Ë‰‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÒÓÒÂ‰‡ – ·ÓÎÂÂ ËÎË ÏÂÌÂÂ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓ-
Ó„Ó ÔË‰ÂÊË‚‡˛ÚÒfl ÊË‚ÓÚÌ˚Â ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ÔË ‰‚ËÊÂÌËË ‚ Ó‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË
‚ ÒÓÒÚ‡‚Â ·ÓÎ¸¯Ëı „ÛÔÔ (Ú‡ÍËı, Í‡Í ÍÓÒflÍË ˚·, ÒÚ‡Ë ÔÚËˆ). åÂı‡ÌËÁÏ ‡ÎÎÂÎÓÏË-
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ("‰ÂÎ‡È Ú‡Í, Í‡Í ÒÓÒÂ‰") ÒÔÓÒÓ·ÒÚ‚ÛÂÚ ÒÓı‡ÌÂÌË˛ ˆÂÎÓÒÚ-
ÌÓÒÚË ÒÚÛÍÚÛ˚ „ÛÔÔ˚ Ë ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÚ¸ Í‡ÊÛ˘ËÂÒfl ‡ÁÛÏÌ˚ÏË „ÛÔÔÓ-
‚˚Â Ï‡ÌÂ‚˚ ÛÍÎÓÌÂÌËfl ÔË ÔÓfl‚ÎÂÌËË ıË˘ÌËÍÓ‚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚flÁË Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Á‚ÛÍÓ‚ (‚ÍÎ˛˜‡fl ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÛ˛ Â˜¸) –
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ÔËÌËÏ‡˛˘ËÈ ÏÓÊÂÚ ÛÒÎ˚¯‡Ú¸ ÒË„Ì‡Î; ÊË-
‚ÓÚÌ˚Â ÏÓ„ÛÚ ÏÂÌflÚ¸ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÒË„Ì‡Î‡ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ Û‰‡ÎÂÌËfl ÔËÌËÏ‡˛˘Â„Ó
‰Îfl Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl ÔÂÂ‰‡˜Ë ÒË„Ì‡Î‡

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ·ÂÂ„‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ÔÓ·ÂÂÊ¸fl, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÂ, Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl
ËÁÛ˜ÂÌËfl ÒÓÒÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌËÈ ÏÂÒÚ ‚˚·‡Ò˚‚‡ÌËfl ÍËÚÓ‚ Ì‡ ÏÂÎ¸ ËÁ-Á‡ ËÒÍ‡ÊÂÌÌÓÈ
˝ıÓÎÓÍ‡ˆËË, ‡ÌÓÏ‡ÎËÈ Ï‡„ÌËÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ë Ú.Ô.

ÑËÒÚ‡ÌˆËÓÌÌ˚È ÙÂÓÏÓÌ – ‡ÒÚ‚ÓËÏÓÂ (Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÏÓ˜Â) Ë/ËÎË ËÒÔ‡flÂÏÓÂ
‚Â˘ÂÒÚ‚Ó, ËÒÔÛÒÍ‡ÂÏÓÂ ÊË‚ÓÚÌ˚Ï ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÎ¸Ù‡ÍÚÓÌÓ„Ó ıËÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Á‰‡-
ÊËÚÂÎfl (ÏÂÚÍË) ‰Îfl ÔÓ‰‡˜Ë ÒË„Ì‡ÎÓ‚ (ÚÂ‚Ó„Ë, ÒÂÍÒÛ‡Î¸Ì˚ı Ì‡ÏÂÂÌËÈ, ÔËÏ‡ÌÍË
ÊÂÚ‚˚, ÛÁÌ‡‚‡ÌËfl Ë Ú.Ô.) ‰Û„ËÏ ÓÒÓ·flÏ ˝ÚÓ„Ó ÊÂ ‚Ë‰‡. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÌÂ„Ó ÍÓÌÚ‡-
ÍÚÌ˚È ÙÂÓÏÓÌ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚Â˘ÂÒÚ‚ÓÏ ÌÂ‡ÒÚ‚ÓËÏ˚Ï Ë ÌÂËÒÔ‡fl˛˘ËÏÒfl; ÓÌ ÔÓ-
Í˚‚‡ÂÚ ÚÂÎÓ ÊË‚ÓÚÌÓ„Ó Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓÈ ÏÂÚÍÓÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÎÓ¯‡‰ËÌ˚ı ÒÍ‡˜Í‡ı
ç‡ ÎÓ¯‡‰ËÌ˚ı ÒÍ‡˜Í‡ı ÍÓÔÛÒ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ÌÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ ‰ÎËÌ˚ ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡-

˜ÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÒÓÔÂÌËÍ‡ÏË (Ì‡ ÎÓ‰Ó˜Ì˚ı „ÓÌÍ‡ı ÏÂÓÈ ‰ÎËÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÔÛÒ ÎÓ‰ÍË).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÒÍ‡˜Í‡ı ËÁÏÂfl˛ÚÒfl ‚ ‰ÎËÌ‡ı ÍÓÔÛÒ‡ ÎÓ¯‡‰Ë, Ú.Â. ÓÍÓÎÓ 8 ÙÛÚÓ‚
(2,44 Ï). èÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚Ó Ì‡ ÙËÌË¯Â ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ ÍÓÔÛÒ‡ı, Ì‡˜ËÌ‡fl ÓÚ ÔÓÎÓ‚ËÌ˚
ÍÓÔÛÒ‡ ‰Ó 20 ÍÓÔÛÒÓ‚; ÍÓÔÛÒ Ó·˚˜ÌÓ ÔË‡‚ÌË‚‡˛Ú Í ‚ÂÏÂÌÌÓÏÛ ËÌÚÂ‚‡ÎÛ
‚ 0,2 Ò. ÅÓÎÂÂ ÏÂÎÍËÏË ‰ÎËÌ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÓÚÍ‡fl „ÓÎÓ‚‡, „ÓÎÓ‚‡ ËÎË ¯ Â fl.
èËÏÂÌflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÏÂ‡ ÛÍ‡, Ú.Â. 4 ‰˛ÈÏ‡ (10,2 ÒÏ), ÍÓÚÓÛ˛ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ‰Îfl ËÁ-
ÏÂÂÌËfl ‚˚ÒÓÚ˚ ÎÓ¯‡‰ÂÈ.

ÑËÒÚ‡ÌˆËË ‚ ÚË‡ÚÎÓÌÂ
ëÓÂ‚ÌÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÊÂÎÂÁÌÛ˛ ‰ËÒÚ‡ÌˆË˛ (‚ÔÂ‚˚Â ÔÓ‚Â‰ÂÌ˚ Ì‡ É‡‚‡Èflı ‚ 1978 „.)

‚ÍÎ˛˜‡˛Ú 3,86 ÍÏ ÔÎ‡‚‡ÌËfl ÔÓ ÓÚÍ˚ÚÓÈ ‚Ó‰Â, 180 ÍÏ ‚ÂÎÓ„ÓÌÍË Ë 42,2 ÍÏ ·Â„‡
(Ï‡‡ÙÓÌÒÍ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl).

åÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì‡fl ÓÎËÏÔËÈÒÍ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl (ÔÂ‚˚Â ÒÓÂ‚ÌÓ‚‡ÌËfl ÒÓÒÚÓflÎËÒ¸ Ì‡
éÎËÏÔËÈÒÍËı à„‡ı ‚ ëË‰ÌÂÂ ‚ 2000 „.) ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ 1,5 ÍÏ ÔÎ‡‚‡ÌËfl (ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
ÏËÎfl), 40 ÍÏ ‚ÂÎÓ„ÓÌÍË Ë 10 ÍÏ ·Â„‡.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÊÂ ÒÔËÌÚÂÒÍ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl (750 Ï ÔÎ‡‚‡ÌËfl, 20 ÍÏ ‚ÂÎÓ„ÓÌÍË Ë
5 ÍÏ ·Â„‡) Ë ‰ÎËÌÌ‡fl ‰ËÒÚ‡ÌˆËfl (3 ÍÏ ÔÎ‡‚‡ÌËfl, 80 ÍÏ ‚ÂÎÓ„ÓÌÍË Ë 20 ÍÏ ·Â„‡).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ¯‡·‡Ú‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ¯‡·‡Ú‡ (ËÎË ‡‚‚ËÌÒÍÓÈ ÏËÎÂÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‚ 2000 Ú‡ÎÏÛ-

‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÛ·ËÚÓ‚ (1120,4 Ï), ‡ÁÂ¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Á‡ ÔÂ‰ÂÎ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÂÛ˛-
˘ÂÏÛ Â‚Â˛ Á‡ÔÂ˘‡ÂÚÒfl ‚˚ıÓ‰ËÚ¸ ‚ ‰ÂÌ¸ ¯‡·‡Ú‡.

ÑÛ„ËÏË Ú‡ÎÏÛ‰Ë˜ÂÒÍËÏË ÏÂ‡ÏË ‰ÎËÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl: ÒÛÚÓ˜Ì˚È ÔÂÂıÓ‰, Ô‡Ò‡ Ë
ÒÚ‡‰Ëfl (40, 4 Ë 0,8 ‡‚‚ËÌÒÍÓÈ ÏËÎË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ), ‡ Ú‡ÍÊÂ Ôfl‰¸, ı‡ÒËÚ, Î‡‰ÓÌ¸,

·ÓÎ¸¯ÓÈ Ô‡ÎÂˆ, ÒÂ‰ÌËÈ Ô‡ÎÂˆ, ÏËÁËÌÂˆ (
1

2
, 

1

3
,  

1

6
,  

1

24
, 

1

30
,  

1

36
 ÓÚ Ú‡ÎÏÛ‰Ë˜ÂÒÍÓ„Ó

ÍÛ·ËÚ‡ ÒÓÓÚ‚ÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ).

É‡Î‡ÍÚÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
É‡Î‡ÍÚÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‚ÂÁ‰˚ – ÂÂ Û‰‡ÎÂÌÌÓÒÚ¸ ÓÚ „‡Î‡ÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó

ˆÂÌÚ‡. É‡Î‡ÍÚÓˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÓÎÌˆ‡ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÍÓÎÓ 8,5 ÍÔÍ, Ú.Â.
27 700 Ò‚. ÎÂÚ.

äÓÒÏË˜ÂÒÍËÈ Ò‚ÂÚÓ‚ÓÈ „ÓËÁÓÌÚ
äÓÒÏË˜ÂÒÍËÈ Ò‚ÂÚÓ‚ÓÈ „ÓËÁÓÌÚ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï‡··Î‡, ‚ÓÁ‡ÒÚ ‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ)

ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛˘ÂÂÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰‡Î¸ÌÓÒÚË: Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ,
ÍÓÚÓÓÂ Ò‚ÂÚ ÔÓ¯ÂÎ Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ ÅÓÎ¸¯Ó„Ó ‚Á˚‚‡, Ì‡˜‡Î‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl
‚ÒÂÎÂÌÌÓÈ. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ÓÌ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ 13–14 Ò‚. ÎÂÚ, Ú.Â. ÓÍÓÎÓ 46 × 1060 ‰ÎËÌ
èÎ‡ÌÍ‡.
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