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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

P
(
z, w,w′, . . . , w(k)

)
= 0, (ADE)

где P — полином относительно независимого комплексного пе-
ременного z, зависимого комплексного переменного w и его про-
изводных w′, . . . , w(k).

Уравнение (ADE) будем называть алгебраическим обыкно-

венным дифференциальным уравнением, отражая алгебраиче-
ское вхождение переменных z, w,w′, . . . , w(k) в его задание.

Локальные свойства обыкновенных дифференциальных урав-
нений в комплексной области устанавливаются посредством клас-
сической теоремы Коши о существовании и единственности голо-
морфного решения (см., например, [15; 106; 110; 171]).

Задача усложняется, когда решения исследуются на всей
комплексной плоскости.

В аналитической теории обыкновенных дифференциальных
уравнений ставятся в некотором смысле обратные задачи. На-
пример, широко известная задача Римана о построении двух ли-
нейных однородных дифференциальных уравнений, коэффициен-
ты которых имеют три полюса первого порядка на конечном рас-
стоянии и четвёртую регулярную особую точку в бесконечности,
по заданным линейным подстановкам в окрестности этих полюсов
(см. [57; 89; 145], где приведена дополнительная библиография).

Иная задача в этом направлении состоит в выделении обык-
новенных дифференциальных уравнений, все решения которых
однозначны в рассматриваемой области. Известно много интерес-
ных и важных результатов по этому направлению (см. [1; 2; 15; 38;
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41; 42; 44; 64; 65; 97; 105; 106; 142; 147; 156; 184; 185]; в этих ра-
ботах можно найти и обширную библиографию).

Вопросы, рассматриваемые в монографии, относятся к зада-
чам следующего характера.

Прежде всего это существование в множестве всех решений
алгебраического дифференциального уравнения (ADE) таких, ко-
торые обладают наперёд заданными свойствами.

Например, существование полиномиальных [34; 37; 52; 72; 74;
77; 78; 87; 93; 99; 128; 129; 137; 144; 154; 155; 157; 158; 168; 169;
172; 183; 186], рациональных [11; 42, 97; 113; 123; 149; 164], целых
трансцендентных [8; 9; 19; 24; 29; 59; 91; 97; 139; 133] и трансцен-
дентных мероморфных [16; 17; 42; 58; 90; 95; 97; 99; 114 – 116;
132; 139; 141; 142; 162; 170; 173] решений у алгебраического диф-
ференциального уравнения.

Наряду с вопросами существования решений специальных
видов ставятся и решаются задачи о свойствах этих решений.

Так, если решение w : C → C является целой трансцендент-
ной функцией, то в первую очередь определяются его характери-
стики роста: порядок и тип [8; 9; 19; 29; 33; 37; 91; 92; 133; 194 –

202] если решение w : C → C является полиномом, то определя-
ются его степень и коэффициент старшего члена [6; 7; 21; 26; 37;
52; 67; 71; 72; 75; 76; 79; 81; 82; 85 – 87; 127; 129; 130; 135; 136;
140; 146; 153; 160; 163; 179; 180; 182; 190 – 192; 259].

Для ссылок на формулы (теоремы, леммы и т.д.) будем ис-
пользовать записи (k.l), (k.l.m) и (k.l.m.n) (k.l, k.l.m и k.l.m.n),
в которых k — номер формулы (теоремы, леммы и т.д.), l — но-
мер пункта, m — номер параграфа, n — номер главы. При этом
введение считаем нулевой главой.
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АСИМПТОТИКА
ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ

Рост полинома комплексного переменного в окрестности бес-
конечно удалённой точки характеризуется его степенью. В этой
связи удобно использовать следующие понятия.

Из двух членов полинома считается тот выше, у которого по-
казатель степени больше.

Если все члены полинома расположены в таком порядке, что
каждый следующий член ниже предыдущего, то будем говорить,
что члены этого полинома расположены лексикографически. Тот
член, который при этом стоит на первом месте, назовём высшим
членом полинома.

Показатель степени высшего члена полинома является степе-
нью этого полинома, а значит, он определяет рост полинома.

Асимптотическими характеристиками полинома являются его
степень и коэффициент высшего члена этого полинома.

Например, полином n-й степени комплексного переменного
z над полем комплексных чисел C с лексикографическим распо-
ложением членов имеет вид

P : z → pnzn + pn−1z
n−1 + . . . + p0 , ∀z ∈ C,

где pi, i = 0, n , — комплексные числа, pn 6= 0.
Степень deg P (z) = n и ненулевой коэффициент pn высшего

члена pnzn являются асимптотическими характеристиками этого
полинома.

Постоянная функция

P : z → p0 , ∀z ∈ C, (p0 ∈ C)

является полиномом нулевой степени, а нулевая функция

P : z → 0, ∀z ∈ C,

называется нулевым полиномом (или нуль-полиномом).
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§ 1. Особые и неособые степени
полиномиальных решений

1. Алгебраические дифференциальные
уравнения высших порядков

Алгебраическое дифференциальное уравнение высшего по-
рядка (ADE) запишем в виде

N∑

i=0

Bµi
(z)

si∏

k=1

(
w

(
l
ki

))ν
ki

= 0, (1)

где µi, l
ki

и ν
ki

, ki = 1, si , i = 0, N , есть целые неотрицатель-

ные числа, а коэффициенты Bµi
, i = 0, N, — полиномы с лекси-

кографическим расположением членов

Bµi
: z → βiz

bi
+ . . . , ∀z ∈ C, βi 6= 0, i = 0, N . (2)

Для каждого члена

Bµi
(z)

si∏

k=1

(
w

(
l
ki

))ν
ki

(3)

уравнения (1), выделенного по зависимому переменному и его про-
изводным, установим следующие характеристики: числа

κ
i
=

si∑

k=1

ν
ki

, m
i
=

si∑

k=1

l
ki

ν
ki

,

n
i
= b

i
−m

i
, l

i
= max

k=1,si

{
l
ki

}

соответственно назовём размерностью, относительным ве-
сом, абсолютным весом, порядком i-го члена (3) алгебраиче-
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ского дифференциального уравнения (1).
Заметим, что число

l = max
{
l0 , . . . , lN

}

является порядком дифференциального уравнения (1).
Числа

d = min
{
κ0 , . . . , κN

}
и d = max

{
κ0 , . . . , κN

}

соответственно будем называть минимальной и максимальной
размерностями членов уравнения (1).

Члены алгебраического дифференциального уравнения с ми-
нимальной размерностью назовём минорирующими, а с макси-
мальной размерностью — доминирующими.

2. Неособые степени
полиноминальных решений

Будем считать, что полиномиальное решение алгебраическо-
го дифференциального уравнения (1.1) имеет следующее лексико-
графическое расположение членов:

w : z → αmzm + αm−1z
m−1 + . . . + α0 , ∀z ∈ C, (1)

где αj ∈ C, j = 0,m , αm 6= 0, m ∈ N0 , N0 = N ∪ {0}.
Требование αm 6= 0 исключает из рассмотрения нулевое по-

линомиальное решение, что весьма удобно для дальнейших рас-
суждений.

Если полином (1) подставить в i-й член (3.1) дифференци-
ального уравнения (1.1), то получим либо тождественный нуль
(когда порядок члена li > m), либо полином с лексикографиче-
ским представлением

βiα
κi
m

si∏

k=1

((
m

l
ki

)
l
ki

!

)ν
ki

z
κim+ni

+ . . . , ∀z ∈ C, (m > li). (2)

Высший член полинома (2) имеет показатель степени κim+ni
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и коэффициент βiα
κi
m

si∏
k=1

(( m

l
ki

)
l
ki

!
)ν

ki .

Определение 1. Функцию

Si : m → κim + ni, ∀m ∈ N0, m > li, (3)

назовём функцией степени i-го члена (3.1) алгебраическо-
го дифференциального уравнения (1.1).

Наряду с функцией натурального аргумента (3) для i-го члена
(3.1) будем рассматривать и функцию двух переменных

Ki : (m,αm) → βiα
κi
m

si∏

k=1

((
m

l
ki

)
l
ki

!

)ν
ki

(4)

с множеством определения

DKi = {(m,αm) : m ∈ N0 , m > li, αm ∈ C\{0}}.

Определение 2. Функцию (4) назовём функцией коэф-
фициента i-го члена (3.1) алгебраического дифференциаль-
ного уравнения (1.1).

По мере необходимости будем оперировать функциями:

K̃i : m → K̃i(m), ∀m ∈ N0 , m > li; (5)

∗
Ki : (m,αm) →

∗
Ki (m,αm), ∀(m,αm) ∈ D(Ki); (6)

K̂i : m → K̂i(m), ∀m ∈ N0 , m > li, (7)

которые построены на основании функции степени (4) соответ-
ственно по формулам:

ακi
m K̃i(m) = Ki(m,αm), ∀m ∈ N0 , m > li, ∀αm ∈ C\{0};

βi

∗
Ki (m) = Ki(m,αm), ∀m ∈ N0 , m > li, ∀αm ∈ C\{0};

βiα
κi
m K̂i(m) = Ki(m,αm), ∀m ∈ N0 , m > li, ∀αm ∈ C\{0}.
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Функция степени (3), функция коэффициента (4), а также
функции (5) – (7), зависят от натурального аргумента m, кото-
рый не меньше порядка li члена (3.1) уравнения (1.1).

Пусть

` = min
i=0,N

{li}.

Тогда при ` > 0 любой полином степени m < ` является
решением дифференциального уравнения (1.1). Такие полиномы-
решения алгебраического дифференциального уравнения (1.1) бу-
дем называть тривиальными полиномиальными решениями.

Поэтому ставится задача нахождения нетривиальных полино-
миальных решений, то есть, решений дифференциального уравне-
ния (1.1) в виде полиномов (1) степени m > `.

Лемма 1 (необходимый признак существования полиноми-
ального решения). Если число mt > ` является степенью

полиномиального решения (1) алгебраического дифференци-
ального уравнения (1.1), то хотя бы у двух членов это-
го дифференциального уравнения функции степени в точ-
ке m = mt имеют равные значения, причём эти значе-

ния должны быть наибольшими среди значений всех функ-
ций степени в этой точке.

Доказательство. Если бы значение функции степени в точке
m = mt при mt > ` только одного члена (3.1) уравнения (1.1)
было наибольшим среди возможных значений функций степени в
этой точке, то при подстановке полинома (1) в уравнение (1.1) оно
обращалось бы в тождество на поле C лишь при условии, что зна-
чение функции коэффициента (4) этого члена при m = mt рав-
но нулю. То есть, существует такое ненулевое комплексное число
αm, что Ki(mt, αmt) = 0.

Однако у функции (7) значение K̂i(mt) 6= 0, а также коэф-
фициенты αmt 6= 0 и βi 6= 0. Поэтому значение функции коэф-
фициента Ki(mt, αmt) 6= 0, ∀αmt ∈ C\{0}.

Пример 1. У алгебраического дифференциального уравнения

(z + 2)(w′)2 − ww′ − w4 + (z + 2)4 = 0 (8)

9



П. 2, § 1, гл. I Особые и неособые степени полиномиальных решений В.Н. Горбузов

порядки членов l
0

= l
1

= 1, l
2

= l
3

= 0.

Дифференциальное уравнение (8) не имеет тривиальных полиноми-
альных решений, так как число ` = min{1, 0} = 0.

Непосредственной подстановкой убеждаемся, что нулевой полином
не является решением уравнения (8).

Чтобы установить наличие нетривиальных полиномиальных реше-
ний у уравнения (8), составим функции степени его членов:

Sτ : m → 2m− 1, ∀m ∈ N, τ = 0, τ = 1;

S2 : m → 4m, ∀m ∈ N0 ; S3 : m → 4, ∀m ∈ N0 .

Среди функций степени Si, i = 0, 3 , существуют такие, которые
принимают равные наибольшие значения лишь при одном целом неот-
рицательном числе m = 1:

S
2
(1) = S

3
(1) = 4 > S

0
(1) = S

1
(1) = 1.

Следовательно, полиномиальные решения уравнения (8), если они
существуют, являются полиномами первой степени.

Непосредственной подстановкой в дифференциальное уравнение
(8) полинома w : z → α

1
z + α

0
, ∀z ∈ C, (α

1
6= 0) устанавливаем, что

это уравнение имеет четыре полиномиальных решения:

w1 : z → z + 2, ∀z ∈ C; w2 : z → − z − 2, ∀z ∈ C;

w3 : z → (z + 2)i, ∀z ∈ C; w4 : z → − (z + 2)i, ∀z ∈ C.

Определение 3. Полиномиальное решение (1) степени mt

алгебраического дифференциального уравнения (1) назовём
полиномиальным решением с особой степенью, если

Sp0
(mt) = Sp1

(mt) = . . . = Spr
(mt) > Spη

(mt),

(9)
κp0

= κp1
= . . . = κpr

, 0 < r 6 N,

где η — любое число из множества {r + 1, . . . , N} такое,

что у pη -го члена уравнения (1.1) порядок lpη
6 mt.

Тогда полиномиальное решение (1) с неособой степенью
deg w(z) = mt уравнения (1.1) характеризуется тем, что хотя бы
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два члена (3.1) этого уравнения имеют неравные размерности, в
то время как значения их функций степени в точке m = mt рав-
ны между собой и не меньше значений функций степени в этой же
точке всех остальных членов уравнения.

Очевидно, что только для нетривиальных полиномиальных
решений речь может идти об особых и неособых степенях.

Говоря о том, является ли (1) при m = mt полиномиаль-
ным решением с особой или неособой степенью, учитывается, что
оперируем понятием функции степени. А значит, в рассуждениях
участвуют лишь те члены (3.1), порядки li которых меньше или
равны рассматриваемому mt.

Исходя из понятия неособой степени и того, что функции сте-
пени хотя бы двух членов уравнения (1.1) должны иметь одинако-
вые значения, устанавливаем, что справедлива

Теорема 1. Неособые степени полиномиальных решений
дифференциального уравнения (1.1) содержатся в наборе

{imj}, i, j ∈ {0, 1, . . . , N}, i 6= j, (10)

где

imj =
ni − nj

κj − κi
, i, j ∈ {0, 1, . . . , N}, i 6= j,

причём в набор (10) входят лишь те целые неотрицательные
числа, которые удовлетворяют неравенству

imj > max{li, lj},

и составляется этот набор на основании всех тех членов
уравнения (1.1), у которых попарно не равны размерности,
т.е. κi 6= κj, i, j = 0, N , i 6= j.

Учитывая, что значения функций степени при m = mt хотя
бы для двух членов уравнения (1.1) с неравными размерностями
должны не только совпадать, но и быть наибольшими, в силу тео-
ремы 1 заключаем, что имеет место

Теорема 2 (необходимый признак существования полиноми-
ального решения с неособой степенью). Для того чтобы число
mt из набора (10) было неособой степенью полиномиально-
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го решения (1) уравнения (1.1), необходимо существование
f + 1, 0 < f 6 N, членов у этого уравнения со свойством

Sτ0
(mt) = Sτ1

(mt) = . . . = Sτ
f
(mt) > Sτε

(mt), (11)

где ε — любое число из множества {f + 1, . . . , N} такое,

что у τε -го члена уравнения (1.1) порядок lτε
6 mt, причём

должны существовать хотя бы два члена у уравнения (1.1)
с номерами τ0 , τ1 , . . . , τf

, у которых размерности не равны.

Таким образом, для нахождения неособых степеней полино-
миальных решений (1) алгебраического дифференциального урав-
нения (1.1) необходимо последовательно выполнить операции:

1) составить набор чисел (10), описанный в теореме 1;
2) отобрать из набора (10) те числа, которые удовлетворяют

условию (11) из теоремы 2.

Пример 2 (продолжение примера 1). По характеристикам членов
алгебраического дифференциального уравнения (8):

κ
0

= 2, κ
1

= 2, κ
2

= 4, κ
3

= 0; m
0

= 2, m
1

= 1, m
2

= 0, m
3

= 0;

b
0

= 1, b
1

= 0, b
2

= 0, b
3

= 4; n
0

= − 1, n
1

= − 1, n
2

= 0, n
3

= 4

находим:

0m2 =
−1− 0

4− 2
= − 1

2
= 2m0; 0m3 =

−1− 4

0− 2
=

5

2
= 3m0;

1m2 =
−1− 0

4− 2
= − 1

2
= 2m1; 1m3 =

−1− 4

0− 2
=

5

2
= 3m1;

2m3 =
0− 4

0− 4
= 1 = 3m2.

Тогда набор (10) для уравнения (8) является одноэлементным мно-
жеством {1}.

Следовательно, каждое полиномиальное решение дифференциаль-
ного уравнения (8), построенное в примере 1, является полиномиальным
решением с неособой степенью.

12
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3. Особые степени
полиноминальных решений

Пусть дифференциальное уравнение (1.1) имеет полиноми-
альное решение (1.2) с особой степенью m = mt.

Тогда в соответствии с определением 1.2 в уравнении (1.1)
должно содержаться h + 1, 1 6 h 6 N, членов со свойством

κτ0
= κτ1

= . . . = κτ
h
, nτ0

= nτ1
= . . . = nτ

h
,

(1)
Sτ

h
(mt) > Sτη

(mt), 1 6 h 6 N,

где η — любое число из множества {h + 1, . . . , N} такое, что у
τη -го члена уравнения (1.1) порядок lτη

6 mt.

Степень mt в этом случае является корнем хотя бы одного из
уравнений

s∑

ξ=0

K̃τp
ξ
(m) = 0, s = 1, h , p

ξ
= 0, h , p

ξ
6= p

ζ
, ξ 6= ζ. (2)

Следовательно, справедлива
Теорема 1 (необходимый признак существования полиноми-

ального решения с особой степенью). Если число mt является
особой степенью полиномиального решения (1.2) уравнения
(1.1), то выполняются соотношения (1) и число mt будет
корнем хотя бы одного из уравнений (2).

В дифференциальном уравнении (1.1) сгруппируем члены по
признаку равенства размерностей. С этой целью множество ин-
дексов {µ0 , . . . , µN

} представим дизъюнктивным объединением

{µ0 , . . . , µN
} =

k⊔
r=0

{
µr

τ0
, . . . , µr

τ
hr

}
, исходя из того, что у членов

с номерами µr
τ0

, . . . , µr
τ
hr

размерности κ
r
τ0

= . . . = κ
r
τ
hr

. При

этом r = 0, k , 1 6 hr 6 N,
k∑

r=0
hr = N − k.

Тогда в соответствии с теоремой 1 получаем

13
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Следствие 1. Особые степени полиноминальных решений
(1.2) дифференциального уравнения (1.1) содержатся в мно-
жестве целых неотрицательных чисел, являющихся корнями
хотя бы одного из уравнений

sr∑

ξ=0

K̃r
τp

ξ

(m) = 0, (3)

где r = 0, k , sr = 1, hr , p
ξ

= 0, hr , p
ξ
6= p

ζ
, ξ 6= ζ, 1 6 hr 6 N,

построенных на основании функций (5.2) тех членов уравне-
ния (1.1), у которых равны размерности:

κ
r
τ0

= . . . = κ
r
τ
hr

, r = 0, k , 1 6 hr 6 N,

k∑

r=0

hr = N − k. (4)

Для полиномиальных решений с особой степенью m = mt

должны выполняться условия (1).
Тогда согласно следствию 1 имеет место
Теорема 2. Особые степени полиномиальных решений

(1.2) уравнения (1.1) содержатся в множестве целых неот-
рицательных чисел, являющихся корнями хотя бы одного из
уравнений (3), построенных на основании функций (5.2) тех
членов (3.1) уравнения (1.1), для которых

κ
r
τ0

= . . . = κ
r
τ
hr

, nr
τ0

= . . . = nr
τ
hr

, r = 0, k , 1 6 hr 6 N. (5)

Сравнивая условия (1) и (5), заключаем
Теорема 3. Если целый неотрицательный корень mt од-

ного из уравнений (3) при условиях (5) является особой сте-
пенью полиномиального решения (1.2) уравнения (1.1), то су-
ществует такое число r и оно единственное, что

Sr
τ0

(mt) = . . . = Sr
τ
hr

(mt) > Sη(mt), (6)

при любом η ∈
{
µ0 , . . . , µN

}
\
{
µr

τ0
, . . . , µr

τ
hr

}
.

14
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Каждое из уравнений (3) может иметь целые неотрицательные
корни, которые не являются особыми степенями полиномиальных
решений.

Уравнения (3) составлены простым перебором при выполне-
нии условий (5).

Кроме того, зачастую легче проверить, является ли то или
иное число mt корнем уравнения, чем найти все его корни.

Эти особенности можно учесть, если ввести в рассмотрение
порядки li тех членов уравнения (1.1), на основании которых по-
строены равенства (3).

Не нарушая общности рассуждений, будем считать, что пер-
вые h + 1 членов уравнения (1.1) обладают свойством

κ0 = . . . = κ
h
6= κη, η = h + 1, N , 1 6 h 6 N,

(7)
n0 = . . . = n

λ
> n

δ
, δ = λ + 1, h , 1 6 λ 6 h.

Если в уравнении (1.1) нет членов, характеристики которых
связаны соотношениями (7), то в силу определения 1.2 это урав-
нение не имеет полиномиальных решений с особыми степенями.

В зависимости от порядков l0 , . . . , lh первые h + 1 членов
уравнения (1.1) со свойством (7) разделим на классы:

класс 1. l
p0
0

= . . . = l
p0
q0

= l0 ;

класс 2. l
p1
0

= . . . = l
p1
q1

= l1 ; . . . ;

класс v + 1. l
pv
0

= . . . = l
pv
qv

= lv, l0 < . . . < lv ,

v∑

θ=0

q
θ

= λ− v.

Особые степени решений (1.2) уравнения (1.1) на основании
h + 1 членов со свойством (7) будем находить путём последова-
тельного выполнения следующих шагов.

Шаг 1. При q0 > 1 составляем уравнение

q0∑

i=0

K̃
p0

i

(m) = 0. (8)
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Проверяем, являются ли корнями уравнения (8) числа m0
t та-

кие, что l0 6 m0
t

< l1 .

Особыми степенями могут быть лишь те корни mt уравнения
(8), которые (согласно теореме 3) удовлетворяют условиям

S
p0
0

(mt) = . . . = S
p0
q0

(mt) > Sη (mt), η = h + 1, N . (9)

Отметим, что числа m < l0 не могут быть особыми степенями
полиномиальных решений (1.2), полученных на основании первых
λ+1 членов уравнения (1.1), ибо в этом случае первые λ+1 чле-
нов обращаются в тождественный нуль.

В принципе, числа m < l0 для уравнения (1.1) могут быть
особыми степенями полиномиальных решений (1.2), но они бу-
дут доставляться другими комплексами членов уравнения (1.1) со
свойством, аналогичным свойству (7), в том числе для членов с но-
мерами δ ∈ {λ + 1, . . . , h}.

При q0 = 0 шаг 1 отпадает, поскольку равенство (8) в этом
случае не имеет смысла, что следует из задания функций (5.2).

Шаг 2. Составляем уравнение

q0∑

i=0

K̃
p0

i

(m) +

q1∑

i=0

K̃
p1

i

(m) = 0. (10)

Проверяем, являются ли корнями уравнения (10) числа m1
t

такие, что l1 6 m1
t

< l2 .

Лишь те корни m1
t

уравнения (10) могут быть особыми степе-
нями решений (1.2), которые (теорема 3) удовлетворяют условиям

S
p0
0

(
m1

t

)
= . . . = S

p0
q0

(
m1

t

)
= S

p1
0

(
m1

t

)
= . . . =

= S
p1
q1

(
m1

t

)
> Sη

(
m1

t

)
, η = h + 1, N .

Аналогичным образом продолжаем рассуждения до v-го ша-
га включительно.
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Шаг v + 1. Составляем уравнение

λ∑

i=0

K̃i(m) = 0. (11)

Находим целые неотрицательные корни mv
t

уравнения (11)
такие, что mv

t
> lv .

Особыми степенями решений (1.2) могут быть лишь те кор-
ни mv

t
уравнения (11), которые (в силу теоремы 3) удовлетворяют

условиям

S0

(
mv

t

)
= . . . = S

λ

(
mv

t

)
> Sη

(
mv

t

)
, η = h + 1, N .

Выделив все возможные наборы членов уравнения (1.1) со
свойством, аналогичным свойству (7), и для каждого набора про-
делав последовательно указанные шаги, находим множество чи-
сел, в котором содержатся все особые степени.

Пример 1 (продолжение примеров 1.2 и 2.2). Проверим наличие у
дифференциального уравнения (8.2) полиномиальных решений с особой
степенью.

В дифференциальном уравнении (8.2) только нулевой и первый чле-
ны имеют одинаковые размерности κ

0
= κ

1
= 2 и равные абсолютные

веса n0 = n1 = − 1 (выполняются условия теоремы 2).

Поскольку порядки l
0

= l
1

= 1, то особые степени надо искать в
множестве натуральных корней уравнения (8):

m2 −m = 0 ⇐⇒ m(m− 1) = 0.

Стало быть, особой степенью может быть только m0
t

= 1.

Однако не выполняются условия (9):

S
0
(1) = S

1
(1) > Sη (1), η = 2, η = 3,

так как

S
0
(1) = S

1
(1) = 1, а S

2
(1) = S

3
(1) = 4.

Следовательно, у уравнения (8.2) нет полиномиальных решений с
особой степенью.
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Пример 2. Укажем необходимые условия наличия полиноми-
альных решений у алгебраического дифференциального уравнения

P
04

(z)w(V II)w(V I)w′ + P
13

(z)w(V II)(w′′′)2 + P
21

(z)w(V III)w′′′w ′′+

+ P
32

(z)w(V III)w(IV )w + P
45

(z)w(X)w(V )w + (12)

+ P
54

(z)w(X)(w′′)2 + P
61

(z)w(IV )w + P
74

(z)w(XV )
(
w(V )

)3
= 0,

где P
ij

— полиномы с лексикографическим расположением членов

P
ij

(z) = β
ij

z
j

+ . . . , ∀z ∈ C, β
ij
6= 0, i = 0, 7 . (13)

Уравнение (12) состоит из восьми членов с порядками

l0 = l1 = 7, l2 = l3 = 8, l4 = l5 = 10, l6 = 4, l7 = 15.

Число

l = max
i=0,7

{li} = max{7, 8, 10, 4, 15}= 15

определяет порядок уравнения (12).
Число

` = min
i=0,7

{li} = min{7, 8, 10, 4, 15}= 4.

Тогда любые полиномы степеней 0, 1, 2 и 3 будут тривиальным по-
линомиальным решением уравнения (12).

В дифференциальном уравнении (12) только один член имеет наи-
меньший порядок ` = l

6
= 4 и нет членов порядков 5 и 6.

Поэтому у уравнения (12) нет полиномиальных решений четвёртой,
пятой и шестой степеней.

Полином седьмой степени является решением уравнения (12) тогда
и только тогда, когда он является решением уравнения

P
04

(z)w(V II)w(V I)w′ + P
13

(z)w(V II)(w ′′′)2 + P
61

(z)w(IV )w = 0 (14)

с коэффициентами (13) при i = 0, i = 1, i = 6.
Для уравнения (14) характеристики:

κ
0

= 3, κ
1

= 3, κ
2

= 2, m
0

= 14, m
1

= 13, m
2

= 4,

b
0

= 4, b
1

= 3, b
2

= 1, n
0

= − 10, n
1

= − 10, n
2

= − 3.

18



В.Н. Горбузов Особые и неособые степени полиномиальных решений П. 3, § 1, гл. I

Число

0m2 =
− 10− (−3)

2− 3
= 7,

а функции степени при m = 7 принимают равные значения:

S
0
(7) = S

1
(7) = S

2
(7) = 11.

Следовательно, выполняются условия теоремы 2.2, и число 7 может
быть неособой степенью полиномиальных решений уравнения (14), а
значит, и уравнения (12).

Поскольку абсолютные веса n
0

= n
1

= − 10, а функции степени
Si(7) = 11, i = 0, 2 , то выполняются условия (5), но не выполняются
им соответствующие условия (6).

Стало быть, число 7 не является особой степенью полиномиальных
решений как уравнения (14), так и уравнения (12).

Непосредственно из уравнения (14) находим, что если m = 7 будет
неособой степенью полиномиального решения (1.2) уравнения (12), то
коэффициент α

7
его высшего члена является корнем уравнения

2333725(4β
04

+ 5β
13

)α
7

+ β
61

= 0.

Ввиду того, что уравнение (12) имеет члены порядка l
2

= l
3

= 8,

не имеет членов порядка девять и имеет члены порядка l
4

= l
5

= 10,

полиномы восьмой и девятой степеней будут решениями уравнения (12)
тогда и только тогда, когда они являются решениями уравнения

P
04

(z)w(V II)w(V I)w′ + P
13

(z)w(V II)(w′′′)2 +
(15)

+ P
21

(z)w(V III)w′′′w′′ + P
32

(z)w(V III)w(IV )w + P
61

(z)w(IV )w = 0

с коэффициентами (13) при i = 0, 3 и i = 6.

Для уравнения (15) характеристики:

κ
0

= 3, κ
1

= 3, κ
2

= 3, κ
3

= 3, κ
4

= 2,

m
0

= 14, m
1

= 13, m
2

= 13, m
3

= 12, m
4

= 4,

b
0

= 4, b
1

= 3, b
2

= 1, b
3

= 2, b
4

= 1,

n
0

= − 10, n
1

= − 10, n
2

= − 12, n
3

= − 10, n
4

= − 3.
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Функции степени членов уравнения (15)

Sτ : m → 3m− 10, ∀m ∈ N, m > 7, τ = 0, τ = 1,

S
2
: m → 3m− 12, S

3
: m → 3m− 10, ∀m ∈ N, m > 8,

S
4
: m → 2m− 3, ∀m ∈ N, m > 4,

при m = 8 и m = 9 принимают значения такие, что

S
θ
(8) = 14 > S

4
(8) = 13 > S

2
(8) = 12, θ = 0, θ = 1, θ = 3,

S
θ
(9) = 17 > S

λ
(9) = 15, θ = 0, θ = 1, θ = 3, λ = 2, λ = 4.

В уравнении (15) члены с номерами 0,1 и 3 имеют равные размер-
ности: κ

0
= κ

1
= κ

3
= 3.

В соответствии с определением 3.2 уравнение (15) и, следовательно,
уравнение (12) не имеют полиномиальных решений с неособыми сте-
пенями m = 8 и m = 9.

Для уравнения (15) выполняются условия (7):

κ
0

= . . . = κ
3

= 3 6= κ
4

= 2, n
0

= n
1

= n
3

= − 10 > n
2

= − 12,

и условия (6) при m
t

= 8 и m
t

= 9.
Поэтому в соответствии с теоремой 3, если числа 8 и 9 являются

особыми степенями полиномиальных решений уравнения (12), то они
будут корнями уравнения

β
04

m4 + (β
13
− 12β

04
)m3 + (47β

04
− 3β

13
+ β

32
)m2+

+2(β
13
− 30β

04
− 5β

32
)m + 21β

32
= 0.

Уравнение (12) имеет члены порядка l
4

= l
5

= 10, не имеет членов
порядков 11, 12, 13, 14 и имеет член порядка l

7
= 15.

Следовательно, полиномы степеней 10, 11, 12, 13 и 14 являются
решениями уравнения (12) тогда и только тогда, когда они являются
решениями алгебраического дифференциального уравнения

P
04

(z)w(V II)w(V I)w′ + P
13

(z)w(V II)(w′′′)2 +

+ P
21

(z)w(V III)w′′′w′′ + P
32

(z)w(V III)w(IV )w + (16)

+ P
45

(z)w(X)w(V )w + P
54

(z)w(X)(w′′)2 + P
61

(z)w(IV )w = 0
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с коэффициентами (13) при i = 0, 6 .

Для уравнения (16) характеристики:

κ
0

= 3, κ
1

= 3, κ
2

= 3, κ
3

= 3, κ
4

= 3, κ
5

= 3, κ
6

= 2;

m
0

= 14, m
1

= 13, m
2

= 13, m
3

= 12, m
4

= 15, m
5

= 14, m
6

= 4;

b
0

= 4, b
1

= 3, b
2

= 1, b
3

= 2, b
4

= 5, b
5

= 4, b
6

= 1;

n
0

= − 10, n
1

= − 10, n
2

= − 12, n
3

= − 10,

n
4

= − 10, n
5

= − 10, n
6

= − 3.

Функции степени членов уравнения (16)

Sτ : m → 3m− 10, ∀m ∈ N, m > 7, τ = 0, τ = 1,

S
2
: m → 3m− 12, S

3
: m → 3m− 10, ∀m ∈ N, m > 8,

S
θ
: m → 3m− 10, ∀m ∈ N, m > 10, θ = 4, θ = 5,

S
6
: m → 2m− 3, ∀m ∈ N, m > 4,

при m = 10, 14 принимают такие значения, что

S
ξ
(10) = 20 > S

2
(10) = 18 > S

6
(10) = 17,

S
ξ
(11) = 23 > S

2
(11) = 21 > S

6
(11) = 19,

S
ξ
(12) = 26 > S

2
(12) = 24 > S

6
(12) = 21,

S
ξ
(13) = 29 > S

2
(13) = 27 > S

6
(13) = 23,

S
ξ
(14) = 32 > S

2
(14) = 30 > S

6
(14) = 25, ξ = 0, 5 , ξ 6= 2.

В уравнении (16) члены с номерами 0, 1, 3, 4 и 5 имеют равные раз-
мерности κ

0
= κ

1
= κ

3
= κ

4
= κ

5
= 3.

В соответствии с определением 3.2 уравнение (16) и, следовательно,
уравнение (12) не имеют полиномиальных решений с неособыми степе-
нями m ∈ {10, . . . , 14}.
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Для уравнения (16) выполняются условия (7):

κ
0

= . . . = κ
5

= 3 6= κ
6

= 2,

n
0

= n
1

= n
3

= n
4

= n
5

= − 10 > n
2

= − 12,

и условия (6) при mt = 10, 14 .

В соответствии с теоремой 3, если числа m ∈ {10, . . . , 14} являют-
ся особыми степенями полиномиальных решений уравнения (12), то они
будут корнями уравнения

β
45

m6 + (β
04
− 33β

45
+ β

54
)m5 + (β

13
− 14β

04
+ 433β

45
−

−25β
54

)m4 + (71β
04
− 5β

13
+ β

32
− 2871β

45
+ 215β

54
)m3+

(17)
+(8β

13
− 154β

04
− 12β

32
+ 10078β

45
− 695β

54
)m2 + (120β

04
−

− 4β
13

+ 41β
32
− 17688β

45
+ 504β

54
)m + 12096β

45
− 42β

32
= 0.

Рассмотрим наличие полиномиальных решений степеней m > 15 у
дифференциального уравнения 15-го порядка (12).

Заметим, что

S
7
(m) = 4m− 26 > Sτ (m), ∀m ∈ N, m > 17, τ = 0, 6 .

Следовательно, уравнение (12) не имеет полиномиальных решений
(1.2) со степенями deg w(z) > 16.

При m = 15 значения функций степени членов уравнения (12)
таковы, что при ξ = 0, 5 , ξ 6= 2,

S
ξ
(15) = 35 > S7(15) = 34 > S2(15) = 33 > S6(15) = 27.

Характеристики

κ
0

= . . . = κ
5

= 3 6= κτ , τ = 6, τ = 7, κ
6

= 2, κ
7

= 4,

n
0

= n
1

= n
3

= n
4

= n
5

= − 10 > n
2

= − 12.

В соответствии с определением 3.2 уравнение (12) не имеет поли-
номиальных решений с неособой степенью m = 15, а в соответствии с
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теоремой 3, если m = 15 есть особая степень полиномиального реше-
ния уравнения (12), то число 15 будет корнем уравнения (17).

При m = 16 у членов уравнения (12) значения функций степени

S
θ
(16) = 38 > S

2
(16) = 36 > S

6
(16) = 29, θ = 0, 7 , θ 6= 2, θ 6= 6,

а размерности

κ
0

= . . . = κ
5

= 3 6= κ
7

= 4.

Значит, если дифференциальное уравнение (12) имеет полиноми-
альные решения 16-й степени, то эта степень неособая (в соответствии с
теоремой 2.2).

Если полином (1.2) — решение с неособой степенью m = 16, то
коэффициент α

16
его высшего члена будет корнем уравнения

223 · 38 · 53 · 73 · 133β
74

α
16

+ 26 · 11 · 13β
04

+ 25 · 5 · 7β
13

+

+ 3 · 13β
32

+ 25 · 32 · 7 · 13β
45

+ 26 · 3 · 5β
54

= 0.

Пример 3. Укажем необходимые условия наличия полиноми-
альных решений у алгебраического дифференциального уравнения

P
04

(z)w′′′w′′w′ + P
15

(z)w′′′(w′′)2 + P
27

(z)w(V )w(IV )w +
(18)

+ P
37

(z)w(V )(w′′)2 + P
47

(z)w(V )w′′′w′ + P
51

(z)w′ + P
60

(z)w = 0,

где коэффициенты P
ij

— полиномы с лексикографическим распо-
ложением членов

P
ij

(z) = β
ij

z
j

+ . . . , ∀z ∈ C, β
ij
6= 0, i = 0, 6 .

У уравнения (18) члены имеют порядки:

l0 = l1 = 3, l2 = l3 = l4 = 5, l5 = 1, l6 = 0.

Поскольку

` = min
i=0, 6

{l
i
} = min{3, 5, 1, 0} = 0,

то уравнение (18) не имеет тривиальных полиномиальных решений.
Нулевой полином является решением уравнения (18).
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Характеристики членов уравнения (18):

κ
0

= 3, κ
1

= 3, κ
2

= 3, κ
3

= 3, κ
4

= 3, κ
5

= 1, κ
6

= 1;

m
0

= 6, m
1

= 7, m
2

= 9, m
3

= 9, m
4

= 9, m
5

= 1, m
6

= 0;

b
0

= 4, b
1

= 5, b
2

= 7, b
3

= 7, b
4

= 7, b
5

= 1, b
6

= 0;

n
0

= − 2, n
1

= − 2, n
2

= − 2, n
3

= − 2, n
4

= − 2, n
5

= 0, n
6

= 0.

Числа
imj = 1, i = 0, 4 , j = 5, j = 6.

Так как

max{l
0
, l

1
, l

5
, l

6
} = max{3, 1, 0} = 3, max

ζ=2,6
{l

ζ
} = max{5, 1, 0} = 5,

то в силу теоремы 1.2 уравнение (18) не имеет полиномиальных решений
с неособыми степенями.

В уравнении (18) два блока членов с равными размерностями:

κ1
0

= κ1
1

= κ1
2

= κ1
3

= κ1
4

= 3 и κ2
5

= κ2
6

= 1.

В зависимости от порядков l
i

членов уравнения (18) в каждом из
блоков выделим классы следующим образом:

1.1. l1
0

= l1
1

= 3; 1.2. l1
2

= l1
3

= l1
4

= 5; 2.1. l2
6

= 0; 2.2. l2
5

= 1.

Отыскание особых степеней целесообразно начинать с того блока,
который содержит члены с наименьшими порядками. Поэтому начнём со
второго блока.

Шаг 2.1. При 0 6 m < 1, то есть, при m = 0 получаем, что

P60(z)w = 0, где P60(z) 6= 0, ∀z ∈ C.

Поэтому полиномиальных решений с особой степенью m = 0 у
уравнения (18) нет.

Шаг 2.2. При 1 6 m < 3 на основании «укороченного» уравнения

P
51

(z)w′ + P
60

(z)w = 0
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составляем равенство

β
51

m + β
60

= 0. (19)

Ввиду того, что

κ2
5

= κ2
6

= 1, S2
5
(m) = S2

6
(m) = m

при m = 1 и m = 2, заключаем: если числа m = 1 и m = 2 являются
особыми степенями полиномиального решения (1.2) уравнения (18), то
они будут корнями уравнения (19).

Шаг 1.1. При 3 6 m < 5 составляем уравнение

β
15

m + β
04
− β

15
= 0. (20)

Поскольку

κ1
0

= κ1
1

= 3 > κ
5

= κ
6

= 1,

S1
0 (m) = S1

1 (m) = 3m− 2 > S
5
(m) = S

6
(m) = m

при m = 3 и m = 4, то получаем: если числа m = 3 и m = 4 являют-
ся особыми степенями полиномиального решения (1.2) уравнения (18),
то они будут корнями уравнения (20).

Шаг 1.2. При m > 5 составляем уравнение

(β
27

+β
37

+β
47

)m4−(12β
27

+8β
37

+9β
47

)m3+(β
15

+53β
27

+19β
37

+
(21)

+26β
47

)m2 + (β
04
− β

15
− 102β

27
− 12β

37
− 24β

47
)m + 72β

27
= 0.

Так как

κ1
0

= . . . = κ1
4

= 3 > κ
5

= κ
6

= 1, S1
0
(m) = . . . =

= S1
4
(m) = 3m− 2 > S

5
(m) = S

6
(m) = m, ∀m ∈ N, m > 5,

то числа m > 5, являющиеся особыми степенями полиномиального ре-
шения (1.2) уравнения (18), будут корнями уравнения (21).
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§ 2. Границы изменения степеней
полиномиальных решений

В данном параграфе будут указаны границы изменения сте-
пеней полиномов-решений (1.2.1) дифференциального уравнения
(1.1.1) в зависимости от характеристик этого уравнения.

Особенность излагаемого метода, в отличие от приведённого
в первом параграфе, состоит в том, что в основу рассуждения бе-
рётся только один член, а не все члены уравнения (1.1.1) сразу.

От того, в каком соотношении находится рассматриваемый
член с остальными, зависят границы, в которых изменяются сте-
пени полиномов-решений.

Последовательно перебирая все члены дифференциального
уравнения, каждый раз уточняем или подтверждаем границы из-
менения степеней полиномов-решений.

Естественно, речь будем вести о степенях нетривиальных по-
линомиальных решений.

Более того, будем полагать, что m > l, ибо в противном слу-
чае при подстановке в дифференциальное уравнение (1.1.1) поли-
нома (1.2.1) в тождественный нуль обратятся все те члены (3.1.1),
порядок которых больше m.

Если m < l, то будем рассматривать так называемое укоро-
ченное дифференциальное уравнение, то есть, уравнение (1.1.1)
без членов (3.1.1), которые обращаются в тождественный нуль при
подстановке в них полиномов (1.2.1) с такими степенями.

Отметим, что для укороченного дифференциального уравне-
ния могут быть применены теоремы, которые будут доказаны при
условии m > l. Такие возможности покажем на примерах.

1. Асимптотическая формула представления
производных полинома

Метод установления границ, в которых изменяются степе-
ни полиномиальных решений алгебраического дифференциально-
го уравнения, основан на следующей асимптотической формуле
производных полинома.

Лемма 1. Производная порядка n полинома w степени
m, m > 0, представляется асимптотической формулой
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w(n)(z) = (− 1)n(−m)n ·
w(z)

zn
· (1 + εn(z)), ∀z ∈ G, G ⊂ C, (1)

где рациональная функция εn : G → C такова, что ε0(z) = 0,

∀z ∈ C, и εn(z) → 0 при z →∞, когда n > 1; (a)n — символ

Похгаммера1.
Доказательство. Производная полинома с лексикографиче-

ским расположением членов (1.2.1) степени m > 1

w′(z) = mαmz
m−1

+(m−1)αm−1z
m−2

+ . . .+2α2z+α1 , ∀z ∈ C.

Выполнив элементарные преобразования, получим

w′(z) =
m

z
w(z)− m

z
w(z) + mαmz

m−1
+ . . . + 2α2z + α1 =

=
m

z
w(z)+

(
−αm−1z

m−2−2αm−2z
m−3−. . .−(m−1)α1−mα0

1

z

)
=

=
m

z
w(z) +

m

z
w(z)ε1 (z) =

m

z
w(z)(1 + ε1(z)), ∀z ∈ G,

где рациональная функция

ε1 : z → − 1

mw(z)
· q(z), ∀z ∈ G,

а полином

q : z → αm−1z
m−1

+2αm−2z
m−2

+. . .+(m−1)α1z+mα0 , ∀z ∈ C.

Итак, для полинома w степени m > 1 производная

w′(z) =
m

z
w(z)(1 + ε1(z)), ∀z ∈ G, (2)

1 (a)n = a · (a + 1) · . . . · (a + n − 1), a ∈ R, n ∈ N; (a)
0

= 1.
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где ε1 — рациональная функция и ε1(z) → 0 при z →∞.

Формула (2) есть формула (1) при n = 1.
Допустим, что формула (1) имеет место при n = k, т.е.

w(k)(z) =
m(m− 1) . . . (m− k + 1)

zk
w(z)(1 + ε

k
(z)), ∀z ∈ G,

где рациональная функция εk(z) → 0 при z →∞.
Тогда при любом z из множества G

w(k+1)(z) = Dw(k)(z) =
m− k

z
w(k)(z)(1 + ε̃1(z)) =

=
m− k

z
· m(m− 1) . . . (m− k + 1)

zk
w(z)(1 + ε

k
(z))(1 + ε̃1(z)) =

=
m(m− 1) . . . (m− k + 1)(m − k)

zk+1
w(z)(1 + ε

k+1
(z)),

где рациональные функции ε̃1 : G → C и ε
k+1

: G → C такие, что

ε̃1(z) → 0 и ε
k+1

(z) → 0 при z →∞.

Стало быть, имеет место формула (1) при n = k + 1.
Тогда на основании метода математической индукции заклю-

чаем о справедливости формулы (1) для полиномов w степеней
m > n > 1.

Так как ε0(z) = 0, ∀z ∈ C, то формула (1) имеет место и в
случае m > n > 0.

При m < n символ Похгаммера (−m)n = 0, производная

w(n)(z) = 0, ∀z ∈ C.

Следовательно, формула (1) имеет место при любых целых
неотрицательных m и n.
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2. Нижняя и верхняя границы степеней
полиномиальных решений

В алгебраическом дифференциальном уравнении (1.1.1) чле-
ны (3.1.1) располагаются одним из двух способов.

1. Размерности

κτ > κp = κ
p+1

= . . . = κ
p+s

= dp > κη ,

(1)
τ = 0, p− 1 , η = p + s + 1, N , 0 6 p 6 N, 0 6 s 6 N − p,

а абсолютные веса

np > n
p+h

, h = 1, s . (2)

2. Для размерностей (1) при p 6= N, s 6= 0 абсолютные веса

np = n
p+1 = . . . = n

p+λ
> n

p+j
, j = λ + 1, s , 1 6 λ 6 s, (3)

В каждом из этих случаев по членам (3.1.1) с номерами p,
p+1, . . . , p+s определим нижнюю и верхнюю границы изменения
степеней m > l полиномов-решений (1.2.1) дифференциального
уравнения (1.1.1) порядка l.

Введём условные обозначения:

ap = min
{

pmτ : τ = 0, p− 1
}

и

bp = max
{

pmη : η = p + s + 1, N
}
.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (1) и (2). Тогда
справедливы утверждения:

а) при p = 0, s = N степень m полиномиального реше-
ния (2.1.1) уравнения (1.1.1) меньше l0 ;

б) при p = 0, 0 6 s < N степень m > l полиномиального
решения (2.1.1) уравнения (1.1.1) не превосходит b0 ;

в) при 0 < p 6 N, p+ s = N степень m > l полиномиаль-
ного решения (2.1.1) уравнения (1.1.1) не меньше ap ;
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г) при 0 < p < N, p + s < N степень l 6 m < ap поли-
номиального решения (2.1.1) дифференциального уравнения
(1.1.1) не превосходит bp ;

д) при 0 < p < N, p + s < N степень m > l такая, что
m > bp полиномиального решения (2.1.1) уравнения (1.1.1) не
меньше ap .

Доказательство. Полином w степени m > l является реше-
нием уравнения (1.1.1) тогда и только тогда, когда при его под-
становке уравнение обращается в тождество. Это тождество пре-
образуем с учётом асимптотического представления (1.1.2) произ-
водной полинома w, а затем выполним почленное деление на про-
изведение

K̂p(m)Bµp
(z)w

dp
(z)z

−mp
. (4)

В результате получим тождество

p−1∑

τ=0

K̂τ (m)

K̂p(m)
·
Bµτ

(z)

Bµp
(z)

· wκτ−dp
(z) · zmp−mτ

(1 + ετ (z))+

+
s∑

h=1

K̂p+h(m)

K̂p(m)
·
Bµp+h

(z)

Bµp
(z)

· zmp−mp+h
(1 + εp+h(z))+ (5)

+

N∑

η=p+s+1

K̂η(m)

K̂p(m)
·
Bµη

(z)

Bµp
(z)

· zmp−mη

wdp−κη (z)
(1+ εη(z))+ 1+ εp(z) ≡ 0,

где рациональные функции εi(z) → 0 при z →∞, i = 0, N .

Поскольку np > np+h, h = 1, s , то

Bµp+h
(z) · B−1

µp
(z) · zmp−mp+h → 0 при z →∞, h = 1, s . (6)

Если κτm + nτ < dpm + np, τ = 0, p− 1 , т.е. m < ap, то
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Bµτ
(z)

Bµp
(z)

· w
κτ−dp

(z)

z
mτ−mp

→ 0 при z →∞, τ = 0, p− 1 . (7)

Если κηm+nη < dpm+np, η = p + s + 1, N , т.е. m > bp, то

Bµη
(z)

Bµp
(z)

· w
κη−dp

(z)

z
mη−mp

→ 0, при z →∞, η = p + s + 1, N . (8)

Пусть p = 0, s = N. Тогда, переходя в (5) к пределу при
z →∞, с учётом (6) получаем противоречие, которое может быть
устранено при m < l0. Это доказывает утверждение а).

Пусть p = 0, 0 6 s < N. Тогда, переходя в (5) к пределу при
z →∞, в случае s = 0 на основании (8), а в случае 0 < s < N на
основании (6) и (8), всякий раз получаем противоречие. Тем самым
доказываем утверждение б).

Пусть 0 < p 6 N, p + s = N. Тогда, переходя в (5) к пределу
при z →∞, в случае s = 0 на основании (7), а в случае s > 0 на
основании (6) и (7), всякий раз получаем противоречие. Тем самым
доказываем утверждение в).

Пусть 0 < p 6 N, p + s < N, и m < ap. Тогда, переходя в
(5) к пределу при z → ∞, в случае s = 0 на основании (7) и (8),
а в случае s > 0 на основании (6), (7) и (8), всякий раз получаем
противоречие. Тем самым доказываем утверждение г).

Пусть 0 < p < N, p + s < N, и m > bp. Тогда, переходя в
(5) к пределу при z → ∞, в случае s = 0 на основании (7) и (8),
а в случае s > 0 на основании (6), (7) и (8), всякий раз получаем
противоречие. Тем самым доказываем утверждение д).

Из утверждения б) при s = 0 теоремы 1 получаем
Следствие 1. Если уравнение (1.1.1) содержит только

один доминирующий член с номером p ∈ {0, 1, . . . , N}, то
степень m > l полиномиального решения удовлетворяет
неравенству

m 6 max
{

pmi : i = 0, N , i 6= p
}
.

Из утверждения в) при s = 0 теоремы 1 получаем
Следствие 2. Если уравнение (1.1.1) содержит только

один минорирующий член с номером p ∈ {0, 1, . . . , N}, то
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степень m > l полиномиального решения удовлетворяет
неравенству

m > min
{

pmi : i = 0, N , i 6= p
}
.

Пример 1. Найдём множество степеней полиномиальных ре-
шений алгебраического дифференциального уравнения

(w′′)2(w′)3 − 26z3w(w′′)2 − 6z5ww′′′ = 0. (9)

Уравнение (9) имеет характеристики:

κ
0

= 5, κ
1

= 3, κ
2

= 2; m
0

= 7, m
1

= 4, m
2

= 3;

n
0

= − 7, n
1

= − 1, n
2

= 2; l
0

= 2, l
1

= 2, l
2

= 3.

Дифференциальное уравнение (9) имеет только один доминирую-
щий член с номером p = 0. По следствию 1, степени m > l = l

2
= 3

полиномиальных решений удовлетворяют неравенству

m 6 max{0mj : j = 1, j = 2} = max{3, 3} = 3.

Следовательно, среди чисел m > 3 только число m = 3 может
быть степенью полиномиальных решений уравнения (9).

Непосредственно подстановкой полинома

w : z → a
3
z3 + a

2
z2 + a

1
z + a

0
, ∀z ∈ C, (a

3
6= 0)

в уравнение (9) устанавливаем, что его полиномиальными решениями
третьей степени будут

w
1
: z → z3, ∀z ∈ C, w

2
: z →

(√69

18
− 1

2

)
z3, ∀z ∈ C,

w
3
: z → −

(√69

18
+

1

2

)
z3, ∀z ∈ C.

При m = 2 рассмотрим укороченое уравнение

(w′′)2(w′)3 − 26z3w(w′′)2 = 0, (10)

которое получается из дифференциального уравнения (9) отбрасывани-
ем члена с номером два.
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Уравнение (10) имеет характеристики:

κ1
0

= 5, κ1
1

= 3; m1
0

= 7, m1
1

= 4; n1
0

= −7, n1
1

= −1; l1
0

= 2, l1
1

= 2.

Дифференциальное уравнение (10) имеет только один минорирую-
щий член с номером p = 1. По следствию 2, степени m > l1 = 2 поли-
номиальных решений удовлетворяют неравенству

m > 0m1 = 3.

Значит, у уравнения (9) нет полиномов-решений второй степени.
Поскольку

` = min{l
i
: i = 0, 2} = 2,

то полиномы степеней m = 0 и m = 1 являются тривиальными поли-
номиальными решениями уравнения (9).

Таким образом, число m = 3 является степенью трёх нетривиаль-
ных полиномиальных решений, а числа 0 и 1 являются степенями триви-
альных полиномиальных решений дифференциального уравнения (9).

Теорема 2. Пусть выполняются условия (1) и (3). Тогда
справедливы следующие утверждения:

а) при p = 0, s = N степень m > l полиномиального ре-
шения (1.2.1) уравнения (1.1.1) является корнем уравнения

λ∑

ξ=0

K̃
p+ξ

(m) = 0; (11)

б) при p = 0, 0 < s < N степень m > l такая, что

m > b
0
, полиномиального решения (1.2.1) уравнения (1.1.1)

является корнем уравнения (11);
в) при 0 < p < N, p + s = N степень m такая, что

l 6 m < ap , полиномиального решения (1.2.1) уравнения

(1.1.1) является корнем уравнения (11);
г) при 0 < p < N, p + s < N степень m > l такая, что

bp < m < ap , полиномиального решения (1.2.1) уравнения

(1.1.1) является корнем уравнения (11).
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Доказательство. Учитывая условия, накладываемые на члены
уравнения (1.1.1) в данной теореме, рассуждениями, аналогичны-
ми использованным при доказательстве теоремы 1, получаем тож-
дество

p−1∑

τ=0

K̂τ (m)

K̂p(m)
·
Bµτ

(z)

Bµp
(z)

· w
κτ−dp

(z)

z
mτ−mp

(1 + ετ (z)) + 1 + εp(z)+

+

λ∑

h=1

K̂
p+h

(m)

K̂p(m)
·
Bµp+h

(z)

Bµp
(z)

· zmp−mp+h
(1 + ε

p+h
(z))+

(12)

+
s∑

j=λ+1

K̂
p+j

(m)

K̂p(m)
·
Bµp+j

(z)

Bµp
(z)

· zmp−mp+j
(1 + ε

p+j
(z))+

+

N∑

η=p+s+1

K̂η (m)

K̂p(m)
·
Bµη

(z)

Bµp
(z)

· z
mp−mη

w
dp−κη (z)

(1 + εη (z)) ≡ 0,

где рациональные функции εi(z) → 0 при z →∞, i = 0, N .
Поскольку np = np+1 = . . . = n

p+λ
, то

Bµp+h
(z)

Bµp
(z)

· zmp−mp+h →
β

p+h

βp

, при z →∞, h = 1, λ . (13)

Поскольку np > n
p+j

, j = λ + 1, s , то

Bµp+j
(z)

Bµp
(z)

· zmp−mp+j → 0, при z →∞, j = λ + 1, s . (14)

Если κτm+nτ < dpm+np, τ = 0, p− 1 , т.е. m < ap, то при
z →∞ имеет место соотношение (7).

Если κηm + nη < dpm + np, η = p + s + 1, N , т.е. m > bp,
то при z →∞ имеет место соотношение (8).
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Пусть p = 0, s = N. Тогда, переходя в тождестве (12) к пре-
делу при z → ∞, в случае λ = s на основании (13), а в случае
1 6 λ < s на основании (13) и (14), всякий раз получаем равен-
ство (11). Это доказывает утверждение а).

Пусть p = 0, 0 < s < N. Тогда, переходя в тождестве (12)
к пределу при z → ∞, в случае λ = s на основании (8) и (13),
а в случае 1 6 λ < s на основании (8), (13) и (14), всякий раз
получаем равенство (11). Это доказывает утверждение б).

Пусть 0 < p < N, p + s = N. Тогда, переходя в тождестве
(12) к пределу при z → ∞, в случае λ = s на основании (7) и
(13), а в случае 1 6 λ < s на основании (7), (13) и (14), всякий
раз получаем равенство (11). Это доказывает утверждение в).

Пусть 0 < p < N, p + s < N. Тогда, переходя в тождестве
(12) к пределу при z →∞, в случае λ = s на основании (7), (8) и
(13), а в случае 1 6 λ < s на основании (7), (8), (13) и (14), всякий
раз получаем равенство (11). Это доказывает утверждение г).

Пример 2. Найдём множество целых неотрицательных чисел,
которому принадлежат степени полиномиальных решений алгеб-
раического дифференциального уравнения

P
03

(z)w(XV III)
(
w(V I)

)2
w′′′ + P

14
(z)w(X)

(
w′′
)2

+

+ P
25

(z)w(X)w(V )w+P
33

(z)w(V II)
(
w′′′
)2

+P
44

(z)w(V II)w(V I)w′+ (15)

+ P
53

(z)w(IV )w + P
64

(z)w′′′w′′ + P
7,10

(z)w(V ) = 0,

где P
ij

— полиномы с лексикографическим расположением членов

P
ij

(z) = β
ij

zj + . . . , ∀z ∈ C, β
ij
6= 0, i = 0, 7 .

У членов уравнения (15) размерности

κ0 = 4, κ1 = . . . = κ4 = 3, κ5 = κ6 = 2, κ7 = 1.

По утверждению б) теоремы 1, из того, что

κ0 = d0 > κη , η = 1, 7 ,

следует, что у полиномов-решений w степени m > l = 18 удовлетво-
ряют неравенству
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m 6 b
0

= max
{

ηm0 : η = 1, 7
}

= max
{
20, 14

1

2
, 11

2

3

}
= 20.

Таким образом, степени полиномиальных решений уравнения (15)
не превышают 20.

В соответствии с утверждением г) теоремы 2 из того, что

κτ = κ
0

> κ
1

= . . . = κ
4

= d
1

> κη , η = 5, 7 ;

n1 = . . . = n4 = − 10, a1 = 20, b1 = max
{
9, 7

1

2

}
= 9,

получаем: степени m = 18 и m = 19 полиномов-решений уравнения
(15) являются корнями уравнения

β
25

m6 + (β
14
− 33β

25
+ β

44
)m5 + (433β

25
− 25β

14
+

+ β
33
− 14β

44
)m4 + (215β

14
− 2871β

25
− 5β

33
+ 71β

44
)m3 +

(16)
+ (10078β

25
− 695β

14
+ 8β

33
− 154β

44
)m2 +

+ (504β
14
− 17688β

25
− 4β

33
+ 120β

44
)m + 12096β

25
= 0.

Пpи 10 6 m 6 17 pассмотpим укоpоченное уpавнение

P
14

(z)w(X)
(
w′′
)2

+ P
25

(z)w(X)w(V )w +

+ P
33

(z)w(V II)
(
w′′′
)2

+ P
44

(z)w(V II)w(V I)w′+ (17)

+ P
53

(z)w(IV )w + P
64

(z)w′′′w′′ + P
7,10

(z)w(V ) = 0,

котоpое получается из уpавнения (15) путём отбpасывания члена с но-
меpом i = 0.

У членов уравнения (17) размерности

κ1
0

= κ1
1

= κ1
2

= κ1
3

= 3, κ1
4

= κ1
5

= 2, κ1
6

= 1,

при этом d1
0

= 3 > κ1
η
, η = 4, 6 , а

n1
0

= . . . = n1
3

= − 10, l1 = 10, b1
0

= max
{
9, 7

1

2

}
= 9.
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Согласно утверждению б) теоремы 2 у полиномиальных решений w
дифференциального уравнения (15) степени m ∈ {10, . . . , 17} являются
коpнями уpавнения (16).

Пpи 7 6 m 6 9 pассмотpим укоpоченное уpавнение

P
33

(z)w(V II)
(
w′′′
)2

+ P
44

(z)w(V II)w(V I)w′+
(18)

+ P
53

(z)w(IV )w + P
64

(z)w′′′w′′ + P
7,10

(z)w(V ) = 0,

котоpое получается из уpавнения (15) путём отбpасывания членов с но-
меpами i = 0, 2 .

У членов уравнения (18) размерности

κ2
0

= κ2
1

= 3, κ2
2

= κ2
3

= 2 κ2
4

= 1,

По утверждению г) теоремы 2, из того, что для уpавнения (18)

κ
2
τ

> d2
2

> κ
2
η
, τ = 0, 1 , η = 4, n2

2
= n2

3
= −1, l2 = 7, a2

2
= 9, b2

2
= 6,

получаем: степени m = 7 и m = 8 полиномов-решений уравнения (15)
являются корнями уравнения

β64m2 + (β53 − β64)m− 3β53 = 0. (19)

Пpи m ∈ {5, 6} pассмотpим укоpоченное уpавнение

P53(z)w(IV )w + P64(z)w′′′w′′ + P7,10(z)w(V ) = 0, (20)

котоpое получается из уpавнения (15) путём отбpасывания членов с но-
меpами i = 0, 4 .

У членов уравнения (20) размерности

κ3
0

= κ3
1

= 2, κ3
2

= 1.

Поскольку для уpавнения (20)

κ
3
τ

> d3
2
, τ = 0, 1 , l3 = 5, a3

2
= 6,

то на основании утверждения в) теоремы 1 получаем, что уравнение (15)
не имеет полиномиальных решений пятой степени.

Пpи m = 4 pассмотpим укоpоченное уpавнение
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P
53

(z)w(IV )w + P
64

(z)w′′′w′′ = 0, (21)

котоpое получается из уpавнения (15) путём отбpасывания членов с но-
меpами i = 0, 4 и i = 7. У членов уpавнения (21)

κ4
0

= κ4
1

= d4
0

= 2, n4
0

= n4
1

= − 1.

Согласно утверждению а) теоремы 2 степень m = 4 полиномиаль-
ного pешения уpавнения (15) является коpнем уpавнения (19).

Пpи m = 3 pассмотpим укоpоченное уpавнение

w′′′w′′ = 0,

у котоpого нет полиномиальных pешений тpетьей степени.
Стало быть, число m = 3 не может быть степенью полинома-

pешения уpавнения (15).
Поскольку

l
0

= 18, l
1

= l
2

= 10, l
3

= l
4

= 7, l
5

= 4, l
6

= 3, l
7

= 5,

то ` = 3.

Следовательно, полиномы степеней m = 0, m = 1 и m = 2 явля-
ются тpивиальными полиномиальными pешениями уpавнения (15).

Итак, степени полиномиальных решений уравнения (15) принадле-
жат множеству

{0, 1, 2, 4, 6, . . . , 20}.

При этом полиномы нулевой, пеpвой и втоpой степеней — тpивиаль-
ные полиномиальные pешения; степени m ∈ {4, 7, 8} являются коpня-
ми уpавнения (19), а степени m ∈ {10, 11, . . . , 19} — уpавнения (16).

Пример 3. Найдём множество целых неотрицательных чи-
сел, которому принадлежат степени полиномиальных решений
линейного дифференциального уравнения

n∑

i=0

Bµi
(z)w

(li)
= 0, n > 1, (22)

где 0 6 l
0

< l
1

< . . . < ln , Bµi
(i = 0, n ) — полиномы с лексикогpа-

фическим pасположением членов (2.1.1) такие, что

b
i
− b

j
= l

i
− l

j
, i, j = 0, n , i 6= j. (23)
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У членов уравнения (22) размерности

κ
0

= κ
1

= . . . = κn = 1.

По утверждению а) теоремы 2 из того, что

κ
i

= d0, i = 0, n , n
0

= . . . = nn ,

получаем: степени m > l = ln полиномиальных решений уравнения (22)
при (23) являются корнями уравнения

n∑

i=0

l
i
! β

i

(
m
l
i

)
= 0.

Рассуждая аналогичным обpазом с укоpоченными уpавнениями пpи
m < l = ln , пpиходим к окончательному утвеpждению.

Степени полиномиальных pешений уpавнения (22) пpи (23) являют-
ся коpнями уpавнений

δ∑

i=0

l
i
! β

i

(
m
l
i

)
= 0,

где

δ =

[
n, если m > ln ;

r, если lr 6 m < l
r+1

, r ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

При l
0

6 m < l
1

рассмотрим укороченное уравнение

Bµ0
(z)w

(l0)
= 0,

которое получается из уравнения (22) отбрасыванием всех членов, кроме
нулевого.

На основании леммы 1.2.1 из того, что это укороченное уравнение
имеет только один член, заключаем: уравнение (22) при (23) не имеет по-
линомиальных решений степени m такой, что l

0
6 m < l

1
.

Поскольку ` = l
0
, то все целые неотрицательные числа, меньшие

l0, являются степенями тривиальных полиномиальных решений уравне-
ния (22) при (23).

Таким образом, нетривиальные степени полиномиальных решений
уравнения (22) при (23) содержатся во множестве целых неотрицатель-
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ных корней уравнений

δ∑

i=0

l
i
! β

i

(
m
l
i

)
= 0, δ = 0, n ,

степенями тривиальных полиномиальных решений уравнения (22) при
(23) являются целые неотрицательные числа, меньшие l

0
.

Числа l
0

6 m < l
1

не являются степенями полиномиальных реше-
ний уравнения (22) при (23).

В [154] аналогичный результат при m > ln получен другим методом.
Пример 4. Найдём множество целых неотрицательных чисел,

которому принадлежат степени полиномиальных решений урав-
нения Эйлера

β
0
w + β

1
zw′ + . . . + β

n−1
zn−1w(n−1) + βnznw(n) = 0, (24)

где β
i

— постоянные, причём β
0
βn 6= 01.

Поскольку ` = 0, то уравнение Эйлера не имеет тривиальных по-
линомиальных решений.

Пусть 1 6 s 6 n и

β
1

= β
2

= . . . = β
s−1

= 0, βs 6= 0.

При 0 6 m < s рассмотрим укороченное уравнение

β0w = 0,

которое получается из уравнения (24) отбрасыванием всех членов, кроме
нулевого.

На основании леммы 1.2.1 из того, что это укороченное уравнение

1Ограничение β0βn 6= 0 можно ослабить, положив βn 6= 0. При этом общ-
ность решаемой задачи не нарушится.

Действительно, если

β0 = β1 = . . . = β
k−1

= 0, β
k
6= 0,

где 0 < k < n, то все целые неотрицательные числа, меньшие k, являются
степенями тривиальных полиномиальных решений.

Выполнив замену u = w(k) и умножив обе части полученного уравненния
на z−k, дифференциальное уравнение (24) сведём к уравнению Эйлера порядка
n− k с отличным от нуля коэффициентом при нулевом члене.
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имеет только один член, заключаем: у уравнения Эйлера (24) нет поли-
номиальных решений степени m такой, что 0 6 m < s.

Уравнение (24) имеет характеристики:

κ0 = κs = κ
s+1 = . . . = κn = 1, m0 = b0 = l0 = 0, ms = bs = ls = s,

m
i
= b

i
= l

i
= i, i = s + 1, n , n

0
= ns = n

s+1
= . . . = nn = 0.

По утверждению а) теоремы 2 из того, что

κ
0

= κs = κ
s+1

= . . . = κn = d0, n
0

= ns = n
s+1

= . . . = nn ,

получаем: степени m > l = n полиномиальных решений уравнения (24)
являются корнями уравнения

n∑

i=0

i! β
i

(
m
i

)
= 0.

Рассуждая аналогичным обpазом с укоpоченными уpавнениями пpи
s 6 m < l = n, пpиходим к окончательному утвеpждению.

Степени полиномиальных pешений уpавнения (24) являются коp-
нями уpавнений

δ∑

i=0

i! β
i

(
m
i

)
= 0,

где

δ =

[
n, если m > n;

r, если m = r, r ∈ {s, s + 1, . . . , n− 1}.

Таким образом, уравнение Эйлера (24) не имеет тривиальных
полиномиальных решений, а степени нетривиальных полиномиальных
решений принадлежат множеству корней уравнений

δ∑

i=0

i! β
i

(
m
i

)
= 0, δ = s, n .
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§ 3. Коэффициент высшего члена
полиномиального решения

В данном паpагpафе pассмотpим задачу о нахождении коэф-
фициентов αm высшего члена полиномиальных pешений (1.2.1)
степени m диффеpенциального уpавнения (1.1.1).

Пусть члены уpавнения (1.1.1) занумеpованы в зависимости
от pазмеpностей так, что

κτ > κp = κ
p+1 = . . . = κp+s = dp > κη ,

(1)
τ = 0, p− 1 , 0 6 p 6 N, 0 6 s 6 N − p, η = p + s + 1, N ,

а нумеpация выделенных членов уточняется на основании относи-
тельных весов следующим обpазом:

np = n
p+1

= . . . = n
p+λ

> n
p+j

, 0 6 λ 6 s, j = λ + 1, s . (2)

Теорема 1. Пусть имеют место соотношения (1) и (2).
Тогда справедливы утверждения:

а) при

p = 0, 0 6 s < N,
(3)

0ms+1 = 0ms+2 = . . . = 0mr = b0 , s + 1 6 r 6 N,

коэффициент αm высшего члена полиномиального решения
(1.2.1) степени m = b0 > l дифференциального уравнения

(1.1.1) является корнем уравнения

αd0
m

λ∑

h=0

K̃
h
(m) +

r∑

η=s+1

Kη (m,αm) = 0; (4)

б) при
0 < p 6 N, s = N − p,

(5)
0mp = 1mp = . . . = lmp = ap, 0 6 l 6 p− 1,
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коэффициент αm высшего члена полинома-решения (1.2.1)
степени m = ap > l дифференциального уравнения (1.1.1)
является корнем уравнения

l∑

τ=0

Kτ (m,αm) + αdp

m

λ∑

h=0

K̃
p+h

(m) = 0; (6)

в) при

0 < p < N, 0 6 s < N − p,
(7)

0mp = 1mp = . . . = lmp = ap, 0 6 l 6 p− 1,

коэффициент αm высшего члена полиномиального решения
(1.2.1) степени m = ap > l,m > bp дифференциального
уравнения (1.1.1) является корнем уравнения (6);

г) при

0 < p < N, 0 6 s < N − p,
(8)

pmp+s+1 = pmp+s+2 = . . . = pmr = bp, p + s + 1 6 r 6 N,

коэффициент αm высшего члена полиномиального решения
(1.2.1) степени m = bp > l, m < ap дифференциального
уравнения (1.1.1) является корнем уравнения

αdp

m

λ∑

h=0

K̃
p+h

(m) +

r∑

η=p+s+1

Kη (m,αm) = 0; (9)

д) при

0 < p < N, 0 6 s < N − p, 0mp = 1mp = . . . = lmp = ap,

pmp+s+1 = pmp+s+2 = . . . = pmr = bp, (10)

ap = bp, 0 6 l 6 p− 1, p + s + 1 6 r 6 N,
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коэффициент αm высшего члена полиномиального решения
(1.2.1) степени m = bp = ap > l дифференциального уравне-
ния (1.1.1) является корнем уравнения

l∑

τ=0

Kτ (m,αm) + αdp

m

λ∑

h=0

K̃
p+h

(m) +
r∑

η=p+s+1

Kη (m,αm) = 0. (11)

Доказательство. Пусть полином (1.2.1) степени m > l явля-
ется решением уравнения (1.1.1).

Подставляя w = w(z) в уравнение (1.1.1), с учётом (1.1.2)
получим тождество, которое после деления на (4.2.2) приводим к
виду (12.2.2).

Если λ > 1, то имеет место соотношение (13.2.2).
Если λ < s, то имеет место соотношение (14.2.2).
Если для всех τ = 0, l , 0 6 l 6 p − 1, справедливы соотно-

шения κτm + nτ = dpm + np, т.е. 0mp = 1mp = . . . = lmp, то

Bµτ

Bµp

· z
mp−mτ

w
dp−κτ (z)

→ βτ

βp
α

κτ−dp

m при z →∞, τ = 0, l . (12)

Если для всех τ = l + 1, p− 1 , −1 6 l 6 p− 2, справедливы
неравенства κτm + nτ < dpm + np, то

Bµτ

Bµp

· z
mp−mτ

wdp−κτ (z)
→ 0 при z →∞, τ = l + 1, p− 1 . (13)

Если для всех η = p + s + 1, r , p+s+1 6 r 6 N, справедли-
вы соотношения κηm+nη = dpm+np, т.е. pmp+s+1 = pmp+s+2 =

= . . . = pmr, то

Bµη

Bµp

· z
mp−mη

w
dp−κη (z)

→ βη

βp
α

κη−dp

m
при z →∞, η = p + s + 1, r . (14)
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Если для всех η = r + 1, N , p + s + 1 6 r 6 N − 1, справед-
ливы неравенства κηm + nη < dpm + np, то

Bµη

Bµp

· z
mp−mη

w
dp−κη (z)

→ 0 при z →∞, η = r + 1, N . (15)

Пусть при условии (3) степень m полинома-решения (1.1.2)
уравнения (1.1.1) такова, что m = b0 > l.

Тогда из тождества (12.2.2) в результате перехода к пределу
при z → ∞, когда r = N (когда p + s + 1 6 r < N), в слу-
чае s = 0 на основании (14) (на основании (14) и (15)), в случае
s > 0, λ = 0 на основании (14.2.2) и (14) (на основании (14.2.2),
(14) и (15)), в случае s > 0, λ = s на основании (13.2.2) и (14) (на
основании (13.2.2), (14) и (15)), в случае 1 6 λ < s на основа-
нии (13.2.2), (14.2.2) и (14) (на основании (13.2.2), (14.2.2), (14) и
(15)), получаем уравнение (4). Это доказывает утверждение а).

Аналогичным образом, используя предельный переход при
z →∞ в тождестве (12.2.2), на основании (13.2.2), (14.2.2), а так-
же (12) – (15) в каждом из случаев б) — д) доказываем сформу-
лированные в теореме 1 утверждения.

Пример 1. Рассмотрим дифференциальное уравнение

P0,13(z)w(V )(w′′)3 + P1,2(z)w(IV )w′′′w′w +

+ P
2,10

(z)w′′′(w′)2 + P
3,18

(z)w(V I)w + (16)

+ P4,22(w(V ))2 + P5,14(z)w(IV )w′ + P6,25(z)w(V I) = 0,

где P
ij

— полиномы с лексикографическим расположением членов

P
ij

(z) = β
ij

zj + . . . , ∀z ∈ C, β
ij
6= 0, i = 0, 6 .

Члены уpавнения (16) имеют хаpактеpистики:

b
0

= 13, κ
0

= 4, m
0

= 11, n
0

= 2, l
0

= 5;

b
1

= 2, κ
1

= 4, m
1

= 8, n
1

= − 6, l
1

= 4;
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b
2

= 10, κ
2

= 3, m
2

= 5, n
2

= 5, l
2

= 3;

b
3

= 18, κ
3

= 2, m
3

= 6, n
3

= 12, l
3

= 6;

b
4

= 22, κ
4

= 2, m
4

= 10, n
4

= 12, l
4

= 5;

b
5

= 14, κ
5

= 2, m
5

= 5, n
5

= 9, l
5

= 4;

b
6

= 25, κ
6

= 1, m
6

= 6, n
6

= 19, l
6

= 6.

Функции степени

S
0
(m) = 4m + 2, S

1
(m) = 4m− 6, S2(m) = 3m + 5,

S
3
(m) = S

4
(m) = 2m + 12, S

5
(m) = 2m + 9, S

6
(m) = m + 19;

с множествами опpеделения

D(S
0
) = D(S

4
) = N\{1, 2, 3, 4}, D(S

1
) = D(S

5
) = N\{1, 2, 3},

D(S2) = N\{1, 2}, D(S3) = D(S6) = N\{1, 2, 3, 4, 5}.

Так как у уpавнения (16) поpядки членов таковы, что

` = min
i=0,6

{li} = min{5, 4, 3, 6} = 3,

то оно имеет тpивиальные полиномиальные pешения нулевой, пеpвой и
втоpой степеней.

Полиномиальные pешения с неособыми степенями m = 5 и m = 4
доставляются соответственно членами с номеpами 0, 4 и 2, 5, так как

0m4 = 5 = max{l0 , l4} = max{5},

S
0
(5) = S

4
(5) = 22 > S

2
(5) = 20 > S

5
(5) = 19 > S

1
(5) = 14,

и
2m5 = 4 = max{l

2
, l

5
} = max{3, 4},

S
2
(4) = S

5
(4) = 17 > S

1
(4) = 10,

а члены с номеpами 0, 3, 4, 6 обpащаются в тождественный нуль.
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Дpугие члены уpавнения (16) неособые степени не определяют.
Действительно, числа

0m5 = 3
1

2
, 0m6 = 5

2

3
, 1m5 = 7

1

2
, 1m6 = 8

1

3

не являются целыми; то, что

0m2 = 3 < max{l
0
, l

2
} = max{5, 3} = 5,

0m3 = 5 < max{l0 , l3} = max{5, 6} = 6,

пpотивоpечит теоpеме 1.2.1; а то, что

1m2 = 11>max{l
1
, l

2
} = max{4, 3}= 4, но S

0
(11)=46 >S

1
(11) =38,

1m3 = 9 > max{l
1
, l

3
} = max{4, 6} = 6, но S

0
(9) = 38 > S

1
(9) = 30,

1m4 = 9 > max{l
1
, l

4
} = max{4, 5} = 5, но S

0
(9) = 38 > S

1
(9) = 30,

2m3 =7>max{l
2
, l

3
} = max{3, 6, } = 6, но S

0
(7) = 30 > S

2
(7) = 26,

2m4 = 7 > max{l
2
, l

4
} = max{3, 5} = 5, но S

0
(7) = 30 > S

2
(7) = 26,

2m6 = 7 > max{l
2
, l

6
} = max{3, 6} = 6, но S

0
(7) = 30 > S

2
(7) = 26,

3m6 = 7 > max{l
3
, l

6
} = max{6} = 6, но S

0
(7) = 30 > S

3
(7) = 26,

4m6 = 7 > max{l
4
, l

6
} = max{5, 6} = 6, но S

0
(7) = 30 > S

4
(7) = 26,

5m6 =10>max{l5 , l6} = max{4, 6} = 6, но S0(10)=42 > S5(10) = 29,

пpотивоpечит лемме 1.2.1.
В уpавнении (16) имеются два блока с pавными pазмеpностями:

κ
0

= κ
1

= 4 и κ
3

= κ
4

= κ
5

= 2.

Пеpвый блок особых степеней не доставляет, так как не выполняет-
ся условие (5.3.1):

n
0

= 2 > n
1

= − 6.
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Поскольку n
3

= n
4

= 12 > n
5

= 9, то согласно теоpеме 2.3.1
особые степени могут доставляться членами с номеpами 3 и 4.

Если тепеpь учесть, что l
3

= 6, l
4

= 5, то можно говоpить лишь об
особых степенях m > 6.

Пpи m > 6 значения

S
0
(m) = 4m + 2 > S

3
(m) = S

4
(m) = 2m + 12,

и наpушается условие (6.3.1) теоpемы 3.3.1.
Поэтому и втоpой блок не определет особых степеней.
Пpи m = 4 члены с номеpами 0, 3, 4 и 6 обpащаются в тожде-

ственный нуль, а

κτ > κ
5

= d
5

= 2, τ = 1, τ = 2, κ
1

= 4, κ
2

= 3,

a5 = 4, max{l1 , l2 , l3} = 4.

В силу утвеpждения б) теоpемы 1 у высшего члена полиномиального
pешения коэффициент

α
4

= −
β

5,14

4β2,10

.

Пpи m = 5 члены уравнения (16) с номеpами 3 и 6 обpащаются в
тождественный нуль, а

κ
0

= κ
1

= d
0

= 4 > κη , η = 2, η = 4, η = 5,

κ
2

= 3, κ
4

= 2, κ
5

= 2, b
0

= 5, max{l
0
, l

1
, l

2
, l

4
, l

5
} = 5.

В силу утвеpждения а) теоpемы 1 коэффициент α
5

высшего члена
полиномиального решения является коpнем уpавнения

200β
0,13

α2
5

+ 3β
4,22

= 0.
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§ 4. Полиномиальные решения
уравнений P-типа

В качестве приложения результатов трёх предыдущих пара-
графов рассмотрим обыкновенные дифференциальные уравнения
P -типа, то есть, уравнения, решения которых не имеют подвиж-
ных критических особых точек [2].

В этом классе уравнений выделим шесть неприводимых урав-
нений Пенлеве [2, c.426–478] и специальные уравнения третьего
порядка [104;107; 108; 109].

Члены первого неприводимого уравнения Пенлеве

w′′ − 6w2 − z = 0 (1)

имеют характеристики:

b0 = 0, κ0 = 1, m0 = 2, n0 = − 2, l0 = 2;

b1 = 0, κ1 = 2, m1 = 0, n1 = 0, l1 = 0;

b2 = 1, κ2 = 0, m2 = 0, n2 = 1, l2 = 0.

Поскольку первое неприводимое уравнение Пенлеве содер-
жит только один доминирующий член с номером 1, то, по след-
ствию 1.2.2, степени m > l = 2 его полиномиальных решений
удовлетворяют неравенству

m 6 max
{

0m1, 1m2
}

= max
{
− 2,

1

2

}
=

1

2
.

В силу полученного противоречия
(
m > 2, m 6

1

2

)
уравне-

ние (1) полиномиальных решений степени m > 2 не имеет.
При m < 2 рассмотрим укороченное уравнение

6w2 + z = 0,

которое, как очевидно, полиномиальных решений не имеет.
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Таким образом, доказана ( см. [57, c.43; 12-14])
Теорема 1. Первое неприводимое уравнение Пенлеве (1)

полиномиальных решений не имеет.

Уравнение

w′′ − 2w3 − zw − α = 0, (2)

где α — некоторая постоянная, называется вторым неприводи-
мым уравнением Пенлеве.

Теорема 2. Второе неприводимое уравнение Пенлеве (2)
имеет только одно полиномиальное решение

w : z → 0, ∀z ∈ C, при α = 0.

Доказательство. Члены дифференциального уравнения (2)
имеют характеристики:

b0 = 0, κ0 = 1, m0 = 2, n0 = − 2, l0 = 2;

b1 = 0, κ1 = 3, m1 = 0, n1 = 0, l1 = 0;

b2 = 1, κ2 = 1, m2 = 0, n2 = 1, l2 = 0;

b3 = 0, κ3 = 0, m3 = 0, n3 = 0, l3 = 0.

Поскольку второе неприводимое уравнение Пенлеве содер-
жит только один доминирующий член с номером 1, то, по след-
ствию 1.2.2, степени m > l = 2 его полиномиальных решений
удовлетворяют неравенству

m 6 max
{

0m1, 1m2 , 1m3
}

= max
{
− 1,

1

2
, 0
}

=
1

2
.

В силу полученного противоречия
(
m > 2, m 6

1

2

)
уравне-

ние (2) полиномиальных решений степени m > 2 не имеет.
При m < 2 рассмотрим укороченное уравнение

2w3 + zw + α = 0.
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При α 6= 0 это уравнение не имеет полиномиальных реше-
ний первой и нулевой степени, в чём убеждаемся непосредственно
подстановкой.

Если α = 0, то w = 0 — полиномиальное решение.
Впервые вопрос об однозначных алгебраических решениях

уравнения (2) был рассмотрен подробно А.И. Яблонским [149],
позднее А.П. Воробьёвым [11].

Теорема 3. Третье неприводимое уравнение Пенлеве

zww′′ − z(w′)2 + ww′ − γzw4 − αw3 − βw − δz = 0, (3)

где α, β, γ, δ — некоторые постоянные, имеет полиноми-
альные решения:

a) w : z → 0, ∀z ∈ C, при δ = 0;

б) w : z → C, ∀z ∈ C, и w : z → Cz, ∀z ∈ C, где C —

произвольная постоянная, при α = β = γ = δ = 0;

в) w : z → ±
√
−β

α
, ∀z ∈ C, при αγδ 6= 0, γβ2 + δα2 = 0 и

при γ = δ = 0, αβ 6= 0;

г) w : z → Ci, ∀z ∈ C, где числа Ci — корни уравнения

γC4 + δ = 0, при α = β = 0, γδ 6= 0;

д) w : z → − δ

β
z, ∀z ∈ C, при α = γ = 0, βδ 6= 0, δ+β2 6= 0;

е) w : z → βz + C, ∀z ∈ C, где число C — произвольная

постоянная, при α = γ = 0, βδ 6= 0, δ + β2 = 0;

ж) степени m > 2 при α = γ = 0.

Доказательство. Если δ = 0, то w : z → 0, ∀z ∈ C, является
решением уравнения (3), а при α = β = γ = δ = 0 решением
будет w : z → C, ∀z ∈ C, где C — произвольная постоянная.

Это — тривиальные полиномиальные решения третьего
неприводимого уравнения Пенлеве. Найдём нетривиальные поли-
номиальные решения.

Уравнения (3) имеет характеристики:

β0 = 1, b0 = 1, κ0 = 2, m0 = 2, n0 = − 1, l0 = 2;
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β1 = − 1, b1 = 1, κ1 = 2, m1 = 2, n1 = − 1, l1 = 1;

β2 = 1, b2 = 0, κ2 = 2, m2 = 1, n2 = − 1, l2 = 1;

β3 = − γ, b3 = 1, κ3 = 4, m3 = 0, n3 = 1, l3 = 0;

β4 = − α, b4 = 0, κ4 = 3, m4 = 0, n4 = 0, l4 = 0;

β5 = − β, b5 = 0, κ5 = 1, m5 = 0, n5 = 0, l5 = 0;

β6 = − δ, b6 = 1, κ6 = 0, m6 = 0, n6 = 1, l6 = 0.

Поскольку при γ 6= 0 размерности

κ3 = 4 > κ4 = 3 > κ0 = κ1 = κ2 = 2 > κ5 = 1 > κ6 = 0,

то на основании следствия 1.2.2 устанавливаем, что если полином
(1.2.1) степени m > l = 2 является решением уравнения (3), то

m 6 max
{

im3 : i = 0, 6 , i 6= 3
}

= max
{
− 1, − 1

3
, 0
}

= 0.

При γ = 0, α 6= 0, по следствию 1.2.2, если полином степени
m > 2 является решением уравнения (3), то

m 6 max
{

im4 : i = 0, 6 , i 6= 3, i 6= 4
}

= max
{
− 1, 0,

1

3

}
=

1

3
.

Следовательно, при γ 6= 0 и при γ = 0, α 6= 0 полиномиаль-
ных решений степени m > 2 у уравнения (3) нет.

Пусть

α = γ = 0, |β|+ |δ| 6= 0 (α = β = γ = δ = 0).

Тогда согласно утверждению б) теоремы 2.2.2, если число m > 2
является степенью решения (1.2.1) уравнения (3), то оно будет
корнем уравнения (11.2.2), которое в данном случае имеет вид

m(m− 1)−m2 + m = 0.

Любое m > 2 — корень этого уравнения.
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Следует заметить, что при

α = γ = 0, |β|+ |δ| 6= 0

для обоснования возможности применения утверждения б) теоре-
мы 2.2.2, число m > 2 должно удовлетворять условию

m > max
{

im0 : i = 5, 6
}

= 1.

Стало быть, если уравнение Пенлеве (3) имеет полиномиаль-
ное решение (1.2.1) степени m > 2, то α = γ = 0.

При m = 1 рассмотрим укороченное уравнение

z(w′)2 − ww′ + γzw4 + αw3 + βw + δz = 0 (4)

с характеристиками:

β0 = 1, b0 = 1, κ0 = 2, m0 = 2, n0 = − 1, l0 = 1;

β1 = − 1, b1 = 0, κ1 = 2, m1 = 1, n1 = − 1, l1 = 1;

β2 = γ, b2 = 1, κ2 = 4, m2 = 0, n2 = 1, l2 = 0;

β3 = α, b3 = 0, κ3 = 3, m3 = 0, n3 = 0, l3 = 0;

β4 = β, b4 = 0, κ4 = 1, m4 = 0, n4 = 0, l4 = 0;

β5 = δ, b5 = 1, κ5 = 0, m5 = 0, n5 = 1, l5 = 0.

Так как при γ 6= 0 размерности

κ2 = 4 > κ3 = 3 > κ0 = κ1 = 2 > κ4 = 1 > κ5 = 0,

то согласно следствию 1.2.2, если полином (1.2.1) степени m = 1
является решением уравнения (4), то

m 6 max
{

im2 : i = 0, 5 , i 6= 2
}

= max
{
− 1, − 1

3
, 0
}

= 0.

Если же γ = 0, α 6= 0, то
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κ3 = 3 > κ0 = κ1 = 2 > κ4 = 1 > κ5 = 0

и согласно следствию 1.2.2 из того, что полином (1.2.1) степени
m = 1 является решением уравнения (4), получаем:

m 6 max
{

im3 : i = 0, 5 , i 6= 2, i 6= 3
}

= max
{
− 1, 0,

1

3

}
=

1

3
.

Итак, при |α| + |γ| 6= 0 уравнение (4), а значит, и уравнение
Пенлеве (3) не имеют полиномиальных решений первой степени.

Если α = γ = 0, |β| + |δ| 6= 0, то согласно утверждению
б) теоремы 2.2.2 уравнение (4) необходимо имеет полиномиальное
решение (1.2.1) степени m = 1.

Непосредственно подстановкой полинома первой степени об-
щего вида в уравнение (4) получаем, что:

1) при α = γ = 0, βδ 6= 0, δ + β2 6= 0 уравнение (3) имеет

полиномиальное решение w : z → − δ

β
z, ∀z ∈ C;

2) при α = γ = 0, βδ 6= 0, δ + β2 = 0 уравнение (3)
имеет однопараметрическое семейство полиномиальных решений
w : z → βz + C, ∀z ∈ C, где C — произвольная постоянная.

Если α = β = γ = δ = 0, то согласно утверждению а) теоре-
мы 2.2.2 уравнение (4) необходимо имеет полиномиальное реше-
ние (1.2.1) степени m = 1.

Подстановкой полинома первой степени общего вида в урав-
нение (4) получаем, что при α = β = γ = δ = 0 уравнение (3)
имеет решение w : z → Cz, ∀z ∈ C, где C — произвольная по-
стоянная.

При m = 0 рассматривается укороченное уравнение

γzw4 + αw3 + βw + δz = 0,

из которого непосредственно подстановкой устанавливаем спра-
ведливость утверждений в) и г).

Укажем полиномиальные решения (1.2.1) степени m > 2 у
третьего неприводимого уравнения Пенлеве (3) при α = γ = 0.

Предварительно заметим, что в этом случае уравнение (3) ин-
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тегрируется в квадратурах [97,c.35-40; 99] и имеет общий интеграл

z : t → exp t, w : t → v exp t,

где v такое, что
∫

dv√
C1v2 − 2βv − v

= t + C2,

C1 и C2 — произвольные постоянные.
При α = γ = 0, β2 + m2δ = 0 уравнение Пенлеве (3) имеет

однопараметрическое семейство решений

w : z → Czm+1 +
β

m2
z, ∀z ∈ C,

где C — произвольная постоянная; а полином

w : z → Cz2 + βz +
β2 + δ

4C
, ∀z ∈ C,

где C — произвольная постоянная, отличная от нуля, являются
решениями уравнения (3) при α = γ = 0.

В [58; 94] также указаны случаи наличия полиномиальных ре-
шений у уравнения (3).

Теорема 4. Полиномиальными решениями четвёртого
неприводимого уравнения Пенлеве

2ww′′ − (w′)2 − 3w4 − 8zw3 − 4(z2 − α)w2 − 2β = 0 (5)

являются1:
а) w : z → − 2z, ∀z ∈ C, при α = 0, β = − 2;

1Заметим, что полиномиальные решения уравнения (5) указаны в [95], но
не было доказано, что это все возможные полиномиальные решения четвёрто-
го уравнения Пенлеве.

Такого рода ситуации имеют место для второго, третьего и рассматривае-
мых далее пятого и шестого неприводимых уравнений Пенлеве, когда приво-
дятся примеры полиномиальных решений, но не решается вопрос о том, все ли
решения-полиномы найдены.
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б) w : z → − 2

3
z, ∀z ∈ C, при α = 0, β = − 2

9
;

в) w : z → 0, ∀z ∈ C, при β = 0.

Доказательство. Уравнение (5) имеет характеристики:

β0 = 2, b0 = 0, κ0 = 2, m0 = 2, n0 = − 2, l0 = 2;

β1 = − 1, b1 = 0, κ1 = 2, m1 = 2, n1 = − 2, l1 = 1;

β2 = − 3, b2 = 0, κ2 = 4, m2 = 0, n2 = 0, l2 = 0;

β3 = − 8, b3 = 1, κ3 = 3, m3 = 0, n3 = 1, l3 = 0;

β4 = − 4, b4 = 2, κ4 = 2, m4 = 0, n4 = 2, l4 = 0;

β5 = − 2β, b5 = 0, κ5 = 0, m5 = 0, n5 = 0, l5 = 0.

Поскольку

κ2 = 4 > κ3 = 3 > κ0 = κ1 = κ4 = 2 > κ5 = 0,

то, по следствию 1.2.2, получаем, если число m > l = 2 является
степенью полиномиального решения (1.2.1) уравнения (5), то

m 6 max
{

im2 : i = 0, 5 , i 6= 2
}

= max{ − 1, 1, 0} = 1.

Cледовательно, уравнение (4) полиномиальных решений сте-
пени m > 2 не имеет.

Полиномиальные решения первой и нулевой степени находим
подстановкой w = α1z + α0 в уравнение (5).

Теорема 5. Пятое непреводимое уравнение Пенлеве

2z2w2w′′ − 2z2ww′′ − 3z2w(w′)2 + z2(w′)2 + 2zw2w′−

− 2zww′ − 2αw5 + 6αw4 − 2(δz2 + γz + 3α + β)w3− (6)

− 2(δz2 − γz − α− 3β)w2 − 6βw + 2β = 0,

где α, β, γ и δ — некоторые постоянные, имеет полиноми-
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альные решения:

a) w : z → 0, ∀z ∈ C, при β = 0;

б) w : z → C, ∀z ∈ C, где C — произвольная постоян-

ная, при α = β = γ = δ = 0;

в) w : z → 1, ∀z ∈ C, при δ = 0, |α|+ |β|+ |γ| 6= 0;

г) w : z → − 1, ∀z ∈ C, при γ = 0, α + β = 0, δ 6= 0;

д) w : z → − 2δ

γ
z + 1, ∀z ∈ C, при αγδ 6= 0, β = − 0,5,

4αδ + γ2 = 0;

е) w : z → az + b, ∀z ∈ C, где a2 + 2δ = 0, b2 + 2β = 0, при

α =
1

2
, δ 6= 0, γ4 + 64δ2 + 16β2δ2 − 8βδγ2 + 64δ2β + 16γ2δ = 0;

ж) степени m > 1 такой, что m2 + 2β = 0, при β 6= 0,
α = γ = δ = 0.

Доказательство. Если β = 0, то w : z → 0, ∀z ∈ C, является
решением уравнения (6); а при α = β = γ = δ = 0 решением
будет w : z → C, ∀z ∈ C, где C — произвольная постоянная.
Это — тривиальное и тривиальное полиномиальное решения.

Для нахождения нетривиальных полиномиальных решений
определим характеристики членов уравнения (6):

β0 = 2, b0 = 2, κ0 = 3, m0 = 2, n0 = 0, l0 = 2;

β1 = − 2, b1 = 2, κ1 = 2, m1 = 2, n1 = 0, l1 = 2;

β2 = − 3, b2 = 2, κ2 = 3, m2 = 2, n2 = 0, l2 = 1;

β3 = 1, b3 = 2, κ3 = 2, m3 = 2, n3 = 0, l3 = 1;

β4 = 2, b4 = 1, κ4 = 3, m4 = 1, n4 = 0, l4 = 1;

β5 = − 2, b5 = 1, κ5 = 2, m5 = 1, n5 = 0, l5 = 1;

β6 = − 2α, b6 = 0, κ6 = 5, m6 = 0, n6 = 0, l6 = 0;

β7 = 6α, b7 = 0, κ7 = 4, m7 = 0, n7 = 0, l7 = 0;
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β8 =



− 2δ при δ 6= 0,

− 2γ при δ = 0, γ 6= 0,

− 6α− 2β при δ = γ = 0,

b8 =




2 при δ 6= 0,

1 при δ = 0, γ 6= 0,

0 при δ = γ = 0,

κ8 = 3, m8 = 0, n8 = b8 , l8 = 0;

β9 =



− 2δ при δ 6= 0,

2γ при δ = 0, γ 6= 0,

2α + 6β при δ = γ = 0,

b9 =




2 при δ 6= 0,

1 при δ = 0, γ 6= 0,

0 при δ = γ = 0,

κ9 = 2, m9 = 0, n9 = b9 , l9 = 0;

β10 = − 6β, b10 = 0, κ10 = 1, m10 = 0, n10 = 0, l10 = 0;

β11 = 2β, b11 = 0, κ11 = 0, m11 = 0, n11 = 0, l11 = 0.

Поскольку при α 6= 0 размерности

κ6 = 5 > κ7 = 4 > κ0 = κ2 = κ4 = κ8 = 3,

3 > κ1 = κ3 = κ5 = κ9 = 2 > κ10 = 1 > κ11 = 0,

то на основании следствия 1.2.2, если число m > l = 2 являет-
ся степенью полиномиального решения (1.2.1) дифференциально-
го уравнения (6), то

m 6 max
{

im6 : i = 0, 11 , i 6= 6
}

=




1 при δ 6= 0,

1

2
при δ = 0, γ 6= 0,

0 при δ = γ = 0.

Поэтому при α 6= 0 уравнение (6) полиномиальных решений
степени m > 2 не имеет.

Пусть α = 0. Тогда

κ0 = κ2 = κ4 = κ8 = 3,
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3 > κ1 = κ3 = κ5 = κ9 = 2 > κ10 = 1 > κ11 = 0.

В соответствии со следствием 1.2.2, если число m > l = 2 яв-
ляется степенью полиномиального решения (1.2.1) уравнения (6),
то при |δ| + |γ| 6= 0 оно удовлетворяет неравенству

m 6 max
{

im0 : i = 1, 11 , i /∈ {2, 4, 6, 7, 8}
}

= 0.

Рассмотрим случай, когда δ = γ = 0. Имеем:

κ0 = κ2 = κ4 = κ8 = 3 > κ1 = κ3 = κ5 = κ9 = 2,

2 > κ10 = 1 > κ11 = 0, n0 = n2 = n4 = n8 = 0.

На основании утверждения б) теоремы 2.2.2 получаем, что ес-
ли число m > l = 2 такое, что

m > max
{

im0 : i = 1, 11 , i /∈ {2, 4, 6, 7, 8}
}

= 0,

является степенью полиномиального решения (1.2.1) уравнения
(6), то оно будет корнем уравнения

m2 + 2β = 0. (7)

Таким образом, если число m > 2 является степенью поли-
номиального решения (1.2.1) дифференциального уравнения (6),
то β 6= 0, α = γ = δ = 0 и оно — корень уравнения (7).

При m = 1 рассмотрим укороченное уравнение

3z2w(w′′)2 − z2(w′)2 − 2zw2w′ + 2zww′ + 2αw5 −

− 6αw4 + 2(δz2 + γz + 3α + β)w3 + (8)

+2(δz2 − γz − α− 3β)w2 + 6βw − 2β = 0,

которое получаем отбрасыванием нулевого и первого членов в (6).
При α 6= 0 размерности

κ6 = 5 > κ7 = 4 > κ2 = κ4 = κ8 = 3,
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3 > κ3 = κ5 = κ9 = 2 > κ10 = 1 > κ11 = 0.

Тогда, по следствию 1.2.2, если число m = 1 является степе-
нью полиномиального решения (1.2.1) уравнения (8), то

m 6 max
{

im6 : i = 2, 11 , i 6= 6
}

=




1, если δ 6= 0,

1

2
, если δ = 0, γ 6= 0,

0, если δ = γ = 0.

Это возможно лишь при δ 6= 0.
Непосредственной подстановкой в уравнение (8) при αδ 6= 0

полинома первой степени, устанавливаем, что уравнение (6):
a) при

αγδ 6= 0, β = − 1

2
, 4αδ + γ2 = 0

имеет полиномиальное решение

w : z → − 2δ

γ
z + 1,∀z ∈ C

б) при

α =
1

2
, δ 6= 0, γ4 + 64δ2 + 16β2δ2 − 8βδγ2 + 64δ2β + 16γ2δ = 0

имеет решение

w : z → az + b,∀z ∈ C,

где a и b постоянные такие, что

a2 + 2δ = 0, b2 + 2β = 0.

Пусть α = 0. Тогда

κ2 = κ4 = κ8 = 3 > κ3 = κ5 = κ9 = 2 > κ10 = 1 > κ11 = 0.
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По следствию 1.2.2, если число m = 1 — степень полиноми-
ального решения (1.2.1) уравнения (8), то при |δ| + |γ| 6= 0 оно
удовлетворяет неравенству

m 6 max
{

im2 : i = 3, 11 , i /∈ {4, 6, 7, 8}
}

= 0.

Итак, при α = 0, |δ|+ |γ| 6= 0 уравнение (6) полиномиальных
решений первой степени не имеет.

Рассмотрим случай α = γ = δ = 0.
В силу утверждения б) теоремы 2.2.2, если уравнение (8) име-

ет полиномиальное решение (1.2.1) степени m = 1, то

m > max
{

im2 : i = 3, 11 , i /∈ {4, 6, 7, 8}
}

= 0

и m = 1 будет корнем уравнения (11.2.2), которое в данном слу-

чае имеет вид 3m2 − 2m + 2β = 0, то есть, β = − 1

2
.

Непосредственно подстановкой полинома первой степени в

уравнение (8) при α = γ = δ = 0, β = − 1

2
получаем, что

w : z → Cz + 1, ∀z ∈ C, где C — произвольная постоянная,
является решением дифференциального уравнения (6).

При m = 0 рассмотрим укороченное уравнение

αw5 − 3αw4 + (δz2 + γz + 3α + β)w3 +

+ (δz2 − γz − α− 3β)w2 + 3βw − β = 0,

на основании которого получаем, что при

|α|+ |β|+ |γ| 6= 0, δ = 0

дифференциальное уравнение (6) имеет решение

w : z → 1, ∀z ∈ C;

а при

γ = 0, α + β = 0, δ 6= 0
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имеет решение

w : z → − 1, ∀z ∈ C.

Для уравнения (6) указаны все возможности существования
полиномиальных решений.

Наиболее значимые исследования по (6) выполнены в [98].
Например, при

α = γ = δ = 0

уравнение Пенлеве (6) имеет решения

w = Cz
±
√
−2β

+ 1,

где C — произвольная постоянная, среди которых при соответ-
ствующем выборе параметра β содержатся и полиномиальные.

Теорема 6. Шестое неприводимое уравнение Пенлеве

2z2(z − 1)2w3w′′ − 2z2(z − 1)2(z + 1)w2w′′ + 2z3(z − 1)2ww′′−

− 3z2(z − 1)2w2(w′)2 + 2z2(z − 1)2(z + 1)w(w′)2−

− z3(z − 1)2(w′)2 + 2z(z − 1)2(2z − 1)w3w′ − 2z(z − 1) ·

· (z2 + 2z − 1)w2w′ + 2z3(z − 1)ww′ − 2αw6 + (9)

+4α(z + 1)w5 − 2((α + δ)z2 + (4α + β + γ + δ)z + α− γ)w4 +

+4((α + β + γ + δ)z + (α + β − γ − δ))zw3 − 2z((β + γ)z2 +

+(α + 4β − γ + δ)z + β − δ)w2 + 4βz2(z + 1)w − 2βz3 = 0,

где α, β, γ и δ — некоторые постоянные, имеет полиноми-
альные решения (1.2.1) степени:

a) m > 2, если α = 0, а m2 − 2m + δ 6= 0;

б) m = 1;

в) m = 0 при β = 0, при β = γ = 0, α + δ 6= 0 и
при α 6= 0, β = γ = 0, α + δ 6= 0, причём в случае, когда
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α = β = γ = δ = 0, существует однопараметрическое се-
мейство решений w : z → C, ∀z ∈ C, где C — произвольная
постоянная, а при β = 0 — решение w : z → 0, ∀z ∈ C.

Доказательство. Если β = 0, то w : z → 0, ∀z ∈ C, является
решением уравнения (9), а при α = β = γ = δ = 0 решением
будет w : z → C, ∀z ∈ C, где C — произвольная постоянная.

Это — тривиальное и тривиальное полиномиальное решения.
Для отыскания нетривиальных полиномиальных решений

определим характеристики членов уравнения (9):

β0 = 2, b0 = 4, κ0 = 4, m0 = 2, n0 = 2, l0 = 2;

β1 = − 2, b1 = 5, κ1 = 3, m1 = 2, n1 = 3, l1 = 2;

β2 = 2, b2 = 5, κ2 = 2, m2 = 2, n2 = 3, l2 = 2;

β3 = −3, b3 = 4, κ3 = 4, m3 = 2, n3 = 2, l3 = 1;

β4 = 2, b4 = 5, κ4 = 3, m4 = 2, n4 = 3, l4 = 1;

β5 = − 1, b5 = 5, κ5 = 2, m5 = 2, n5 = 3, l5 = 1;

β6 = 4, b6 = 4, κ6 = 4, m6 = 1, n6 = 3, l6 = 1;

β7 = − 2, b7 = 4, κ7 = 3, m7 = 1, n7 = 3, l7 = 1;

β8 = 2, b8 = 4, κ8 = 2, m8 = 1, n8 = 3, l8 = 1;

β9 = − 2α, b9 = 0, κ9 = 6, m9 = 0, n9 = 0, l9 = 0;

β10 = 4α, b10 = 1, κ10 = 5, m10 = 0, n10 = 1, l10 = 0;

β11 =



− 2(α + δ) при α + δ 6= 0,

− 2(4α + β + γ − δ)γ при α + δ = 0, 4α + β + γ − δ 6= 0,

− 2(α − γ) при α + δ = 0, 4α + β + γ − δ = 0,
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b11 =




2 при α + δ 6= 0,

1 при α + δ = 0, 4α + β + γ − δ 6= 0,

0 при α + δ = 0, 4α + β + γ − δ = 0,

κ11 = 4, m11 = 0, n11 = b11 , l11 = 0;

β12 =

[
4(α + β + γ + δ) при α + β + γ + δ 6= 0,

4(α + β − γ − δ) при α + β + γ + δ = 0,

b12 =

[
2 при α + β + γ + δ 6= 0,

1 при α + β + γ + δ = 0,

κ12 = 3, m12 = 0, n12 = b12 , l12 = 0;

β13 =



− 2(β + γ) при β + γ 6= 0,

− 2(α + 4β − γ + δ) при β + γ = 0, α + 4β − γ + δ 6= 0,

− 2(β − δ) при β + γ = 0, α + 4β − γ + δ = 0,

b13 =




3 при β + γ 6= 0,

2 при β + γ = 0, α + 4β − γ + δ 6= 0,

1 при β + γ = 0, α + 4β − γ + δ = 0,

κ13 = 2, m13 = 0, n13 = b13 , l13 = 0;

β14 = 4β, b14 = 3, κ14 = 1, m14 = 0, n14 = 3, l14 = 0;

β15 = − 2β, b15 = 3, κ15 = 0, m15 = 0, n15 = 3, l15 = 0.

Поскольку при α 6= 0 размерности

κ9 = 6 > κ10 = 5 > κ0 = κ3 = κ6 = κ11 = 4 > κ1 = κ4 =

= κ7 = κ12 = 3 > κ2 = κ5 = κ8 = κ13 = 2 > κ14 = 1 > κ15 = 0,
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то, по следствию 1.2.2, если число m > l = 2 является степенью
полиномиального решения уравнения (9), то

m 6 max
{

9mi : i = 0, 15 , i 6= 9
}

= 1.

Стало быть, полиномиальных решений (1.2.1) степени m > 2
у дифференциального уравнения (9) при α 6= 0 нет.

При α = 0 размерности

κ0 = κ3 = κ6 = κ11 = 4 > κ1 = κ4 = κ7 = κ12 = 3,

3 > κ2 = κ5 = κ8 = κ13 = 2 > κ14 = 1 > κ15 = 0

и

max
{

0mi : i = 1, 15 , i /∈ {3, 6, 9, 10, 11}
}

= 1.

По утверждению б) теоремы 2.2.2, если число m > l = 2 яв-
ляется степенью полиномиального решения уравнения (9), то оно
будет корнем уравнения m2 − 2m + 2δ = 0.

При m = 1 рассмотрим укороченное уравнение, которое по-
лучаем из (9) отбрасыванием первых трёх членов.

Поскольку

S3(1) = S4(1) = S6(1) = S7(1) = 6 > Si(1),

где i = 5, 15 , i 6= 6, i 6= 7, то, по лемме 1.2.1, число m = 1 будет
степенью полиномов-решений уравнения (9).

При m = 0 рассматрим укороченное уравнение, которое по-
лучаем из (9) отбрасыванием первых девяти членов.

Если β 6= 0, то

S14(0) = S15(0) = 3 > Si(0), i = 9, 13 .

По лемме 1.2.1, число m = 0 будет степенью полиномиаль-
ного решения уравнения (9).

Если β = 0, |α| + |γ| + |δ| 6= 0, то в силу утверждения в)
теоремы 1.2.2, если число m = 0 является степенью полиноми-
ального решения уравнения (9), то

m > min
{

13mi : i = 9, 12
}
.
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Это возможно в двух случаях, когда γ = 0, α + δ 6= 0 и когда
γ = 0, α + δ = 0, α 6= 0.

Например, если β 6= 0, γ = 0, или β = γ = 0, α + δ 6= 0,

или β = γ = 0, α + δ = 0, α 6= 0, то уравнение Пенлеве (9) имеет

решение w : z → 1, ∀z ∈ C; если β = 0, δ =
1

2
, то — решение

w : z → z, ∀z ∈ C; если δ = 0, α = γ =
1

2
, β = − 2, то —

решение w : z → 2z, ∀z ∈ C, [96; 100].

Теорема 7. Алгебраическое дифференциальное уравнение

w2w′w′′′ − w4w′′′ −
(
1− 1

ν

)
w2(w′′)2−

− a1w(w′)2w′′ +
(
4
(
1− 1

ν

)
− a + a1

)
w3w′w′′+

(10)

+ aw5w′′ − b̃1(w
′)4 +

(
b̃1 − b

)
w2(w′)3 +

+
(
b− c− 4

(
1− 1

ν

))
w4(w′)2 + (c− d)w6w′ + dw8 = 0,

где ν — целое число отличное от нуля; a, b, c, d, a1 и b̃1

суть некоторые постоянные, может иметь полиномиаль-
ные решения:

а) степени m = 2 при

a = c = d = 0, b = 4
(
1− 1

ν

)
= a1 + 2b̃1 , a1 + b̃1 6= 0,

или при

a 6= 0, c + d = 0, a + 2b = 8
(
1− 1

ν

)
;

б) степени m > 3 при выполнении хотя бы одного из
условий:
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a = c = d = 0, b = 4
(
1− 1

ν

)
, (b + a1)(̃b1 − b) 6= 0; (11)

a = c = d = 0, b = b̃1 = 4
(
1− 1

ν

)
6= − a1 ; (12)

a = c = d = 0, b = − a1 = 4
(
1− 1

ν

)
6= b̃1 ; (13)

c = d = 0, a
(
b− 4

(
1− 1

ν

))
6= 0; (14)

причём при выполнении условий (11), (12), (13) число m долж-
но быть корнем уравнения

(a1 + b̃1 − 1)m2 − (b + a1 − 3)m− 2 = 0, (15)

а при выполнении условий (14) — корнем уравнения

(
a + b− 4

(
1− 1

ν

))
m− a = 0. (16)

Также существуют тривиальное решение, тривиальные
полиномиальные решения нулевой степени при d = 0, первой

степени при b = b̃1 = c = d = 1 − 1

ν
= 0 и второй степени

при a = a1 = b = b̃1 = c = d = 1− 1

ν
= 0.

Доказательство. В наличии тривиального и тривиальных по-
линомиальных решений у дифференциального уравнения (10)
убеждаемся непосредственно подстановкой.

Для отыскания нетривиальных полиномиальных решений
(1.2.1) определяем характеристики членов уравнения (10):

β0 = 1, b0 = 0, κ0 = 4, m0 = 4, n0 = − 4, l0 = 3;

β1 = − 1, b1 = 0, κ1 = 5, m1 = 3, n1 = − 3, l1 = 3;
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β2 = −
(
1− 1

ν

)
, b2 = 0, κ2 = 4, m2 = 4, n2 = − 4, l2 = 2;

β3 = − a1 , b3 = 0, κ3 = 4, m3 = 4, n3 = − 4, l3 = 2;

β4 = 4
(
1− 1

ν

)
−a+a1 , b4 = 0, κ4 = 5, m4 = 3, n4 = −3, l4 = 2;

β5 = a, b5 = 0, κ5 = 6, m5 = 2, n5 = − 2, l5 = 2;

β6 = − b̃1 , b6 = 0, κ6 = 4, m6 = 4, n6 = − 4, l6 = 1;

β7 = b̃1 − b, b7 = 0, κ7 = 5, m7 = 3, n7 = − 3, l7 = 1;

β8 = b− c−4
(
1− 1

ν

)
, b8 = 0, κ8 = 6, m8 = 2, n8 = −2, l8 = 1;

β9 = c− d, b9 = 0, κ9 = 7 m9 = 1, n9 = − 1, l9 = 1;

β10 = d, b10 = 0, κ10 = 8, m10 = 0, n10 = 0, l10 = 0.

В силу следствия 1.2.2 при выполнении одного из условий:

1) d 6= 0;

2) d = 0, c 6= 0;

3) a = c = d = 0, b 6= 4
(
1− 1

ν

)
;

4) a 6= 0, c = d = b− 4
(
1− 1

ν

)
= 0;

5) a = c = d = b− 4
(
1− 1

ν

)
= b + a1 = b̃1 − b = 0

дифференциальное уравнение (10) не имеет полиномиальных ре-
шений степени m > 3.

Пусть c = d = 0, a
(
b− 4

(
1− 1

ν

))
6= 0. Тогда
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κ5 = κ8 = 6 > κ1 = κ4 = κ7 = 5,

5 > κ0 = κ2 = κ3 = κ6 = 4, n5 = n8 = − 2.

По утверждению б) теоремы 2.2.2, если уравнение (10) имеет
полиномиальное решение степени m > 3, то m является корнем
уравнения (16).

Пусть

a = c = d = b− 4
(
1− 1

ν

)
= 0, (b + a1)

(
b̃1 − b

)
6= 0.

Тогда

κ1 = κ4 = κ7 = 5>κ0 = κ2 = κ3 = κ6 = 4, n1 = n4 = n7 =−3.

По утверждению б) теоремы 2.2.2, если уравнение (10) имеет
полиномиальное решение степени m > 3, то m является корнем
уравнения (15).

Пусть

a = c = d = b− 4
(
1− 1

ν

)
= b + a1 = 0, b̃1 − b 6= 0.

Тогда

κ1 = κ7 = 5 > κ0 = κ2 = κ3 = κ6 = 4, n1 = n7 = − 3.

По утверждению б) теоремы 2.2.2, если уравнение (10) имеет
полиномиальное решение степени m > 3, то m является корнем
уравнения (15).

Пусть

a = c = d = b− 4
(
1− 1

ν

)
= b̃1 − b = 0, b + a1 6= 0.

Тогда

κ1 = κ4 = 5 > κ0 = κ2 = κ3 = κ6 = 4, n1 = n4 = − 3.

По утверждению б) теоремы 2.2.2, если уравнение (10) имеет
полиномиальное решение степени m > 3, то m является корнем
уравнения (15).
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При m = 2 рассматрим укороченное уравнение, которое по-
лучаем из уравнения (10) отбрасыванием первых двух членов.

На основании следствия 1.2.2 устанавливаем, что при выпол-
нении хотя бы одного из условий

1) d 6= 0;

2) d = 0, c 6= 0;

3)a = c = d = 0, b− 4
(
1− 1

ν

)
6= 0;

4) c = d = b− 4
(
1− 1

ν

)
= 0, a 6= 0;

5) a = c = d = b− 4
(
1− 1

ν

)
= b + a1 = 0, b̃1 − b 6= 0;

6) a = c = d = b− 4
(
1− 1

ν

)
= b̃1 − b = 0, b + a1 6= 0

дифференциальное уравнение (10) полиномиальных решений сте-
пени m = 2 не имеет.

Если

c = d = 0, a + 2b = 8
(
1− 1

ν

)
, a 6= 0

или

a = c = d = 0, b = 4
(
1− 1

ν

)
= a1 + 2b̃1 , a1 + b̃1 6= 0,

то в силу утверждения б) теоремы 2.2.2 уравнение (10) имеет по-
линомиальные решения степени m = 2.

На основании утверждения а) теоремы 2.2.2 при

a = c = d = b−
(
1− 1

ν

)
= b̃1 − b = b + a1 = 0, b 6= 0

дифференциальное уравнение (10) полиномиальных решений сте-
пени m = 2 не имеет.

Итак, при m = 2 все логические возможности рассмотрены.
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При m = 1 рассмотрим укороченное уравнение

b̃1(w
′)4 +

(
b− b̃1

)
w2(w′)3 −

(
b− c− 4

(
1− 1

ν

))
w4(w′)2 +

+(d− c)w6w′ + dw8 = 0,

у которого (а значит, и у уравнения (10)) в силу следствия 1.2.2
полиномиальных решений (отличных от тривиальных) первой сте-
пени нет.

Уравнение (10) нетривиальных полиномиальных решений ну-
левой степени не имеет.

Заметим, что уравнение (10) выделено в работах [104; 107;
108; 109] как уравнение третьего порядка, доставляющее уравне-
ния, решения которых свободны от подвижных критических осо-
бых точек. Это уравнение P -типа третьего порядка.

Например, при a = b = c = a1 + 2b̃1 = 0, ν = 1, a1 + b̃1 6= 0
уравнение (10) имеет решение

w : z → C1z
2 + C2z + C3 , ∀z ∈ C,

где 4C1C3 − C2
2

= 0.

При a1 = b̃1 = c = d = a + 2b = 0, ν = 1, a 6= 0 уравнение
(10) имеет решение

w : z → Cz2, ∀z ∈ C.

При a = b = c = d = b̃1 = 0, ν = 1, a =
1

3
уравнение (10)

имеет решение

w : z → Cz3, ∀z ∈ C.

При a = b = c = d = a1 = 0, ν = 1 уравнение (10) имеет
решение

w : z → Cz4, , ∀z ∈ C.

Здесь, как и ранее, C — произвольная постоянная.
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Г л а в а II

ПОСТРОЕНИЕ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ
РЕШЕНИЙ В ЦЕЛОМ

Для алгебраических дифференциальных уравнений специаль-
ных видов, начиная с исследований E.D. Rainville [189], значитель-
ное распространение получил метод построения в целом полино-
миальных решений конкретной структуры. В работах M. Bhargava,
H. Kaufman [152; 153] впервые была сделана попытка увязать на-
личие полиномиального решения выбранной структуры со свой-
ствами его степени, дальнейшее распространение данная теория
нашла в [74; 82; 129; 130] с последующим обощением П.Р. Лазо-
вым и Д. Димитровски на более общий класс в [76]. Однако все эти
исследования не были объеденены одним подходом.

Укажем одно свойство степени полинома, определённого спе-
циальным образом.

Пусть полиномы Ã : C → C и B̃ : C → C такие, что

deg Ã(z) > deg B̃(z).

Полином

γ̃(z) =

[(
− Ã(z)

B̃(z)

)1
δ

]
, (1)

где δ — некотоpое натуpальное число, символ [ ] означает поли-
номиальную часть pазложения по убывающим степеням z. Поли-
ном Q̃ : C → C найдём из тождества

Ã(z) = − B̃(z) · γ̃δ(z)− Q̃(z), ∀z ∈ C. (2)

Лемма 1. Степень полинома Q̃, опpеделяемого тожде-
ством (2), такая, что
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deg Q̃(z) < deg B̃(z) + (δ − 1) deg γ̃(z). (3)

Доказательство. Из (1) с учётом тождества (2) получаем:

γ̃(z) =

[
δ

√
γ̃δ(z) +

Q̃(z)

B̃(z)

]
=

[
γ̃(z) δ

√
1 +

Q̃(z)

B̃(z)γ̃δ(z)

]
=

=

[
γ̃(z)

(
1 +

1

δ
· Q̃(z)

B̃(z)γ̃δ(z)
+

1− δ

2!δ2
· Q̃2(z)

B̃2(z)γ̃2δ(z)
+ . . .

)]
=

= γ̃(z) + R̃(z),

где полином

R̃(z) =

[
1

δ
· Q̃(z)

B̃(z)γ̃δ−1(z)
+

1− δ

2!δ2
· Q̃2(z)

B̃2(z)γ̃2δ−1(z)
+ . . .

]
.

Если

deg Q̃(z) > deg B̃(z) + (δ − 1) deg γ̃(z),

то R̃ — полином, не pавный тождественно нулю, и получаем пpо-
тивоpечие

γ̃(z) = γ̃(z) + R̃(z),

доказывающее утвеpждение леммы 1.

В некотоpых случаях можно указать достаточные условия на-
личия максимального числа полиномиальных pешений опpеделён-
ной стpуктуpы. Для этих исследований необходима

Лемма 2. Пусть

ε = cos
2π

δ
+
√
−1 sin

2π

δ
.

Тогда
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δ∑

j=1

εjν = 0, (4)

если ν — целое число, отличное от нуля и не кpатное δ;

δ∑

j=1

εjν = δ, (5)

если ν — целое число, кpатное δ.

Доказательство1. Вычислим сумму

δ∑

j=1

εjν =

δ∑

j=1

(
cos

2π

δ
+
√
−1 sin

2π

δ

)jν

=

=

δ∑

j=1

cos
(2πν

δ
j
)

+
√
−1

δ∑

j=1

sin
(2πν

δ
j
)
.

Пусть ν не кpатно δ, т.е.
ν

δ
не является целым числом. Тогда

δ∑

j=1

cos
(2πν

δ
j
)

=
(
2 sin

πν

δ

)−1
·

δ∑

j=1

2 sin
πν

δ
cos
(2πν

δ
j
)
.

Так как

δ∑

j=1

2 sin
t

2
cos(tj) =

δ∑

j=1

(
sin
(
j +

1

2

)
t− sin

(
j − 1

2

)
t
)

=

= − sin
1

2
t + sin

(
δ +

1

2

)
t = 2 cos

δ + 1

2
t sin

δ

2
t,

1В [128; 103, c. 41 – 42] иное доказательство.
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а sin
δ

2
t = sinπν = 0, то

δ∑

j=1

cos
(2πν

δ
j
)

= 0.

Аналогично,

δ∑

j=1

sin
(2πν

δ
j
)

=
(
2 sin

πν

δ

)−1
·

δ∑

j=1

2 sin
πν

δ
sin
(2πν

δ
j
)
.

Так как

δ∑

j=1

2 sin
t

2
sin tj =

δ∑

j=1

(
cos
(
j − 1

2

)
t− cos

(
j +

1

2

)
t
)

=

= cos
1

2
t− cos

(
δ +

1

2

)
t = 2 sin

δ + 1

2
t sin

δ

2
t,

а sin
δ

2
t = sinπν = 0, то

δ∑

j=1

sin
(2πν

δ
j
)

= 0.

Равенство (4) доказано.
Пусть ν кратно δ, т.е. существует такое натуральное число

S, что ν = Sδ. Тогда

δ∑

j=1

cos
(2πν

δ
j
)

=
δ∑

j=1

cos 2πSj = δ,

δ∑

j=1

sin
(2πν

δ
j
)

=
δ∑

j=1

sin 2πSj = 0.
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Равенство (5) доказано.
Комплексное число ε является одним из значений δ

√
1, ибо

εδ = cos 2π +
√
−1 sin 2π. Остальные δ − 1 значений корня δ

√
1

можно получить, возводя ε в степень с показателями 2, 3, . . . , δ.

Обозначим εt корни уравнения εδ = 1 и будем считать, что

ε1 = ε, ε2 = ε2, . . . , ε
δ

= εδ . (6)

§ 1. Структурный метод
построения полиномиальных решений

Рассмотрим алгебpаическое диффеpенциальное уpавнение

T∑

i=0

Ai(z)Φi

(
z, w,w′, w′′, . . . , w(λi)

)
= 0, (1)

где Ai и Φi (i = 0, T ) — полиномы своих аpгументов.
Лемма 1. Если число m является степенью полиномиаль-

ного pешения (1.2.1.1) алгебpаического диффеpенциального
уpавнения (1.1.1.1), то это уpавнение пpиводится к виду (1),
для котоpого спpаведливы соотношения

aτ + ϕτ (m) < aj + ϕj(m) = ar + ϕr(m),
(2)

τ = 0, T , τ 6= j, τ 6= r, r 6= j, r, j ∈ {0, 1, . . . , T},

где w — полином (1.2.1.1),

ϕi(m) = deg Φi(z, w(z), w′(z), . . . , w(λi)(z)),

ai = deg Ai(z), i = 0, T .

Доказательство. Если подставить полином w степени m в
уpавнение (1.1.1.1), то получим тождество, у котоpого должно
быть, в силу леммы 1.2.1.1, не менее двух членов с одинаковыми
наибольшими степенями.
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Если таких членов два, то лемма доказана.
Если же таких членов больше двух, то их сгpуппиpуем.
Поскольку пpи сложении полиномов одинаковой степени сте-

пень суммы не возpастает, то m является степенью полиномиаль-
ного pешения (1.2.1.1) при условии (2).

Без огpаничения общности pассуждений будем считать, что в
уpавнении (1) два члена с номеpами r и j имеют вид

Φ
k

(
z, w,w′, w′′, . . . , w(λk)

)
=

(3)
= Cl

(
z, w,w′, . . . , w(γ)

)
Dδ

k

(
z, w,w′, . . . , w(ρk)

)
, k = r, k = j,

где C и Dk — полиномы своих аpгументов; l, γ и ρk — целые
неотpицательные числа, λk = max{γ, ρk}, δ ∈ N, k = r, k = j.

Будем считать, что

deg Ar(z) = ar > deg Aj(z) = aj .

Полином

γ(z) =

[(
− Ar(z)

Aj(z)

)1
δ

]
, (4)

где δ — натуpальное число из (3), а символ [ ] означает полино-
миальную часть pазложения по убывающим степеням z.

Полином Q опpеделим по пpавилу (2.0.0) из тождества

Ar(z) = −Aj(z)γδ(z)−Q(z), ∀z ∈ C. (5)

Заменяя в дифференциальном уpавнении (1) коэффициент
Ar, используя его выражение через полиномы Aj , γ и Q по фор-
муле (5), получаем

A
(
z, w,w′, . . . , w(λ)

)
= Aj(z)Cl

(
z, w,w′, w′′, . . . , w(γ)

)
·

(6)
·
(
Dδ

j

(
z, w,w′, . . . , w(ρj )

)
− γδ(z)Dδ

r

(
z, w,w′, . . . , w(ρr)

))
,

где выражение
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A(z, w,w′, . . . , w(λ)) =

= Q(z)Φr

(
z, w,w′, . . . , w(λr)

)
−B

(
z, w,w′, . . . , w(β)

)

при

B
(
z, w,w′, . . . , w(β)

)
=

=

T∑

τ = 0,
τ 6= r, τ 6= j

Aτ (z)Φτ

(
z, w,w′, . . . , w(λτ )

)
.

Введём условные обозначения:

A(z;w(z)) = A
(
z, w(z), w′(z), . . . , w(λ)(z)

)
,

C(z;w(z)) = C
(
z, w(z), w′(z), . . . , w(γ)(z)

)
,

Dk(z;w(z)) = Dk

(
z, w(z), w′(z), . . . , w(ρk)(z)

)
, k = r, k = j,

где w — полином степени m, а также:

A(m) = deg A(z;w(z)), C(m) = deg C(z;w(z)),

Dk(m) = deg Dk(z;w(z)), k = r, k = j, γ = deg γ(z).

При этом в силу (4)

γ =
ar − aj

δ
.

Теорема 1. Если полином w степени m, удовлетворяю-
щей соотношениям (2), является полиномиальным решением
алгебраического дифференциального уравнения (1) при (3),
то полином w является решением уравнения

C
(
z, w,w′, . . . , w(γ)

)
= 0 (7)

или решением хотя бы одного из уравнений
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Dj

(
z, w,w′, . . . , w(ρj )

)
−

(8)
− εtγ(z)Dr

(
z, w,w′, . . . , w(ρr)

)
= εtP(z), t = 1, δ ,

где εt — коpни уpавнения εδ = 1, P — некотоpый полином
степени f, опpеделяемой соотношением

f = A(m)− aj − lC(m)− (δ − 1)(γ −Dr(m)), (9)

причём, если f < 0, то P(z) ≡ 0.
Полином w, являющийся решением уравнения (7), будет

решением уравнения (1) при (3), если и только если

B(z;w(z)) = 0, ∀z ∈ C. (10)

При f < 0 полином w, являющийся решением хотя бы
одного из уравнений (8), будет решением уравнения (1) при
(3) тогда и только тогда, когда

A(z;w(z)) = 0, ∀z ∈ C. (11)

Доказательство. Поскольку

ar + ϕr(m) = aj + ϕj(m),

то, учитывая задание (3),

ar + lC(m) + δDr(m) = aj + lC(m) + δDj(m)

или
Dj(m) = Dr(m) + γ. (12)

Из соотношений (2) следует, что

deg B(z;w(z)) < aj + ϕj(m) = aj + lC(m) + δDj(m).

По лемме 1.0.0, для полиномов, связанных соотношениями (4)
и (5), выполняется неравенство (3.0.0), которое в принятых обо-
значениях имеет вид

deg Q(z) < aj + (δ − 1)γ.
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Тогда с учётом равенства (12) степень

deg(Q(z)Φr(z;w(z))) < aj + (δ − 1)γ + lC(m) + δDr(m) =

= aj + lC(m) + δ(γ + Dr(m)) − γ =

= (aj + lC(m) + δDj(m))− γ 6 aj + lC(m) + δDj(m).

Следовательно,

A(m) < aj + lC(m) + δDj(m). (13)

Полином w степени m, удовлетворяющий условиям (2), бу-
дет решением уравнения (1) при (3) тогда и только тогда, когда

A(z;w(z)) −Aj(z)Cl(z;w(z))·
(14)

·
(
Dδ

j
(z;w(z)) − γδ(z)Dδ

r(z;w(z))
)

= 0, ∀z ∈ C.

Относительно C(z;w(z)) представляются возможности:

C(z;w(z)) ≡ 0 (15)

или

C(z;w(z)) 6≡ 0. (16)

При (15) для выполнения тождества (14) необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялось (10).

Пусть имеет место соотношение (16). Тогда почленно разде-
лим тождество (14) на полином Aj(z)Cl(z;w(z)) и будем иметь

G(z;w(z)) = Dδ
j(z;w(z)) − γδ(z) Dδ

r(z;w(z)), ∀z ∈ C, (17)

где

G(z;w(z)) =
A(z;w(z))

Aj(z)Cl(z;w(z))

и является полиномом комплексного переменного z, так как в
правой части тождества (17) расположен некоторый полином.
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Кроме того, степень G(m) = deg G(z;w(z)) определяется по
формуле

G(m) = A(m)− aj − lC(m). (18)

Разрешая (17) относительно Dj(z;w(z)), получаем

Dj(z;w(z)) =
[(

γδ(z)Dδ
r(z;w(z)) + G(z;w(z))

) 1
δ

]
=

=

[
γ(z)Dr(z;w(z))

(
1 +

G(z;w(z))

γδ(z)Dδ
r(z;w(z))

)1
δ

]
=

=

[
γ(z)Dr(z;w(z)) +

1

δ
· G(z;w(z))

γδ−1(z)Dδ−1
r (z;w(z))

+

+
1− δ

2!δ2
· G2(z;w(z))

γ2δ−1(z)D2δ−1
r (z;w(z))

+. . .

]
= γ(z)Dr(z;w(z))+P(z),

где

P(z) =

[ ∞∑

k=1

(−1)k

k!

(
− 1

δ

)
k
· Gk(z;w(z))

(γ(z)Dr(z;w(z)))kδ−1

]
(19)

и является полиномом степени f = deg P(z); (a)k — символ
Похгаммера.

Определим f. Степень полиномиальной части k-го члена
ряда из (19) определяется по формуле

kG(m) − (kδ − 1)(γ + Dr(m)). (20)

Учитывая (18), находим, что

kG(m)− (kδ − 1)(γ + Dr(m)) =

= k(G(m) − aj − lC(m)− δ(γ + Dr(m))) + γ + Dr(m).
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Поскольку уравнение (1) рассматривается при условии (2), то
есть, когда выполняются соотношения (12) и (13), то на основании
последнего равенства получаем, что с ростом номера число (20)
убывает.

Стало быть, степень f полинома P(z) определяется соотно-
шением (9).

Из задания (19) следует, что при f < 0 полином P(z) ≡ 0.
Таким образом, доказано, что, для того чтобы полином w

степени m, удовлетворяющей соотношениям (2), был решением
уравнения (1) при (3) и условии (16), необходимо, чтобы он был
решением хотя бы одного из уравнений (8).

В случае P(z) ≡ 0 из тождества (14) и равенств (8) получаем,
что выполнение тождества (11) является необходимым и достаточ-
ным условием наличия полиномиального решения w степени m,
удовлетворяющей условиям (2), у дифференциального уравнения
(1) при (3).

Обратим внимание на то, что доказательство теоремы 1 ве-
лось при условии (2), а утверждения второго и третьего абзаца
теоремы сформулированы без учёта таких условий. На основании
аналогичных рассуждений без учёта (2) можно убедиться в спра-
ведливости утверждений в общем случае, как это и было сформу-
лировано.

Таким образом, полиномиальные решения (1.2.1.1) алгебраи-
ческого дифференциального уравнения (1.1.1.1) могут быть най-
дены последовательным выполнением следующих шагов.

1. Приведение уравнения (1.1.1.1) к виду (1), для которого
справедливы соотношения (2), то есть, к уравнению, у которого
ровно две составляющие имеют одинаковые наибольшие степени
при подстановке полинома w : z → w(z), ∀z ∈ C.

2. Нахождение семейства (структуры) полиномов степени m,
удовлетворяющей соотношениям (2), на основании уравнений (7)
и (8) теоремы 1.

3. Выделение из всего множества полиномов полученной
структуры тех, которые являются решениями уравнения (1.1.1.1).

Приведение уравнения (1.1.1.1) к виду (1) при (2) может
быть осуществлено произвольной группировкой членов уравнения
(1.1.1.1), лишь бы только в результате выполнялось условие (2).

В некоторых случаях целесообразно приводить дифференци-
альное уравнение (1.1.1.1) к специальным видам, для которых тео-
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рема 1 позволяет получить достаточно полную информацию о по-
линомиальных решениях. Укажем некоторые классы таких диф-
ференциальных уравнений.

Если1

C
(
z, w,w′, . . . , w(γ)

)
= 1,

то уравнение (1) может быть записано в виде

B
(
z, w,w′, . . . , w(β)

)
+ Ar(z)Dδ

r

(
z, w,w′, . . . , w(ρr)

)
+

(21)
+Aj(z)Dδ

j

(
z, w,w′, . . . , w(ρj )

)
= 0.

Тогда, как следствие теоремы 1, справедлива
Теорема 2. Если полином w степени m такой, что

f(m) < ar + δDr(m) = aj + δDj(m), (22)

где f(m) = deg B(z;w(z)), является решением уравнения
(21), то этот полином будет решением хотя бы одного из
уравнений (8), где P — некоторый полином степени

f = A(m)− aj − (δ − 1)Dj(m), (23)

причём, если f < 0, то P(z) ≡ 0.
Если f < 0, то полином w, являющийся решением хотя

бы одного из уравнений (8), будет решением уравнения (21)
тогда и только тогда, когда имеет место тождество (11).

Пример 1. Рассмотрим уравнение

− 2zw3w′′′ + zw4w′′ − (w′)3 + 3w2(w′)2 − 3w4w′+
(24)

+ w6 − z12w3 + w + 64z9 − z4 = 0.

Поскольку

S
0
(m) = 4m−2, D(S

0
) = N\{1, 2}; S

1
(m) = 5m−1, D(S

1
) = N\{1};

S
2
(m) = 3m− 3, D(S

2
) = N; S

3
(m) = 4m− 2, D(S

3
) = N;

1Условие C(z, w, w′, . . . , w(γ)) = 1 соответствует тому, что l = 0.
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S
4
(m) = 5m− 1, D(S

4
) = N; S

5
(m) = 6m, D(S

5
) = N

0
;

S
6
(m) = 3m + 12, D(S

6
) = N

0
; S

7
(m) = m, D(S

7
) = N0;

S
8
(m) = 9, D(S

8
) = N

0
,

то в силу леммы 1.2.1.1 только число m = 4 может быть степенью по-
линомиальных решений уравнения (24).

Группировкой членов уравнение (24) приводим к виду

− 2zw3w′′′ + zw4w′′ + w + 64z9− z4− z12w3 + (w2 −w′)3 = 0, (24А)

соответствующему (21) при

Ar : z → − z12, A
j
: z → 1, ∀z ∈ C, δ = 3.

Так как

f(4) = 19, ar = 12, a
j

= 0, Dr (4) = 4, D
j
(4) = 8,

то для уравнения (24А) выполняется условие (22), а значит, можно ис-
пользовать теорему 2.

По формулам (4) и (5) находим полиномы

γ : z → z4, ∀z ∈ C, и Q : z → 0, ∀z ∈ C.

Тогда A(4) = f(4) = 19, и по формуле (23) находим, что f = 3.
Уравнения (8) имеют вид

w2 − w′ − εtz
4w = ε

t
P

3
(z), t = 1, 3 ,

полиномиальными решениями четвёртой степени которых являются

w : z → ε
t
z4, ∀z ∈ C, t = 1, 3 .

Непосредственно подстановкой устанавливаем, что только

w : z → z4, ∀z ∈ C,

является полиномиальным решением уравнения (24).
Если

Dr

(
z, w,w′, . . . , w(ρr)

)
= 1,

то уравнение (3) может быть записано в виде
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B
(
z, w,w′, . . . , w(ρr)

)
+ Cl

(
z, w,w′, . . . , w(γ)

)(
Ar(z)+

(25)
+Aj(z)Dδ

j

(
z, w,w′, . . . , w(ρj )

))
= 0.

Тогда, как следствие теоремы 1, справедлива
Теорема 3. Если полином w степени m такой, что

f(m) < ar + lC(m), aj = ar − δDj(m), (26)

является решением уравнения (25), то этот полином бу-
дет решением уравнения (7) или решением хотя бы одного
из уравнений

Dj

(
z, w,w′, . . . , w(ρj )

)
= εtγ(z) + εtP(z), t = 1, δ , (27)

где P — некоторый полином степени

f = A(m)− aj − lC(m)− (δ − 1)Dj(m), (28)

причём, если f < 0, то P(z) ≡ 0.
Полином w, являющийся решением уравнения (7), будет

решением уравнения (25), если и только если выполняется
тождество (10).

Если f < 0, то полином w, являющийся решением хотя
бы одного из уравнений (27), будет решением уравнения (25)
тогда и только тогда, когда имеет место тождество (11).

Пример 2. Группировкой членов уравнение (24) приводим к виду

zw4w′′ − (w′)3 + 3w2(w′)2 + w + 64z9 − z4 +
(24Б)

+ w3(−z12 + (− 2zw′′′ − 3ww′ + w3)) = 0,

соответствующему (25) при

Ar : z → − z12, A
j
: z → 1, ∀z ∈ C, l = 3, δ = 1.

Поскольку f(4) = 19, ar = 12, a
j

= 0, C(4) = 4, D
j
(4) = 12,

то для уравнения (24Б) выполняются условия (26), а значит, можно ис-
пользовать теорему 3.

Прежде всего заметим, что f = 7.
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Уравнение (7) имеет вид w = 0 и у него нет полиномиальных реше-
ний четвёртой степени.

Уравнения (27) для (24Б) имеют вид

− 2zw′′′ − 3ww′ + w3 = z12 + P
7
(z),

полиномиальными решениями степени m = 4 которого являются

w : z → ε
t
z4, ∀z ∈ C, t = 1, 3 .

Непосредственно подстановкой устанавливаем, что только полином

w : z → z4, ∀z ∈ C,

является решением уравнения (24Б).
Пример 3. Уравнение

z26(w(IV ))5 + 10zw6(w′′)4 − 40z7(w′′)2 + 20zw12−
(29)

− 80zw9 − 2z2 + 64z + w′(− z(z29 − 1) + (w3)5 − w′′) = 0

относиться к классу уравнений (25), где

Ar : z → − z(z29 − 1), A
j
: z → 1, ∀z ∈ C, l = 1, δ = 5.

В силу леммы 1.2.1.1 только число m = 2 может быть степенью
полиномиальных решений дифференциального уравнения (29).

Поскольку

f(2) = 25, ar = 30, a
j

= 0, C(2) = 1, D
j
(2) = 6,

то для уравнения (29) выполняются соотношения (26), и, стало быть, мо-
жем использовать теорему 3.

По формуле (28) находим, что f = 0, так как

γ : z → z6, Q : z → − z, ∀z ∈ C, A(2) = 25.

Уравнение (7) имеет вид w′ = 0 и у него нет полиномиальных ре-
шений второй степени.

Уравнения (27) для (29) имеют вид

w3 − w′′ = ε
t
z6 + ε

t
P

0
(z), t = 1, 5 ,
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полиномиальными решениями степени m = 2 которых являются

w : z → ετ z2, ∀z ∈ C, τ = 1, 5 .

Непосредственно подстановкой устанавливаем, что только

w : z → z2, ∀z ∈ C,

является полиномиальным решением уравнения (29).
Если

Dr

(
z, w,w′, . . . , w(ρr)

)
= 1,

C
(
z, w,w′, . . . , w(γ)

)
= Dj

(
z, w,w′, . . . , w(ρj )

)
,

то уравнение (1) при (3) запишем в виде1

B
(
z, w,w′, . . . , w(β)

)
+ Ar(z)Cl

(
z, w,w′, . . . , w(γ)

)
+

(30)

+Aj(z)C
l+δ(

z, w,w′, . . . , w(γ)
)

= 0.

Как следствие теоремы 1 справедлива
Теорема 4. Полиномильное решение w степени m, удо-

влетворяющей условиям

f(m) < ar + lC(m), aj = ar − δC(m), (31)

уравнения (30), будет решением уравнения (7) или решением
хотя бы одного из уравнений

C(z, w,w′, . . . , w(γ)) = εtγ(z) + εtP(z), t = 1, δ , (32)

где P — некоторый полином степени

f = A(m)− aj − (l + δ − 1)C(m), (33)

причём, если f < 0, то P(z) ≡ 0.
Полином w, являющийся решением уравнения (7), будет

решением уравнения (30), если и только если выполняется
тождество (10).

1Уравнение (30) является частным видом уравнения (25).
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Если f < 0, то полином w, являющийся решением хотя
бы одного из уравнений (32), будет решением уравнения (30)
тогда и только тогда, когда имеет место тождество (11).

Пример 4. Уравнение

zw(V I) − w(V ) + zw′′ + (w′)4 + z4(w′)2 − 5w′−
(34)

− 1296z20 − z2(z22 + 36)(w − 2)2 + (w − 2)6 = 0,

относится к классу (30), где

Ar : z → − z2(z22 + 36), A
j
: z → 1, ∀z ∈ C, l = 2, δ = 4.

На основании леммы 1.2.1.1 устанавливаем, что степенью полино-
миального решения уравнения (34) может быть только число m = 6.

Теорема 4 применима к уравнению (34), так как

f(6) 6 20, ar = 24, a
j

= 0, C(6) = 6.

По формуле (33) устанавливаем, что f 6 − 10, так как

γ : z → z6, Q : z → 36z2, ∀z ∈ C, A 6 20.

Уравнение (7) имеет вид w − 2 = 0, и у него нет полиномиальных
решений шестой степени.

Уравнения (32) имеют вид

w − 2 = ε
t
z6 + 2, t = 1, 4 ,

для которых справедливы тождества (11), а значит, полиномиальными
решениями уравнения (34) являются

w
1
: z → z6 + 2, ∀z ∈ C; w

2
: z → − z6 + 2, ∀z ∈ C;

w
3
: z →

√
−1 z6 + 2, ∀z ∈ C; w

4
: z → −

√
−1 z6 + 2, ∀z ∈ C.

Если

Dr(z, w,w′, . . . , w(ρr)) = 1, Dj(z, w,w′, . . . , w(ρj )) = w(ρ),
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то уравнение (1) при (3) может быть записано в виде1

B
(
z, w,w′, . . . , w(β)

)
+

(35)
Cl
(
z, w,w′, . . . , w(γ)

)(
Ar(z) + Aj(z)

(
w(ρ)

)δ)
= 0.

Как следствие теоремы 1 справедлива
Теорема 5. Полиномиальное решение w степени m, удо-

влетворяющей условиям

f(m) < ar + lC(m), aj = ar − δ(m − ρ), (36)

уравнения (35) будет решением уравнения (7) или имеет
структуру

w = εtJ
ργ(z) + J(z), t = 1, δ , (37)

где Jρ — оператор такой, что

Jρzk =
zk+ρ

(k + 1)ρ
,

(k + 1)ρ есть символ Похгаммера, J — некоторый полином
степени s, определяемой соотношением

s = f + ρ, при f > 0, s 6 ρ− 1 при f < 0, (38)

число f находится по формуле

f = A(m)− aj − lC(m)− (δ − 1)γ. (39)

Полином w, являющийся решением уравнения (7), будет
решением уравнения (35), если и только если выполняется
тождество (10).

Если f < 0, то полином w вида (37), где J(z) — неко-
торый полином степени s 6 ρ − 1, будет решением диффе-
ренциального уравнения (35) тогда и только тогда, когда
имеет место тождество (11).

1Уравнение (35) является частным случаем уравнения (25).
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Пример 5. Уравнение

w′′ − (z + 2)w′ + ww′ + (w′)swk(− (z + 2)4 + w4) = 0 (40)

при целых неотрицательных числах s и k принадлежит классу (35), где

Ar : z → − (z + 2)4, A
j
: z → 1, ∀z ∈ C, l = 1, ρ = 0, δ = 4.

На основании леммы 1.2.1.1 устанавливаем, что уравнение (40) мо-
жет иметь полиномиальные решения только первой степени.

Поскольку

f(1) = 1, ar = 4, a
j

= 0, C(1) = k,

то можно использовать теорему 5 при f 6 − (k + 2), так как

γ : z → z + 2, Q : z → 0, ∀z ∈ C, A(1) 6 1.

Уравнение (7) имеет вид

wk(w′)s = 0.

У него нет полиномиальных решений степени m = 1.
Структура (37) для уравнения (40) имеет вид

w : z → ε
t
(z + 2), ∀z ∈ C, t = 1, 4 . (41)

Тождества (11) имеют место для (41) лишь при ε
t

= 1, а значит,

w : z → z + 2, ∀z ∈ C,

является единственным нетривиальным полиномиальным решением
уравнения (40).

Если

C
(
z, w,w′, . . . , w(γ)

)
= w(ρ),

то уравнение (35) может быть записано в виде

B
(
z, w,w′, . . . , w(β)

)
+ Ar(z)

(
w(ρ)

)l
+ Aj(z)

(
w(ρ)

)l+δ
= 0. (42)
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Как следствие теоремы 5 справедлива
Теорема 6. Полиномиальные решения w степени m та-

кой, что

f(m) < ar + l(m− ρ), aj = ar − δ(m− ρ), (43)

алгебраического дифференциального уравнения (42) име-
ют структуру (37), где J — некоторый полином степени
f, опредляемой соотношением (38), число f находится по
формуле

f = A(ρ + γ)− aj − (l + δ − 1)γ. (44)

Если f < 0, то полином w вида (37), где J — некоторый
полином степени s 6 ρ − 1, будет решением дифференци-
ального уравнения (42) тогда и только тогда, когда имеет
место тождество (11).

Пример 6. Группировкой членов уравнение (24) приводим к виду

− 2zw3w′′′ + zw4w′′ − (w′)3 + 3w2(w′)2−
(24В)

− 3w4w′ + w + 64z9 − z4 − z12w3 + w6 = 0,

соответствующему (42) при

Ar : z → − z12, A
j
: z → 1, ∀z ∈ C, l = 1, ρ = 0, δ = 3.

Поскольку f(4) 6 19, ar = 12, a
j

= 0, то для уравнения (24В) при
m = 4 выполняется соотношение (43), а значит, можно использовать
теорему 6.

По формуле (44) находим, что f 6 − 1, так как

γ : z → z4, Q : z → 0, ∀z ∈ C, A(4) = f(4) 6 19.

Структура (37) имеет вид

w : z → ε
t
z4, ∀z ∈ C, t = 1, 3 . (45)

Поскольку тождество (11), построенное на основании уравнения
(24В), выполняется при ε

t
= 1 в (45), то w : z → z4, ∀z ∈ C, явля-

ется единственным полиномиальным решением уравнения (24).
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§ 2. Максимальное число полиномиальных
решений определённой структуры

Пусть полиномы w
t

имеют структуру

w
t
: z → ε

t
γ(z), ∀z ∈ C, t = 1, δ , (1)

где γ — полином комплексного переменного z, ε
t

— корни урав-
нения εδ = 1, удовлетворяющие соотношению (6.0.0), δ — нату-
ральное число.

Укажем необходимые и достаточные условия того, чтобы все
полиномы семейства (1) были решениями уравнения (1.1.1.1). С
этой целью члены уравнения (1.1.1.1) в зависимости от их размер-
ности расположим так, что

κ0 = κp0
+ ξp0

δ, p0 = 0, λ1 , 0 6 λ1 6 N,

κ
λ1+1

= κp1
+ ξp1

δ, p1 = λ1 + 1, λ2 , λ1 + 1 6 λ2 6 N,

(2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

κ
λh−1+1

= κph−1
+ ξph−1

δ, p
h−1

= λ
h−1

+ 1, λ
h

, λ
h

= N,

где ξpj
(j = 0, h− 1 ) — целые числа, h 6 δ.

Все полиномы семейства (1) являются pешениями уpавнения
(1.1.1.1) (пpи pасположении в нём членов по пpавилу (2)) тогда и
только тогда, когда имеет место система тождеств

h∑

α=1

ε
κ

λα
t

λα∑

τ=λα−1+1

Bµτ
(z)

sτ∏

k=1

(
γ

(
l
kτ

)

(z)

)ν
kτ

≡ 0, t = 1, δ , (3)

где λ0 = − 1.
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Умножим каждое из тождеств (3) на ε
−µt

, t = 1, δ , соответ-
ственно. В pезультате последующего суммиpования получим

h∑

α=1

(
δ∑

t=1

ε

(
κ

λα
−µ
)
t
)

λα∑

τ=λα−1+1

Bµτ
(z)

sτ∏

k=1

(
γ

(l
kτ

)

(z)

)ν
kτ

≡ 0. (4)

Пусть µ = κ
λ1

. Тогда в силу леммы 2.0.0 суммы

δ∑

t=1

ε

(
κ

λα
−κ

λ1

)
t

= 0, α = 2, h ,

и непосpедственно из тождества (4) имеем

λ1∑

τ=0

Bµτ
(z)

sτ∏

k=1

(
γ

(l
kτ

)

(z)

)ν
kτ

≡ 0.

Последовательно полагая µ = κ
λj

, j = 2, h , всякий pаз бу-
дем получать тождества, аналогичные последнему.

Таким обpазом, доказана
Теорема 1. Для того чтобы все полиномы семейства (1)

были pешениями уpавнения (1.1.1.1), необходимо и доста-
точно, чтобы полином γ был pешением системы уpавнений

λα∑

τ=λα−1+1

Bµτ
(z)

sτ∏

k=1

(
w

(l
kτ

)
)ν

kτ

= 0, α = 1, h , (5)

где λα и h опpеделяются из (2).
Заметим, что достаточность утвеpждения теоpемы в силу

пpедставления (3) является вполне очевидным фактом.
Рассмотpим уpавнение1

1Частный вид уравнения (6), исследованный в [77; 128].
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H∑

i=0

Ari
(z)

si∏

k=1

(
w

(l
ki

)
)ν

ki

=
n∑

l=0

Bµl
(z)
(
w

(ρ)
)ν

l

, (6)

где Ari
и Bµ

l
— полиномы комплексного пеpеменного z; l

ki
,

ν
ki

, ρ и ν
l

— целые неотpицательные числа и

0 6 ν0 < ν1 < . . . < νn, νn > 2.

Решения уравнения (6) будем искать в виде1

wt : z → εtJ
ρS(z), ∀z ∈ C, t = 1, δ , (7)

где полином

S(z) =

[(
−

Bµr
(z)

Bµj
(z)

)1
δ

]
(8)

при δ = νj − νr, r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, j ∈ {1, 2, . . . , n}, j > r.

Полином Q опpеделим по пpавилу (2.0.0) из тождества

Bµr
(z) = −Bµ

j
(z)Sδ(z)−Q(z), ∀z ∈ C. (9)

Кpоме того, пpедположим, что pазмеpности членов, pасполо-
женных в левой части pавенства (6), связаны соотношениями2

κi = κ0 + θiδ, i = 0,H , (10)

где θi — целые числа, т.е. pазность pазмеpностей кpатна δ.
Все полиномы семейства (7) являются pешениями уpавнения

(6) тогда и только тогда, когда они обpащают это уpавнение в тож-
дества, котоpые в силу (9) и (10) имеют вид

1Вид (7) обоснован теоремами 5.0.1 и 6.0.1.
2В [77; 128] для частных видов (6) требуется более сильное условие, чтобы

θ
0

= θ
1

= . . . = θ
H

= 0.
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ε
κ0
t

H∑

i=0

Ari
(z)

si∏

k=1

(
(JρS(z))

(l
ki

)
)ν

ki ≡

(11)

≡
n∑

l = 0,

l 6= r, j

ε
ν

l
t Bµ

l
(z)S

ν
l (z)− ε

νr

t
Q(z)S

νr (z), t = 1, δ .

Умножим каждое из тождеств (11) на ε
−µt

, t = 1, δ , соответ-
ственно. В pезультате последующего суммиpования получаем

( δ∑

t=1

ε
(κ0−µ)t

)( H∑

i=0

Ari
(z)

si∏

k=1

(
(JρS(z))

(l
ki

)
)ν

ki

)
≡

(12)

≡
n∑

l = 0,

l 6= r, j

( δ∑

t=1

ε
(ν

l
−µ)t

)
Bµl

(z)S
ν

l (z)−
( δ∑

t=1

ε
(ν

l
−µ)t

)
Q(z)S

νr
(z).

Рассмотpим в отдельности тpи логические возможности:
1) κ0 = ντλ

+ ξτλ
δ, τλ ∈ {0, 1, . . . , n}, τλ 6= r, τλ 6= j,

λ = 1, β , 1 6 β 6 n− 2;

2) κ0 = νr + ξrδ;

3) κ0 6= ν
l
+ ξ

l
δ, l = 0, n ,

где ξτλ
, ξr, ξ

l
— целые числа.

Пусть

κ0 = ντλ
+ ξτλ

δ, τλ ∈ {0, 1, . . . , n}, τλ 6= r, τr 6= j,

λ = 1, β , 1 6 β 6 n− 2, ξτλ
∈ Z.

Следуя правилу составления системы дифференциальных
уравнений (5), будем последовательно полагать: µ = κ0 ; µ = ν

l
,

l = 0, n , l 6= r, l 6= j, l 6= ντλ
, λ = 1, β ; µ = νr.
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Пусть µ = κ0 . Потребуем, чтобы

δ∑

t=1

ε
(ν

l
−κ0)t

= 0,

δ∑

t=1

ε
(νr−κ0 )t

= 0,

где l = 0, n , l 6= r, l 6= j, l 6= τλ, λ = 1, β, 1 6 β 6 n− 2, то есть,
в силу леммы 2.0.0, чтобы

κ0 6= νp + θδ, p = 0, n , p 6= j, p 6= τλ,
(13)

λ = 1, β , 1 6 β 6 n− 2,

где θ — целое, отличное от нуля число.
Тогда из тождества (12) получаем

H∑

i=0

Ari
(z)

si∏

k=1

(
(JρS(z))

(l
ki

)
)ν

ki ≡
β∑

λ=1

Bµτλ
(z)S

ντλ (z). (14)

Положим

µ = ν
l
, l = 0, n , l 6= r, l 6= j, l 6= τλ, λ = 1, β , 1 6 β 6 n− 2,

и потребуем, чтобы

δ∑

t=1

ε
(κ0−ν

l
)t

= 0,

δ∑

t=1

ε
(ν

h
−ν

l
)t

= 0,

δ∑

t=1

ε
(νr−νl)t

= 0,

где l = 0, n , l 6= r, l 6= j, l 6= τλ, h = 0, n , h 6= r, h 6= j,

h 6= τλ, h 6= l, λ = 1, β , 1 6 β 6 n − 2, то есть, в силу леммы
2.0.0, чтобы

κ0 6= ν
l
+ θ1δ, ν

h
− ν

l
6= θ2δ, νr − ν

l
6= θ3δ, l = 0, n ,

(15)
l /∈ {r, j, τλ}, h = 0, n , h /∈ {r, j, τλ, l}, λ = 1, β , 1 6 β 6 n−2,
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где θ1 , θ2 , θ3 — целые, отличные от нуля числа.
Тогда из тождества (12) получаем

Bµ
l
(z) ≡ 0, l = 0, n , l 6= r, l 6= j, l 6= τλ,

λ = 1, β , 1 6 β 6 n− 2.

Положим µ = νr и потребуем, чтобы

δ∑

t=1

ε
(κ0−νr)t

= 0,

δ∑

t=1

ε(ν
l
−νr)t = 0,

где l = 0, n , l 6= r, l 6= j, l 6= τλ, λ = 1, β , 1 6 β 6 n−2, то есть,
в силу леммы 2.0.0, чтобы

κ0 6= νr + θ1δ, ν
l
− νr 6= θ2δ,

(16)
l = 0, n , l 6= r, l 6= j, l 6= τλ, λ = 1, β , 1 6 β 6 n− 2,

где θ1 , θ2 — целые, отличные от нуля числа.
Тогда из тождества (12) получаем, что Q(z) ≡ 0.
Объединим соотношения (13), (15) и (16):

κ0 = ντλ
+ ξτλ

δ, κ0 6= νp + θ1δ, ν
h
− ν

l
6= θ2δ, δ = ν

j
− νr,

τλ ∈ {0, 1, . . . , n}, τλ 6= r, τλ 6= j, λ = 1, β , 1 6 β 6 n− 2,
(17)

l = 0, n , l 6= r, l 6= j, l 6= τλ, h = 0, n , h 6= j, h 6= l,

h 6= τλ, p = 0, n , p 6= j, p 6= τλ,

где θ1 , θ2 , ξτλ
— целые числа.

Таким образом, доказана
Теорема 2. Для того чтобы все полиномы семейства (7)

являлись решениями уравнения (6), достаточно, а при огра-
ничениях (17) и необходимо, чтобы уравнение (6) имело вид

97



П.0, § 2, гл. II Максимальное число полиномиальных решений определённой структуры В.Н. Горбузов

H∑

i=0

Ari
(z)

si∏

k=1

(
w

(l
ki

)
)ν

ki

=

β∑

λ=1

Bµτλ
(z)
(
w(ρ)

)ντλ
+

(18)

+Bµr
(z)
(
w(ρ)

)νr

+ Bµj
(z)
(
w(ρ)

)νj

,

где полиномы Bµr
и Bµj

связаны тождеством

Bµr
(z) = −Bµj

(z)Sδ(z), ∀z ∈ C, (19)

в котором полином S такой, что J ρS является решением
дифференциального уравнения

H∑

i=0

Ari
(z)

si∏

k=1

(
w

(l
ki

)
)ν

ki

=

β∑

λ=1

Bµτλ
(z)
(
w(ρ)

)ντλ
. (20)

Достаточные условия теоремы 2 не требуют выполнения огра-
ничений (17).

Действительно, то, что выполняется соотношение (19), озна-
чает,что полиномы (7) являются решениями уравнения

Bµr
(z)
(
w(ρ)

)νr
+ Bµj

(z)
(
w(ρ)

)ν
j = 0. (21)

Из (20) следует тождество (14), умножив которое на ε
κ0
t , по-

лучим, что полиномы (7) — решения уравнения (20).
Сложив равенства (20) и (21), получим, что все полиномы се-

мейства (7) являются решениями уравнения (18).
Пример 1. Рассмотрим уравнение

z2ww′′ − w4(w′)4 + z6(w′)2 = z4w + 2w2 − w3 + 4w4 − 16w6, (22)

которое принадлежит классу уравнений (18), где ρ = 0, νr = 1, ν
j

= 3.

При этом

δ = 2, S : z → z2, Q : z → 0, ∀z ∈ C, κ
0

= 2.
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Полиномы

Bµr
: z → z4, ∀z ∈ C, и Bµj

: z → − 1, ∀z ∈ C,

связаны тождеством (19).
Уравнение (20) в данном случае имеет вид

z2ww′′ − w4(w′)4 + z6(w′)2 = 2w2 + 4w4 − 16w6,

решением которого является полином w : z → z2, ∀z ∈ C.
В силу теоремы 2 полиномы

w
1
: z → z2, ∀z ∈ C, и w

2
: z → − z2, ∀z ∈ C,

являются решениями уравнения (22).
Пусть κ0 = νr + ξrδ, где ξr — целое число.
Следуя правилу составления системы дифференциальных

уравнений (5), будем последовательно полагать, что

µ = κ0 ; µ = ν
l
, l = 0, n , l 6= r, l 6= j.

На основании рассуждений, аналогичных приведённым при
доказательстве теоремы 2, заключаем, что имеет место

Теорема 3. Для того чтобы все полиномы семейства (7)
являлись решениями уравнения (6), достаточно, а при огра-
ничениях

κ0 = νr + ξrδ, κ0 6= ν
l
+ θ1δ, ν

h
− ν

l
6= θ2δ, δ = νj − νr,

l, h = 0, n , l 6= r, l 6= j, h 6= j, h 6= l, ξr ∈ Z, θ1 , θ2 ∈ Z\{0},

и необходимо, чтобы это уравнение имело вид

H∑

i=0

Ari
(z)

si∏

k=1

(
w

(l
ki

)
)ν

ki

=

(23)

= Bµr
(z)
(
w(ρ)

)νr
+ Bµj

(z)
(
w(ρ)

)ν
j,

где полиномы Bµr
и Bµj

связаны тождеством (9), в кото-
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ром полином S такой, что J ρS является решением диффе-
ренциального уравнения

H∑

i=0

Ari
(z)

si∏

k=1

(
w

(l
ki

)
)ν

ki

= −Q(z)
(
w(ρ)

)νr

. (24)

Пример 2. Уравнение

2w(w′′)5 − zw′′ − 60w = 2(32z5 + 80z4 + 80z3 +
(25)

+ 40z2 + 11z + 1)w′ − 2(w′)6

принадлежит классу уравнений (23), где ρ = 1, νr = 1, ν
j

= 6.

При этом

δ = 5, S : z → 2z + 1, Q : z → − 2z, ∀z ∈ C, κ0 = 6.

Полиномы

Bµr
: z → 2(32z5 + 80z4 + 80z3 + 40z2 + 11z + 1), ∀z ∈ C,

и

Bµj
: z → − 2, ∀z ∈ C,

связаны тождеством (9).
Уравнение (24) в данном случае имеет вид

2w(w′′)5 − zw′′ − 60w = 2zw′,

решением которого является полином w : z → z(z + 1), ∀z ∈ C.
В силу теоремы 3 полиномы

w
t
: z → ε

t
z(z + 1), ∀z ∈ C, t = 1, 5 ,

являются решениями уравнения (25).
Пусть κ0 6= ν

l
+ ξ

l
δ, l = 0, n , где ξ

l
— целое число.

Следуя правилу составления системы (5), будем последова-
тельно полагать, что

µ = κ0 ; µ = ν
l
, l = 0, n , l 6= r, l 6= j; µ = νr.
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Затем, на основании рассуждений, аналогичных приведённым
при доказательстве теоремы 2, устанавливаем, что имеет место

Теорема 4. Для того чтобы все полиномы семейства (7)
являлись решениями дифференциального уравнения (6), до-
статочно, а при условиях

κ0 6= ν
l
+ ξ

l
δ, νp − ν

h
6= θδ, l, h, p = 0, n , h 6= r, h 6= j,

p 6= j, p 6= h, δ = ν
j
− νr, ξ

l
∈ Z, θ ∈ Z \ {0},

и необходимо, чтобы это уравнение имело вид (23), где поли-
номы Bµr

и Bµj
связаны тождеством (19), в котором поли-

ном S такой, что JρS является решением уравнения

H∑

i=0

Ari
(z)

si∏

k=1

(
w

(l
ki

)
)ν

ki

= 0. (26)

Пример 3. Уравнение

w′′(w′)2w − z3w′′w′ − z6(w′′′)2 = 36z9w′′ − z7(w′′)3 (27)

принадлежит классу уравнений (23), где ρ = 2, νr = 1, ν
j

= 3.

При этом

δ = 2, S : z → 6z, Q : z → 0, ∀z ∈ C, κ
0

= 4.

Полиномы

Bµr
: z → 36z9, Bµj

: z → − z7, ∀z ∈ C,

связаны тождеством (19).
Уравнение (26) в данном случае имеет вид

w′′(w′)2w − z3w′′w′ − z6(w′′′)2 = 0,

решением которого является полином w : z → z3, ∀z ∈ C.
В силу теоремы 4 полиномы

w : z → z3, ∀z ∈ C, и w : z → − z3, ∀z ∈ C,

являются решениями уравнения (27).
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Пусть полиномы w
t

имеют структуру

w
t
: z → εtγ(z) + J(z),∀z ∈ C, t = 1, δ , (28)

где γ, J — полиномы комплексного переменного z, εt — кор-
ни уравнения εδ = 1, удовлетворяющие соотношениям (6.0.0),
δ — натуральное число.

Укажем необходимые и достаточные условия, когда все поли-
номы семейства (28) будут решениями уравнения (1.1.1.1).

Все полиномы семейства (28) будут решениями уравнения
(1.1.1.1) тогда и только тогда, когда при всех t = 1, δ имеют место
тождества

N∑

i=0

Bµi
(z)

si∏

k=1

( ν
ki∑

jk=0

(
ν

ki

jk

)(
J

(l
ki

)

(z)

)ν
ki
−jk
(

εtγ
(l

ki
)

(z)

)jk
)
≡ 0,

которые элементарными преобразованиями приводим к виду

N∑

i=0

Bµi
(z)

ν1i∑

j1=0

ν2i∑

j2=0

. . .

νsii∑

jsi
=0

ε
j1+j2+...+jsi

si∏

k=1

(
ν

ki

jk

)
·

(29)

·
(

J
(l

ki
)

(z)

)ν
ki
−jk
(

γ
(l

ki
)

(z)

)jk

≡ 0, t = 1, δ .

Перегруппируем тождества (29) с учётом того, что члены каж-
дого из этих тождеств связаны одним из условий

si∑

k=1

jk = θδ,

si∑

k=1

jk = 1 + θδ, . . . ,

si∑

k=1

jk = (δ − 1) + θδ, (30)

где θ — целое неотрицательное число.
Тогда тождества (29) будут иметь вид
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δ−1∑

λ=0

ελ

t

N∑

i=0

Bµi
(z)

γ1 (λ)∑

τ1=0

γ2 (λ)∑

τ2=0

. . .

γsi
(λ)∑

τsi
=0

si∏

k=1

(
ν

ki

λ
χ

kτk

)
·

(31)

·
(

J
(l

ki
)

(z)

)ν
ki
−

λ
χ

kτk

(
γ

(l
ki

)

(z)

)
λ

χ
kτk ≡ 0, t = 1, δ ,

где через
λ
χ

kτk
обозначены те jk ∈

{
0, 1, . . . ν

ki

}
, для которых

si∑
k=1

jk = λ + θδ, числа γk(λ) ∈ {0, 1, . . . , νki
} и определяются в

зависимости от группировки по (30).
Умножив каждое из тождеств (31) на ε

−µt
, t = 1, δ , соответ-

ственно, с учётом (6.0.0) и выполнив почленное сложение, получим

δ−1∑

λ=0

( δ∑

t=1

ε
(λ−µ)t

) N∑

i=0

Bµi
(z)

γ1 (λ)∑

τ1=0

γ2 (λ)∑

τ2=0

. . .

γsi
(λ)∑

τsi
=0

si∏

k=1

(
ν

ki

λχkτk

)
·

(32)

·
(

J
(l

ki
)

(z)

)ν
ki
−λχkτk

(
γ

(l
ki

)

(z)

)
λ

χ
kτk ≡ 0,

Пусть µ = 0. Тогда на основании леммы 2.0.0

δ∑

t=1

ε
λt

= 0, λ = 1, δ − 1 .

Непосредственно из тождества (32) получаем, что

N∑

i=0

Bµi
(z)

γ1 (0)∑

τ1=0

γ2 (0)∑

τ2=0

. . .

γsi
(0)∑

τsi
=0

si∏

k=1

(
ν

ki

0χkτk

)
·
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·
(

J
(l

ki
)

(z)

)ν
ki
−0χ

kτk

(
γ

(l
ki

)

(z)

)
0χ

kτk ≡ 0.

Полагая µ = 1, µ = 2, . . . , µ = δ − 1, будем получать тожде-
ства, аналогичные последнему при λ = 1, λ = 2, . . . , λ = δ − 1,
соответственно.

Тем самым доказана
Теорема 5. Для того чтобы все полиномы семейства (28)

являлись решениями уравнения (1.1.1.1), необходимо и до-
статочно выполнения системы тождеств

N∑

i=0

Bµi
(z)

γ1 (λ)∑

τ1=0

γ2 (λ)∑

τ2=0

. . .

γsi
(λ)∑

τsi
=0

si∏

k=1

(
ν

ki

λ
χ

kτk

)
·

(33)

·
(

J
(l

ki
)

(z)

)ν
ki
−

λ
χ

kτk

(
γ

(l
ki

)

(z)

)
λ

χ
kτk ≡ 0, λ = 0, δ − 1 ,

где числа γk(λ) и λχkτk
определяются в зависимости от

группировки по λ на основании (30), как это показано в
тождествах (31).

Заметим, что достаточность утверждения теоремы 5 в силу
представления (31) является вполне очевидным фактом.

Теорема 5 носит общий характер, однако представления (33)
весьма грамоздки. В частнных же случаях данная сложность
упрощается и чётко прослеживается эффективность теоремы.

Рассмотрим уравнение1

H∑

i=0

Ari
(z)w(si) +

n∑

l=0

Bµ
l
(z)
(
w(ρ)

)νl

= 0, (34)

где Ari
и Bµ

l
— полиномы комплексного переменного z; si, µ

l
,

ri, ρ — целые неотрицательные числа и

1Частные виды уравнения (34) исследованы в [78; 88].
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0 6 s0 < s1 < . . . < s
H

, si 6= ρ, i = 0,H .

Пусть решения уравнения (34) имеют структуру1

w
t
: z → ε

t
JρS(z) + J(z), ∀z ∈ C, t = 1, δ , (35)

где S — полином, определяемый из соотношения (8), J — поли-
ном степени deg J = f < ρ.

Полином Q определяется по правилу (2.0.0) из равенства (9).
Во множестве {0, 1, . . . , δ−1} всегда содержится число p та-

кое, что

νr = p + θδ, (36)

где θ — целое число. В соответствии с

0 6 q0 < q1 < . . . < q
H

6 δ − 1

показатели степени ν
l
, l = 0, n , l 6= r, l 6= j, расположим так,

чтобы

ν
lη+τ

= qη + ξ
lη+τ

δ, τ = 0, ζη , ζη > 0, η = 0, h ,

(37)
h∑

η=0

(ζη + 1) = n− 1,

где ξ
lη+τ

— целые числа.

Тогда множество
{
ν

l0
, ν

l0+1
, ...ν

l0+ζ0
, ν

l1
, ν

l1+1
, ..., ν

l1+ζ1
, ..., ν

lh
, ν

lh+1
, . . . , ν

lh+ζh

}

является перестановкой множества {ν0 , ν1 , . . . , νn}\{νr, νj} та-
кой, что если ν

λ
= q

k
+ ξλδ, то либо ν

λ+1
= q

k
+ ξλ+1δ, либо

ν
λ+1

= q
k+1

+ ξ
k+1

δ при q
k

< q
k+1

, для любого λ из множества

{0, 1, . . . , n}\{r, j}.
1Структура (35) обоснована теоремой 6.
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Все полиномы семейства (35) будут решениями уравнения
(34) тогда и только тогда, когда они обращают это уравнение в
тождества, которые в силу (9), (36) и (37) будут иметь вид

εt

H∑

i=0

Ari
(z)
(
JρS(z)

)(si)
+

H∑

i=0

Ari
(z)J

(si)
(z)+

(38)

+
h∑

η=0

ε
qh

t

ζη∑

τ=0

Bµ
lη+τ

(z)S
ν
lη+τ

(z)− ε
p

t
Q(z)S

νr
(z) ≡ 0, t = 1, δ .

Умножим каждое из тождеств (38) на ε
−µt

, t = 1, δ , соответ-
ственно. В результате последующего суммирования получим

( δ∑

t=1

ε
(1−µ)t

)( H∑

i=0

Ari
(z)
(
JρS(z)

)(si)
)

+

+

( δ∑

t=1

ε
−µt
)( H∑

i=0

Ari
(z)J

(si)
(z)

)
+

h∑

η=0

( δ∑

t=1

ε
(qη−µ)t

)
· (39)

·
ζη∑

τ=0

Bµ
lη+τ

(z)S
ν
lη+τ

(z)−
( δ∑

t=1

ε
(p−µ)t

)
Q(z)S

νr
(z) ≡ 0.

Рассмотрим в отдельности четыре логические возможности:

1) p = 0;

2) p = 1;

3) p = qλ, p > 1, λ ∈ {0, 1 . . . , h};
4) p > 1, p 6= qη, η = 0, h .

Пусть p = 0. Следуя правилу составления системы тождеств
(33), будем последовательно полагать, что
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µ = 0; µ = 1; µ = qη, qη 6= 0, qη 6= 1, η = 0, h .

Пусть µ = 0. Тогда из тождества (39) следует, что

H∑

i=0

Ari
(z)J

(si)
(z)+

(40)

+ δ0
q0

ζ0∑

τ=0

Bµ
l0+τ

(z)S
ν
l0+τ

(z)−Q(z)S
νr

(z) = 0, ∀z ∈ C,

где δ0
q0

— символ Кронекера.
Пусть µ = 1. Тогда из тождества (39) следует, что

H∑

i=0

Ari
(z)
(
JρS(z)

)(si)
+

(41)

+
1∑

k=0

δ1
qk

ζk∑

τ=0

Bµ
lk+τ

(z)S
ν
lk+τ

(z) = 0, ∀z ∈ C.

Пусть µ = qη, qη 6= 0, qη 6= 1, η = 0, h . Тогда из тождества
(39) следует, что при всех η = 0, h

(1− δ0
qη

)(1− δ1
qη

)

ζη∑

τ=0

Bµ
lη+τ

(z)S
ν
lη+τ

(z) = 0, ∀z ∈ C. (42)

Тем самым доказана
Теорема 6. Для того чтобы все полиномы семейства

(35) являлись решениями алгебраического дифференциально-
го уравнения (34), достаточно, а при p = 0 и необходимо,
чтобы полиномы Bµr

и Bµj
были связаны тождеством (9),

в котором полином S такой, что J ρS является решением
системы уравнений

107



П.0, § 2, гл. II Максимальное число полиномиальных решений определённой структуры В.Н. Горбузов

H∑

i=0

Ari
(z)w

(si)
+

1∑

k=0

δ1
qk

ζk∑

τ=0

Bµ
lk+τ

(z)
(
w(ρ)

)νlk+τ
= 0,

(43)

(1− δ0
qη

)(1− δ1
qη

)

ζη∑

τ=0

Bµ
lη+τ

(z)
(
w(ρ)

)νlη+τ
= 0, η = 0, h ,

а полином J — решением уравнения

H∑

i=0

Ari
(z)w

(si)
+ δ0

q0

ζ0∑

τ=0

Bµ
l0+τ

(z)S
ν
l0+τ

(z) −

(44)

−Q(z)S
νr

(z) = 0,

где δi
j — символ Кронекера.

Достаточное условие теоремы 6 не требует выполнения огра-
ничения p = 0.

Действительно, то, что выполняется соотношение (9), означа-
ет, что полиномы (35) являются решениями дифференциального
уравнения

Bµr
(z)
(
w(ρ)

)νr

+ Bµj
(z)
(
w(ρ)

)νj

+ Q(z)
(
w(ρ)

)νr

= 0. (45)

Из (44) и (45) следуют тождества (40) – (42), сложив которые,
получим тождество, равносильное тому, что полиномы (35) явля-
ются решениями уравнения

H∑

i=0

Ari
(z)w

(si)
+

H∑

l = 0,

l 6= r, l 6= j

Bµl
(z)
(
w(ρ)

)νl −Q(z)
(
w(ρ)

)νr

=0. (46)

Сложив равенства (45) и (46), получим, что все полиномы се-
мейства (35) являются решениями уравнения (34).
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Пример 4. Рассмотрим уравнение

−z(z4 + 2z2 + z + 3)w′′ + 6(z2 + 1)w′ + 6(z3 − z + 1)w−

− 6z4 + 6z3 − 12z − 616 + 64(z − 1)w′′′ + 64(w′′′)3−
(47)

− 6(z − 1)(w′′′)4 + 64z(62z + 1)(w′′′)5 − 6(w′′′)6−

− 6z(62z + 1)(w′′′)8 + 64(z + 1)(w′′′)12 − 6z(w′′′)15 = 0,

принадлежащее классу уравнений (34), где ρ = 3, νr = 12, ν
j

= 15.

При этом δ = 3, S : z → 6, Q : z → − 64, ∀z ∈ C.
Полиномы

Bµr
: z → 64(z + 1), ∀z ∈ C, и Bµj

: z → − 6z, ∀z ∈ C,

связаны тождеством (9).
Полином

JρS : z → z3, ∀z ∈ C,

является решением системы дифференциальных уравнений

−z(z4 + 2z2 + z + 3)w′′ + 6(z2 + 1)w′ + 6(z3 − z + 1)w−

− 64(z + 1)w′′′ − 6(z − 1)(w′′′)4 = 0,

64z(62z + 1)(w′′′)5 − 6z(62z + 1)(w′′′)8 = 0,

которая принадлежит классу систем вида (43).
Полином

J : z → z − 1, ∀z ∈ C,

является решением уравнения

−z(z4+2z2+z+3)w′′+6(z2+1)w′+6(z3−z+1)w−6z(z3−z2+2) = 0

вида (44).
В силу теоремы 6 полиномы

w
t
: z → ε

t
z3 + z + 1, ∀z ∈ C, t = 1, 3 ,

являются решениями уравнения (47).
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Пусть p = 1. Следуя правилу составления системы тождеств
(33), будем последовательно полагать, что

µ = 0; µ = 1; µ = qη, qη 6= 0, qη 6= 1, η = 0, h .

На основании рассуждений, аналогичных приведённым при
доказательстве теоремы 6, устанавливаем, что имеет место

Теорема 7. Для того чтобы все полиномы семейства
(35) являлись решениями уравнения (34), достаточно, а при
p = 1 и необходимо, чтобы полиномы Bµr

и Bµj
были свя-

заны тождеством (9), где полином S такой, что J ρS явля-
ется решением системы уравнений

H∑

i=0

Ari
(z)w

(si)
+

1∑

k=0

δ1
qk

ζk∑

τ=0

Bµlk+τ
(z)
(
w(ρ)

)νlk+τ

−

−Q(z)
(
w(ρ)

)νr

= 0, (48)

(
1− δ0

qη

)(
1− δ1

qη

) ζη∑

τ=0

Bµlη+τ
(z)
(
w(ρ)

)νlη+τ

(z) = 0, η = 0, h .

а полином J — решением уравнения

H∑

i=0

Ari
(z)w

(si)
+ δ0

q0

ζ0∑

τ=0

Bµl0+τ
(z)S

νl0+τ

(z) = 0. (49)

Пример 5. Рассмотрим уравнение

4(2z + 1)w − (2z2 + z − 6)w′ − 2(z + 3)w′′+

+ z(3z + 2)w(IV ) − (24z3 − 6z2 + 55z − 82) + (243z3 − 2)w′′′+

+ 243z5(w′′′)2 + 243z7(w′′′)3 − (w′′′)4 − z2(w′′′)5− (50)

− z4(w′′′)6 + 243z5(w′′′)7 − 243z3(w′′′)8 + z2(243z2 − 1)(w′′′)10 +

+(243z3 + 1)(w′′′)11 − z(w′′′)13 − (w′′′)14 = 0,
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которое принадлежит классу (34), где ρ = 3, νr = 10, ν
j

= 13.

При этом

δ = 3, S : z → 24z, Q : z → z2, ∀z ∈ C.

Полиномы

Bµr
: z → z2(243z2 − 1), ∀z ∈ C, и Bµj

: z → − z, ∀z ∈ C,

связаны тождеством (9).
Полином

JρS : z → z4, ∀z ∈ C,

является решением системы дифференциальных уравнений

4(2z + 1)w − (2z2 + z − 6)w′ − 2(z + 3)w′′ + z(3z + 2)w(IV ) +

+ (243z3 − 2)w′′′ − (w′′′)4 + 243z5(w′′′)7 − z2(w′′′)10 = 0,

243z5(w′′′)2−z2(w′′′)5−243z3(w′′′)8 +(243z3+1)(w′′′)11−(w′′′)14 = 0,

соответствующей системе (48).
Полином

J : z → 6z2 − 3z + 2, ∀z ∈ C,

является решением уравнения (49), которое в данном случае имеет вид

4(2z + 1)w− (2z2 + z− 6)w′ − 2(z + 3)w′′ − 24z3 + 6z2− 55z + 82 = 0.

В силу теоремы 7 полиномы

w
t
: z → ε

t
z4 + 6z2 − 3z + 2, ∀z ∈ C, t = 1, 3 ,

являются решениями уравнения (50).
При p = qλ, p > 1, λ ∈ {0, 1, . . . , h}, аналогичнными рас-

суждениями доказываем, что справедлива
Теорема 8. Для того чтобы все полиномы семейства

(35) являлись решениями уравнения (34), достаточно, а при
p = qλ, p > 1, λ ∈ {0, 1, . . . , h}, и необходимо, чтобы полино-

мы Bµr и Bµj
были связаны тождеством (9), где полином S

такой, что JρS является решением системы уравнений
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H∑

i=0

Ari
(z)w

(si)
+

1∑

k=0

δ1
qk

ζk∑

τ=0

Bµlk+τ
(z)
(
w(ρ)

)νlk+τ

= 0,

ζλ∑

τ=0

Bµlλ+τ
(z)
(
w(ρ)

)νlλ+τ

−Q(z)
(
w(ρ)

)νr

= 0, (51)

(
1− δ0

qη

)(
1− δ1

qη

) ζη∑

τ=0

Bµlη+τ
(z)
(
w(ρ)

)νlη+τ

(z) = 0, η = 0, h ,

а полином J — решением уравнения (49).

Пример 6. Рассмотрим уравнение

120zw + 24(1− z2)w′ + 6(z3 + z2 + 1)w′′ + 2(1− z4)w′′′+

+ (2z5 + z4 + 3z3 + 2z2 + z + 1)w(V ) − 4(12z4 − 21z3 +

+ 18z2 − 51z + 1) + (1− z4)w(IV ) − (z − 2)(z − 1)4
(
w(IV )

)2
+

+ (z − 1)7
(
w(IV )

)3
+
(
(z − 1)4 + 24

)(
w(IV )

)4
+ (52)

+ 2(z − 1)4
(
w(IV )

)5 −
(
(z − 1)12 + z(z − 1)8 − z + 2

)(
w(IV )

)6
+

+ (z − 1)3(z − 2)
(
w(IV )

)7 −
(
w(IV )

)8 − 2
(
w(IV )

)9
+

+ z(z2 + 1)(z − 1)4
(
w(IV )

)10
+
(
(z − 1)4 − 1

)(
w(IV )

)11−

− z3
(
w(IV )

)14 −
(
w(IV )

)15
+
(
w(IV )

)18
= 0,

которое принадлежит классу (34), где ρ = 4, νr = 10, ν
j

= 14.

При этом δ = 4, S : z → z − 1, Q : z → − z(z − 1)4, ∀z ∈ C.
Полиномы

Bµr
: z → z(z2 + 1)(z − 1)4 ∀z ∈ C, и Bµj

: z → − z3, ∀z ∈ C,

связаны тождеством (9).
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Полином

JρS : z → 1

120
z4(z − 5), ∀z ∈ C,

является решением системы уравнений

120zw + 24(1− z2)w′ + 6(z3 + z2 + 1)w′′ + 2(1− z4)w′′′+

+ (2z5 + z4 + 3z3 + 2z2 + z + 1)w(V ) + (1− z4)w(IV ) +

+ 2(z − 1)4
(
w(IV )

)5 − 2
(
w(IV )

)9
= 0,

− (z− 2)(z− 1)4
(
w(IV )

)2 −
(
(z− 1)12 + z2(z− 1)8 − z + 2

)(
w(IV )

)6
+

+
(
w(IV )

)18
+ z(z2 − 1)4

(
w(IV )

)10
= 0,

(z − 1)7
(
w(IV )

)3
+ (z − 2)(z − 1)3

(
w(IV )

)7
+

+
(
(z − 1)4 − 1

)(
w(IV )

)11−
(
w(IV )

)15
= 0,

соответствующей системе (51).
Полином

J : z → 1

3
z3 − z − 1, ∀z ∈ C,

является решением уравнения (49), которое в данном случае имеет вид

120zw + 24(1− z2)w′+ 6(z3 + z2 + 1)w′′+

+ 2(1− z4)w′′′ − 4(6z4 + 3z3 − 18z2 − 27z − 5) = 0.

В силу теоремы 8 полиномы

w
t
: z → ε

t

120
z4(z − 5) +

1

3
z3 − z − 1, ∀z ∈ C, t = 1, 4 ,

являются решениями уравнения (52).
Пусть p > 1, p 6= qη, η = 0, h . Следуя правилу составления

системы тождеств (33), будем последовательно полагать, что

µ = 0; µ = 1; µ = p, µ = qη, qη 6= 0, qη 6= 1, η = 0, h .
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Аналогичными рассуждениями доказываем, что справедлива
Теорема 9. Для того чтобы все полиномы семейства

(35) являлись решениями уравнения (34), достаточно, а при
p > 1, p 6= qη, η = 0, h , и необходимо, чтобы полиномы Bµr

и
Bµj

были связаны тождеством (19), где полином S такой,

что JρS является решением системы уравнений

H∑

i=0

Ari
(z)w

(si)
+

1∑

k=0

δ1
qk

ζk∑

τ=0

Bµlk+τ
(z)
(
w(ρ)

)νlk+τ

= 0,

(53)

(
1− δ0

qη

)(
1− δ1

qη

) ζη∑

τ=0

Bµlη+τ
(z)
(
w(ρ)

)νlη+τ

= 0, η = 0, h ,

а полином J — решением уравнения (49).

Пример 7. Рассмотрим уравнение

120(z2 − 1)w + 120z2(z − 1)w′ − 24z3(z − 1)w′′ − 4z5w′′′−

− z6w(IV ) +
(
z8 − 1

6
z7 − z6

)
w(V I) − 24(8z6 − 8z5 − 31z4 +

+ 16z3 + 20z2 − 10) + z5w(V ) + z3(6z − 1)5
(
w(V )

)2
+

+ 4(6z − 1)6
(
w(V )

)3
+ 2(6z − 1)5

(
w(V )

)4 − 2(6z − 1)5
(
w(V )

)5
+ (54)

+ 3(6z − 1)5
(
w(V )

)6 − z3
(
w(V )

)7
+ (6z − 1)

(
(6z − 1)9−

− (6z − 1)4 − 4
)(

w(V )
)8

+
(
(6z − 1)5 − 2

)(
w(V )

)9
+

+
(
(6z − 1)5 + 2

)(
w(V )

)10 − 3
(
w(V )

)11
+
(
w(V )

)13−

−
(
w(V )

)14 −
(
w(V )

)15 −
(
w(V )

)18
= 0,

которое принадлежит классу уравнений (34), где ρ = 5, νr = 2, ν
j

= 7.

При этом δ = 5, S : z → 6z − 1, Q : z → 0, ∀z ∈ C.
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Полиномы

Bµr
: z → z3(6z − 1)5, ∀z ∈ C, и Bµj

: z → − z3, ∀z ∈ C,

связаны тождеством (19).
Полином

JρS : z → 1

120
z5(z − 1), ∀z ∈ C,

является решением системы уравнений

120(z2 − 1)w + 120z2(z − 1)w′ − 24z3(z − 1)w′′ − 4z5w′′′ − z6w(IV ) +

+
(
z8− 1

6
z7− z6

)
w(V I) + z5w(V ) +3(6z− 1)5

(
w(V )

)6− 3
(
w(V )

)11
= 0,

4(6z − 1)6
(
w(V )

)3
+ (6z − 1)

(
(6z − 1)9 − (6z − 1)4 − 4

)(
w(V )

)8
+

+
(
w(V )

)13 −
(
w(V )

)18
= 0,

2(6z − 1)5
(
w(V )

)4
+
(
(6z − 1)5 − 2

)(
w(V )

)9 −
(
w(V )

)14
= 0,

соответствующей системе (53).
Полином

J : z → z4 − 2z2 + 2, ∀z ∈ C,

является решением уравнения (49), которое в данном случае имеет вид

120(z2 − 1)w + 120z2(z − 1)w′ − 24z3(z − 1)w′′ − 4z5w′′′ − z6w(IV )−

− 24(8z6 − 8z5 − 31z4 + 16z3 + 20z2 − 10) = 0.

В силу теоремы 9 полиномы

w
t
: z → ε

t

120
z5(z − 1) + z4 − 2z2 + 2, ∀z ∈ C, t = 1, 5 ,

являются решениями уравнения (54).
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КОЛИЧЕСТВО ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ
РЕШЕНИЙ РАЗЛИЧНЫХ СТЕПЕНЕЙ

Основываясь на примерах предыдущих глав, можем утвер-
ждать, что существуют дифференциальнные уравнения, у кото-
рых бесконечно много полиномиальных решений. Однако, если
наложить условие о том, что будем различать классы полиномов-
решений в зависимости от их степени, то уже на основании тео-
рем 1.2.1.1 и 1.3.1.1 можем заключить, что полиномиальных реше-
ний с различными степенями у алгебраических дифференциаль-
ных уравнений (1.1.1.1) конечное число.

Для простейших уравнений вида

A(z)w
(l)

=

n∑

j=0

Bνj
(z)w

νj

такая задача рассматривалась в работе [135]. Это первая поста-
новка задачи, последующее обобщение без изменения сути пред-
ложенного метода находим в работах [63; 129; 136; 127], а общий
случай алгебраического дифференциального уравнения (1.1.1.1)
рассмотрен в [26] и [72, c. 69–99].

§ 1. Вспомогательные утверждения

Пусть полиномы

wτ : z →
mτ∑

h=0

α
mτ h

z
mτ−h

, ∀z ∈ C, α
mτ 0

6= 0, τ = 0, r , (1)

имеют различные степени mτ . Без ограничения общности рас-
суждений будем считать, что

m0 < m1 < . . . < mr. (2)
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Положив r = N, построим определитель

∆N+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 . . . a0τ . . . a
0N

a10 a11 . . . a1τ . . . a
1N

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aτ0 aτ1 . . . aττ . . . aτN

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar0 ar1 . . . arτ . . . arN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

порядка N + 1, членами которого являются полиномы

a
τi

: z →
si∏

k=1

(
w

(lki
)

τ (z)
)νki

, ∀z ∈ C, τ = 0, r , i = 0, N . (3)

Определитель ∆
N+1

является полиномом комплексного пе-
ременного z. Используя лексикографическое представление (1)
полиномов wτ , элементы определителя ∆

N+1
запишем в виде

a
τi

: z →
∗

Ki

(
mτ , αmτ 0

)
z

κimτ−mi
+ . . . , ∀z ∈ C, (4А)

для τ ∈{0, 1, . . . , r}, i∈{0, 1, . . . , N} таких, что 0 < li 6 mτ ; для
i ∈ {0, 1, . . . , N} таких, что li = 0, при любых τ ∈ {0, 1, . . . , r},
или

a
τi

: z → 0, ∀z ∈ C, (4Б)

для τ ∈ {0, 1, . . . , r}, i ∈ {0, 1, . . . , N} таких, что li > mτ .

Определитель ∆
N+1

, обладающий свойством

κ0 6 κ1 6 . . . 6 κ
N

, (5)

будем обозначать ∆̃
N+1

. Определитель ∆
N+1

всегда может быть
приведён к виду ∆̃

N+1 , так как перестановкой столбцов в ∆
N+1

всегда может быть достигннута ситуация (5), причём эти опреде-
лители будут либо совпадать (∆̃

N+1
= ∆

N+1
), либо отличаться

только знаком (∆̃
N+1

= −∆
N+1

).
Укажем некоторые свойства этих определителей.
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Лемма 1. Пусть полиномы (1) имеют различные степени

(2) такие, что m0 > l. Тогда степень полинома ∆̃
N+1 (N = r)

равна сумме степеней полиномов, являющихся элементами

главной диагонали определителя ∆̃
N+1

, т.е.

deg ∆̃
N+1

(z) =

N∑

i=0

deg a
ii
(z) =

N∑

i=0

(κ
i
m

i
−m

i
), (6)

если для существующих среди всего множества чисел κi

таких, что

κ
sδ
0

= κ
sδ
1

= . . . = κ
sδ
jδ

, δ = 0, λ , 0 6 λ < N, (7)

соответствующие элементы в определителе ∆̃
N+1 такие,

что определители

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K̂sδ
0
(nδ

0
) K̂sδ

1
(nδ

0
) . . . K̂sδ

jδ

(nδ
0
)

K̂sδ
0
(nδ

1
) K̂sδ

1
(nδ

1
) . . . K̂sδ

jδ

(nδ
1
)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

K̂sδ
0

(
nδ

jδ

)
K̂sδ

1

(
nδ

jδ

)
. . . K̂sδ

jδ

(
nδ

jδ

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0, δ = 0, λ , (8)

при любых натуральных числах

nδ
0

< nδ
1

< . . . < nδ
jδ

, nδ
0

> l, δ = 0, λ . (9)

Доказательство. В силу (2) неравенство m0 > l означает, что
все элементы a

τi
, i = 0, N , τ = 0, r , r = N, определителя ∆̃

N+1

являются полиномами с расположением членов (4А).
Используем метод математической индукции.

При N = 1 рассмотрим определитель второго порядка

∆̃2(z) =

∣∣∣∣∣
a00(z) a01(z)

a10(z) a11(z)

∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣∣

{ ∗
K0

(
m0 , αm0 0

)
z

κ0m0−m0+ ...
} { ∗

K1

(
m0 , αm0 0

)
z

κ1m0−m1+ ...
}

{ ∗
K0

(
m1 , αm1 0

)
z

κ0m1−m0+ ...
} { ∗

K1

(
m1 , αm1 0

)
z

κ1m1−m1+ ...
}

∣∣∣∣∣∣∣
,

где фигурнные скобки применены с целью выделения элементов
a

τi
определителя ∆̃2 .
Оценим разность

((κ0m0 −m0) + (κ1m1 −m1))− ((κ0m1 −m0) + (κ1m0 −m1)) =

= (m1 −m0)(κ1 − κ0).

Если κ1 > κ0 , то в силу (2) произведение

(m1 −m0)(κ1 − κ0) > 0,

а значит, степень полинома ∆̃2 определяется уменьшаемым рас-
сматриваемой разности, т.е.

deg ∆̃2(z) = (κ0m0−m0)+(κ1m1−m1) = deg a00(z)+deg a11(z),

что соответствует (6).
Если κ0 = κ1 = κ, то

∆̃2(z) = ακ

m0 0
ακ

m1 0

∣∣∣∣∣∣

K̂0(m0) K̂1(m0)

K̂0(m1) K̂1(m1)

∣∣∣∣∣∣
z
(m0−m1 )κ−(m0+m1 )

+ ...,

и, стало быть,

deg ∆̃2(z) = (m0 −m1)κ − (m0 + m1) = deg a00(z) + deg a11(z),

если только при любых натуральных числах n0 и n1 таких, что
l 6 n0 < n1 , определитель

∣∣∣∣∣
K̂0(n0) K̂1(n0)

K̂0(n1) K̂1(n1)

∣∣∣∣∣ 6= 0.
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Это также соответствует (6), и утверждение леммы при N = 1
доказано.

Для случая, когда N > 2, предварительно докажем следую-
щее утвержденние.

Если при t = 1, k − 1 степени полиномов ∆̃
t+1 определя-

ются по правилу

deg ∆̃
t+1

(z) =
t∑

i=0

deg a
ii
(z),

то для определителя ∆̃
k+1

справедливо соотношение

deg a
0k

(z) + deg ∆̃
k0k

(z) < deg a
1k

(z) + deg ∆̃
k1k

(z) <
(10)

< . . . < deg a
kk

(z) + deg ∆̃
kkk

(z),

где ∆̃
khk

— определитель k-го порядка, полученный из

определителя ∆̃
k+1

в результате вычёркивания строки с

номером h и столбца с номером k, причём, если размерно-
сти κτ < κ

k
, где τ ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, то

deg a
τk

(z) + deg ∆̃
kτk

(z) < deg a
τ+1,k

(z) + deg ∆̃
k,τ+1,k

(z). (11)

Действительно, в соответствии с теоремой Лапласа [10, c.30]

в результате разложения определителя ∆̃
k+1

по столбцу с номе-
ром k будем иметь, что

∆̃
k+1

=

k∑

h=0

(− 1)
k+h

a
hk

∆̃
khk

. (12)

Пусть τ ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. Используя правило вычисления

степеней полиномов ∆̃
t+1 , t = 1, k − 1 , оценим разность

(
deg a

τ+1,k
+ deg ∆̃

k,τ+1,k

)
−
(
deg a

τk
+ deg ∆̃

kτk

)
=
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=
(
deg a

τ+1,k
+
(
deg a00 + . . . + deg a

τ−1,τ−1 + deg aτ,τ +

+ deg a
τ+2,τ+1 + . . . + deg a

k,k−1

))
−
(
deg a

τk
+ (deg a00 + . . . +

+ deg a
τ−1,τ−1

+deg a
τ+1,τ

+deg a
τ+2,τ+1

+ . . . + deg a
k,k−1

))
=

= deg aττ + deg a
τ+1,k

−
(
deg a

τ+1,τ
+ deg a

τk

)
.

Рассмотрим определитель второго порядка

∆̂2(z) =

∣∣∣∣∣
aττ (z) a

τk
(z)

a
τ+1,τ

(z) a
τ+1,k

(z)

∣∣∣∣∣ ,

который является определителем ∆̃2 , а значит, степень опреде-
ляемого им полинома ∆̂2 устанавливается следующим образом:

1) κτ < κk. Тогда

deg ∆̂2 = deg aττ + deg a
τ+1,k

и

deg aττ + deg a
τ+1,k

−
(
deg a

τ+1,τ
+ deg a

τk

)
> 0,

а значит,

deg a
τ+1,k

+ deg ∆̃
k,τ+1,k

> deg a
τk

+ deg ∆̃
kτk

; (13)

2) κτ = κ
k
. Тогда

deg ∆̂2 = deg aττ + deg a
τ+1,k

при условии, что для любых натуральных чисел n0 и n1 таких,
что l′ 6 n0 < n1 , где l′ = max{lτ , l

k
}, определитель

∣∣∣∣∣∣

K̂τ (n0) K̂
k
(n0)

K̂τ (n1) K̂
k
(n1)

∣∣∣∣∣∣
6= 0,
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и

deg aττ + deg a
τ+1,k

−
(
deg a

τ+1,τ
+ deg a

τk

)
= 0.

Следовательно,

deg a
τ+1,k

+ deg ∆̃
k,τ+1,k

= deg a
τk

+ deg ∆̃
kτk

. (14)

Из соотношений (13) и (14) следует цепочка неравенств (10),
а если существует τ ∈ {0, 1, . . . , k − 1} такое, что κτ < κ

k
, то

имеет место строгое неравенство (11).
Продолжая доказательство методом математической индук-

ции, рассмотрим случай N = 2.
Определитель третьего порядка

∆̃3 =

∣∣∣∣∣∣

a00 a01 a02

a10 a11 a12

a20 a21 a22

∣∣∣∣∣∣
= a02

∣∣∣∣
a10 a11

a20 a21

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣
a00 a01

a20 a21

∣∣∣∣+

+a22

∣∣∣∣
a00 a01

a10 a11

∣∣∣∣ = a02∆̃202 − a12∆̃212 + a22∆̃222 .

Если κ1 < κ2 , то в силу (11)

deg a22 + deg ∆̃222 > deg a12 + deg ∆̃212 ,

и, учитывая представление (12) при k = 2,

deg ∆̃3 = deg a22 + deg ∆̃222 =
2∑

i=0

deg a
ii
.

Это соответствует (6), причём, если κ0 = κ1 , то

∣∣∣∣∣∣

K̂0(n
1
0
) K̂1(n

1
0
)

K̂0(n
1
1
) K̂1(n

1
1
)

∣∣∣∣∣∣
6= 0 (15)
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при любых натуральных числах n1
0

и n1
1

таких, что l 6 n1
0

< n1
1
,

где l = max{l0 , l1 , l2}.
Пусть κ1 = κ2 . Тогда в силу (14)

deg a22 + deg ∆̃222 = deg a12 + deg ∆̃212

и
∣∣∣∣∣∣

K̂1(n
2
0
) K̂2(n

2
0
)

K̂1(n
2
1
) K̂2(n

2
1
)

∣∣∣∣∣∣
6= 0 (16)

при любых натуральных числах n2
0

и n2
1

таких, что l 6 n2
0

< n2
1
,

где l = max{l0 , l1 , l2}.
Степень deg ∆̃3 зависит от условий: κ0 < κ1 или κ0 = κ1 .

Если κ0 < κ1 , то в силу (11)

deg a00 + deg ∆̃200 < deg a22 + deg ∆̃222

и, учитывая представление (12) при k = 2,

deg ∆̃3 =

2∑

i=0

deg a
ii

при выполнении (16.)
Если κ0 = κ1 = κ2 = κ, то непосредственно находим, что

∆̃3 =

2∏

τ=0

ακ

mτ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K̂0(m0) K̂1(m0) K̂2(m0)

K̂0(m1) K̂1(m1) K̂2(m1)

K̃
∗
0
(m2) K̃

∗
1
(m2) K̃

∗
2
(m2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z

κ

2∑
i=0

mi−κ

2∑
i=0

mi

+ . . . .

Стало быть,

deg ∆̃3 = κ

2∑

i=0

mi − κ

2∑

i=0

mi =

2∑

i=0

deg a
ii
,
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если
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K̂0(n
3
0
) K̂1(n

3
0
) K̂2(n

3
0
)

K̂0(n
3
1
) K̂1(n

3
1
) K̂2(n

3
1
)

K̂0(n
3
2
) K̂1(n

3
2
) K̂2(n

3
2
)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 (17)

при любых натуральных числах n3
0
, n3

1
, n3

2
таких, что

l 6 n3
0

< n3
1

< n3
2
, где l = max{l0 , l1 , l2}.

Итак, при N = 2 утверждение леммы доказано.

Пусть утвержденние леммы справедливо при всяком
N 6 k − 1, k > 3. Докажем её справедливость при N = k. Для
этого составим соотношение (12).

Если κ
k

> κ
k−1

, то в силу (11)

∆̃
k+1

= deg a
kk

+ deg ∆̃
kkk

=

k∑

i=0

deg a
ii
,

что соответствует (6).

Заметим, что если среди κ0 , κ1 , . . . , κk−1
существу-

ют такие, что имеет место (7), то должны выполняться и
неравенства (8), ибо утверждение леммы верно при всяком
N 6 k − 1.

Если же κ
k

= κ
k−1

= . . . = κ
k−s

, где 1 6 s < k, то в силу

(12) и справедливости леммы при N 6 k − 1 будем иметь, что

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K̂
k−s

(n0) K̂
k−s−1

(n0) . . . K̂
k−1

(n0) K̂
k
(n0)

K̂
k−s

(n1) K̂
k−s−1

(n1) . . . K̂
k−1

(n1) K̂
k
(n1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

K̂
k−s

(ns) K̂
k−s−1

(ns) . . . K̂
k−1

(ns) K̂
k
(ns)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0
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при любых натуральных числах n0 , n1 , . . . , ns таких, что

l 6 n0 < n1 < . . . < ns.

Если же размерности κ0 = κ1 = . . . = κk = κ, то непосред-
ственно находим

∆̂
k+1

=

k∏

i=0

ακ

mi0

∣∣∣∣∣∣

K̂0(m0) . . . K̂k(m0)

K̂0(mk) . . . K̂k(mk)

∣∣∣∣∣∣
z

κ

k∑
i=0

mi−
k∑

i=0
mi

+ . . . .

Стало быть,

deg ∆̃
k+1

= κ

k∑

i=0

m
i
−

k∑

i=0

m
i
=

k∑

i=0

deg a
ii
,

если
∣∣∣∣∣∣

K̂0(n0) . . . K̂
k
(n0)

K̂0(nk
) . . . K̂

k
(n

k
)

∣∣∣∣∣∣
6= 0

при любых натуральных числах n0 , n1 , . . . , nk
таких, что

l 6 n0 < n1 < . . . < n
k
. Это соответствует (6).

Непосредственным следствием леммы 1 является
Лемма 2. Пусть полиномы (1) имеют различные степе-

ни (2) такие, что m0 > l. Для существующих среди все-

го множества чисел κi, i = 0, N , N = r, таких, которые
удовлетворяют соотношению (7), соответствующие эле-

менты определителя ∆̃
N+1

связаны неравенствами (8) при

любых натуральных числах (9). Тогда определитель ∆̃
N+1

, а
значит, и определитель ∆

N+1
отличны от нуля.

Пусть числа li такие, что

l0 = l1 = . . . = lp < lp+1 = lp+2 = . . . = l
N

, 0 6 p < N. (18)
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Между степенями mτ многочленов (1) рассмотрим следую-
щие соотношения относительно l0 и l

N
:

1) l
N

6 m0 ;

2) l0 6 m0 , mr < l
N

;

3) l0 6 m0 , ms < l
N

6 ms+1 , 0 6 s < r.

Вполне очевидно, что в первом случае (l
N

6 m0) справедли-
во утверждение леммы 2.

Во втором случае составим определитель p + 1-го порядка
∆p+1 на основании первых p + 1 членов с l0 = . . . = lp.

Члены определителя ∆p+1 находятся по формуле (3) и имеют
лексикографическое представление (4А).

Поэтому совершенно аналогично доказываются леммы 1 и 2
при N = p.

Пусть l0 6 m0 , ms < l
N

6 ms+1 . Тогда определитель ∆
N+1

,
членами которого являются полиномы a

τi
, имеет вид

∆̂
N+1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 . . . a0p 0 . . . 0

a10 a11 . . . a1p 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

as0 as1 . . . asp 0 . . . 0

as+1,0 as+1,1 . . . as+1,p as+1,p+1 . . . as+1,N

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar0 ar1 . . . arp ar,p+1 . . . arN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Лемма 3. Если s > p, то определитель ∆̂
N+1

тожде-
ственно равен нулю.

Доказательство. В соответствии с теоремой Лапласа опреде-
литель ∆̂

N+1 порядка N + 1 равен сумме произведений всех ми-
норов s+1-го порядка, содержащихся в произвольно выбранных
s + 1 строках, 0 6 s 6 N − 1, на их алгебраические дополнения.

За s+1 строку выберем первые строки, содержащие нулевые
элементы.
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Если теперь положить, что s > p, то любой минор порядка
s+1, содержащийся в первых s+1 строках определителя ∆̂

N+1 ,
равен нулю как содержащий нулевой столбец.

Лемма 4. Если s 6 p, то определитель ∆̂
N+1

не обраща-
ется в тождественный нуль при условии, что для существу-

ющих среди всего множества чисел κi, i = 0, N , N = r, та-
ких, которые удовлетворяют соотношению (7), соответ-

ствующие элементы определителя ∆̂
N+1

связаны неравен-
ствами (8) при любых натуральных числах

l
δ

6 nδ
0

< nδ
1

< . . . < nδ
jδ

, δ = 0, λ , 0 6 λ < N, (19)

где lδ = max
{

lnδ
0
, lnδ

1
, . . . , lnδ

jδ

}
.

Доказательство леммы 4 основано на рассуждениях, анало-
гичных приведённым в лемме 1, с предварительным разложением
определителя ∆̂

N+1 в соответствии с теоремой Лапласа по мино-
рам s + 1-го порядка.

Лемма 5. Если l0 6 m0 , ms < l
N

6 m
s+1

, 0 6 s < N, и

выполняется соотношение (18), а для существующих среди

всего множества чисел κi, i = 0, N , N = r, таких, которые
удовлетворяют соотношению (7), соответствующие эле-

менты определителя ∆̂
N+1 связаны неравенствами (8) при

любых натуральных числах (19), то определитель ∆̂
N+1

≡ 0
тогда и только тогда, когда s > p.

Лемма 5 является непосредственным следствием лемм 3 и 4.
И наконец, пусть li такие, что

l0 = l1 = . . . = lp0
< lp0+1 = . . . = lp0

+p1
< l

p0+p1+1
= . . . =

(20)
= lp0+p1+p2

< . . . < lp0+p1+p2+...+p
t−1+1

= . . . = lp0+...+pt

где p0 + . . .+ pt = N, 0 6 p0 6 N, 0 6 p
j+1 6 N − (p0 + . . .+ p

j
),

j = 0, t− 1 .
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Между степенями mτ многочленов (1) рассмотрим следую-
щие соотношения относительно l0 и l

N
:

1) l
N

6 m0 ;

2) l0 6 m0 , ms < l
N

6 ms+1 , 0 6 s < r;

3) l0 6 m0 , mr < l
N

.

Очевидно, что в первом случае (l
N

6 m0) справедливо утвер-
ждение леммы 2.

Во втором случае определитель ∆
N+1

, членами которого яв-

ляются полиномы a
τi

, τ = 0, r , i = 0, N , r = N, составленные
по формулам (3), (4А), (4Б), имеет вид

∆
∗
N+1

=

∣∣∣∣∣
A B C

D E F

∣∣∣∣∣ ,

где блок матрица

∥∥∥∥∥
A B C

D E F

∥∥∥∥∥

состоит из (s+1)× (p0 +1)-матрицы A =
∣∣∣∣A

ij

∣∣∣∣, где A
ij

= a
ij

,

i = 0, s , j = 0, p0 , (s+1)×(p1 + . . .+pt−1)-матрицы B =
∣∣∣∣B

ij

∣∣∣∣,
где B

ij
= â

ij
, i = 0, s , j = p0 + 1, p0 + . . . + pt−1 ,

â
ij

=

[
a

ij
, если mi > lj ,

0, если mi < lj ,

нуль (s+1)×(N−(p0 + . . .+pt−1)-матрицы C, (r−s)×(p0 +1)-

матрицы D =
∣∣∣∣Dij

∣∣∣∣, Dij = a
ij

, i = s + 1, r , j = 0, p0 , (r − s)×
×(p1 + . . . + pt−1)-матрицы E =

∣∣∣∣Eij

∣∣∣∣, Eij = a
ij

, i = s + 1, r ,

j = p0 + 1, p0 + . . . + pt−1 , (r−s)×(N−(p0 + . . .+pt−1)-матрицы

F =
∣∣∣∣F

ij

∣∣∣∣, F
ij

= a
ij

, i = s + 1, r , j = p0 + . . . + pt−1 + 1, N .
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Степени ms, 0 6 s < r = N, полиномов (1) связаны соотно-
шениями:

l0 6 m0 < m1 < . . . < ms0
< lp0+1 , 0 6 s0 6 p0 + . . . + p1 ,

или
{0, 1, . . . , s0} 6= Ø;

lp
0
+1 6 ms0+1 < ms0+2 < . . . < ms0+s1

<lp
0
+p

1
+1

,

0 6 s1 6 p0 + . . . + pt−1 − s0

или

{s0 + 1, s0 + 2, . . . , s0 + s1} = Ø;

и т.д.

lp
0
+...+p

t−2
+1 6 ms0+...+st−2+1 < ms0+...+st−2+2 <

< . . . < ms0+...+st−1
< lp

0
+...+p

t−1
+1 = l

N
,

0 6 st−1 < p0 + . . . + pt−1 − (s0 + s1 + . . . + st−2),

где s0 + s1 + . . . + st−2 + st−1 = s.

Лемма 6. Если для каждого k ∈ {0, 1, . . . , t − 1} такого,
что

{0, 1, . . . , s0} ∪ {s0 + 1, . . . , s0 + s1} ∪ . . . ∪ {s0 + s1 +

+ . . . + s
k−1

+ 1, s0 + s1 + . . . + s
k−1

+ 2, . . . , s0 + s1 + (22)

+ . . . + s
k−1

+ s
k
} 6= Ø, s0 + s1 + . . . + s

k
> p0 + p1 + . . . + p

k
,

то определитель ∆
∗
N+ 1

тождественно равен нулю.

Доказательство. Используем теорему Лапласа, в соответ-

ствии с которой миноры 1 +
k∑

ζ=0

s
ζ

порядков строим на осно-
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вании первых 1 +
k∑

ζ=0

s
ζ

строк определителя ∆
∗
N+1

, начиная с

k ∈ {0, 1, . . . , t− 1}, связанного соотношением (22).
Если теперь положить, что

k∑

ζ=0

s
ζ

>

k∑

ζ=0

p
ζ
,

то в силу (21) любой минор 1+
k∑

ζ=0

s
ζ

порядка обращается в тожде-

ственный нуль как определитель, содержащий нулевой столбец.
Рссуждениями, аналогичными рассуждениям в случае лемм 4

и 5, доказывается
Лемма 7. Если

l0 6 m0 , ms < l
N

6 ms+1 , 0 6 s < N = r,

и справедливы соотношения (21), а для существующих среди

всего множества чисел κi, i = 0, N , таких, которые удо-
влетворяют соотношению (7), соответствующие элемен-

ты определителя ∆
∗
N+1

связаны неравенствами (8) при лю-

бых натуральных числах (19), то определитель ∆
∗
N+1

тож-

дественно равен нулю тогда и только тогда, когда для
каждого k ∈ {0, 1, . . . , t− 1}, связанного соотношением (22),
справедливо неравенство

k∑

ζ=0

s
ζ

>
k∑

ζ=0

p
ζ
. (23)

В третьем случае, то есть, когда l0 6 m0 , mr > l
N

, отбра-
сывая члены порядка l

N
, приходим к случаям 1) и 2), где роль l

N

будет играть l
N−1 .

Данный процесс будем продолжать вплоть до l
p0+p1

, когда
вступают в силу леммы 3 – 5.

130



В.Н. Горбузов Ограниченность количества полиномиальных решений . . . П.0, § 2, гл. III

§ 2. Ограниченность количества
полиномиальных решений различных

степеней числом членов алгебраического
дифференциального уравнения

В зависимости от порядка li членов уравнения (1.1.1.1) пере-
становкой слагаемых в алгебраическом дифференциальном урав-
нении (1.1.1.1) всегда можно добиться ситуации (20.0.1). Допу-
стим, что это сделано.

Полиномы (1.0.1) являются нетривиальными полиномиаль-
ными решениями алгебраического дифференциального уравнения
(1.1.1.1) тогда и только тогда, когда имеет место система тождеств

N∑

i=0

Bµi
(z)

si∏

k=1

(
w

(
l
ki

)

τ (z)

)ν
ki

≡ 0, τ = 0, r . (1)

На основании (20.0.1) последовательно рассмотрим следую-
щие логические возможности.

Шаг 1. Пусть нетривиальные полиномиальные решения
(1.0.1) различных степеней mτ уравнения (1.1.1.1) такие, что

lp0
6 m0 < m1 < . . . < mr < l

p0+1
, 0 6 p0 6 N, (2)

причём, если p0 = N, то l
p0+1 будем считать равным +∞.

Подставляя полиномы (1.0.1) при τ = 0, r , связанные соот-
ношением (2), в уравнение (1.1.1.1) , получаем систему тождеств
(1), где N = p0 , так как если существуют в уравнении (1.1.1.1)
члены с номерами t > p0 , то в силу (20.0.1) они обращаются в
тождественный нуль при данной подстановке.

Если p0 = 0, то тождества (1) будут иметь вид Bµ0
(z) ≡ 0, и

полиномиальных решений степени mτ , τ = 0, r , таких, что

l0 6 m0 < m1 < . . . < m
l
< l1 ,

у уравнения (1.1.1.1) нет.
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Если p0 > 0, то система тождеств (1), где N = p0 , при
r = p0 имеет определитель ∆

p0+1 , который при выполннении

условий леммы 2.0.1 отличен от нуля. Тогда из системы тождеств
(1) получаем, что Bµi

(z) ≡ 0, i = 0, p0 . Это противоречит зада-
нию уравнения (1.1.1.1) при условии (20.0.1), когда p0 > 0.

Итак, доказана
Лемма 1. Пусть в уравнении (1.1.1.1) порядки членов свя-

заны соотношением (20.0.1) и для существующих среди всего
множества чисел κi, i = 0, p0 , таких, которые удовлетво-
ряют соотношению (7.0.1), соответствующие члены урав-
нения (1.1.1.1) связаны неравенствами (8.0.1) при любых на-
туральных числах (19.0.1). Тогда уравнение (1.1.1.1) имеет
нетривиальные полиномиальные решения (1.0.1) не более p0

различных степеней mτ , удовлетворяющих условиям (2).
Шаг 2. Пусть нетривиальные полиномиальные решения

(1.0.1) различных степеней mτ уравнения (1.1.1.1) такие, что

lp0
6 m0 < m1 < . . . < ms0

< l
p0+p1

, 0 6 p0 6 N,

l
p0+p1

6 m
s0+1

< m
s0+2

< . . . < mr < l
p0+p1+1

, (3)

0 < p1 6 N − p0 ,

причём, если p0 = N, то l
p0+p1

будем считать + ∞, если

p0 + p1 = N, то l
p0+p1+1

будем считать + ∞; s0 такое, что

0 6 s0 6 r или {0, 1, . . . , s0} = Ø.
Относительно количества r полиномиальных решений (1.0.1)

различных степеней и s0 в случае (3) представляются следующие
возможности:

s0 = r; (4)

{0, 1, . . . , s0} = Ø; (5)

0 6 s0 < r, (6)

каждую из которых рассмотрим в отдельности.
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Если выполняется условие (4), то есть, s0 = r, то соотноше-
ние (3) будет иметь вид (2), так как l

p0+p1
= l

p0+1
. Значит, имеет

место лемма 1.
Пусть выполняются условия (5), то есть, {0, 1, . . . , s0} = Ø.

Тогда соотношение (3) имеет место лишь при 0 6 p0 < N, ибо,
если p0 = N, то в уравнении (1.1.1.1) членов с номерами, боль-
шими p0 , нет

(
l
p0+p1

= +∞
)
. Соотношение (3) будет иметь вид

l
p0+p1

6 m0 < m1 < . . . < mr < l
p0+p1+1

, 0 < p1 6 N − p0 . (7)

Подставляя полиномы (1.0.1) при τ = 0, r , связанные соот-
ношением (7), в уравнение (1.1.1.1), получим систему тождеств (1),
где N = p0 + p1 . Так как если в уравнении (1.1.1.1) существуют
члены с номерами i > p0 + p1 , то в силу (20.0.1) они обращаются
в тождественный нуль при данной подстановке.

У системы тождеств (1) с N = p0+p1 при r = p0+p1 опреде-
литель ∆

p0+p1+1 , когда выполняются условия леммы 1, отличен
от нуля.

В этом случае тождества (1) имеют вид Bµi
(z) = 0, ∀z ∈ C,

i = 0, p0 + p1 , что противоречит заданию уравнения (1.1.1.1) при
условии (20.0.1), когда 0 6 p0 < N, 0 < p1 6 N − p0 .

Итак, доказана
Лемма 2А. Пусть в уравнении (1.1.1.1) порядки членов

связаны соотношением (20.0.1) и для существующих среди
всего множества чисел κi, i = 0, p0 + p1 , таких, которые

удовлетворяют соотношению (7.0.1), соответствующие
члены уравнения (1.1.1.1) связаны неравенствами (8.0.1) при
любых натуральных числах (19.0.1). Тогда уравнение (1.1.1.1)
имеет нетривиальные полиномиальные решения (1.0.1) не
более p0 + p1 различных степеней mτ , удовлетворяющих
условиям (7).

Пусть имеет место соотношение (6). Подставим полиномы
(1.0.1) при τ = 0, r , связанные соотношением (3) при 0 6 p0 < r,
в уравнение (1.1.1.1). Получим систему тождеств (1), у которой
N = p0 + p1 , так как если в уравнении (1.1.1.1) существуют чле-
ны с номерами i > p0 + p1 , то в силу (20.0.1) они обращаются в
тождественный нуль при данной подстановке.
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Система тождеств (1), где N = p0 + p1 , при r = p0 + p1

имеет определитель ∆̂
p0+p1+1 , отличный от нуля при выполне-

нии условий леммы 5.0.1. Тогда тождества (1) будут иметь вид
Bµi

(z) ≡ 0, i = 0, p0 + p1 , что противоречит заданию уравнения
(1.1.1.1) при условии (20.0.1), когда 0 6 p0 < N, 0 < p1 6 N−p0 .

Итак, доказана
Лемма 2Б. Пусть в уравнении (1.1.1.1) порядки членов

связаны соотношением (20.0.1) и для существующих среди
всего множества чисел κi, i = 0, p0 + p1 , таких, которые

удовлетворяют соотношению (7.0.1), соответствующие
члены уравнения (1.1.1.1) связаны неравенствами (8.0.1) при
любых натуральных числах (19.0.1). Тогда уравнение (1.1.1.1)
имеет нетривиальные полиномиальные решения (1.0.1) не
более p0 + p1 различных степеней mτ , удовлетворяющих
условиям (3) при (6).

В общем случае справедлива
Лемма 2. Пусть в уравнении (1.1.1.1) порядки членов свя-

заны соотношением (20.0.1) и для существующих среди всего
множества чисел κi, i = 0, p0 + p1 + . . . + p

k
, таких, кото-

рые удовлетворяют соотношению (7.0.1), соответствую-
щие члены уравнения (1.1.1.1) связаны неравенствами (8.0.1)
при любых натуральных числах (19.0.1). Тогда при k = 0 и
k = 1 уравнение (1.1.1.1) имеет нетривиальные полиноми-

альные решения (1.0.1) не более
k∑

j=0
p

j
различных степеней

mτ , τ = 0, r , таких, что

l k∑
j=0

pj

6 mr < l
1+

k∑
j=0

p
j

,

где l
1+

k∑
j=0

p
j

= +∞ при

k∑

j=0

p
j

= N.

Шаг 3. Пусть нетривиальные полиномиальные решения
(1.0.1) различнных степенней mτ уравнения (1.1.1.1) такие, что
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lp0
6 m0 < m1 < . . . < mp0

< l
p0+p1

, 0 6 p0 6 N,

l
p0+p1

6 m
p0+1 < m

p0+2 < . . . < m
p0+p1

< l
p0+p1+p2

,

(8)
0 < p1 6 N − p0 , l

p0+p1+p2
6 m

p0+p11 < m
p0+p1+2 < . . . <

< mr < l
p0+p1+p2+1 , 0 < p2 6 N − (p0 + p1),

причём для любого k = 0, 2 , если
k∑

j=0
p

j
= N, то l

1+
k∑

j=0
p
j

= +∞;

p0 — такое, что 0 6 p0 6 r или {0, 1, . . . , p0} = Ø, а p1 — та-
кое, что 0 6 p1 6 r − p0 или {p0 + 1, . . . , p0 + p1} = Ø.

Относительно r, p0 и p1 имеем:

p0 = r; (9)

{0, 1, . . . , p0} = Ø, p1 = r; (10)

0 6 p0 < r, p0 + p1 = r; (11)

{0, 1, . . . , p0 + p1} = Ø; (12)

{0, 1, . . . , p0} = Ø, 0 < p1 < r; (13)

0 6 p0 < r, {p0 + 1, . . . , p0 + p1} = Ø, (14)

0 6 p0 < r, 0 < p1 < r, 0 < p0 + p1 < r. (15)

Лемма 3. Пусть в уравнении (1.1.1.1) порядки членов свя-
заны соотношением (20.0.1) и для существующих среди все-
го множества чисел κi, i = 0, p0 + . . . + p

k
, таких, кото-

рые удовлетворяют соотношению (7.0.1), соответствую-
щие члены уравнения (1.1.1.1) связаны неравенствами (8.0.1)
при любых натуральных числах (19.0.1). Тогда дифференци-
альное уравнение (1.1.1.1) для всех k = 0, 2 имеет нетриви-
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альные полиномиальные решения (1.0.1) не более
k∑

j=0
p

j
раз-

личных степеней mτ , τ = 0, r , таких, что

l k∑
j=0

p
j

6 mr < l
1+

k∑
j=0

p
j

,

где l
1+

k∑
j=0

p
j

= +∞ при

k∑

j=0

p
j

= N.

Доказательство. При (9) – (11) условия (8) совпадают с усло-
виями (3), и имеет место лемма 2.

Стало быть, имеет место лемма 3 при k = 0 и k = 1.
Справедливость леммы 3 при условии (12) устанавливаем на

основании леммы 2.0.1, при условиях (13) или (14) — на основа-
нии леммы 5.0.1, при условии (15) — на основании леммы 7.0.1.

Поскольку все случаи (9) – (15) рассмотрены, то лемма 3 до-
казана полностью.

Совершенно аналогичными рассуждениями, как и при доказа-
тельстве лемм 1 – 3, на основании лемм 2.0.1, 5.0.1 и 7.0.1 дока-
зываем, что в общем случае справедлива

Теорема 1. Пусть в дифференциальном уравнении
(1.1.1.1) члены представлены так, что имеет место
соотношение (20.0.1) и для существующих среди всего
множества чисел κi, i = 0, p0 + . . . + p

k
, таких, которые

удовлетворяют соотношению (7.0.1), соответствующие
члены уравнения (1.1.1.1) связаны неравенствами (8.0.1) при
любых натуральных числах (19.0.1). Тогда для всех k = 0, t
уравнение (1.1.1.1) имеет нетривиальные полиномиальные

решения (1.0.1) не более
k∑

j=0
p

j
различных степеней mτ ,

τ = 0, r , таких, что

l k∑
j=0

p
j

6 mr < l
1+

k∑
j=0

p
j

, (16)
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где l
1+

k∑
j=0

p
j

= +∞ при
k∑

j=0
p

j
= N.

Следствие 1. Алгебраическое дифференциальное уравне-
ние (1.1.1.1) имеет нетривиальные полиномиальные реше-
ния не более N различных степеней, если для существую-
щих среди всего множества чисел κi таких, которые удо-
влетворяют соотношению (7.0.1), соответствующие члены
уравнения (1.1.1.1) связаны неравенствами (8.0.1) при любых
натуральных числах (19.0.1).

Укажем некоторые классы уравнений (1.1.1.1), для которых
условия теоремы 1 выполняются.

Рассмотрим уравнение (1.1.1.1) в случае, когда

κi 6= κj, i, j = 0, N , i 6= j. (17)

Условием (17) исключаем возможность выполнения соотно-
шений (7.0.1) и непосредственно из теоремы 1 получаем

Следствие 2. Если в алгебраическом дифференциальном
уравнении (1.1.1.1) члены представлены так, что имеет ме-
сто соотношение (20.0.1) и выполняется условие (17), то для
всех k = 0, t уравнение (1.1.1.1) имеет нетривиальные поли-

номиальные решения (1.0.1) не более
k∑

j=0
p

j
различных степе-

ней mτ , удовлетворяющих (16).
Из следствия 2 получаем менее точное, но более простое по

формулировке
Следствие 3. У уравнения (1.1.1.1), все члены которого

имеют различные размерности, нетривиальные полиноми-
альные решения имеют не более N различных степеней.

Имеет место и более общий случай, чем сформулированный в
следствии 2.

Пусть члены алгебраического дифференциального уравнения
(1.1.1.1), связанные соотношением (7.0.1), такие, что в наборах{
npδ

0
, npδ

1
, . . . , nsδ

jδ

}
при каждом δ ∈ {0, 1, . . . , λ} содержится

только по одному наибольшему числу
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n
sδ

= max
{
n

pδ
0

, n
pδ
1

, . . . , n
sδ
jδ

}
, n

sδ
= n

sδ
αδ

, n
sδ

> n
sδ
βδ

,

(18)
β

δ
6= α

δ
, β

δ
= 0, jδ , δ = 0, λ .

Исключив из уравнения (1.1.1.1) члены с номерами s
δ

βδ

, где

β
δ

= 0, jδ , β
δ
6= α

δ
, δ = 0, λ , получим уравнение

M∑

η=0

Bµ
ζη

(z)

sη∏

k=1

(
w

(γ
kη

)
)ρ

kη

= 0, (19)

где {ζ0 , ζ0 , . . . , ζM
, } ⊂ {M0 ,M1 , . . . ,MN

}, M = N −
λ∑

δ=0

j
δ
.

В силу соотношений (18) нетривиальные полиномиальные ре-
шения уравнения (1.1.1.1) и нетривиальные полиномиальные ре-
шения уравнения (19) имеют общие высшие члены. Данное обсто-
ятельство позволяет утверждать, что количество нетривиальных
полиномиальных решений различных степеней уравнения (1.1.1.1)
совпадает с количеством нетривиальных полиномиальных реше-
ний различных степеней уравнения (19). Но уравнение (19) та-
кое, что в силу построения члены его связаны соотношением
(17), а значит, на основании следствия 2 устанавливаем количе-
ство нетривиальных полиномиальных решений различных степе-
ней уравнения (19) и уравнения (1.1.1.1).

Следствие 4. Алгебраическое дифференциальное уравне-
ние (1.1.1.1) при условиях (7.0.1) и (18) имеет нетривиальные
полиномиальные решения не более

M = N −
λ∑

δ=0

j
δ

различных степеней.

Теорема 1 может быть применена к дифференциальному урав-
нению специального вида [63]
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m∑

i=0

Aµi
(z)

p∏

j=0

( sj∏

k=0

(
w(lki

)
)νkj

)α
ji

=

(20)

=
n∑

τ=0

Bντ
w

γτ

s∏

λ=0

(
w

(lλ)
)νλ

,

где l
kj

, ν
kj

, α
ji

, γτ , l
λ
, ν

λ
суть целые неотрицательные числа та-

кие, что

p∑

j=0

sj∑

k=0

ν
kj

α
ji

<

p∑

j=0

sj∑

k=0

ν
kj

α
j
i+1

, i = 0,m , (21)

γ0 < γ1 < . . . < γn. (22)

При наличии в уравнении (20) членов с равными размерностя-
ми, то есть, связанных соотношением

p∑

j=0

sj∑

k=0

ν
kj

α
ji

= γτ +
s∑

λ=0

ν
λ
,

(23)
i ∈ {0, 1, . . . ,m}, τ ∈ {0, 1, . . . , n},

должны выполняться условия

lq = max
j=0,p

max
k=0,sj

{l
kj
} > max

λ=0,s
{l

λ
} = l

ζ
(24)

и
p∑

j=0

si∑

k=0

δ
kj

ν
kj

α
ji

> ν
ζ
, (25)

где δ
ij

=




1, если l
kj

> l
ζ
;

0, если l
kj

< l
ζ
.
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Отметим, что условия (21) и (22) гарантируют наличие в урав-
нении (20) не более двух членов с равными размерностями.

Если имеет место хотя бы одно из соотношений (23), то опре-
делитель (8.0.1) при (24) и (25) может быть всегда преобразован
следующим образом

∣∣∣∣∣∣

K̃
∗
i (m1) K̃

∗
τ (m1)

K̃
∗
i (m2) K̃

∗
τ (m2)

∣∣∣∣∣∣
= K̃

∗
τ (m1)K̃

∗
τ (m2)

∣∣∣∣∣
ϕ(m1) 1

ϕ(m2) 1

∣∣∣∣∣ ,

где

ϕ(m) =
K̃
∗
i (m)

K̃∗
τ (m)

и имеет вид

ϕ = m
δ0 (m− 1)

δ1 . . . (m− lq)
δq

.

Поскольку m > lq, то при m2 > m1 , в силу монотонности
положительной функции ϕ имеют место неравенства (8.0.1).

Таким образом, справедливо
Следствие 5. Уравнение (20) при (21) – (25) имеет нетри-

виальные полиномиальные решения не более m + n + 1 раз-
личных степеней.

Необходимо заметить, что теорема 1, хотя и справедлива для
достаточно широкого класса уравнений (1.1.1.1), но всё же не
охватывает весь класс.

Пример 1. Уравнение

zw′
(
w(V )

)2 − 12w(IV )w(V I)w = 0

имеет нетривиальные полиномиальные решения

w
1
: z → z6, ∀z ∈ C, и w

2
: z → z10, ∀z ∈ C,

Уравнение [87]

zw′
(
w′′′
)2 − 8ww′′w(IV ) = 0
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имеет нетривиальные полиномиальные решения

w
1
: z → z4, ∀z ∈ C, и w

2
: z → z6, ∀z ∈ C.

Для обоих этих уравнений условия теоремы 1 не выполняются в си-
лу нарушения неравенств (8.0.1).

Действительно, для первого уравнения определитель

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m
1

4∏
i=0

(m
1
− i)2

3∏
i=0

(m
1
− i)

5∏
i=0

(m
1
− i)

m
2

4∏
i=0

(m
2
− i)2

3∏
i=0

(m
2
− i)

5∏
i=0

(m
2
− i)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= m2
1
m2

2
(m

1
− 1)2(m

2
− 1)2(m1 − 2)2(m

2
− 2)2(m

1
− 3)2·

·(m
2
− 3)2(m

1
− 4)(m

2
− 4)

∣∣∣∣∣∣

m
1
(m

1
− 4) m

1
− 5

m2(m2 − 4) m2 − 5

∣∣∣∣∣∣
= 0

при m1 = 6, m2 = 10, а для второго уравнения определитель

∣∣∣∣∣∣

m3
1
(m

1
− 1)2(m

1
− 2)2 m2

1
(m

1
− 1)2(m

1
− 2)(m

1
− 3)

m3
2
(m2 − 1)2(m2 − 2)2 m2

2
(m2 − 1)2(m2 − 2)(m2 − 3)

∣∣∣∣∣∣
= 0

при m1 = 4, m2 = 6.

Итак, нами приведены примеры уравнений, у которых чис-
ло полиномиальных нетривиальных решений совпадает с числом
членов в уравнении, то есть, нарушаются условия теоремы 1, и
количество нетривиальнных полиномиальных решений различных
степеней больше N.
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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ТИПА

РИККАТИ – АБЕЛЯ

В предыдущих главах изучены свойства полиномиальных ре-
шений алгебраических дифференциальных уравнений общего ви-
да. В § 4 главы 1 рассмотрены приложения на случай нелинейных
уравнений второго и третьего порядков типа Пенлеве.

Если рассматривать дифференциальные уравненния специ-
альных видов, то полиномиальные решения, наряду с общими
свойствами, обладают и специфическими. Последние могут зна-
чительно расширить представление о полиномиальных решениях,
а в сочетании с общими свойствами дать более полную картину.

Остановимся на уравнении вида

dw

dz
=

n∑

i=0

Pi(z)wi, n > 2, (1)

где Pi : z → Pi(z) — некоторые функции комплексного перемен-
ного z такие, что Pn(z) 6≡ 0.

Если n = 2, то уравнение (1) является уравнением Риккати,
при n = 3 — уравнением Абеля первого рода. Поэтому при n > 2
уравнение (1) будем называть уравнением первого порядка типа
Риккати – Абеля.

Будем рассматривать алгебраические дифференциальные
уравнения типа Риккати – Абеля (1), то есть, когда коэффициен-
ты Pi являются полиномами или рациональными функциями по
z. Эти уравнения всегда могут быть записаны в одном из видов

dw

dz
=

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi
, ν

N
> 2, (2)
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или

A(z)
dw

dz
=

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi
, ν

N
> 2, (3)

где A и Bµi
— полиномы по z и A(z) 6≡ const, Bµ

N
(z) 6≡ 0.

В (2) и (3) полиномы-коэффициенты с лексикографическим
расположением членов

Bµi
: z → βiz

bi
+ . . . , ∀z ∈ C, i = 0, N , (4)

и

A : z → αza + . . . , ∀z ∈ C, α 6= 0. (5)

Будем считать, что

ν0 < ν1 < . . . < ν
N

, (6)

ибо это будет полезным для дальнейших рассуждений и не нару-
шает общности рассматриваемых классов уравнений (2) и (3).

Кроме того, будем считать, что в уравнении (3) полиномы-
коэффициенты A,Bµ0

, Bµ1
, . . . , Bµ

N
не имеют общих нулей, то

есть, не существует такого комплексного числа z0 , что

A(z0) = Bµ0
(z0) = Bµ1

(z0) = . . . = Bµ
N

(z0) = 0.

Такой ситуации можно добиться сокращением обеих частей
уравнения (3) на общие множители. В результате получим либо
уравнение (2), либо уравнение (3), но с требуемым свойством.
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dz
=

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi
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§ 1. Полиномиальные решения

уравнения dw

dz
=

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi

Свойство 1. Уравнение (2.0.0) не имеет полиномиальных
решений w1 и w2 таких, что w1(z0) = w2(z0), где z0 —

некоторое комплексное число.

Доказательство. Если w1 и w2 — полиномиальные решения
уравнения (2.0.0) такие, что w1(z0) = w2(z0), то w1(z) ≡ w2(z),
ибо в противном случае в точке z = z0 нарушается единствен-
ность задачи Коши.

Как следствие свойства 1 при условии, что z0 является нулём
полиномов w1 и w2 , то есть, w1(z0) = w2(z0), справедливо

Свойство 2. Любых два полиномиальных решения урав-
нения (2.0.0) не имеют общих нулей, то есть, являются
неприводимыми.

Свойство 3. Любых два полиномиальных решения урав-
нения (2.0.0) отлчаются на постоянную, то есть, если по-
линомы w1 и w2 являются решениями уравнения (2.0.0), то
при любом z из поля C разность w2(z) − w1(z) = C, где C
есть некоторая постоянная.

Доказательство. Пусть w1 и w2 — различные полиномиаль-
ные решения уравнения (2.0.0). Тогда

w2(z)− w1(z) ≡ const.

Так как, если допустить, что

w2(z) −w1(z) = P (z),

где P — полином степени deg P (z) > 1, то в силу того, что по-
лином, отличный от постоянной, всегда имеет хотя бы один нуль,
скажем z0 , получаем равенство w2(z0) − w1(z0) = 0, которое
противоречит свойству 1.
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Свойство 4. Если в уравнении (2.0.0) показатель степени
ν0 > 1, то любое его полиномиальное решение является по-
стоянной.

Данное свойство следует из свойства 3 и того, что w(z) ≡ 0
является решением уравнения (2.0.0) при ν0 > 1.

Последнее получаем из более общего утверждения, которое
сформулируем в виде свойства.

Свойство 5. Для того чтобы полином w : z → a, ∀z ∈ C,
где a — постоянная, являлся решением уравнения (2.0.0),
необходимо и достаточно, чтобы это уравнение имело вид

dw

dz
= (w − a)Q(z, w), (1)

где Q — полином переменных z и w.

Доказательство. Если w : z → a, ∀z ∈ C, — решение урав-
нения (2.0.0), то

N∑

i=0

Bµi
(z)a

νi ≡ 0,

то есть, уравнение (2.0.0) имеет вид (1).
А то, что w : z → a, ∀z ∈ C, решение уравнения (1) является

вполне очевидным фактом.
Из свойств 3 и 5 следует
Свойство 6. Если уравнение (2.0.0) имеет хотя бы одно

полиномиальное решение в виде постоянной, то все возмож-
ные полиномиальные решения его также будут полиномами
нулевой степени. А для того чтобы полиномы

w : z → a
j
, ∀z ∈ C, j = 1, r ,

где aj — постоянные, были решениями уравнения (2.0.0),
необходимо и достаточно, чтобы оно имело вид

dw

dz
= A(z, w)

r∏

j=1

(w − a
j
)
γ

j
,
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где A — полином по z и w такой, что A(z, a) 6≡ 0 при лю-
бой постоянной a.

Уравнение (2.0.0), естественно, может иметь полиномиальные
решения, отличные от постоянной.

Из свойства 4 следует необходимое условие наличия полино-
миальных решений степени, большей или равной единице.

Свойство 7. Если дифференциальное уравнение (2.0.0)
имеет полиномиальное решение, отличное от постоянной,
то ν0 = 0.

Из свойства 3 не зависимо от того, идёт ли речь о полиноми-
альных решениях в виде постоянных или отличных от постоянной,
следует

Свойство 8. У всех полиномиальных решений уравнения
(2.0.0) одинаковая степень.

Укажем некоторые свойства степени полиномиальных реше-
ний дифференциального уравнения (2.0.0).

Свойство 9. Степень m полиномиальных решений урав-
нения (2.0.0) не превышает числа b0 + 1, то есть,

m 6 b0 + 1. (2)

Доказательство. Если ν0 > 1, то в силу свойства 4 степень
полиномиальных решений равна нулю, и стало быть, не превыша-
ет числа b0 + 1.

Пусть ν0 = 0. Допустим противное: у полиномиальных реше-
ний степень m = b0 + η, где η > 1.

При ν0 = 0 уравнение (2.0.0) запишем в виде

w′ −Bµ0
(z)

w
=

N∑

j=1

Bµj
(z)w

νj−1
, (3)

где ν1 > 1.

Тогда частное
w′(z)−Bµ0

(z)

w(z)
не должно иметь полюсов.

Однако при η > 1 степень deg
(
w′(z)−Bµ0

(z)
)

= b0 + η− 1.
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Стало быть, частное имеет хотя бы один полюс.
Получили противоречие.
Свойство 10. Полиномиальные решения уравнения (2.0.0)

степени m = b0 + 1 содержатся в семействе полиномов

∫
Bµ0

(z)dz + C, C = const.

Доказательство. Пусть полиномиальное решение w уравне-
ния (2.0.0) имеет степень deg w(z) = b0 + 1. Тогда, по свойству 7,
в уравнении (2.0.0) показатель степени ν0 = 0, и оно приводится
к уравнению (3).

Уравнение (3) обращается в тождество, в правой части кото-
рого расположен полином, а в левой части — рациональная функ-

ция
w′(z)−Bµ0

(z)

w(z)
. У числителя deg(w′(z) − Bµ0

(z)) 6 b0 , а у

знаменателя deg w(z) = b0 + 1.
Поскольку в тождестве левая часть — полином, то числитель

w′(z)−Bµ0
(z) ≡ 0.

Отсюда устанавливаем свойство 10.
Свойство 11. Степень m полиномиальных решений

уравнения (2.0.0) при ν0 = 0 удовлетворяет неравенствам

m 6 max
{b0 − b

N

ν
N

,
b1 − b

N

ν
N
− ν1

, . . . ,
b

N−2
− b

N

ν
N
− ν

N−2

,
b

N−1
− b

N

ν
N
− ν

N−1

}
(4)

и

m > min
{b0 − b1

ν1

,
b0 − b2

ν2

, . . . ,
b0 − b

N−1

ν
N−1

,
b0 − b

N

ν
N

}
. (5)

Данное свойство соответствует следствиям 1.2.2.1 и 2.2.2.1
При b

j
< b

N
для всех j = 0, N − 1 в наборе (4) все числа

отрицательные, а значит, справедливо
Свойство 12. Если b

j
< b

N
, j = 0, N − 1 , то уравнение

(2.0.0) при ν0 = 0 не имеет полиномиальных решений.
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При b
j

6 b
N

для всех j = 0, N − 1 в наборе (4) содержатся
только неположительные числа, а значит, справедливо

Свойство 13. Если bj 6 b
N

, j = 0, N − 1 , то полино-

миальными решениями уравнения (2.0.0) при ν0 = 0 будут
только постоянные.

Аналогом теоремы 1.2.1.1 для уравнения (2.0.0) является
Свойство 14. Все степени полиномиальных решений

уравнения (2.0.0) при ν0 = 0 содержатся в наборе

‘
{ bi − bj

νj − νi

}
, i, j = 0, N , i 6= j, (6)

причём в ноборе (6) содержатся лишь целые неотрицатель-
ные числа.

Свойство 14 характеризует лишь то, что в наборе

{b0 , b1 − ν1m, b2 − ν2m, . . . , b
N−1 − ν

N−1m, b
N
− ν

N
m} (7)

существуют по крайней мере два одинаковых числа.
Если число m является степенью полиномиального решения

уравнения (2.0.0) при ν0 = 0, то в наборе (7) существует не менее
двух одинаковых и наибольших чисел (теорема 2.2.1.1).

Отсюда следует
Свойство 15. Если число m из набора (6) является степе-

нью полиномиальных решений (2.0.0) при ν0 = 0, то в набо-
ре (7) при данном m существуют не менее двух одинаковых
наибольших чисел.

Подобным образом на основании свойства 4 и теоремы 2.2.1.1
получаем

Свойство 16. Уравнение (2.0.0) при ν0 > 1 всегда имеет
решение w(z) ≡ 0 и имеет полиномиальные решения в виде

постоянной, отличной от нуля, если в наборе

{b0 , b1 , b2 , . . . , bN
} (8)

существуют не менее двух одинаковых наибольших чисел.
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Пусть в наборе (8) одинаковыми и наибольшими будут числа

b
k0

, b
k1

, . . . , b
kp

, 1 6 p 6 N, ki ∈ {0, 1, . . . , N}, i = 0, p ,

то полином w : z → a, ∀z ∈ C, где a — постоянная, отличная от
нуля, является решением уравнения (2.0.0) при ν0 > 1, если чис-
ло a будет корнем уравнения

β
k0

a
ν

k0
−ν

kδ + β
k1

a
ν

k1
−ν

kδ + . . . + β
k

l

a
ν

kp
−ν

kδ = 0, (9)

где ν
kδ

= min
i=0,p

{ν
ki
}, ибо w : z → a, ∀z ∈ C, является реше-

нием уравнения (2.0.0) при ν0 > 1 тогда и только тогда, когда
N∑

i=0
Bµi

(z)a
νi ≡ 0.

Тем самым доказано
Свойство 17. Пусть в наборе (8) одинаковыми и наиболь-

шими будут числа b
k0

= b
k1

= . . . = b
kp

, 1 6 p 6 N,

ki ∈ {0, 1, . . . , N}, i = 0, p . Тогда, если w : z → a, ∀z ∈ C, где

a 6= 0, является решением уравнения (2.0.0) при ν0 > 1, то
a является корнем уравнения (9).

Рассуждая, как при доказательстве свойства 17, и принимая
во внимание свойства 3 и 7, получаем

Свойство 18. Пусть в наборе (7) при некотором m > 0
одинаковыми и наибольшими будут числа, соответству-
ющие членам уравнения (2.0.0) с номерами k0 , k1 , . . . , kp,
1 6 p 6 N, ki ∈ {0, 1, . . . , N}, i = 0, p . Тогда коэффициент
αm для полиномиальных решений (1.2.1.1) степени m урав-
нения (2.0.0) при ν0 = 0 будет общим и является корнем ал-
гебраического уравнения

β
k0

α
νk0

−νkδ

m + β
k1

α
νk1

−νkδ

m + . . . + β
kp

α
νkp−νkδ

m = 0,

где ν
kδ

= min
i=0,p

{
ν

ki

}
.
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Свойство 19. Любой нуль кратности ρ0 , большей или
равной двум, полиномиального решения уравнения (2.0.0)
при ν0 = 0 является нулём кратности ρ0−1 полинома Bµ0

.

Доказательство. Уравнение (2.0.0) при ν0 = 0 представим в
виде

Bµ0
(z) = w′ + wP (z, w), (10)

где

P (z, w) = −
(
Bµ1

(z)w
ν1−1

+Bµ2
(z)w

ν2−1
+. . .+Bµ

N
(z)w

ν
N
−1
)
,

из которого следует, что нуль полинома-решения w кратности
ρ0 > 2 является нулём полинома Bµ0

кратности ρ0 − 1.

Из свойства 19 следует
Свойство 20. Нули z = zτ кратности ρτ > 2 полиноми-

ального решения уравнения (2.0.0) при ν0 = 0 содержатся
во множестве нулей полинома Bµ0

, причём ρτ = sτ + 1, где

sτ — кратность нуля z = zτ полинома Bµ0
.

Свойство 21. Простые нули полиномиального решения
уравнения (2.0.0) при ν0 = 0 не являются нулями полинома-
коэффициента Bµ0

.

Доказательство. Учитывая то, что полиномиальное решение
имеет вид

w : z → (z − z0)w̃(z), ∀z ∈ C,

где w̃(z0) 6= 0, из уравнения (10) получаем тождество

− w̃(z) ≡ −Bµ0
(z) + (z− z0)

(
w̃′(z) + w̃(z)P (z, (z − z0), w̃(z))

)
.

Если бы z = z0 было нулём полинома Bµ0
, то z = z0 было

бы нулём и полинома w̃.
Получили противоречие.
Из свойств 20 и 21 следует
Свойство 22. Если Bµ0

(z) ≡ const, то у полиномиальных

решений уравнения (2.0.0) при ν0 = 0 нули простые.

150



В.Н. Горбузов Полиномиальные решения уравнения
dw

dz
=

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi
П.0, § 1, гл. IV

Свойство 23. Для того чтобы уравнение (2.0.0) при
ν0 = 0 имело полиномиальное решение w, необходимо, что-

бы рациональная функция
Bµ0

w
всегда при w(z) 6≡ const име-

ла только простые полюса с вычетами, равными кратности
соответствующего нуля полиномиального решения w.

Доказательство. Пусть полином w, отличный от постоянной,
является решением уравнения (2.0.0) при ν0 = 0. Тогда из урав-
нения (10) получаем тождество

Bµ0
(z)

w(z)
≡ w′(z)

w(z)
+ P (z, w(z)). (11)

Поскольку у производной w′ кратность любого нуля полино-
ма w понижается на единицу, то рациональная функция в правой
части тождества (11) имеет только простые полюса, которые яв-
ляются нулями полиномиального решения w.

Поэтому функция
Bµ0

w
является рациональной с простыми

полюсами в нулях полинома-решения w.
Пусть z = z0 является нулём полинома w кратности ρ0 > 1,

то есть,

w : z → (z − z0)
ρ0 w̃(z), ∀z ∈ C, w̃(z0) 6= 0.

Тогда точка z = z0 является простым полюсом функции
w′

w
с вычетом

res
z0

w′(z)

w(z)
= lim

z→z0

(z − z0)w
′(z)

w(z)
= ρ0 .

В силу тождества (11)

res
z0

Bµ0
(z)

w(z)
= ρ0 .

Свойство 24. Уравнение (2.0.0) имеет не более ν
N

поли-
номиальных решений.
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Доказательство. Пусть w1 — известное полиномиальное ре-
шение уравнения (2.0.0). Тогда любое другое полиномиальное ре-
шение согласно свойству 3 находится по формуле

w(z) = w1(z) + C, ∀z ∈ C, (12)

где C — постоянная.
Подставляя (12) в дифференциальное уравнение (2.0.0), по-

лучаем, что постоянные C находятся из уравнения

N−1∑

k=0

Bµk
(z)C

sk
= 0,

где s
N−1 = ν

N
−1; Bµk

— полиномы, причём Bµ
N

(z) = Bµ
N

(z).

Стало быть, полиномиальных решений у уравнения (2.0.0) не
более ν

N
.

Свойство 25. Пусть в наборе (8) одинаковыми и наиболь-
шими будут числа b

k0
= b

k1
= . . . = b

kp
, 1 6 p 6 N,

ki ∈ {0, 1, . . . , N}, i = 0, p . Тогда уравнение (2.0.0) при

ν0 > 1 имеет не более ν
kλ
− ν

kδ
+ 1, где ν

kλ
= max

i=0,p
{ν

ki
},

ν
kδ

= min
i=0,p

{ν
ki
}, полиномиальных решений.

Утверждение следует из свойства 17, поскольку уравнение (9)
имеет не более ν

kλ
− ν

kδ
решений, отличных от нулевого.

Свойство 26. Уравнение (2.0.0) может иметь только два
линейно независимых полиномиальных решения, причём их
степень больше или равна единице, а ν0 = 0.

Доказательство. Если ν0 > 1, то согласно свойству 4 поли-
номиальными решениями уравнения (2.0.0) могут быть только по-
стоянные, а, стало быть, имеет место линейная зависимость.

Пусть ν0 = 0 и у уравнения (2.0.0) существуют два поли-
номиальных решения w1 и w2 , степени которых согласно свой-
ству 8 одинаковы. Будем считать, что deg w1(z) = deg w2(z) > 1.

Составим линейную комбинацию αw1(z) + βw2(z) ≡ 0, где
α и β — некоторые постоянные. По свойству 3, полиномиальное
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решение w2(z) = w1(z) + C, где C — постоянная. При этом
составленное тождество будет иметь вид (α + β)w1(z) + βC ≡ 0.

Положим, что полином w1 имеет лексикографическое распо-
ложение членов (1.2.1.1), где m > 1. Тогда

(α + β)αmz
m

+ (α + β)α
m−1

z
m−1

+ . . . +

+ (α + β)α1z + (α + β)α0 + βC ≡ 0

при m > 1, что возможно, если α + β = 0, βC = 0.
Поскольку C 6= 0, ибо в противном случае полиномы w1 и

w2 совпадают, то α = β = 0, что доказывает линейную незави-
симость w1 и w2 .

Пусть теперь уравнение (2.0.0) при ν0 = 0 имеет p > 3 по-
линомиальных решения wj , j = 0, p , степени которых согласно
свойству 8 одинаковы и deg wj(z) > 1.

Составим линейную комбинацию

p∑

j=1

βjwj(z) ≡ 0, p > 3,

где βj — некоторые числа.
На основании свойства 3

w
k
(z) = w1(z) + C

k
, k = 2, p ,

где C
k

— постоянные, неравные между собой и отличные от нуля.
Тогда составленное тождество будет иметь вид

w1(z)

p∑

j=1

βj +

p∑

k=2

Ckβk ≡ 0

и выполняется, если только
p∑

j=0
βj = 0 и

p∑
k=2

C
k
β

k
= 0.
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Поскольку p > 3, то всегда можно указать числа βj ,
j = 1, p , не равные одновременно нулю, когда будут иметь место
эти два равенства.

Например, можем считать, что

β2 = −
p∑

s=3

Csβs

C2
, β1 =

p∑

s=3

βs(Cs − C2)

C2
.

Это и означает линейную зависимость полиномиальных реше-
ний при p > 3, что и доказывает свойство 26.

При доказательстве свойства 26, рассматривая случай нали-
чия двух полиномиальных решений, отличных от постоянной, мы,
по сути, доказали

Свойство 27. При ν0 = 0 полиномиальные решения
степени, большей или равной единице, дифференциального
уравнения (2.0.0) являются попарно линейно независимыми.

Рассмотрим способ построения полиномиальных решений
уравнения (2.0.0) в целом.

Положим, что в наборе (7) при некотором m одинаковыми и
наибольшими будут числа с номерами

µ
k0

, µ
k1

, . . . , µ
kp

, 1 6 p 6 N, ki ∈ {0, 1, , . . . , N}, i = 0, p .

Сумму
p∑

i=0

Bµ
ki

(z)w
λ
ki

произвольным образом разобьём на два слагаемых:

A(z)Cl(z, w)Dδ
1
(z, w) ≡

≡ Bµ
t0

(z)w
νt0 + Bµ

t1
(z)w

νt1 + . . . + Bµ
tλ

(z)w
νtλ ,

(13)
B(z)Cl(z, w)Dδ

2
(z, w) ≡

≡ Bµτ0
(z)w

ντ0 + Bµτ1
(z)w

ντ1 + . . . + Bµτs
(z)w

ντs ,
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где {t0 , t1 , . . . , tλ} ∪ {τ0 , τ1 , . . . , τs} = {k0 , k1 , . . . , kp}, ti 6= τj,

i = 0, λ , j = 0, s , с требованием, чтобы

deg
(
A(z)Cl(z, w(z))Dδ

1
(z, w(z))

)
=

= deg
(
B(z)Cl(z, w(z))Dδ

2
(z, w(z))

)
=

= deg
(
Bµ

tj
(z)w

νtj
(z)
)
, j ∈ {0, 1, . . . , λ}.

Заметим, что разбиение (13) в уравнении (2.0.0) аналогично
разбиению (3.0.1.2) уравнения (1.0.1.2), и всегда допустимо.

В принятых обозначениях, как следствие теоремы 1.0.1.2,
справедливо

Свойство 28. Уравнение (2.0.0) при ν0 = 0 имеет полино-
миальное решение w с показателем степени m, при кото-
ром в наборе (7) одинаковыми и наибольшими будут числа с
номерами µ

k0
, . . . , µ

kp
, 1 6 p 6 N, ki ∈ {0, 1, . . . , N}, i = 0, p ,

если этот полином является решением уравнения

C(z, w) = 0 (14)

или решением хотя бы одного из уравнений

D1(z, w) − εtS(z)D2(z, w) = εtP(z), t = 1, δ , (15)

где εt — корни уравнения εδ = 1, P — некоторый полином
с показателем степени p, определяемым соотношением

p = max
{
m− 1, q + `C(m) + δD2(m), max

j=p+1,N

{
l
kj

+ ν
kj

m
}}
−

(16)
− a− `C(m)− (δ − 1)(D2(m) + s),

причём, если p < 0, то P(z) ≡ 0;

S(z) =

[(
− B(z)

A(z)

) 1
δ

]
, deg A(z) = a 6 b = deg B(z),
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B(z) = −A(z)Sδ −Q(z), s = deg S(z), q = deg Q(z)

Если полином w есть решение уравнения (14), то он яв-
ляется решением уравнения (2.0.0) при ν0 = 0 тогда и толь-
ко тогда, когда он — решение уравнения

w′ =
N∑

j=p+1

Bµ
kj

(z)w
νkj

. (17)

Если полином w является решением хотя бы одного из
уравнений (15), то для того, чтобы этот полином был ре-
шением уравнения (2.0.0) при ν0 = 0, необходимо и доста-
точно, чтобы он был решением уравнения

w′ = −Q(z)C`(z, w)Dδ
2
(z, w) +

N∑

j=p+1

Bµ
kj

(z)w
νkj

. (18)

В качестве примера рассмотрим алгебраическое дифференци-
альное уравнение Риккати

y′ = B0(z) + B1(z)y + B2(z)y2, (19)

где Bi, i = 0, 2 , — полиномы комплексного переменного z.
С помощью преобразования

y =
1

B2(z)
w − B2(z)B1(z) + B′

2
(z)

2B2
2
(z)

уравнение (19) приводим к виду

w′ = I(z) + w2, (20)

где I — либо полином, либо рациональная функция

I(z) =
4B3

2
(z)B0(z)−B2

2
(z)B2

1
(z) + 2B2

2
(z)B′

1
(z)

4B2
2
(z)

−
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− 2B2(z)B′
2
(z)B1(z) + 3(B′

2
(z))2 + 2B2(z)B′′

2
(z)

4B2
2
(z)

.

Если в уравнении (20) свободный член I — полином, то как
следствие свойства 28 справедливо

Свойство 29. Если в каноническом уравнении Риккати
(20) свободный член I — полином чётной степени, то не су-
ществует других полиномиальных решений, отличных от

w : z → ±
[√

− I(z)
]
, ∀z ∈ C.

Если I — полином нечётной степени, то уравнение (20)
не имеет полиномиальных решений вовсе.

Впервые это свойство было получено в [189].
Если I — рациональная функция, то полиномиальных реше-

ний у уравнения (20) нет, так как

I(z) ≡ w′(z)− w2(z).

Пример 1. Рассмотрим уравнение [37]

w′ = z2(2z11 − z7 + 3)− z7(2z8 + 1)w2+ w3−
(21)

− z(2z8 + 1)w4+ 2z6w5+ 2w7.

В соответствии со свойством 14 составляем набор из целых неотри-
цательных чисел {0, 1, 3, 15}.

При m = 0 набор (7) для уравнения (21) запишется так: {13, 15, 0,
9, 6, 0}, а при m = 1 — так: {13, 17, 3, 13, 11, 7}. В соответствии со
свойством 15 числа m = 0 и m = 1 не могут быть показателями степе-
ни полиномиальных решений уравнения (21).

При m = 3 набор (7) для уравнения (21) запишем так: {13, 21, 9,
21, 21, 21}, то есть, m = 3 может быть показателем степени полиноми-
ального решения w (свойство 15).

В соответствии с (13) уравнение (21) запишем в виде

(z6 + w2)w2{2w3 − z(2z8 + 1)} = w′ − z2(2z11 − z7 + 3)− w3, (22)
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где

A(z) = 2, B(z) = − z(2z8 + 1), C(z, w) = w2(z2 + w2),

D
1
(z, w) = w, D

2
(z, w) = 1, δ = 3.

Уравнение (14) имеет вид

w3(z6 + w2) = 0,

полиномиальными решениями с показателем степени m = 3 которого
являются

w
1
(z) = iz3 и w

2
(z) = − iz3.

Но эти полиномы не являются решениями уравнения

w′ = z2(2z11 − z7 + 3) + w3,

соответствующего уравнению (17). Значит, в силу свойства 28 полиномы
w

1
(z) = iz3 и w

2
(z) = − iz3 не являются решениями уравнения (21).

Для отыскания полиномиальных решений уравнения (21), отличных
от w(z) = ± iz3, в соответствии с принятыми условными обозначения-
ми, находим: S(z) = z3, Q(z) = z, C(3) = 12, D

2
(3) = 0, s = 3.

Тогда по (16) число p = − 5 < 0.

Согласно свойству 28 уравнения (15) для (22) имеют вид

w(z) = ε
t
z3, t = 1, 3 ,

и удовлетворяют тождеству

3ε
t
z2 ≡ z2(2z11 − z7 + 3) + (ε

t
z3)3 − z(ε

t
z3)2(z6 + (ε

t
z3)2),

соответствующему (18), лишь при ε
t

= 1.
Итак, w(z) = z3 в силу свойства 28 является решением уравнения

(21). Это единственное полиномиальное решение степени m = 3.
На основании свойства 8 заключаем, что число m = 15 показа-

телем степени полиномиального решения уравнения (21) быть не может
(такой же вывод можно сделать и на основании свойств 3, 11, 15).

Итак, дифференциальное уравнение (21) имеет одно полиномиаль-
ное решение w(z) = z3.
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§ 2. Полиномиальные решения

уравнения A(z)
dw

dz
=

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi

Свойство 1. Уравнение (3.0.0) не имеет различных поли-
номиальных решений w1 и w2 таких, что w1(z0) = w2(z0), а
A(z0) 6= 0, где z0 — некоторое комплексное число.

Доказательство. Если полиномы w1 и w2 — различные ре-
шения уравнения (3.0.0) такие, что w1(z0) = w2(z0), то в точке
z = z0 нарушается единственность задачи Коши. Последнее воз-
можно для уравнения (3.0.0) лишь в точках z = z0 , являющихся
нулями полинома A, то есть, при A(z0) = 0.

Если потребовать, что A(z0) 6= 0, то решений w1 и w2 , для
которых w1(z0) = w2(z0), у уравнения (3.0.0) нет.

Свойство 2. Общими нулями полиномиальных решений
уравнения (3.0.0) будут лишь нули полинома A.

Если бы различные полиномиальные решения уравнения
(3.0.0) w1 и w2 имели хотя бы один общий нуль, скажем, z = z0 ,
такой, что A(z0) 6= 0, то наблюдалось бы противоречие со свой-
ством 1.

Свойство 3. Нули любого полиномиального решения
w(z) 6≡ const уравнения (3.0.0) при ν0 > 1 содержатся в мно-
жестве нулей полинома A.

Доказательство. Если ν0 > 1, то в силу соотношения (6.0.0)
уравнение (3.0.0) имеет вид

A(z)w′ = wν0

(
Bµ0

(z) +

N∑

j=1

Bµj
(z)wνj−ν0

)
. (1)

Пусть полином w(z) 6≡ const является решением уравнения
(1). Тогда уравнение (1) при w = w(z) обращается в тождество,
выполнив почленное деление которого на w

ν0 (z), получим следу-
ющую ситуацию: в правой части расположен полином

159



П.0, § 2, гл. IV Полиномиальные решения уравнения A(z)
dw

dz
=

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi
В.Н. Горбузов

Bµ0
(z) +

N∑

j=1

Bµj
(z)(w(z))

νj−ν0 ,

так как νj−ν0 > 0 для всех j = 1, N ; в левой части расположена

функция A
w′

w
ν0

, которая должна быть также полиномом.

Последнее возможно, если только нули полинома-решения w
являются нулями полинома-коэффициента A, ибо каждый про-
стой нуль полинома w не является нулём полинома w ′, а всякий
нуль кратности k > 1 полинома w является нулём полинома w ′

кратности k − 1. Это и доказывает свойство 3.
Свойство 4. Общими нулями хотя бы двух полиномиаль-

ных решений уравнения (3.0.0) при ν0 = 0 являются лишь
общие нули полиномов A и Bµ0

.

Доказательство. При ν0 = 0 уравнение (3.0.0) имеет вид

A(z)w′ = Bµ0
(z) + w

N∑

j=1

Bµj
(z)w

νj−1
. (2)

Пусть полиномы w1 и w2 , отличные от постоянной, являют-
ся решениями уравнения (2) и имеют общий нуль в точке z = z0 .
Тогда в силу свойства 2 A(z0) = 0.

При w = w1(z) уравнение (2) обращается в тождество, ко-
торое при z = z0 преобразуется в равенство Bµ0

(z0) = 0, что и
доказывает свойство 4.

Свойство 5. Если в уравнении (3.0.0) при ν0 = 0 коэффи-
циенты A и Bµ0

являются взаимно простыми, то и все его
полиномиальные решения взаимно простые.

Данное свойство 5 является непосредственнным следствием
свойства 4.

Любые два полиномиальных решения уравнения (3.0.0)
отличаются либо на постоянную, либо на полином, нули ко-
торого содержатся в множестве нулей полинома A.

Доказательство. Пусть полиномы w1 и w2 являются реше-
ниями уравнения (3.0.0). Тогда при w = w1(z) и w = w2(z) урав-
нение (3.0.0) обращается в тождества
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A(z)w′
1
(z) ≡

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi

1
(z)

и

A(z)w′
2
(z) ≡

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi

2
(z).

Вычитая из первого тождества второе и выполняя почленное
деление на u(z) = w1(z)− w2(z), получим

A(z)u′(z)

u(z)
≡

N∑

j=δ
ν0
0

Bµj
(z)

νj∑

p=1

(w1(z))
νj−1

(w2(z))
`−1

, (3)

где δ
ν0

0 — символ Кронекера.
Поскольку в правой части тождества (3) расположен поли-

ном, то частное
Au′

u
является полиномом. Последнее возмож-

но, если только нули полинома u являются нулями полинома-
коэффициента A, что соответствует утверждению доказываемого
свойства.

Принимая во внимание свойство 3, нетрудно убедиться в
справедливости такого утвержденния.

Свойство 7. Уравнение (3.0.0) при ν0 > 1, когда коэффи-
циент A(z) ≡ const 6= 0, не имеет полиномиальных решений,
отличных от постоянной.

Укажем ряд свойств, определяющих кратность нулей полино-
миальных решений дифференциального уравнения (3.0.0).

Свойство 8. Любой нуль z0 кратности ρ0 полиномиаль-
ного решения w уравнения (3.0.0) при ν0 > 1 такой, что
Bµ0

(z0) 6= 0, является нулём полинома-коэффициента A

кратности r = ρ0(ν0 − 1) + 1.

Доказательство. Уравнение (3.0.0) при ν0 > 1 имеет вид (1).
Поскольку z0 является нулём полинома w кратности ρ0 , то

w : z → (z − z0)
ρ0 w̃(z), ∀z ∈ C, (4)
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где полином w̃ такой, что w̃(z0) 6= 0.

Полином (4) будет решением уравнения (1), если и только если

(z − z0)
ρ0−1

A(z)
(
(z − z0)w̃

′(z) + ρ0w̃(z)
)
≡ (z − z0)

ρ0ν0 w
ν0 (z)·

·
(

Bµ0
(z) + (z − z0)

ν1−ν0

N∑

j=1

Bµj
(z)(z − z0)

νj−ν1 w̃
νj−ν0 (z)

)
.

Поскольку

Bµ0
(z0) 6= 0, w̃(z0) 6= 0,

то у полинома в правой части тождества z0 является нулём крат-
ности ρ0ν0 . Следовательно, полином в левой части этого тожде-
ства в точке z = z0 имеет нуль той же кратности.

Однако w̃(z0) 6= 0 и, стало быть, z0 должно быть нулём
полинома-коэффициента A кратности r такой, что

r + ρ0 − 1 = ρ0ν0 .

Отсюда r = ρ0(ν0 − 1) + 1.
Из свойства 8 следует
Свойство 9. Нули zτ полиномиальных решений диффе-

ренциального уравнения (3.0.0) при ν0 > 1 кратности ρτ

такие, что Bµ0
(zτ ) 6= 0, содержатся в множестве нулей

полинома A кратности r = ρτ (ν0 − 1) + 1, соответствен-
но. В частности, при ν0 = 1 все нули zτ полиномиальных
решений такие, что Bµ0

(zτ ) 6= 0, содержатся в множестве

простых нулей полинома A.

Число z0 , такое, что P (z0) 6= 0, будем называть нулём поли-
нома P нулевой кратности.

Свойство 10. Полиномиальное решение w уравнения
(3.0.0) при ν0 > 1 имеет нуль z0 кратности ρ0 > 1, если
только z0 является нулём коэффициента A кратности

γ0 > 1− ρ0 + min
i=0,N

{νiρ0 + ri},
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где ri, i = 0, N , есть кратности нуля z0 полиномов Bµi
со-

ответственно.
Доказательство. Поскольку z0 является нулём полинома w

кратности ρ0 , то имеет место представление (4).
Аналогично,

A : z → (z − z0)
γ0 Ã(z), ∀z ∈ C,

Bµi
: z → (z − z0)

ri
B̃µi

(z), ∀z ∈ C, i = 0, N ,

где Ã(z0) 6= 0, B̃µi
(z0) 6= 0.

Тогда имеет место тождество

(z − z0)
γ0+ρ0−1

Ã(z)
(
(z − z0)w̃

′(z) + ρ0w̃(z)
)
≡

≡
N∑

i=0

(z − z0)
νiρ0+ri

Bµi
(z)w̃

νi
(z).

Поскольку в левой и правой частях тождества полиномы име-
ют общие нули одинаковой кратности, то

γ0 + ρ0 − 1 > min
i=0,N

{νiρ0 + ri},

ибо кратность нуля z0 полинома w в правой части не меньше, чем
min

i=0,N
{νiρ0 + ri}.

Укажем ряд свойств, характеризующих степени полиноми-
альных решений уравнения (3.0.0).

Свойство 11. Степени m полиномиальных решений
уравнения (3.0.0) удовлетворяют неравенству

m 6 max
{a− b

N
− 1

ν
N
− 1

,
b0 − b

N

ν
N
− ν0

,
b1 − b

N

ν
N
− ν1

, . . . ,
b

N−1
− b

N

ν
N
− ν

N−1

}
, (5)

а при ν0 = 0, кроме того, — и неравенству
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m > max
{

b0 + a− 1,
b0 − b1

ν1

,
b0 − b2

ν2

, . . . ,
b0 − b

N

ν
N

}
. (6)

Доказательство. Полином w с лексикографическим распо-
ложением членов

w : z → λmzm + . . . , λm 6= 0, ∀z ∈ C, (7)

является решением уравнения (3.0.0) тогда и только тогда, когда
он обращает это уравнение в тождество.

При подстановке (7) в дифференциальное уравнение (3.0.0)
каждый член будет соответственно полиномом степени

a + m− 1, b0 + ν0m, b1 + ν1m, . . . , b
N

+ ν
N

m.

Далее,

b
N

+ν
N

m 6 max{a+m−1, b0 +ν0m, b1 +ν1m, . . . , b
N−1

+ν
N−1

m}

(b06 max{a+m−1, b1 +ν1m, b2 +ν2m, . . . , b
N

+ν
N
m} при ν0 = 0),

ибо в противном случае β
N

λ
ν

N

m
= 0 (β0 = 0), как коэффициент

при z в наибольшей степени b
N

+ν
N

m (степени b0) полученного
тождества. Это невозможно в силу (4.0.0) и (7).

Предположим, что

b
δ
+ ν

δ
m = max{b0 + ν0m, b1 + ν1m, . . . , b

N−1 + ν
N−1m}

(b
δ
+ ν

δ
m = max{b1 + ν1m, b2 + ν2m, . . . , b

N
+ ν

N
m}).

Тогда

b
N

+ ν
N

m 6 max{a + m− 1, b
δ
+ ν

δ
m}

(b0 6 max{a + m− 1, b
δ
+ ν

δ
m})

или
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m 6 max
{a− b

N
− 1

ν
N
− 1

,
b

δ
− b

N

ν
N
− ν

δ

}(
m > min

{
b0−a+1,

b0 − b
δ

ν
δ

})
,

что соответствует (5) ((6)).
Заметим, что при bj < b

N
, j = 0, N − 1 , и a < b

N
+ 1 в

наборе (5) все числа отрицательные, а значит, справедливо
Свойство 12. Если bj < b

N
, j = 0, N − 1 , и a < b

N
+ 1, то

уравнение (3.0.0) не имеет полиномиальных решений.

При bj 6 b
N

, j = 0, N − 1 , и a 6 b
N

+ 1, в наборе (5) со-
держатся только неположительные числа, а значит, справедливо

Свойство 13. Если bj 6 b
N

, j = 0, N − 1 , и a 6 b
N

+ 1, то
полиномиальными решениями уравнения (3.0.0) будут лишь
постоянные.

Свойство 14. Если число m является степенью полино-
миального решения уравнения (3.0.0), то в наборе

{a + m− 1, b0 + ν0m, b1 + ν1m, . . . , b
N

+ ν
N

m} (8)

содержатся не менее двух одинаковых наибольших чисел.

Доказательство основано на том, что полином-решение с лек-
сикографическим расположением членов (7) обращает уравнение
(3.0.0) в тождество, члены которого будут полиномами, тожде-
ственно не равными нулю.

Исходя из того, что в наборе (8) хотя бы два числа должны
быть одинаковыми и, более того, наибольшими, можем утверждать
о справедливости следующих двух свойств [151; 157; 158; 172].

Свойство 15. Если m — степень полиномиального реше-
ния уравнения (3.0.0) при νi 6= 1, i = 0, N , то m содержится
в наборе

{a− bi − 1

νi − 1
,

bj − bi

νi − νj

}
, i, j = 0, N , i 6= j, (9)

причём в набор (9) входят лишь целые неотрицательные
числа. Для того чтобы число из набора (9) определяло сте-
пень m полиномиального решения, необходимо, чтобы в на-
боре (8) были хотя бы два одинаковых наибольших числа.
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Свойство 16. Показатель степени m полиномиального
решения дифференциального уравнения (3.0.0) при ν

k
= 1,

k ∈ {0, 1}, либо содержится в наборе

{a− b
ξ
− 1

ν
ξ
− 1

,
bj − bi

νi − νj

}
, ξ, i = 0, N ,

(10)
j = 0, N , ξ 6= k, i 6= j,

в который входят лишь целые неотрицательные числа, при-
чём каждое число из этого набора может определять сте-
пень полиномиального решения, если при m, равном этому
числу, в наборе (8) будут хотя бы два одинаковых наиболь-
ших числа, либо, если

a− 1 = b
k

и − β0

α
<

bj − b0

1− νi
, i = 1, N , при k = 0;

b0 − b1 < − β1

α
<

bi − b0

1− νi
, i = 2, N , при k = 1,

то m = − βk

α
, а число − βk

α
должно быть натуральным.

Свойство 17. Уравнение (3.0.0) имеет не более N + 1 по-
линомиальных решений различных степеней.

Доказательство. Возьмём N + 2 полинома wτ , τ = 1, N + 2 ,
с показателями степени mτ соответственно. Не ограничивая
общности, будем считать, что

0 6 m1 < m2 < . . . < m
N+2

.

При подстановке этих полиномов в уравнение (3.0.0) полу-
чим однороднную систему линейных уравнений, неизвестными в
которой будут полиномы A и Bµi

, i = 0, N :

N∑

i=0

Bµi
(z)w

νi

τ −A(z)w′τ (z) = 0, τ = 1, N + 2 . (11)
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Определитель системы (11) имеет вид:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w
ν0

1
w

ν1

1
. . . w

ν
N

1
− w′

1

w
ν0

2
w

ν1

2
. . . w

ν
N

2
− w′

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w
ν0

N+2
w

ν1

N+2
. . . w

ν
N

N+2
− w′

N+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (12)

При условии, что

N+2∑

τ=1

mτ 6= 0,

определитель (12) не обращается в тождественный нуль.
Действительно, следуя [136], преобразуем определитель (12) к

треугольному виду, делая нулями элементы ниже главной диагона-
ли. Разлагая диагональнные элементы определителя (12), приве-
дённого к треугольному виду, по убывающим степеням z, нетруд-
но доказать, что ни один из диагональных элементов преобразо-
ванного определителя не обращается в тождественный нуль.

Таким образом, система (11) имеет лишь тривиальные реше-
ния A(z) ≡ 0, Bµi

(z) ≡ 0, i = 0, N , поэтому не существует урав-
нения вида (3), имеющего N + 2 полиномиальных решений раз-
личных степеней.

Далее, имея N + 1 полиномов wτ с показателями степени

mτ при условии
N+1∑
τ=1

mτ 6= 0, найдём

Bµi
(z) = −Bµ

k
(z)

∆Bµi
(z)

∆
, i = 0, N , i 6= k;

A(z) = −Bµ
k
(z)

∆
A

(z)

∆
.
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Тогда получим вполне определённое дифференциальное урав-
нение вида (3.0.0)

∆
A

(z)w′ = −∆w
νk

+
N∑

i = 0,

i 6= k

∆Bµi
(z)w

νi
,

имеющее N + 1 полиномиальных решений различных степеней.
Здесь ∆ — главный определитель, а ∆

A
и ∆Bµi

— вспомога-
тельные определители.

Заметим, что дифференциальное уравнение (3.0.0) имеет не
более ν

N
− ν0 решений-полиномов нулевой степени, отличных от

нулевого.
Действительно, подставив в уравнение (3.0.0) w = C = const,

устанавливаем, что постоянные C являются корнями уравнения

C
ν0

(
Bµ0

(z) +

N∑

i=1

Bµi
(z)C

νi−ν0

)
= 0,

которое имеет не более ν
N
− ν0 ненулевых решений.

Рассмотрим способ построения в целом полиномов-решений
степени m уравнения (3.0.0), удовлетворяющей соотношению

a− 1 < max
i=0,N

{bi + (νi − 1)m}. (13)

Положим, что в наборе

{b0 + ν0m, b1 + ν1m, . . . , b
N

+ ν
N

m} (14)

при некотором m одинаковыми и наибольшими будут числа со
следующими номерами

µ
k0

, µ
k1

, . . . , µ
kp

, 1 6 p 6 N, ki ∈ {0, 1, . . . , N}, i = 0, p .

Члены уравнения (3.0.0)
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Bµ
ki

(z)w
νki , i = 0, p

произвольным образом разобьём на два слагаемых:

Ã(z)C
`
(z, w)D

δ

1
(z, w) =

(15А)

= Bµ
t0

(z)w
νt0 + Bµ

t1
(z)w

νt1 + . . . + Bµ
tλ

(z)w
νtλ ,

B̃(z)C
`
(z, w)D

δ

2
(z, w) =

(15Б)

= Bµτ0
(z)w

ντ0 + Bµτ1
(z)w

ντ1 + . . . + Bµτs
(z)w

ντs ,

где {t0 , t1 , . . . , tλ} ∪ {τ0 , τ1 , . . . , τs} = {k0 , k1 , . . . , kp}, ti 6= τj,

i = 0, λ , с одним лишь требованием:

deg
(
Ã(z)C

`
(z, w(z))D

δ

1
(z, w(z))

)
=

= deg
(
B̃(z)C

`
(z, w(z))D

δ

2
(z, w(z))

)
=

= deg
(
Bµ

tj
(z)w

νtj
(z)
)
, j ∈ {0, 1, . . . , λ}.

Разбиение (15) уравнения (3.0.0) аналогично разбиению
(3.0.1.2) уравнения (1.0.1.2), и оно всегда допустимо.

В принятых обозначениях как следствие теоремы 1.0.1.2 спра-
ведливо

Свойство 18. Если полином w степени m при которой в
наборе (14) одинаковыми и наибольшими будут числа с номе-
рами µ

k0
, µ

k1
, . . . , µ

kp
, 1 6 p 6 N, ki ∈ {0, 1, . . . , N}, i = 0, p ,

является решением уравнения (3.0.0) при (13), то полином
w является решением уравнения (14.0.1) или решением
хотя бы одного из уравнений (15.0.1), где P — некоторый
полином степени f, определяемый соотношением
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f = max
j=p+1,N

{
a + m− 1, q + `C(m) + δD2(m), b

kj
+ ν

kj
m
}
−

(16)
− ã− `C(m)− (δ − 1)(D2(m) + s),

причём, если f < 0, то P (z) ≡ 0;

S(z) =

[(
− B̃(z)

Ã(z)

)1
δ

]
,

ã 6 b̃, B̃(z) = − Ã(z)Sδ(z)−Q(z), s = deg S(z), q = deg Q(z),

C(m) = deg C(z, w(z)), D2(m) = deg D2(z, w(z)).

Полином w, являющийся решением уравнения (14.0.1),
будет решением уравнения (3.0.0), если и только если он
является решением уравнения

A(z)w′ =
N∑

j=p+1

Bµ
kj

(z)w
νkj .

Если полином w является решением хотя бы одного
из уравнений (15.0.1) при P (z) ≡ 0, то для того, чтобы
этот полином был решением уравнения (3.0.0), необходимо
и достаточно, чтобы он являлся решением уравнения

A(z)w′ = −Q(z)C
`
(z, w)D

δ

2
(z, w) +

N∑

j=p+1

Bµ
kj

(z)w
ν

kj .
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Глава V

ЦЕЛЫЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ
РЕШЕНИЯ

§1. Cведения о целых функциях

Определение 1. Функция одного комплексного перемен-
ного называется целой, если она является аналитической во
всей комплексной плоскости, кроме, быть может, бесконеч-
но удалённой точки.

Следуя подходу К. Вейерштрасса [102, c. 226] к определе-
нию аналитической функции, целой функцией будет та функция,
которая представима степенным рядом, сходящимся на всей ком-
плексной плоскости (нерасширенной).

Итак, целая функция f представима степенным рядом

f(z) =

∞∑

n=0

anzn, ∀z ∈ C, an ∈ C, ∀n ∈ N0, (1)

с радиусом сходимости R = ∞.
Отсюда на основании теоремы Коши – Адамара [102, c. 211 –

212] получаем критерий Коши – Адамара целой функции.
Теорема 1. Функция комплексного переменного

f(z) =

∞∑

n=0

anzn

является целой тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

n
√
|an| = 0. (2)

Например, целыми будут определёные на поле C функции
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f1 : z → ez, f2 : z → sin z, f3 : z → cos z,

f4 : z → sh z, f5 : z → ch z, f6 : z → cos
√

z , f7 : z → ch
√

z ,

f8 : z → sin z

z
, f9 : z → sin

√
z√

z
, f10 : z → ez − 1− z

z2
.

Это без особых трудностей устанавливаем посредством критерия
Коши – Адамара, разложив функции fi, i = 1, 10 , в степенные ряды
и вычислив пределы (2).

Заметим, что целые функции fi, i = 1, 10 , являются элементарны-
ми. Целыми неэлементарными будут, например, функции

Φ: z → z +
z2

22
+

z3

33
+ . . . +

zn

nn
+ . . . , ∀z ∈ C,

Ψ: z → z2

ln2 2
+

z3

ln3 3
+ . . . +

zn

lnn n
+ . . . , ∀z ∈ C,

χ : z → z +
z2

24
+

z3

36
+ . . . +

zn

n2n
+ . . . , ∀z ∈ C,

так как для каждой из них выполняется условие (2).
Следуя подходу Коши – Римана [73, c. 22; 102, c. 67; 143, c. 37]

к дифференцированию функции комплексного переменного, полу-
чаем критерий Коши – Римана целой функции.

Теорема 2. Функция комплексного переменного является
целой тогда и только тогда, когда она дифференцируема
на всей конечной части комплексной плоскости.

Из критерия Коши – Римана следует возможность представ-
ления целой функции рядом Тейлора

f(z) =

∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n, ∀z ∈ C, z0 ∈ C,

и рядом Маклорена
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f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
zn, ∀z ∈ C,

сходящимися на всей комплексной плоскости.
Отсюда получаем простейшие свойства целой функции:
1) производная целой функции — функция целая;
2) сумма конечного числа целых функций — функция целая;
3) произведение конечного числа целых функций — функция

целая;
4) частное двух целых функций есть целая функция, если толь-

ко делитель нигде не обращается в нуль;
5) целая функция от целой функции есть целая функция.
Простейшей целой функцией является полином.
Целая функция является обобщением понятия полинома и

близка к полиномам по своим свойствам. Ещё ученики О. Коши,
Ш. Брио и Ж. Буке, подчёркивая связь аналитических функций с
полиномами, ввели понятие «голоморфная функция» (голоморф-
ный — подобный целому, от греческих слов δλoζ — весь, целый
и µoρϕoζ — форма, вид).

Определение 2. Функция вещественной переменной r

M(r; f) = max
|z|=r

|f(z)| (3)

называется максимумом модуля целой функции f.

Например, максимум модуля:
1) полинома Pn : z → anzn + . . . + a0, ∀z ∈ C, с deg Pn(z) = n

асимптотически равен модулю высшего члена, так как

lim
r→∞

M(r; Pn)

|an|rn
= 1;

2) M(r; ez) = er;

3) M(r; sin z) = M(r; sh z) = sh r;

4) M(r; cos z) = M(r; ch z) = ch r.
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Максимум модуля — функция неубывающая, а если целая
функция f не является постоянной, то максимум модуля — фун-
кция возрастающая и

lim
r→+∞

M(r; f) = +∞.

Для коэффициентов степенного ряда (1), определяющего це-
лую функцию f, справедливы оценки Коши :

|an| 6
M(r; f)

rn
.

Теорема 3 (Коши – Лиувилля)1. Если модуль целой функ-
ции ограничен на всей комплексной плоскости, то целая
функция является постоянной.

В дальнейших рассуждениях удобно использовать более об-
щую формулировку.

Теорема 4 (Лиувилля). Если существует такое целое не-
отрицательное число n, что

M(r; f) < Arn, r > r0, (4)

то целая функция f является полиномом степени, не боль-
шей n.

В приложениях часто используется
Следствие 1. Если целая функция f не является полино-

мом, то её максимум модуля растёт быстрее, чем максимум
модуля любого полинома P, т.е.

lim
r→+∞

M(r; f)

M(r;P )
= +∞. (5)

Напомним, что функция w : z → w(z) называется алгебраи-
ческой, если она тождественно удовлетворяет уравнению

1Эта теорема была опубликована О. Коши в 1844 году. Ж. Лиувилль излагал
её на лекциях в 1847 году. В дальнейшем её называли теоремой Лиувилля.
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m∑

j=0

Qj(z)wj = 0,

где Qj , j = 0,m , суть полиномы, Qm(z) 6≡ 0.

Аналитические функции, не являющиеся алгебраическими,
называются трансцендентными.

Для целых функций имеет место
Теорема 5. Если целая функция не является полиномом,

то она — трансцендентная.
Поэтому следствие 1 можно сформулировать и так
Следствие 2. Максимум модуля целой трансцендентной

функции растёт быстрее, чем максимум модуля любого по-
линома.

Ещё заметим, что в бесконечно удалённой точке z = ∞ целая
функция может:

a) быть аналитической;
б) иметь полюс некоторого порядка k > 1;

в) иметь существенную особенность.
В соответствии с характером бесконечно удалённой точки це-

лая функция может быть:
a) постоянной, если f : z → f(z) — аналитическая в точке

z = ∞;

б) полиномом степени k > 1, если f : z → f(z) имеет в точке
z = ∞ полюс k-го порядка;

в) трансцендентной, если f : z → f(z) в точке z = ∞ имеет
существенную особенность.

Из теоремы Лиувилля и её следствий получаем, что при оцен-
ке роста целых трансцендентных функций следует выбирать для
сравнения функции, растущие быстрее, чем степенные. В качестве
таких функций выбирают показательные

g : r → exp rk, где k > 0.

Определение 3. Целая функция f называется целой
функцией конечного порядка, если существует такое чис-
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ло µ ∈ (0; +∞), что

M(r; f) < exp rµ, ∀r > r0. (6)

Например, полином P степени deg P (z) 6 n в силу теоремы Лиу-
вилля имеет максимум модуля

M(r; P ) < Arn, r > r0.

А поскольку

Arn < exp rα, r > r0, 0 < α 6 1,

то полином P — целая функция конечного порядка.
Целая трансцендентная функция косинус является целой функцией

конечного порядка, так как

M(r; cos z) =
1

2
(er + e−r) < er, r > r0.

Определение 4. Нижняя грань ρ множества чисел µ,
удовлетворяющих условию (6), называется порядком целой
функции f и обозначается ord f(z) = ρ.

Итак,

ord f(z) = inf µ, где M(r; f) < exp rµ, r > r0.

Поскольку M(r; ez) = er, то ord ez = 1.

Для полинома P в силу того, что

M(r; P ) < exp rα, r > r0, 0 < α 6 1,

порядок ordP (z) = 0.

Например,

ord sin z = ord cos z = 1, ord exp ez = ∞, ord
e
√

z + e−
√

z

2
=

1

2
.
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Функция

ϕ : z → 1 +
zp

q!
+

z2p

(2q)!
+ . . . +

znp

(nq)!
+ . . . , ∀z ∈ C,

является примером целой трансцендентной функции наперёд заданного

порядка ordϕ(z) =
p

q
.

Рост целой функции конечного положительного порядка ρ
уточняется понятием типа целой функции.

Определение 5. Целая функция f конечного положи-
тельного порядка ρ называется целой функцией конечного
типа, если существует такое α ∈ (0; +∞), что

M(r; f) < expαrρ, ∀r > r0. (7)

Например, косинус есть целая функция конечного типа, так как

M(r; cos z) < er, ∀r > r0.

Определение 6. Нижняя грань σ множества чисел α,
удовлетворяющих условию (7), называется типом целой
функции f порядка ρ и обозначается typ f(z) = σ.

В символах:

ord f(z) = ρ ∈ (0; +∞)&M(r; f) < expαrρ, ∀r > r0, =⇒

=⇒ typ f(z) = inf α.

Так как ord ez = 1, а M(r; ez) = er, то typ ez = 1.

Существует шкала роста по типам, в которой выделяются це-
лые трансцендентные функции минимального (typ f(z) = 0),
нормального (typ f(z) = σ ∈ (0; + ∞)), максимального
(typ f(z) = ∞) типов.

Если ord f(z) < 1 или ord f(z) = 1, а typ f(z) < +∞, то
f — целая функция экспоненциального типа.

Мы не будем здесь углубляться в проблемы теории целых
функций, а отсылаем читателя при необходимости к таким глу-
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боким фундаментальным исследованиям, как [8; 9; 91; 92; 139].
Потому что поставленные нами задачи будут решаться лишь ука-
занием основных характеристик роста целых трансцендентных
функций-решений дифференциальных уравнений, как то тип и
порядок.

Отметим, что имеет место

Свойство 1. При дифференцировании порядок и тип це-
лой трансцендентной функции сохраняются.

В теории обыкновенных дифференциальных уравнений суще-
ственное значение имеет то, что производные целой функции мож-
но асимптотически выразить через саму функцию. Особую роль на
случай целых трансцендентных функций играет теория централь-
ного индекса Вимана [199; 200] и Валирона [8].

Пусть целая функция представима рядом (1). Для данного r
при |z| = r среди членов ряда (1) найдётся по крайней мере один
с наибольшим модулем. Если же их несколько, выберем среди них
член с наибольшим индексом n = ν, который зависит от r, т.е.

ν = ν(r).

Член

m(r) = |aν |rν

называется максимальным членом, а индекс ν = ν(r) — цен-
тральным индексом.

У целых трансцендентных функций

ν(r) → +∞ при r → +∞.

Например, целая трансцендентная функция

ez =

∞∑

n=0

zn

n!
, ∀z ∈ C,

имеет центральный индекс

ν(r) = [r]
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и максимальный член

m(r) =
r[r]

[r]!
,

где символ [ ] в данном случае означает целую часть числа.
Действительно,

max
n=0,∞

{rn

n!

}
=

rs

s!

тогда и только тогда, когда

rs

s!
>

rs+1

(s + 1)!
,

rs

s!
>

rs−1

(s− 1)!
, т.е. r − 1 6 s < r,

а значит, когда s = [r].

Для полинома P степени n, начиная с некоторого r > r0, цен-
тральный индекс ν(r) = n.

Аналогично асимптотической формуле (1.1.2.1) представления
производной полинома через сам полином, для целой трансцендентной
функции f в допустимых точках ξ, |ξ| = r, таких, что

|f(ξ)| = M(r; f),

имеет место асимптотическая формула [9, c. 25]

f (l)(ξ) = f(ξ)
(ν(r)

ξ

)l(
1 + ε

l
(ξ)
)
, (8)

где

∣∣ε
l
(ξ)
∣∣ = o

(
ν

δ−
1
4 (r)

)
, 0 < δ <

1

4
.
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§ 2. Целые решения обыкновенных
дифференциальных уравнений

1. Целые трансцендентные решения
алгебраических дифференциальных уравнений

Наиболее существенный результат, когда уравнение (ADE) в
качестве целых решений может иметь только полиномы, был по-
лучен Г. Виттихом [201] и гласит следующее

Теорема 1. Алгебраическое дифференциальное уравнение
(1.1.1.1) не имеет целых трансцендентных решений, если оно
содержит только один доминирующий член.

Доказательство. Пусть w : C → C — целое трансцендент-
ное решение уравнения (1.1.1.1). Тогда в допустимых точках ξ та-
ких, что |w(ξ)| = M(r;w), производные w(j) выражаются через
функцию w и её центральный индекс ν по формуле (8.0.1).

Уравнение (1.1.1.1) в этих точках имеет вид

N∑

i=0

Bµi
(ξ)w

κi
(ξ)

(
ν(r)

ξ

)mi(
1 + ε

i
(ξ)
)

= 0, (1)

где |εi(ξk)| → 0 для последовательности допустимых ξk таких,
что |ξk

∣∣→ +∞ при k → +∞, i = 0, N .

Пусть δ-й член уравнения (1.1.1.1) является доминирующим.
Тогда, выполнив почленное деление равенства (1) на

Bµδ
(ξ)w

d
(ξ)

(
ν(r)

ξ

)mδ

,

получим

N∑

i = 0

i 6= δ

Bµi
(ξ)

Bµδ
(ξ)

w
κi−d

(ξ)

(
ν(r)

ξ

)mi−mδ(
1 + ε

i
(ξ)
)
+ 1+ ε

δ
(ξ) = 0. (2)
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На основании (5.0.1) с учётом теоремы Лиувилля имеем, что

Bµi
(ξk)

Bµδ
(ξk)

w
κi−d

(ξk)

(
ν(r)

ξk

)mi−mδ

→ 0 при |ξk| → +∞,

так как d− κi > 1 для всех i = 0, N и i 6= δ.
Предельным переходом в равенстве (2) получаем противоре-

чие, доказывающее теорему.
Например, нелинейное уравнение

w(l) =

n∑

i=0

Ai(z)wi, n > 2, An(z) 6≡ 0, (3)

где Ai, i = 0, n , суть полиномы комплексного переменного z, анало-
гично как и алгебраическое дифференциальное уравнение

A(z)w(l) =

n∑

i=0

Ai(z)wi, n > 2, An(z) 6≡ 0, (4)

с полиномиальными коэффициентами A и Ai, i = 0, n , имеет толь-
ко один доминирующий член An(z)wn с максимальной размерностью
d = n > 2.

А значит, целыми решениями нелинейных дифференциальных урав-
нений (3) и (4) могут быть только полиномы.

Алгебраическое дифференциальное уравнение первого порядка

(w′)2 = 1− w2 (5)

имеет два доминирующих члена (w′)2 и w2 c максимальной размерно-
стью d = 2.

Целые трансцендентные функции

w
1
: z → sin z, ∀z ∈ C, и w

2
: z → cos z, ∀z ∈ C,

являются его решениями.
Кроме того, полиномы

w
3
: z → 1, ∀z ∈ C, и w

4
: z → − 1, ∀z ∈ C,

также являются решениями данного уравнения.
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Заметим, что решениями уравнения (5) являются функции-решения
линейного уравнения

w′′ + w = 0,

которое получается из уравнения (5) дифференцированием и имеет об-
щее решение

w : z → C
1

cos z + C
2

sin z, ∀z ∈ C.

Подставляя это общее решение линейного уравнения в уравнение
(5), находим общее решение уравнения (5)

w : z → C cos z ±
√

1− C2 sin z, ∀z ∈ C,

и особые решения

w : z → ± 1, ∀z ∈ C.

Обобщением теоремы 1 является доказанная в [24]
Теорема 2. Если выполняются условия:

1) κ0 = . . . = κp = d, d > κη , 0 6 p 6 N, η = p + 1, N ;

2) m0 = . . . = m
h

= m, m > m
δ
, 0 6 h 6 p, δ = h + 1, p ;

3) b0 = . . . = b
λ

= b, b > bτ , 0 6 λ 6 h, τ = λ + 1, h ;

4) b−m > b
δ
−m

δ
, δ = h + 1, p ;

5)
λ∑

i=0
βi 6= 0,

то алгебраическое дифференциальное уравнение (1.1.1.1) не
имеет целых трансцендентных решений.

Доказательство проведём методом от противного и допустим,
что w : C → C — целое трансцендентное решение дифференци-
ального уравнения (1.1.1.1).

В допустимых точках ξ таких, что |w(ξ)| = M(r;w), уравне-
ние (1.1.1.1) будет иметь вид:

λ∑

l=0

Bµl
(ξ)wd(ξ)

(
ν(r)

ξ

)m(
1 + ε

l
(ξ)
)
+
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+

h∑

τ=λ+1

Bµτ
(ξ)wd(ξ)

(
ν(r)

ξ

)m(
1 + ετ (ξ)

)
+

(6)

+

p∑

δ=h+1

Bµδ
(ξ)wd(ξ)

(
ν(r)

ξ

)m
δ (

1 + ε
δ
(ξ)
)
+

+

N∑

η=p+1

Bµη
(ξ)wκη (ξ)

(
ν(r)

ξ

)mη(
1 + εη (ξ)

)
= 0,

где |εi(ξk)| → 0 для последовательности допустимых ξk таких,
что |ξk| → +∞ при k → +∞, i = 0, N .

Выполнив почленное деление равенства (6) на произведение

Bµ0
(ξ)wd(ξ)

(
ν(r)

ξ

)m

,

получим

1 + ε0(ξ) +

λ∑

l=1

Bµl
(ξ)

Bµ0
(ξ)

(
1 + ε

l
(ξ)
)

+

h∑

τ=λ+1

Bµτ
(ξ)

Bµ0
(ξ)

(
1 + ετ (ξ)

)
+

+

p∑

δ=h+1

Bµδ
(ξ)

Bµ0
(ξ)

(
ν(r)

ξ

)m
δ
−m(

1 + ε
δ
(ξ)
)
+ (7)

+

N∑

η=p+1

Bµη
(ξ)

Bµ0
(ξ)

w
κη−d

(ξ)

(
ν(r)

ξ

)mη−m(
1 + εη (ξ)

)
= 0.

Поскольку для всех l = 0, λ степени b
l

коэффициентов B
l

равны, то при |ξk| → +∞
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Bµl
(ξk)

Bµ0
(ξk)

→ β
l

β0

, l = 1, λ . (8)

Учитывая, что для всех τ = λ + 1, h степени bτ < b, полу-
чим, что при |ξk| → +∞

Bµτ
(ξk)

Bµ0
(ξk)

→ 0, τ = λ + 1, h . (9)

При δ = h + 1, p разность относительных весов mδ −m < 0,
а ν(r) → + ∞ при r → + ∞. Кроме того, nδ 6 n. Тогда при
|ξk| → +∞

Bµδ
(ξk)

Bµ0
(ξk)

(ν(r)

ξk

)mδ−m

→ 0, δ = h + 1, p . (10)

Поскольку d > κη для всех η = p + 1, N , то в силу след-
ствия 1.0.1 из теоремы Лиувилля при |ξk| → +∞

Bµη
(ξk)

Bµ0
(ξk)

wκη−d(ξk)
(ν(r)

ξk

)mη−m

→ 0, η = p + 1, N . (11)

Переходя в равенстве (7) к пределу при |ξk| → +∞, на осно-
вании (8) — (11) будем иметь, что

1 +
λ∑

l=1

β
l

β0

= 0.

Последнее равенство противоречит условию 5).
Теорему 1 получаем из теоремы 2 при p = 0.
Пример 1. Алгебраическое дифференциальное уравнение

z3(2z2 + 1)w′′(w′)2 − 2z5(w′′)2w − 4z2w′′′w′w +
(12)

+ 4z3w′′′w2 + 2z(2z2 + 3)(w′)3 = 0

таково, что:
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1) κ
0

= . . . = κ
4

= d = 3;

2) m
0

= . . . = m
2

= m = 4, m > m
3

= m
4

= 3;

3) b
0

= b
1

= b = 5, b > b
2

= 2;

4) b−m = n = 1, n > n
3

= n
4

= 0;

5) β0 + β1 = 0.

Итак, для уравнения (12) выполняются условия 1) — 4) теоремы 2 и
не выполняется условие 5).

Непосредственно подстановкой получаем, что целая трансцендент-
ная функция экспоненциального вида

w : z → exp z2, ∀z ∈ C,

является решением уравнения (12).

Пример 2. Алгебраическое дифференциальное уравнение

z(z + 4)w′′′w′ − (z + 1)(z + 3)w(IV )w + zw′ − (z + 1)w = 0 (13)

не удовлетворяет условиям теоремы 2, так как

κ
0

= κ
1

= d = 2 > κ
2

= κ
3

= 1; h = p = λ = 1

и

m
0

= m
1

= 4, b
0

= b
1

= 2,

но условие 5) не выполняется, ибо β
0

= 1, β
1

= − 1.
Легко проверить, что целая трансцендентная функция

w : z → zez, ∀z ∈ C,

является решением уравнения (13).

Пример 3. Алгебраическое дифференциальное уравнение

(2z + 7)3(2z + 3)(w′′′)4 − 16(z + 3)4
(
w(IV )

)3
w +

+ (2z + 11)(2z + 3)2w(V )w′′′(w′′)2−
(14)

− 16(z + 3)(z + 4)(2z + 5)w(V III)w′′w2 +

+ (2z + 5)(z + 5)w(V I)w′′′w′′ − (z + 3)(2z + 9)w(V II)(w′′)2 = 0
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не удовлетворяет условиям теоремы 2, так как
1) κ

0
= . . . = κ

3
= d = 4, d > κ

4
= κ

5
= 3;

2) m
0

= . . . = m
2

= m = 12, m > m
3

= 10;

3) b
0

= b
1

= b = 4, b > b
2

= 3;

4) b−m = n = − 8, n < n3 = − 7,

т.е. нарушается условие 4) теоремы 2.
Заметим, что β

0
= 16, β

1
= − 16, а значит, не выполняется и

условие 5) теоремы 2.
Целая трансцендентная функция

w : z → (2z + 3)e2z, ∀z ∈ C,

является решением уравнения (14).
Рассмотрим нелинейное обыкновенное дифференциальное

уравнение порядка l > 1

s∑

i=0

Aµi
(z)w

µi
w

(l)
=

N∑

k=0

Bνk
(z)w

νk
, (15)

где Aµi
и Bνk

, i = 0, s , k = 0, N , — полиномы комплексного
переменного z соответственно степеней aµi

и bνk
с коэффици-

ентами αµi
и βνk

высшего члена в их лексикографическом пред-
ставлении, полиномы

s∑

i=0

Aµi
(z)w

µi и
N∑

k=0

Bνk
(z)w

νk

взаимно простые, а показатели степени µi и νk такие, что

0 6 µ0 < µ1 < . . . < µs, µs > 1;
(16)

0 6 ν0 < ν1 < . . . < ν
N

, ν
N

> 1.

Для уравнения (15) на основании теоремы 2 получаем
Следствие 1. Если µs 6= ν

N
− 1 или aµs

> bν
N

+ l при

µs = ν
N
− 1, то дифференциальное уравнение (15) при усло-

вии (16) не имеет целых трансцендентных решений.
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Действительно, при µs 6= ν
N
− 1 уравнение (15) в силу (16)

имеет только один доминирующий член:

Aµs(z)w
µs

w
(l)

, если µs > ν
N
− 1;

−Bν
N

(z)w
ν

N , если µs < ν
N
− 1.

Тогда по теореме 1 у уравнения (15) нет целых трансцендент-
ных решений.

Пусть µs = ν
N
− 1. Тогда уравнение (15) имеет два члена

наибольшей разметности d = µs + 1 = ν
N

. Достаточные условия
теоремы 2 в силу (16) выполняются, если aµs > bν

N
+ l.

Пример 4. Уравнение Якоби [138, с. 41 – 56; 118, с. 93 – 96]

dw

dz
=

a
1
z + b

1
w + c

1
+ w

(
a
3
z + b

3
w + c

3

)

a
2
z + b

2
w + c

2
+ z

(
a
3
z + b

3
w + c

3

) , (17)

где ai, bi и ci , i ∈ {1, 2, 3}, — некоторые, вообще говоря, комплексные
постоянные, удовлетворяет условиям следствия 1.

Действительно, запишем уравнение (17) в виде

(a
3
z2 + (a

2
+ c

3
)z + c

2
+ (b

3
z + b

2
)w)w′ =

(17А)
= a

1
z + c

1
+ (a

3
z + b

1
+ c

3
)w + b

3
w2,

соответствующем (16). При b
3
6= 0 показатель степени µs = µ

1
= 1,

а показатель степени ν
N

= ν2 = 2, значит, µs = ν
N
− 1, кроме того,

aµ
1

= 1, bν
2

= 0 и aµs
= bν

N
+ 1. При b

3
= 0, b

2
6= 0 показатель

степени µs = µ
1

= 1, а ν
N

= ν
1

= 1 или ν
N

= ν
0

= 0, значит,
µs 6= ν

N
− 1.

Итак, при |b
2
| + |b

3
| 6= 0 для дифференциального уравнения (17А)

условия следствия 1 выполняются, и уравнение Якоби не имеет целых
трансцендентных решений.

Если заметить, что при b
3

= b
2

= 0 уравнение Якоби (17) вырож-
дается в линейное дифференциальное уравнение, то может быть сфор-
мулировано следующее утверждение: уравнение Якоби (17) не имеет
целых трансцендентных решений.
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Пример 5. Рассмотрим уравнение

P
0
(z)w

(n)
+ P

1
(z)w

(n−1)
+ . . . + P

n−1
(z)w′ + Pn(z)w = 0, (18)

где P
0
, P

1
, . . . , Pn — полиномы комплексного переменного z со сле-

дующим лексикографическим расположением членов

P
i
: z → βiz

bi + . . . , ∀z ∈ C, i = 0, n , β
0
6= 0.

Размерности всех членов уравнения (18) равны, а относительный
вес каждого последующего члена меньше предыдущего.

При

b
0

> δ + b
δ
, δ = 1, n ,

выполняются условия теоремы 2, и справедливо утверждение: если ко-
эффициенты Pi линейного дифференциального уравнения (18)
такие, что

deg P
0
(z) > δ + deg P

δ
(z), δ = 1, n ,

то уравнение (18) не имеет целых трансцендентных решений.
Например, уравнение Эйлера [138, с. 238 – 240]

anz
n
w

(n)
+ a

n−1
z

n−1
w

(n−1)
+ . . . + a

1
zw′ + a

0
w = 0, (19)

где ai , i = 0, n , — некоторые, вообще говоря, комплексные числа, яв-
ляется частным случаем уравнения (18), и показатели степени коэффи-
циентов Pi связаны соотношением:

deg P
0
(z) = δ + deg P

δ
(z) = n, δ = 1, n .

Значит, уравнение Эйлера (19) не имеет целых трансцендент-
ных решений.

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2 решения
уравнения (1.1.1.1) не имеют изолированных существенных
особых точек.

Доказательство. Допустим противное: решение w : z → w(z)
уравнения (1.1.1.1) имеет вид
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w(z) =
+∞∑

k=−∞
c
k
(z − z0)

k =

=

+∞∑

k=0

c−k
(z − z0)

−k +

+∞∑

k=1

c
k
(z − z0)

k = (20)

= w1(z − z0) + w2(z − z0),

где ряды, представляющие функции

w : z → w1(z − z0) и w : z → w2(z − z0),

сходятся для |z − z0 | > 0 и |z − z0 | < R соответственно.

Положим t(z − z0) = 1. Тогда решение w, заданное рядами
(20), запишем так:

w(z) = y(t) = w1

(1

t

)
+ w2

(1

t

)
= y1(t) + y2(t).

В силу задания, функция y1 является целой функцией, а
функция y2 определяется рядом

y2(t) =

+∞∑

k=1

c
k

t−k,

который сходится при |t| > 1

R
.

При этом будем иметь, что

dkw

dzk
= (−1)

k
t
2k

y
(k)

+ A1t
2k−1

y
(k−1)

+ . . . + A
k−1

t
k+1

y′,

где Ai, i = 1, k − 1 , — определённые постоянные, которые зави-

сят от k, а y
(k)

=
dky

dtk
.
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Пусть M(r; y1) = |y1(ξ)|. Тогда

y
(k)

(ξ) = y
(k)

1
(ξ) + y

(k)

2
(ξ) = y

(k)

1
(ξ)
(
1 + η̃

k
(ξ)
)

=

=

(
ν(r)

ξ

)k

y1(ξ)
(
1 + η

k
(ξ)
)
,

где
∣∣η̃

k
(ξs)

∣∣ → 0 и |η
k
(ξs)| → 0 для последовательности допу-

стимых ξs таких, что |ξs | → ∞ при s → 0, для всех k = 1, n ;
ν(r) есть центральный индекс целой функции y1 .

Отсюда

dkw

dzk
= (−1)

k
(

ν(r)

ξ

)k

y1(ξ)ξ
2k(

1 + η
k
(ξ)
)
+

+A1

(
ν(r)

ξ

)k−1

y1(ξ)ξ
2k−1(

1 + η
k−1

(ξ)
)

+ . . . +

(21)

+A
k−1

(
ν(r)

ξ

)
y1(ξ)ξ

k+1
(1 + η1(ξ)) =

= (−1)
k
(ξν(r))

k
y1(ξ)

(
1 + κ

k
(ξ)
)
,

где z̃ − z0 = ξ−1,
∣∣κ

k
(ξs)

∣∣→ 0 при |ξs | → ∞.

Подставляя (21) в уравнение (1.1.1.1) в допустимых точках z̃,
получим равенство, аналогичное (6). В силу выполнения условий
1) – 5) теоремы 2, оно не может быть верным при

∣∣ξ
k

∣∣ → ∞, что
и доказывает теорему 3.

Например, уравнение Якоби (17) не имеет изолированных
особых точек.

Теорема 4. При выполнении условий теоремы 2 только
рациональные решения уравнения (1.1.1.1) имеют конечное
число полюсов.

Доказательство. Если уравнение (1.1.1.1) имеет решение
w : z → w(z) с конечным числом полюсов и оно не является ра-
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циональной функцией, то существует полином v : z → v(z) такой,
что u : z → w(z)v(z) будет целой трансцендентной функцией.

Поскольку

w
(l)

=

l∑

n=0

(
l

n

)
u

(n)
(1

v

)(l−n)
=

=
1

vl+1

l∑

n=0

(
l

n

)
v

n
P

l−n

(
v
(l−n)

, . . . , v′, v
)
u

(n)
,

где P
l−n

, n = 0, l , — полиномы своих аргументов, причём

P0(v)≡1,deg P
l−n

(
v
(l−n)

(z), ..., v′(z), v(z)
)

6(n−l)(1−deg v(z)),

n = 1, l , а

(
w

(j)
)ν

=
1

v
ν(j+1)

∑

r0+...+r
j
=ν

(
ν

r0 , . . . , rj

)
·

·
j∏

n=0

((
j

n

)
v

n
P

l−n

(
v
(j−n)

, . . . , v′, v
)
u

(n)
)rn

,

где
(

ν

r0 , . . . , rj

)
=

ν

r0 !r1 ! . . . rj
!

— биномиальный коэффициент,

то с помощью замены w =
u

v
уравнение (1.1.1.1) приводим к виду

N∑

i=0

(v(z))
A−(mi+κi)

Bi(z)

si∏

j=1

{ ∑

r0+...+r
j
=ν

ji

(
ν

ji

r0 , . . . , rj

)
·

(22)

·
l
ki∏

n=0

((
l
ki

n

)
(v(z))

n
P

j−n

(
v
(j−n)

, . . . , v′, v
)
u

(n)
)rn

}
,
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где A = max
i=0,N

{mi + κi}.

В уравнении (22) все слагаемые в фигурных скобках имеют
одинаковую размерность ν

ji
. Если выполнить операцию умно-

жения, то все слагаемые, соответствующие зафиксированному i,
имеют одинаковую размерность κi, равную размерности i-го
члена уравнения (1.1.1.1). Положим, что спpаведливо условие 1)
теоремы 2.

Среди членов уравнения (22) с одинаковой размерностью d
при каждом фиксированном i ∈ {0, 1, . . . , p} выделим те, у кото-
рых максимальный относительный вес. Поскольку при умножении
относительные веса складываются, то члены с максимальным от-
носительным весом должны содержать u(j), то есть, при каждом
фиксированном i максимальный относительный вес равен числу
mi, соответствующему относительному весу i-го члена уравнения
(1.1.1.1). Запишем это с помощью соотношения:

m0 = . . . = m
h

= m, m > m
δ
, m > m

tτ
,

(23)
0 6 h 6 p, δ = h + 1, p , t = 0, p ,

где m
tτ

— веса тех членов уравнения (22), у которых κ
tτ

= κ
t
.

Соотношение (23) для уравнения (22) соответствует условию
2) теоремы 2 для уравнения (1.1.1.1).

Поскольку

A− (m0 + κ0) = . . . = A− (m
h

+ κ
h
),

то для выделенных членов выполняется условие 3) теоремы 2.
Заметим, что установленное расположение членов в уравне-

ниях (1.1.1.1) и (22) не требует каких-либо ограничений на эти
уравнения.

Для слагаемых уравнения (22), расположенных в фигурных
скобках, абсолютные веса равны

si∑

n=0

rn

(
n(−1 + deg v(z)) + deg P

j−n

(
v
(j−n)

(z), . . . , v′(z), v(z)
))

,
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и (с учётом свойства показателя степени deg Pj−n(z)) будут та-
кими, что

si∑

n=0

rn

(
n(−1 + deg v(z))+

+ deg P
j−n

(
v(j−n)(z), . . . , v′(z), v(z)

))
6

6

si∑

n=0

rn(n(−1 + deg v(z)) + (j − n)(−1 + deg v(z))) =

= s
i
ν

ji
(−1 + deg v(z)).

Тогда для каждого члена уравнения (22), соответствующего
i ∈ {0, 1, . . . , N}, абсолюный вес меньше или равен

b
i
+
(
A−

(
m

i
+ κ

i

))
deg v(z) +

si∑

j=1

l
ki

ν
ji

(−1 + deg v(z)) =

= b
i
−m

i
+
(
A− κ

i

)
deg v(z).

Для выделенных же членов уравнения (22) с номерами
l ∈ {0, 1, . . . , λ} показатель степени deg P0(v(z)) = 0, а значит,
абсолютный вес равен

b−m + (A− d) deg v(z).

Требование, аналогичное условию 4) теоремы 2, для уравне-
ния (22) имеет вид

b−m > n
δ
, δ = h + 1, p, b−m > n

tτ
, t = 0, p .

Оно соответствует условию 4) теоремы 2.
Условие 5) теоремы 2 для дифференциальных уравнений

(1.1.1.1) и (22) одинаково.
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Отсюда заключаем, что при выполнении условий теоремы 2
уравнение не имеет целых трансцендентных решений, а значит,
любое решение уравнения (1.1.1.1), отличное от рационального,
либо не имеет полюсов, либо имеет бесконечно много полюсов.
Теорема доказана.

Единственной неподвижной особой точкой первого неприво-
димого уравнения Пенлеве (1.0.4.1) является z = ∞. Эта точка
существенно особая для каждого решения.

Следовательно, уравнение (1.0.4.1) не имеет рациональ-
ных решений.

Как и в [57, с. 156], на основании теорем 3 и 4 в силу того, что
у (1.0.4.1) единственный доминирующий член 6w2, заключаем

Теорема 5. Все решения первого неприводимого уравне-
ния Пенлеве (1.0.4.1) имеют бесконечное число полюсов, сгу-
щающихся к бесконечно удалённой точке.

Пенлеве доказал, что уравнение (1.0.4.1) имеет только по-
движные полюсы z0 с главной частью (z−z0)

−2. Cледовательно,
общее решение уравнения (1.0.4.1) является мероморфной функ-
цией, то есть, представимо в виде отношения двух целых функций.

Так, например, в [56] Н.П. Еругин строит решения первого

неприводимого уравнения Пенлеве в виде w =
u

v
, где u и v яв-

ляются целыми трансцендентными функциями.
Второе неприводимое уравнение Пенлеве (2.0.4.1) имеет один

доминирующий член 2w3, и четвёртое неприводимое уравнение
Пенлеве (5.0.4.1) также имеет один доминирующий член 3w4.

Известно, что уравнения (2.0.4.1) [11; 149] и (5.0.4.1) [96; 99]
имеют рациональные решения. На основании теоремы 4 заключа-
ем, что только рациональные решения второго и четвёртого
уравнений Пенлеве имеют конечное число полюсов.

А учитывая, что любое решение уравнений (2.0.4.1) [14; 55]
и (5.0.4.1) [55; 99; 96] является функцией мероморфной, то будет
спpаведлива

Теорема 6. Любое решение второго и четвёртого непри-
водимых уравнений Пенлеве, отличное от рационального,
имеет бесконечное число полюсов.

Более того, в [94] доказана
Теорема 7. При любом α всякое решение дифференци-

ального уравнения (2.0.4.1), отличное от рационального и
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решений уравнений

w′ = ±
(
w2 +

z

2

)
, (24)

имеет бесконечное число полюсов как с вычетами 1, так и
с вычетами − 1. Число положительных вычетов полюсов

рациональных решений определяется формулой
α(α− 1)

2
,

отрицательных —
α(α + 1)

2
. Каждое решение уравнений

(24) имеет бесконечное число полюсов, вычеты всех полюсов

любого такого решения одного знака: 1 для α = − 1

2
; − 1

для α =
1

2
.

При доказательстве теоремы 7 в [148] использован тот факт,

что при α = ± 1

2
все решения уравнения Риккати (24) являются

решениями уравнения (2.0.4.1).
Следуя [96; 99], заключаем, что при

β + 2(1 + α)2 = 0 (25)

все решения уравнения Риккати

w′ = w2 + 2zw − 2(1 + α) (26)

являются решениями уравнения (5.0.4.1), а при

β + 2(1 − α)2 = 0 (27)

все решения уравнения Риккати

w′ = − w2 − 2zw − 2(1 − α)

являются решениями уравнения (5.0.4.1).
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Cпpаведлива
Теорема 8. Всякое решение уравнения (5.0.4.1), отличное

от рационального и решений уравнений (26) при (25) и (28)
при (27), имеет бесконечное число полюсов с вычетами 1 и
бесконечное число полюсов с вычетами − 1. Любой полюс
решения уравнения (26) имеет вычет − 1, а любой полюс
решения уравнения (28) имеет вычет 1.

Третье неприводимое уравнение Пенлеве (3.0.4.1) имеет один
доминирующий член γzw4 при γ 6= 0, если γ = 0, α 6= 0, то
также имеет один доминирующий член αw3. Если же α = γ = 0,
то наибольшую размерность и относительный вес имеют члены
zww′′ и z(w′)2, расположенные в левой и правой частях равен-
ства, т.е. не выполняется условие 5) теоремы 2.

Известно [94], что при α = γ = 0 уравнение (3.0.4.1) инте-
грируется в элементарных функциях.

Поскольку уравнение (3.0.4.1) имеет рациональные решения
[41;43; 44; 94], то на основании теоремы 4 заключаем

Теорема 9. При |α| + |γ| 6= 0 только рациональные ре-
шения третьего неприводимого уравнения Пенлеве (3.0.4.1)
имеют конечное число полюсов.

Отметим, что уравнение (3.0.4.1) может иметь критические
полюса [94], и естественно, что на такие решения теорема 9 не рас-
пространяется.

Известно [55], что решения уравнения (3.0.4.1), для которых
точка z = 0 — полюс или голоморфная точка, являются меро-
морфными функциями.

В [94] доказана
Теорема 10. Если

γ 6= 0, zw′
1
+
(
2− α√

γ

)
w1 − β 6= 0, zw′

2
+
(
2− α√

γ

)
w2 − β 6= 0,

где

w1 = w′−√γ w2 +
(
1− α√

γ

)w

z
, w2 = w′+

√
γ w2 +

(
1+

α√
γ

)w

z
,

то всякое, отличное от рационального, решение уравнения
(3.0.4.1), имеющее в точке z = 0 полюс или точку голо-
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морфности, имеет бесконечное число полюсов как с выче-

том
1√
γ

, так и с вычетом − 1√
γ

.

При выполнении некоторых других соотношений между па-

раметрами полюсы будут только с вычетами
1√
γ

или − 1√
γ

,

или, наконец, при некоторых соотношениях между параметрами
эти решения будут иметь подвижные полюсы второго порядка с
вычетами, равными нулю.

Рассмотрим пятое неприводимое уравнение Пенлеве (6.0.4.1).
Известно, [40; 45; 142] что уравнение (6.0.4.1) имеет рацио-

нальные решения.
При γ = δ = 0 уравнение (6.0.4.1) интегрируется в элемен-

тарных функциях.
Если α 6= 0, то уравнение (6.0.4.1) имеет один доминирующий

член 2αw5.
Если α = γ = δ = 0, то доминирующими членами являются

2z2w′′w2, − 3z2(w′)2w, 2zw′w2, − 2βw3.

Если считать, что они расположены в порядке записи, то

m0 = m1 = m = 2, m > m
δ
, δ ∈ {2, 3}, m2 = 1, m3 = 0,

b0 = b1 = b = 2, n0 = n1 = n2 = n3 = 0,

а β0 + β1 = 1, т.е. выполняются условия теоремы 2.
Тогда на основании теорем 3 и 4 можем утверждать
Теорема 11. Если α 6= 0 или α = γ = δ = 0, то у пятого

уравнения Пенлеве:
1) нет целых трансцендентных решений;
2) нет решений с изолированными существенно особыми

точками;
3) только рациональные решения имеют конечное число

полюсов.

Если α = 0, |γ| + |δ| 6= 0, то нарушается условие 4) тео-
ремы 2 и уравнение (6.0.4.1) может иметь целые трансцендентные
решения [98].
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В частности, если

α = β = 0, γ2 + 2δ = 0, δ 6= 0,

то уравнение (6.0.4.1) имеет однопараметрическое семейство
решений [97, с. 119]

w : z → C exp(γz), ∀z ∈ C.

Рассмотрим шестое неприводимое уравнение Пенлеве
(9.0.4.1).

Известно [97, с. 183 – 186; 96], что уравнение (9.0.4.1) имеет
рациональные решения.

При α 6= 0 уравнение (9.0.4.1) имеет один доминирующий
член 2αw6.

Пусть α = 0. Тогда доминирующими членами с размерно-
стью d = 4 являются

2z2(z − 1)2w3w′′w3, − 3z2(z − 1)2(w′)2w2,

4z2(z − 1)w′w3, − 2(δz2 + (β + γ − δ)z − γ)w4,

Если считать, что доминирующие члены расположены в по-
рядке записи, то

m0 = m1 = m = 2, m > m
j
, j ∈ {2, 3}, m2 = 1, m3 = 0,

b0 = b1 = b = 4, b−m = n = 2, n > n
j
, j ∈ {2, 3}, n2 = 2,

n3 =




2, если δ 6= 0,

1, если δ = 0, β + γ 6= 0,

0, если δ = 0, β + γ = 0, γ 6= 0,

если же δ = β = γ = 0, то доминирующего члена с номером j = 3
нет; β0 + β1 6= 0.

Итак, для дифференциального уравнения (9.0.4.1) выполня-
ются условия теоремы 2.

Тогда с учётом теорем 3 и 4 справдлива
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Теорема 12. У шестого неприводимого дифференциаль-
ного уравнения Пенлеве:

1) нет целых трансцендентных решений;
2) нет решений с изолированными существенно особыми

точками;
3) только рациональные решения имеют конечное число

полюсов.

В [104; 107; 108] из всего множества уравнений

w2w′w′′′ − w4w′′′ −
(
1− 1

ν

)
w2(w′′)2 − a1w(w′)2w′′+

+
(
4
(
1− 1

ν

)
− a + a1

)
w3w′w′′ + aw5w′′ − b̃1(w

′)4 +

+
(̃
b1 − b

)
w2(w′)3 +

(
− 4
(
1− 1

ν

)
− c + b

)
w4(w′)2 +

+(c− d)w6ww′ + dw8 = 0

(29)

выделяются классы, решения которых свободны от подвижных
критических особенностей.

Если а) d 6= 0, или б) d = 0, c 6= 0, или в) c = d = 0,

ν 6= 4

4− a + b
, или г) a = b = c = d = 0, ν = 1, a1 + b̃1 6= 1, то

выполняются условия теоремы 2.
Тогда с учётом теорем 3 и 4, справедлива
Теорема 13. Если а) d 6= 0, или б) d = 0, c 6= 0, или в)

c = d = 0, ν 6= 4

4− a + b
, или г) a = b = c = d = 0, ν = 1,

a1 + b̃1 6= 1, то у уравнения (29):
1) нет целых трансцендентных решений;
2) нет решений с изолированными существенно особыми

точками;
3) только рациональные решения имеют конечное число

полюсов.

Теорема 14. Пусть w — целое трансцендентное реше-
ние уравнения (1.1.1.1). Если выполняются условия:
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1) κ0 = . . . = κp = d, d > κη , 0 6 p 6 N, η = p + 1, N ;

2) m0 = . . . = m
h

= m, m > m
δ
, 0 6 h 6 p, δ = h + 1, p ;

3) b0 = . . . = b
λ

= b, b > bτ , 0 6 λ 6 h, τ = λ + 1, h ;

4) существует δ ∈ {h + 1, . . . , p} такое, что

b−m < b
δ
−m

δ
;

5)
λ∑

l=0

β
l
6= 0,

то порядок ρ решения w удовлетворяет неравенству

ρ 6 max
δ=h+1,p

{
(b−m)− (b

δ
−m

δ
)

m
δ
−m

}
.

Теорема 15. Пусть w — целое трансцендентное реше-
ние уравнения (1.1.1.1). Если выполняются условия:

1) κ0 = . . . = κp = d, d > κη , 0 6 p 6 N, η = p + 1, N ;

2) m0 = . . . = m
h

= m, m < m
δ
, 0 6 h 6 p, δ = h + 1, p ;

3) b0 = . . . = b
λ

= b, b > bτ , 0 6 λ 6 h, τ = λ + 1, h ;

4)
λ∑

l=0

β
l
6= 0,

то порядок ρ решения w удовлетворяет неравенству

ρ > min
δ=h+1,p

{
(b−m)− (b

δ
−m

δ
)

m
δ
−m

}
.

Доказательство теорем 14 и 15. Рассуждениями, аналогичны-
ми использованным при доказательстве теоремы 2, устанавливаем
справедливость соотношений (8), (9) и (11).

Изменится лишь (10).
Действительно, центральный индекс целой трансцендентной

функции w такой, что typw(z) = ρ, удовлетворяет асимптоти-
ческому равенству
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ν(r) ∼ αrρ.

Тогда при |ξk| → +∞ для всех δ = h + 1, p имеет место

∣∣∣∣
Bµδ

(ξ
k
)

Bµ0
(ξ

k
)

∣∣∣∣
(

ν(r)

|ξ
k
|

)m
δ
−m

∼ α
∣∣∣
β

δ

β0

∣∣∣ |ξ
k
|(p−1)(m

δ
−m)+bδ−b → 0, (31)

если только:
а) при m < m

δ
порядок

ρ <
(b−m)−

(
b
δ
−m

δ

)

m
δ
−m

, δ = h + 1, p ;

б) при m > m
δ

порядок

ρ >
(b−m)−

(
b
δ
−m

δ

)

m
δ
−m

, δ = h + 1, p .

Переходя в равенстве (7) к пределу при |ξk| → + ∞, на
основании (8), (9), (11) и (31), получим равенство

1 +

λ∑

l=1

β
l

β0

= 0,

которое противоречит условиям теорем 14 и 15. Что и доказывает
эти теоремы.

2. Целые трансцендентные решения
уравнений с целыми коэффициентами

Рассмотрим неалгебраическое дифференциальное уравнение

N∑

i=0

Bµi
(z)

si∏

k=1

(
w

(
l
ki

))ν
ki

= 0, (1)

где µi, l
ki

и ν
ki

, ki = 1, si , i = 0, N , есть целые неотрицатель-
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ные числа, а коэффициенты Bµi
, i = 0, N, — являются целыми

функциями: если Bµi
— полином, то он имеет лексикографиче-

ское расположение членов (2.1.1.1); если Bµi
— целая трансцен-

дентная функция, то ρi = ordBµi
(z) — порядок, σi = typBµi

(z)
есть тип этой целой трансцендентной функции.

Теорема 1. Если выполняются условия:

1) κ0 = . . . = κp = d, d > κη , 0 6 p 6 N, η = p + 1, N ;

2) m0 = . . . = m
h

= m, m > m
δ
, 0 6 h 6 p, δ = h + 1, p ;

3) Bµ0
, . . . , Bµp

— полиномы такие, что

а) b0 = . . . = b
λ

= b, b > bτ , 0 6 λ 6 h, τ = λ + 1, h ;

б) b−m > b
δ
−m

δ
, δ = h + 1, p ;

в)
λ∑

i=0
βi 6= 0,

4) ρp+1 = . . . = ρp+α = ρ, ρ > ργ , 1 6 α 6 N − p,

γ = p + α + 1, N ;

5) σp+1 = . . . = σp+ζ
= σ, σ > σε , 1 6 ζ 6 α,

ε = p + ζ + 1, p + α ,

то уравнение (1) не имеет целых трансцендентных реше-
ний w : z → w(z) таких, что ordw(z) = ρ, typw(z) > σ или
ordw(z) > ρ.

Доказательство. Пусть w : C → C — целое трансцендентное
решение уравнения (1) такое, что ordw(z) > ρ.

Производные w
(j)

могут быть выражены через саму функцию
w и её центральный индекс ν(r) в допустимых точках ξ таких,
что |w(ξ)| = M(r;w), по формуле (8.0.1).

Рассуждениями, аналогичными, как и при доказательстве тео-
ремы 2.1, приходим к равенству

1 + ε0(ξ) +

λ∑

l=1

Bµl
(ξ)

Bµ0
(ξ)

(1 + ε
l
(ξ)) +

h∑

τ=λ+1

Bµτ
(ξ)

Bµ0
(ξ)

(1 + ετ (ξ))+
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+

p∑

δ=h+1

Bµδ
(ξ)

Bµ0
(ξ)

(
ν(r)

ξ

)m
δ
−m(

1 + ε
δ
(ξ)
)
+ (2)

+
N∑

η=p+1

Bµη
(ξ)

Bµ0
(ξ)

w
κη−d

(ξ)

(
ν(r)

ξ

)mη−m

(1 + εη(ξ)) = 0.

Так как ordw > ρ, т.е. ordw > ρη , η = p + 1, N , и κη < d,
то всегда можно указать последовательность ξk такую, что при

Bµη
(ξk)

Bµ0
(ξk)

wκη−d(ξk)
(ν(r)

ξk

)mη−m

→ 0, η = p + 1, N . (3)

Полиномы Bµi
, i = 0, p , связаны соотношениями а) – б), а

значит, при |ξk| → +∞ имеют место соотношения (8.1) – (10.1).
Переходя в равенстве (2) к пределу при |ξk| → +∞, на осно-

вании (3), (8.1) – (10.1) будем иметь, что

1 +

λ∑

l=1

β
l

β0

= 0. (4)

Последнее равенство противоречит условию 3в). Значит,
уравнение (1) не имеет целых трансцендентных решений w с по-
рядками ordw(z) > ρ.

Пусть w : C → C — целое трансцендентное решение уравне-
ния (1) такое, что ordw(z) = ρ. Последнюю сумму в (2) разобьём
на две:

p+α∑

t=p+1

Rt(ξ) +

N∑

u=p+α+1

Ru(ξ),

где

Rη (ξ) =
Bµη

(ξ)

Bµ0
(ξ)

w
κη−d

(ξ)

(
ν(r)

ξ

)mη−m

(1 + εη(ξ)).
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Положим, что typ w(z) > σ при ordw(z) = ρ. Тогда при
всех η = p + 1, N существует последовательность допустимых
ξn таких, что при |ξn| → +∞

R
t
(ξ) → 0, t = p + 1, p + α , (5)

в силу условий 4) – 5):

Ru(ξ) → 0, u = p + α + 1, N . (6)

На основании предельного перехода в равенстве (2) при
|ξn| → + ∞ c учётом (5), (6), (8.1) – (10.1) получаем равен-
ство (4), которое противоречит условию 3в). Значит, уравнение
(1) не имеет целых трансцендентных решений w таких, что
ordw(z) = ρ, typw(z) > σ.

3. Целые трансцендентные решения
с конечным числом нулей

Вопрос о наличии и свойствах целых трансцендентных реше-
ний с конечным числом нулей рассмотрим на основании диффе-
ренциального уравнения первого порядка типа Риккати – Абеля

D(z)w′ =
n∑

i=0

si∑

j=1

A
ij

(z) exp B
ij

(z)wi, n > 2, (1)

где A
ij

, B
ij

, i = 0, n , j = 1, s
i
, D — полиномы комплексного

переменного z, B
ir

(z)−B
il
(z) 6≡ const для i = 0, n при r 6= l.

Решения уравнения (1) будем искать в виде целой функции с
конечным числом нулей или вовсе без нулей

w : z → P (z) exp G(z), ∀z ∈ C, (2)

где P — полином степени p > 0, G — некоторая целая функция.
Теорема 1. Любое решение уравнения (1) вида (2) будет

таким, что целая функция G является полиномом.

Доказательство. Целая функция (2) будет решением уравне-
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ния (1) тогда и только тогда, когда

D(z)
(
P ′(z) + P (z)G′(z)

)
expG(z) =

(3)

=

n∑

i=0

si∑

j=1

A
ij

(z) exp
(
B

ij
(z) + iG(z)

)
P i(z), ∀z ∈ C.

Необходимым условием тождества (3) является либо выпол-
нение хотя бы одного из тождеств

B
ij

(z) + iG(z) = B
kl

(z) + kG(z) + C
ik

, ∀z ∈ C, (4)

где i, k ∈ {0, 1, . . . , n}, j ∈ {1, 2, . . . , si}, l ∈ {1, 2, . . . , sk}, i 6= k,
C

ik
∈ C, либо то, что уравнение (1) имеет вид

D(z)w′ = An1(z) exp Bn1(z)wn, n > 2. (5)

Тождество (4) имеет место лишь при условии, что целая функ-
ция G — полином.

Уравнение (5) является нелинейным, а поскольку у целой
функции и её производной порядки и типы одинаковы [91, c. 15],
то все его целые решения без нулей имеют конечный порядок.

Действительно, если w — целое решение без нулей, то

частное
w′

wn
— целая фнкция. Тогда целой функцией будет и

An1

D
expBn1 , у которой конечный порядок, так как она есть ре-

зультат деления целой функции конечного порядка на полином [91,
c. 37]. В этом случае

w1−n(z)

(1− n)
=

∫
An1(z)

D(z)
expBn1(z) dz

имеет конечный порядок, то есть, w — целая функция без нулей
с конечным порядком. В силу [102, c. 515] w имеет вид (2), где
P (z) ≡ const, G — полином, ибо у неё исключительное значение
нуль.
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Если w — целое трансцендентное решение уравнения (5) с
конечным числом нулей, то оно может быть представлено в виде

w : z → P (z)u(z),

где P — полином, а u — целая трансцендентная функция без
нулей. Тогда уравнение (5) в новых переменных будет иметь вид

D(z)P (z)u′ =

= −D(z)P ′(z)u + An1(z) exp Bn1(z)P n(z) exp(Bn1(z))un.

Целые решения u без нулей у этого уравнения могут быть
лишь при выполнении тождеств (4), то есть, когда

u : z → expG(z), ∀z ∈ C,

где G — полином.

Рассмотрим решения уравнения (1) в виде целой трансцен-
дентной функции без нулей

w : z → expG(z), ∀z ∈ C, (6)

где G — некоторый полином комплексного переменного z, от-
личный от постоянной.

Функция (6) является решением уравнения (1) тогда и только
тогда, когда выполняется тождество (3) при P (z) ≡ 1. Для этого
необходимо, чтобы

G(z) =
1

1− l
B

ls(z) + C
l
, ∀z ∈ C, (7)

где l ∈ {0, 2, 3, . . . , n}, s ∈ {1, 2, . . . , s
l
}.

Если ни при одном l ∈ {0, 2, 3, . . . , n} не имеет место пред-
ставление (7), то хотя бы при одном j ∈ {1, 2, . . . , s1}

G(z) = (exp b1j
)

∫
A1j

(z)

D(z)
dz + C, ∀z ∈ C, C = const, (8)
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где

B1j
: z → b1j

, ∀z ∈ C, b1j
= const.

Если имеет место представление (7), то каждый полином Bij

будет таким, что для него выполняются тождество (7) или тожде-
ство (4). Это возможно, если только уравнение (1) имеет вид

D(z)w′(z) =

m∑

i=0

expG
i
(z)

(
w

ri0 F
i0

(z) + exp
( r

i0

1− l
B

ls(z)+

(9)

+ r
i0

C
l

) ti∑

j=1

F
ij

(z) exp
( r

ij

l − 1
B

ls(z) + r
ij

C
l

)
w

rij

)
,

где G0 = B
ls , r00 = l, G

i
∈
{
B

λη
: λ = 0, n , η = 1, s

λ

}
, при i 6= k

разность G
i
(z) − G

k
(z) 6≡ const, для каждого k ∈ {1, 2, . . . ,m}

при F
k0

(z) 6≡ 0 сумма

tk∑

j=1

|F
kj

(z)| 6≡ 0.

Если G определяется по формуле (8) при некотором j = τ

и ни при одном l ∈ {0, 2, 3, . . . , n} не имеют места представления
(7), то полиномы B

ij
должны удовлетворять тождеству (4) при

i = 1, j 6= τ. Тогда уравнение (1) будет иметь вид

D(z)w′ =
m∑

i=0

expG
i
(z)

(
w

ri0 F
i0

(z)+

+ exp
(
(r

i0
exp b1τ )

∫
A1τ (z)

D(z)
dz + r

i0
C
)
· (10)
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·
ti∑

j=1

F
ij

(z) exp
((
− r

ij
exp b1τ r)

∫
A1τ

D(z)
dz − r

ij
C
)
wrij

)
,

где

G0 = B1τ , B1τ ≡ b1τ = const, r00 = 1,

G
i
∈
{
B

λη
: λ = 0, n, η = 1, s

λ

}
, F

ij
∈
{
A

λη
: λ = 0, n, η = 1, s

λ

}
,

при i 6= k разность G
i
(z) − G

k
(z) 6≡ const, при F

k0
6≡ 0 для

каждого k ∈ {1, 2, . . . ,m} сумма

tk∑

j=1

∣∣F
kj

(z)
∣∣ 6≡ 0.

Таким образом, доказано
Свойство 1. Для того чтобы уравнение (1) имело реше-

ние в виде целой трансцендентной функции без нулей (6),
небходимо, чтобы это уравнение имело вид (9) или (10). При
этом полином G в формуле (6) зависит от видов (9) и (10)
уравнения (1).

Если функция
A1j

D
имеет полюс, то целая функция G, опре-

деляемая по формуле (8), не является полиномом, и справедливо

Свойство 2. Дифференциальное уравнение (1) приводит-
ся к виду (10) только для тех τ ∈ {1, 2, . . . , s1}, при которых

частное
A1τ

D
является полиномом.

В заключение этого случая отметим, что w(z) = const может
быть решением уравнения (1), если тождества (4) выполняются
при всех i, k ∈ {0, 1, . . . , n}, j ∈ {1, 2, . . . , s

i
}, k ∈ {1, 2, . . . , s

k
},

когда i 6= k.
Найдём решения уравнения (1) в виде целой функции с конеч-

ным числом нулей (2), где P и G — полиномы комплексного пе-
ременного z степеней deg P (z) = p > 0 и deg G(z) = g > 0.

208



В.Н. Горбузов Целые решения обыкновенных дифференциальных уравнений П.3, § 2, гл. V

Из тождества (3) следует, что

G(z) = B
ij

(z) + iG(z) + C
i
, ∀z ∈ C, (11)

где Ci = const, i ∈ {0, 1, . . . , n}, j ∈ {1, 2, . . . , s
i
}.

Пусть представление (11) имеет место соответственно при
i = k0 , . . . , i = k

h
и j = τ0 , . . . , j = τ

h
. Тогда из тождества (3)

выделим тождество

D(z)
(
P ′(z) + P (z)G′(z)

)
≡

h∑

l=0

A
klτl

(z)P
kl

(z) exp C
kl

. (12)

Предположим, что

G(z) 6≡ B
0j

(z) + C0 , (13)

Тогда

B
0j

(z) ≡ B
αβ

(z) + αG(z) + C
jα

, j = 1, s0 ; (14)

где α = α0 , αρj
, β = β0 , βρj

, α
ξ
∈ {1, 2, ..., n}, β

ξ
∈ {1, 2, ..., sαξ

},
ξ = 0, ρ

j
.

Из тождества (3) следует, что

A
0j

(z) +

ρj∑

ξ=0

A
αξβξ

(z)P
αξ

(z) exp C
jακ

≡ 0, j = 1, s0 . (15)

Разделив тождество (12) на полином P, получим, что при (13)

функция
DP ′

P
не должна иметь полюсов. Это возможно лишь в

случае, когда нули полинома P совпадают с нулями полинома D.

Пусть
∗
z — один из таких нулей. Подставляя

∗
z в тождество (15),

получаем, что A
0j

(
∗
z) = 0, j = 1, s0 .

Таким образом, справедливо
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Свойство 3. Для того чтобы целая функция (2) c конеч-
ным числом нулей при условии (13) являлась решением урав-
нения (1), необходимо, чтобы полиномы D, A

0j
, j = 1, s0 ,

имели общие нули, причём нулями решения (2) при (13) могут
быть общие нули этих полиномов.

Следствие 1. Количество различных нулей целого реше-
ния (2) при условии (13) уравнения (1) не превышает количе-
ства различных общих нулей полиномов D, A

0j
, j = 1, s0 .

Свойство 4. Кратность r нуля
∗
z целого решения (2) при

условии (13) уравнения (1) не превышает числа ζ, равного

min
j=1,s0

{
r
j

}
, где r

j
— кратности нуля

∗
z полиномов A

0j
со-

ответственно.

Доказательство. Предположим противное: существует такое
l ∈ {1, 2, . . . , s0}, что r

l
> r. Из тождеств (15) выделим тожде-

ство при j = l. В результате почленного деления этого тождества
на
(
z − ∗

z
)r

l и учитывая, что r
l
< r, будем иметь

A
0l
(z)

(
z − ∗

z
)rl ∣∣

z=
∗
z

= 0,

что противоречит допущенному.
Из следствия 1 и свойства 4 заключаем, что имеет место
Свойство 5. Степень p полинома P целого решения (2)

при условии (13) уравнения (1) удовлетворяет неравенству

p 6 min
j=1,s0

{
deg A

0j

}
.

Пусть имеет место представление (11) при i = l, j = s. Тогда
функция (2) с конечным числом нулей при условии (13) является
решением уравнения (1), когда имеют место тождества (4) или ко-
гда имеет место представление (11), где

G(z) =
B

ls(z) + C
l

1− l
при l 6= 1;
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G(z) = lnP (z) +

∫
A1s(z) exp b1s

D(z)
dz при l = 1.

Итак, для того чтобы функция (2) с конечным числом нулей
при условии (13) и l 6= 1 была решением уравнения (1), необхо-
димо чтобы это уравнение имело вид (9).

Если подставить целую функцию (2) с конечным числом нулей
при условии (13) в уравнение (9), то получим тождества

D(z)

(
P ′(z) +

P (z)B′
ls

(z)

1− l

)
≡

t0∑

j=0

F
0j

(z)P
roj

(z),

(16)
ti∑

j=0

F
ij

(z)P
−rij

(z) ≡ 0, i = 1,m .

Стало быть, для того чтобы целая функция (2) с конечным
числом нулей при условии (13) и l = 1 была решением уравне-
ния (9), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись тождества
(16). Просуммировав тождества (16) и учитывая связь полиномов
F

ij
, A

ij
, получаем

Свойство 6. Для того чтобы целая функция (2) с конеч-
ным числом нулей при условии (13) и l = 1 была решением
уравнения (1) необходимо, чтобы полином P был решением
алгебраического дифференциального уравнения

D(z)u′ =
n∑

i=0

((
si∑

j=1

A
ij

(z) exp C
ij

)
− δ1

i

D(z)B′
ls

(z)

1− l

)
ui, (17)

где δ1
i

— символ Кронекера.

Пусть представление (11) имеет место при i = 0, j = τ, когда
τ ∈ {1, 2, . . . , s0}. Тогда тождества (14) и (15) имеют место при
ξ 6= τ. В этом случае задача сводится к нахождению решений вида

w : z → P (z) exp B0τ (z), ∀z ∈ C, (18)

где P — полином с deg P (z) = p > 0.
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Аналогичными рассуждениями, как и при доказательстве
свойств 3 – 6, доказываем следующие предложения.

Для того чтобы целая функция (18) являлась решением урав-
нения (1), необходимо, чтобы полиномы A

0ξ
, ξ = 1, s0 , ξ 6= τ,

имели общие нули, причём нулями решения (18) могут быть лишь
общие нули этих полиномов.

Количество различных нулей целого решения (18) уравнения
(1) не превышает количества различных общих нулей полиномов
A

0ξ
, j = 1, s0 , ξ 6= τ.

Кратность r нуля
∗
z целого решения (18) уравнения (1) не

превышает числа

ν = min{r
j
: j = 1, s0 , j 6= τ},

где r
j

— кратности нуля
∗
z полиномов A

0j
соответственно.

Степень p полинома P целого решения (18) уравнения (1)
удовлетворяет неравенству

p 6 min{deg A
0j

: j = 1, s0 , j 6= τ}.

Если
∗
z является нулём целого решения (18) уравнения (1) и

одновременно является нулём полинома D, то
∗
z является нулём

полинома A0τ , причём кратность нуля
∗
z решения (18) не превы-

шает кратности этого нуля полинома A0τ .

Действительно, поскольку
∗
z является нулём полинома D и

нулём решения (18), то после деления тождества (12) на полином

P получаем, что
A0τ

P
не должно иметь полюса в точке

∗
z.

Если
∗
z является нулём целого решения (18) уравнения (1) и

не является нулём полинома D, то
A0τ

P
в точке

∗
z должно иметь

простой полюс.
Это следует из того, что после деления тождества (12) на по-

лином P получаем, что
DP ′

P
в точке

∗
z имеет простой полюс, так

как D
(∗
z
)
6= 0.
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Условимся говорить, что число
∗
z является нулём полинома

A0τ кратности нуль, если A0τ

(∗
z
)
6= 0.

Справедливо утверждение.

Если
∗
z является нулём целого решения (18) уравнения (1) и

не является нулём полинома D, то кратность этого нуля решения
(18) на единицу больше кратности нуля

∗
z полинома A0τ .

Для того чтобы целая функция (18) была решением уравне-
ния (1), необходимо, чтобы это дифференциальное уравнение име-
ло вид

D(z)w′ =
m∑

i=0

expG
i
(z)

(
w

ri0
F

i0
(z)+

(19)

+ exp(r
i0

B0τ (z))

ti∑

j=1

F
ij

(z) exp
(
− r

ij
B0τ (z)

)
w

rij

)
,

где G0 = B0τ , r00 = 0,

G
i
∈
{
B

λη
: λ = 0, n, η = 1, s

λ

}
,

F
ij
∈
{
A

λη
exp C

λη
: λ = 0, n, η = 1, s

λ

}
,

при i 6= k разность

G
i
(z)−G

k
(z) 6≡ const,

для каждого k ∈ {1, 2, . . . ,m} при F
k0
6≡ 0 сумма

tk∑

j=1

|F
kj

(z)| 6≡ 0.

Для того чтобы целая функция (18) была решением уравнения
(1), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись тождества
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D(z)
(
P ′(z) + P (z)B ′

0τ
(z)
)
≡

t0∑

j=0

F
0j

(z)P
r0j

(z),

(20)
ti∑

j=0

Fij(z)P rij (z) ≡ 0, i = 1,m .

Для того чтобы целая функция (18) была решением уравнения
(1), необходимо, чтобы полином P был решением алгебраическо-
го дифференциального уравнения

D(z)u′ =
n∑

i=0

((
si∑

j=1

A
ij

(z) exp C
ij

)
− δ1

i
D(z)B′

0τ
(z)

)
ui, (21)

где δ1
i

— символ Кронекера.

Из уравнений (17) – (21), используя результаты исследований
[24; 84; 87; 127; 135; 136; 157; 158; 180], могут быть установлены
свойства полинома P в представлении (18), на основании кото-
рых можем судить о существовании P, о степени p, о количестве
полиномов P с различными степенями.

В [76; 81; 130] предлагается метод построения полиномиаль-
ных решений уравнений типа (17) и (21) в целом. При рассмотре-
нии тождеств (16) и (20) эти свойства аналогичными рассуждени-
ями уточняются, что даёт достаточно полную информацию о целых
решениях с конечным числом нулей (2) уравнения (1).

Рассмотрим нелинейное дифференцальное уравнение

D(z)w′ =
n∑

i=0

Bi(z)wi, n > 2, (22)

где D — полином, Bi, i = 0, n, — целые функции, Bn(z) 6≡ 0.
Пусть нам известно одно целое решение

w : z → w1(z), ∀z ∈ C.
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Заменой w = w1 + u уравнение (22) приводим к виду

D(z)u′ =
n∑

i=1

Ai(z)ui, n > 2, (23)

где Ai, i = 1, n, — целые функции, An(z) ≡ Bn(z) 6≡ 0.
Выполнив деление уравнения (23) на u, получим, что частное

Du′

u
не должно иметь полюсов. Это возможно лишь в случае, ко-

гда нули функции u совпадают с нулями полинома D.
Стало быть, имеет место
Свойство 7. Любые два целых решения уравнения (22)

(уравнения (1)) отличаются на целую функцию с конечным
числом нулей или без нулей.

Свойство 8. Все целые решения с конечным числом нулей
или без нулей уравнения (22) (уравнения (1)) имеют общую
экспоненциальную часть.

Доказательство. Пусть известно два целых решения уравне-
ния (22) с конечным числом нулей или без нулей и различными
экспоненциальными частями:

w1 : z → P1(z) exp Q1(z), w2 : z → P2(z) exp Q2(z), ∀z ∈ C,

где P1 и P2 — полиномы степеней p1 > 0 и p2 > 0 соответ-
ственно, Q1 и Q2 — целые функции и

Q1(z)−Q2(z) 6≡ const.

Тогда согласно свойству 7 в формуле

w2(z) = w1(z) + R(z) exp S(z), ∀z ∈ C, (24)

полином R и целая функция S такие, что Q1(z) − S(z) 6≡ const.
В противном случае решения w1 и w2 имеют общую экспонен-
циальную часть.

Найдём количество нулей функции w2 . Для этого согласно
(24) необходимо найти корни уравнения
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P1(z) exp
(
Q1 − S(z)

)
= −R(z),

которое после введения параметра a запишем в виде

P1(z) exp
(
Q1 − S(z)

)
= aR(z), (25)

Согласно [103, c. 58] уравнение (25) имеет бесконечное мно-
жество решений, за возможным исключением одного значения a,
где уравнение (25) может иметь конечное число решений, так как
R(z) 6≡ 0. Но таким исключительным значением является a = 0.

Стало быть, при a = − 1 уравнение (25) имеет бесконечное
число нулей. Полученное противоречие доказывает свойство 8.

Если учесть, что для уравнения (1) имеет место теорема 1, то
справедливы следующие утверждения.

Свойство 9. Если уравнение (1) имеет целое решение с
конечным числом нулей, то любое его целое решение с бес-
конечным числом нулей является обобщённым квазиполино-
мом.

Свойство 10. Если уравнение (1) имеет целое решение без
нулей или с конечным числом нулей, или в виде обобщённо-
го квазиполинома, то все его целые решения являются обоб-
щёнными квазиполиномами.

Пусть в уравнение (22) у коэффициентов ordBi(z) = ρi. Ес-
ли ρi < +∞, то typ Bi(z) = σi. В случае, когда

Bn : z → P(z) exp Q(z), ∀z ∈ C, (26)

где P — полином, Q — целая функция, справедливо
Свойство 11. Пусть выполняются условия:
1) ρ

k1
= ρ

k2
= . . . = ρ

ks
= ρ, ρ > ρ

j
, j = 0, n , j 6= k1 ,

j 6= k2 , . . . , j 6= ks ;

2) σ
kτ1

= σ
kτ2

= . . . = σ
kτλ

= σ, σ > σ
kl

, l = 1, s , l 6= τ1 ,

l 6= τ2 , . . . , l 6= τ
λ
.

Тогда уравнение (22) с коэффициентом (26) может
иметь целые решения w такие, что ordw 6 ρ, причём, если
ordw = ρ, то typ w 6 σ.
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Доказательство. Пусть w — целое трансцендентное решение
уравнения (22) при (26) такое, что ordw > ρ. Производная w ′

может быть выражена через саму функцию w и центральный
индекс ν(r) в допустимых точках ξ таких, что |w(ξ)| = M(r;w),
где M(r;w) — максимум модуля, по формуле [8, c. 211 – 212;
9, c. 25]

w′(ξ) = w(ξ)
(ν(r)

ξ

)
(1 + ε(ξ)), (27)

где

|ε(ξ)| = O

(
(ν(r))

ξ−1
4

)
, 0 < ξ <

1

4
.

Подставив (27) в уравнение (22) при (26) и выполнив почлен-
ное деление равенства на произведение

P(ξ) exp Q(ξ)wn(ξ)
(ν(r)

ξ

)n

,

получим

D(ξ) exp(−Q(ξ))ν(r)(1 + ε(ξ))

ξP(ξ)wn−1(ξ)
=

(28)

= 1 +
n−1∑

i=0

Bi(ξ) exp(−Q(ξ))

P(ξ)wn−i(ξ)
,

где |ε(ξk)| → 0 для последовательности допустимых ξk таких,
что |ξk| → + ∞. Так как ordw > ρ, т.е. ordw > ρi, i = 0, n ,

то [92, c. 8 – 10] всегда можно указать последовательность ξk

такую, что при |ξk| → +∞

D(ξk) exp(−Q(ξk))ν(r)

ξkP(ξk)w
n−1(ξk)

→ 0, (29)
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Bi(ξk) exp(−Q(ξk))

P(ξk)w
n−i

(ξk)
→ 0, i = 0, n− 1 . (30)

Переходя в (28) к пределу при |ξk| → +∞, на основании (29)
и (30) получаем противоречие, которое может быть устранено при
ordw 6 ρ.

Если ordw = ρ < +∞, то в (28) последнюю сумму разобъём
на две:

n−1∑

j = 0,

j 6= kr

C
j
(ξ) +

s∑

r = 1,

kr 6= n

C
kr

(ξ).

Предположим, что typ w > σ. Тогда при всех i = 0, n− 1
существует последовательность допустимых значений ξm таких,
что при |ξm| → +∞

C
j
(ξm) → 0, j = 0, n− 1 , j 6= kr, (31)

C
kr

(ξm) → 0, r = 1, s , kr 6= n. (32)

На основании предельного перехода в (28) при |ξm| → +∞
с учётом (29), (31) и (32) получаем противоречие, которое и дока-
зывает данное свойство.
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ЦЕЛЫЕ РЕШЕНИЯ

СИСТЕМ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим систему n алгебраических дифференциальных
уравнений

Nj∑

i=0

A
ij

Mij∏

k=1

n∏

τ=1

(
w

lτkij

τ

)ντkij

= 0, j = 1, n , (1)

где l
τkij

и ν
τkij

— целые неотрицательные числа, а A
ij

— поли-
номы со следующим лексикографическим расположением членов

A
ij

: z → a
ij

zαij + . . . , ∀z ∈ C, a
ij
6= 0,

решения которой будем находить в виде

wτ : z → wτ (z), ∀z ∈ C, τ = 1, n , (2)

где wτ — целые функции.
Числами

κ
τij

=

Mij∑

k=1

ν
τkij

, m
τij

=

Mij∑

k=1

l
τkij

ν
τkij

,

l
τij

= max
{
l
τkij

: k = 1,M
ij

}

обозначим соответственно размерность, относительный вес,
порядок i-го члена j-го дифференциального уравнения по пе-
ременной wτ , а числами
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m
ij

=

n∑

τ=1

m
τij

, n
ij

= a
ij
−m

ij

обозначим относительный вес и абсолютный вес i-го члена
j-го уравнения.

Будем считать, что полиномиальные составляющие целых ре-
шений (2) имеют степени

mτ >
{
l
τij

: i = 0, Nj , j = 1, n
}
, τ = 1, n .

Такой подход не нарушает общности рассуждений, посколь-
ку решения (2), у которых полиномиальные составляющие имеют
степени

mτ <
{
l
τij

: i = 0, Nj , j = 1, n
}
, τ = 1, n ,

можно найти на основании разработанного метода, но уже приме-
нённого к «укороченной системе» (1), полученной отбрасыванием
тех членов уравненний системы (1), которые заведомо обращают-
ся в нуль.

§ 1. Полиномиальные решения
систем алгебраических

дифференциальных уравнений

Для системы (1.0.0) рассмотрим решения (2.0.0), когда со-
ставляющие являются полиномами

wτ : z → cmτ
z

mτ
+ . . . , ∀z ∈ C, cmτ

6= 0, τ = 1, n , mτ > lτ .

В основу рассуждений положена асимптотическая формула
(1.1.2.1) выражения производной полинома.

Для удобства дальнейших рассуждений введём обозначения:

S
ij

(mτ ) =

n∑

τ=1

κ
τij

mτ −m
ij

;
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Kij(mτ ) = (−1)
m

ij

M
ij∏

k=1

n∏

τ=1

(
(−mτ )

lτkij

)ντkij

, mτ > lτ , τ = 1, n .

Теорема 1. Пусть для j-го уравнения системы (1.0.0) вы-
полняются условия:

κ
rθj

= κ
rpj

= . . . = κ
rp+λrj

> κ
rfrj

,

(1)
r ∈ {1, . . . , n}, 0 6 p 6 N

j
, θ = 0, p− 1 , fr = p + λr + 1, N

j
,

κ
τpj

= . . . = κ
τp+λτ j

, 0 6 λτ 6 λr , τ = 1, n , τ 6= r; (2)

n
pj

> n
lj

, l = p + 1, p + λ , λ = min{λτ : τ = 1, n }.

Тогда относительно существования полиномиальных
решений (2.0.0) справедливы следующие утверждения:

1) при p = 0, λ = Nj решений нет;

2) при p = 0, λ < Nj степени mτ такие, что выполня-
ется хотя бы одно из неравенств

n∑

τ=1

(
κ

τηj
− κ

τpj

)
mτ > n

pj
− n

ηj
, η = λ + 1, N

j
; (3)

3) при 0 < p 6 Nj , λ = Nj − p степени mτ такие, что
выполняется хотя бы одно из неравенств

n∑

τ=1

(
κ

τθj
− κ

τpj

)
mτ > n

pj
− n

θj
, θ = 0, p− 1 ; (4)

4) при 0 < p < Nj, λ < Nj − p степени mτ , при которых
выполняются неравенства

n∑

τ=1

(
κ

τηj
− κ

τpj

)
mτ < n

pj
− n

ηj
, η = p + λ + 1, N

j
, (5)
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такие, что выполняется хотя бы одно из неравенств (4);
5) при 0 < p < Nj, λ < Nj − p степени mτ , при которых

выполняются неравенства

n∑

τ=1

(
κ

τθj
− κ

τpj

)
mτ < n

pj
− n

θj
, θ = 0, p− 1 , (6)

такие, что выполняется хотя бы одно из неравенств (3) при

η = p + 1 + λ,Nj .
Доказательство. Основываясь на асимптотической формуле

(1.1.2.1) устанавливаем, что система полиномов (2.0.0) является
решением системы (1.0.0) тогда и только тогда, когда

Nj∑

i=0

K
ij

(mτ )A
ij

(z)(1 + ε
ij

(z))z
Sij (mτ )

= 0, ∀z ∈ C, j = 1, n , (7)

где ε
ij

(z) → 0 при z →∞.

С учётом условий теоремы j-е тождество системы (7), выпол-
нив почленное деление на полином

K
pj

(mτ )A
pj

(z)z
Spj(mτ )

,

запишем в виде

p−1∑

θ=0

K
θj

(mτ )A
θj

(z)

K
pj

(mτ )A
pj

(z)

(
1 + ε

θj
(z)
)
z

Sθj(mτ )−Spj(mτ )
+

+ εpj(z) + 1 +

p+λ∑

l=p+1

K
lj

(mτ )A
lj

(z)

K
pj

(mτ )A
pj

(z)

(
1 + ε

lj
(z)
)
z

mpj−mlj
+

+

Nj∑

η=p+λ+1

K
ηj

(mτ )A
ηj

(z)

K
pj

(mτ )A
pj

(z)

(
1 + ε

ηj
(z)
)
z

Sηj(mτ )−Spj(mτ ) ≡ 0,
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где ε
ij

(z) → 0 при z →∞.

Так как n
pj

> n
lj

для всех l = p + 1, p + λ, то

Alj(z)

Apj(z)
z

mpj−mlj → 0 при z →∞. (9)

Если для всех θ = 0, p− 1 выполняются неравенства (6), то

Aθj(z)

Apj(z)
z

Sθj(mτ )−Spj(mτ ) → 0 при z →∞. (10)

Если для всех η = p + λ + 1, Nj выполняются неравенства
(5), то при при z →∞

Aηj(z)

Apj(z)
z

Sηj(mτ )−Spj(mτ ) → 0. (11)

Пусть p = 0, λ = Nj. Переходя в (8) к пределу при z → ∞,
на основании (9) получим противоречие, которое и доказывает
утверждение 1).

Пусть p = 0, λ < Nj. Переходя в (8) к пределу при z → ∞,
с учётом (11) при λ = 0, а в случае λ > 0 на основании (9) и (11),
получим противоречие, которое и доказывает утверждение 2).

Пусть 0 < p < Nj, λ = Nj − p. Переходя в (8) к пределу
при z → ∞, с учётом (10) при λ = 0, а в случае λ > 0 на
основании (9) и (10), получим противоречие, которое и доказывает
утверждение 3).

Пусть 0 < p < Nj , λ < Nj − p и выполняются неравен-
ства (5) (неравенства (6)). Переходя в (8) к пределу при z → ∞,
с учётом (10) и (11) при λ = 0, а в случае λ > 0 на основании
(9) – (11), получим противоречие, которое и доказывает утвержде-
ние 4) (утверждение 5)).

Теорема 2. Пусть для j-го уравнения системы (1.0.0) вы-
полняются условия (1), (2) и

n
pj

= . . . n
p+sj

> n
gj

,
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0 < s < λ, g = p + s + 1, p + λ , λ = min{λτ : τ = 1, n }.

Тогда относительно существования полиномиальных
решений (2.0.0) справедливы следующие утверждения:

1) при p = 0, λ = Nj степени mτ такие, что

p+s∑

ξ=p

a
ξj

K
ξj

(mτ ) = 0; (12)

2) при p = 0, λ < Nj степени mτ такие, что выполня-
ются неравенства (5), удовлетворяют равенству (12);

3) при 0 < p 6 Nj , λ = Nj − p степени mτ такие,
что выполняются неравенства (6), удовлетворяют равен-
ству (12);

4) при 0 < p < Nj, λ < Nj − p степени mτ такие,
что выполняются неравенства (5) и (6), удовлетворяют
равенству (12).

Доказательство. Учитывая условия, накладываемые на чле-
ны j-го уравнения системы (1.0.0) данной теоремой, рассуждени-
ями, аналогичными как и при доказательстве теоремы 1, приходим
к тождеству, для членов которого с номерами ξ = p + 1, p + s и
g = p + s + 1, p + λ имеем:

A
ξj

(z)

A
pj

(z)
z

mpj−mξj →
a

ξj

a
pj

(z)
, при z →∞; (13)

A
gj

(z)

A
pj

(z)
z

mpj−mgj → 0, при z →∞. (14)

Если для членов тождества с номерами θ = 0, p− 1 и
η = p + λ + 1, Nj выполняются неравенства (5) и (6) соответ-
ственно, то справедливы соотношения (10) и (11).

Пусть p = 0, λ = Nj. Переходя в (8) к пределу при z → ∞,
с учётом (13) при s = λ, а при 1 6 s < λ на основании (13) и (14)
приходим к равенству (12), что и доказывает утверждение 1).

Утверждения 2) – 4) доказываются аналогичным образом.
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§ 2. Целые трансцендентные решения
систем алгебраических

дифференциалых уравнений

Для целой трансцендентной функции wτ производная w
(l)
τ

выражается через саму функцию wτ и её центральный индекс
ντr

τ в допустмых точках ξτ таких, что |wτ (ξτ )| = M(rτ ;wτ ), где
M(rτ ;wτ ) — максимум модуля функции wτ , по формуле

w
(l)

τ
(ξτ ) = wτ (ξτ )

(
ντ (rτ , wτ )

ξτ

)l(
1 + ε

τ l
(ξτ )

)
,

где

∣∣ε
τ l

(ξτ )
∣∣ = o

(
(ντ (rτ , wτ ))

δτ− 1
4
)

при ξτ →∞,

τ = 1, n , l ∈ N, ετ0
(ξτ ) ≡ 0, 0 < δτ <

1

4
.

Если существуют допустимые точки ξ, общие для всех функ-
ций wτ , τ = 1, n , то будем говорить, что система функций
wτ , τ = 1, n , является системой класса A.

Для системы класса A справедливо, что
n
∩

τ=1
ξτ ⊃ ξ и для

каждой функции wτ , τ = 1, n , имеет место представление

w
(l)

τ
(ξ) = wτ (ξ)

(
ντ (rτ , wτ )

ξ

)l(
1 + ε

τ l
(ξ)
)
, (1)

где

∣∣ε
τ l

(ξ)
∣∣ = o

(
(ντ (rτ , wτ ))

δτ− 1
4
)

при ξ →∞,
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τ = 1, n , l ∈ N, ετ0(ξ) ≡ 0, 0 < δτ <
1

4
.

Систему целых функций wτ , τ = 1, n , будем называть
системой класса As , 1 6 s 6 n, если w

k
, k = 1, s , — целые

трансцендентные функции класса A, а w
k
, k = s + 1, n , —

полиномы.
Теорема 1. Пусть для j-го уравнения системы (1.0.0)

выполняются условия:

κ
tσ0j

= . . . = κ
tσpσj

, κ
tσ0j

> κ
tσfσj

,

(2)
0 6 pσ 6 pσ−1 , fσ = pσ + 1, pσ−1 , p0 = N

j
, σ = 1, s ;

κ
tσ0j

> κ
tσησj

, ησ = pσ−1 + 1, N
j
, σ = 1, s ; (3)

κ
tδ0j

= . . . = κ
tδpδj

, 0 6 p
δ

6 p
δ−1

6 ps, δ = s + 1, n ;

m
tσ0j

= . . . = m
tσλσj

, 0 6 λσ 6 λσ−1 , λ0 = pn , σ = 1, s ;

n
0j

> n
lj

, l = 1, λs .

Тогда система (1.0.0) имеет целые решения (2.0.0) класса
As , где w

tσ
, tσ ∈ {1, . . . , n}, σ = 1, s , — целые транс-

цендентные функции, а w
tδ

, t
δ
∈ {1, . . . , n}, δ = s + 1, n ,

суть полиномы, 1 6 s 6 n, такие, что ordw
tσ

(z) = p
tσ

и deg w
tδ

(z) = m
tδ

удовлетворяют хотя бы одному из
неравенств

s∑

σ=1

(
m

tσqj
−m

tσ0j

)
p

tσ
+

n∑

δ=s+1

(
κ

tδqj
− κ

tδ0j

)
m

tδ
>

> n
0j
− n

qj
, q = λs + 1, ps .
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Доказательство. Пусть система (1.0.0) имеет решение (2.0.0),
где w

tσ
, tσ ∈ {1, . . . , n}, σ = 1, s , 1 6 s 6 n, суть це-

лые трансцендентные функции класс A, а w
tδ

, t
δ
∈ {1, . . . , n},

δ = s + 1, n , 1 6 s 6 n, — полиномы, deg w
tδ

(z) = m
tδ

.

Тогда имеет место система тождеств

Nj∑

i=0

L
ij

(
m

tδ

)
A

ij
(ξ)

s∏

σ=1

(
w

tσ
(ξ)
)κtσij (

ν
tσ

(
r, w

tσ

))mtσij ·

(4)

·
n∏

δ=s+1

(
w

tδ
(ξ)
)κtδij

ξ
−mij (

1 + ε
ij

(ξ)
)
≡ 0, j = 1, n ,

где

L
ij

(
m

tδ

)
=

Mij∏

k=1

n∏

δ=s+1

(
(− 1)

ltδkij (−m
tδ

)
ltδkij

)ν
tδkij ,

составленных с учётом асимптотических формул (1.1.2.1) и (1).
У системы (4) j-е тождество с помощью элементарных

преобразований приводим к виду

1 + ε
0j

(ξ) +

λs∑

l=1

L
lj

(
m

tδ

)
A

ij
(ξ)

L
0j

(
m

tδ

)
A

0j
(ξ)

ξ
m0j−mlj (

1 + ε
lj

(ξ)
)
+

+

ps∑

q=λs+1

L
qj

(
m

tδ

)
A

qj
(ξ)

L
0j

(
m

tδ

)
A

0j
(ξ)

n∏

δ=s+1

(
w

tδ
(ξ)
)κtδqj−κtδ0j

·

·
s∏

σ=1

(
ν

tσ

(
r, w

tσ

))mtσqj−mtσ0j

ξ
m0j−mqj (

1 + ε
qj

(ξ)
)
+
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+

ps−1∑

fs=ps+1

L
fsj

(
m

tδ

)
A

fsj
(ξ)

L
0j

(
m

tδ

)
A

0j
(ξ)

(
w

ts
(ξ)
)κtsfsj−κts0j

·

·
n∏

δ=s+1

(
w

tδ
(ξ)
)κtδfsj−κtδ0j

s∏

σ=1

(
ν

tσ

(
r, w

tσ

))mtσfsj−mtσ0j

· (5)

·ξm0j−mfsj (
1 + ε

fsj
(ξ)
)

+ . . . +

+

Nj∑

f1=p1+1

L
f1j

(
m

tδ

)
A

f1 j
(ξ)

L
0j

(
m

tδ

)
A

0j
(ξ)

s∏

σ=1

(
w

tσ
(ξ)
)κtσf1 j−κtσ0j

·

·
(
ν

tσ

(
r, w

tσ

))mtσf1 j−mtσ0j
n∏

δ=s+1

(
w

tδ
(ξ)
)κtδf1 j−κtδ0j

·

·ξ
m0j−mf1 j (

1 + ε
f1 j

(ξ)
)
≡ 0.

Поскольку n
0j

> n
lj

, l = 1, λs , то

A
lj

(
ξ
k

)

A
0j

(
ξ
k

)
∣∣ξ

k

∣∣m0j−mlj → 0 при
∣∣ξ

k

∣∣→∞. (6)

Из того, что

κ
tσfσj

< κ
tσ0j

, fσ = pσ + 1, pσ−1 , p0 = N
j
, σ = 1, s ,

и

κ
thfσj

6 κ
th0j

, h = σ + 1, s ,

по следствию из теоремы Лиувилля при
∣∣ξ

k

∣∣→∞
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A
fσj

(
ξ
k

)

A
0j

(
ξ
k

)
s∏

d=σ

(
w

td

(
ξ
k

))κtdfdj−κtd0j
n∏

δ=s+1

(
w

tδ

(
ξ
k

))κtδfδj−κtδ0j

·

(7)

·
s∏

d=1

(
ν

td

(
r, w

td

))mtdfdj−mtd0j ∣∣ξ
k

∣∣m0j−mfdj

→ 0, σ = 1, s .

На основании того, что центральный индекс целой трансцен-
дентной функции w

tσ
с ordw

tσ
(z) = p

tσ
удовлетворяет асимп-

тотическому равенству ν
td

(
r, w

td

)
∼ ασr

ptσ , заключаем, что

A
qj

(
ξ
k

)

A
0j

(
ξ
k

)
s∏

σ=1

(
ν

td

(
r, w

td

))mtσqj−mtσ0j ·

·
n∏

σ=s+1

(
w

td

(
ξ
k

))κtσqj−κtσ0j ∣∣ξ
k

∣∣m0j−mqj

∼ (8)

∼

a
qj

(
ξ
k

)

a
0j

(
ξ
k
)

s∏

σ=1

(aσ )
mtσqj−mtσ0j

n∏

σ=s+1

(cmδ
)
κtδqj−κtδ0j ∣∣ξ

k

∣∣Sq → 0

при
∣∣ξ

k

∣∣→ +∞, если только Sq < 0, q = αs + 1, ps, где

Sq =

s∑

σ=1

(
m

tσqj
−m

tσ0j

)
p

tσ
+

n∑

δ=s+1

(
κ

tδqj
−κ

tδ0j

)
m

tδ
−n

0j
+n

qj
.

Переходя в тождестве (5) к пределу при
∣∣ξ

k

∣∣ → + ∞, на
основании (6) – (8) получаем противоречие, которое и доказывает
утверждение теоремы.

Теорема 2. Пусть для j-го уравнения системы (1.0.0) вы-
полняются условия (2), (3) и
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κ
tδ0j

= . . . = κ
tδpδj

, κ
tδ0j

> κ
tδfδj

,

(9)
0 6 p

δ
6 p

δ−1
6 ps, f

δ
= p

δ
+ 1, p

δ−1
, δ = s + 1, n ,

κ
tδ0j

> κ
tδηδj

, η
δ

= p
δ−1

+ 1, p
s
, δ = s + 1, n , (10)

m
tσ0j

= . . . = m
tσλσj

, m
tσ0j

> m
tσθσj

,

(11)
0 6 λσ 6 λσ−1, θσ = λσ + 1, λσ−1 , λ0 = pn , σ = 1, s ,

m
tσ0j

> m
tσgσj

, gσ = λσ−1 + 1, ps , σ = 1, s , (12)

n
0j

> n
lj

, l = 1, λs , (13)

n
0j

> n
qj

, q = λs + 1, ps . (14)

Тогда система (1.0.0) не имеет целых решений (2.0.0)
класса As , где w

tσ
, tσ ∈ {1, . . . , n}, σ = 1, s , 1 6 s 6 n,

есть целые трансцендентные функции, а w
tδ

, t
δ
∈ {1, . . . , n},

δ = s + 1, n , 1 6 s 6 n, — полиномы.

Доказательство. Пусть система (1.0.0) имеет решение, у кото-
рого составляющие w

tσ
, tσ ∈ {1, ..., n}, σ = 1, s , 1 6 s 6 n, —

целые трансцендентные функции класса A, а w
tδ

, t
δ
∈ {1, ..., n},

δ = s + 1, n , 1 6 s 6 n, — полиномы.
Рассуждениями, аналогичными, как и при доказательстве тео-

ремы 1, с учётом асимптотических формул (1.1.2.1) и (1) приходим
к тождеству (5) системы (4), но составленному уже с учётом (2),
(3), (9) – (14).

Так как для всех θσ = λσ + 1, λσ−1 , λ0 = pn , σ = 1, s, отно-
сительные веса m

tσ0j
> m

tσθσj
и m

th0j
> m

thθσj
, h = σ + 1, s,

n
0j

> n
θσj

, то при
∣∣ξ

k

∣∣→ +∞
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A
θσj

(
ξ
k

)

A
0j

(
ξ
k

)
s∏

d=σ

(
ν

td

(
r, w

td

))mtdθdj−mtd0j ∣∣ξ
k

∣∣m0j−mθdj

→ 0. (15)

Поскольку для всех f
δ

= p
δ

+ 1, p
δ−1

, δ = s + 1, n размер-

ности κ
tδ0j

> κ
tδfδj

, κ
tr0j

> κ
trfδj

, r = δ + 1, n , а относитель-

ные веса m
tσ0j

> m
tσfσj

, σ = 1, s, n
0j

> n
fδj

, то при
∣∣ξ

k

∣∣→ +∞

A
fδj

(
ξ
k

)

A
0j

(
ξ
k

)
s∏

d=δ

(
w

td

(
ξ
k

))κtdfδj−κtd0j

·

(16)

·
s∏

σ=1

(
ν

td

(
r, w

td

))mtdfδj−mtd0j ∣∣ξ
k

∣∣m0j−mfδj

→ 0.

Для членов с номерами l = 1, λs и fσ = pσ + 1, pσ−1 ,

σ = 1, s , p0 = N
j

выполняются соотношения (6) и (7) соответ-
ственно.

Переходя в тождестве (5) к пределу при
∣∣ξ

k

∣∣→ +∞, на осно-
вании (6), (7), (15) и (16) получаем противоречие, которое и дока-
зывает теорему.

Теорема 3. Пусть для j-го уравнения системы (1.0.0) вы-
полняются условия (2), (3), (11) – (13) (при s = n) и

n
0j

> n
gnj

, gn = λn−1 + 1, pn ,

существует h ∈ {λn + 1, . . . , λn−1} такой, что n
0j

< n
hj

.

Тогда система (1.0.0) имеет целые решения (2.0.0) класса
An, где w

tσ
, tσ ∈ {1, . . . , n}, σ = 1, n , — такие целые транс-

цендентные функции, что

ordw
tn

(z) 6 max
h=λn+1,λn−1

(
n

0j
− n

hj

m
tnhj

−m
tn0j

)
.
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Теорема 4. Пусть для j-го уравнения системы (1.0.0) вы-
полняются условия (2), (3) (при s = n) и

m
tσ0j

= . . . = m
tσλσj

, m
tσ0j

> m
tσθσj

,

0 6 λσ 6 λσ−1 , θσ = λσ + 1, λσ−1 , λ0 = pn , σ = 1, n− 1 ,

m
tσ0j

> m
tσgσj

, gσ = λσ−1 + 1, pn , σ = 1, n− 1 ,

m
tn0j

= . . . = m
tnλnj

, m
tn0j

< m
tnθnj

, θn = λn + 1, λn−1 ,

n
0j

> n
gnj

, gn = λn−1 + 1, pn ,

n
0j

> n
lj

, l = 1, λn .

Тогда система (1.0.0) имеет целые решения (2.0.0) класса
An , где w

tσ
, tσ ∈ {1, . . . , n}, σ = 1, n , — такие целые транс-

цендентные функции, что

ordw
tn

(z) > min
h=λn+1,λn−1

(
n

0j
− n

hj

m
tnhj

−m
tn0j

)
.

Теорема 5. Пусть для j-го уравнения системы (1.0.0) вы-
полняются условия (2), (3), (11), (12), (14) (при s = n) и

a
0j

= . . . a
dj

, a
0j

> a
γj

, 0 6 d 6 λn , γ = d + 1, λn ,

d∑

l=0

a
lj
6= 0.

Тогда система (1.0.0) не имеет целых решений (2.0.0)
класса An .

Теорема 6. Пусть для j-го уравнения системы (1.0.0) вы-
полняются условия (2), (3), (9) – (12), (14) (при s = n) и

n
0j

= . . . n
dj

, n
0j

> n
γj

, 0 6 d 6 λs , γ = d + 1, λs .
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Тогда система (1.0.0) имеет целые решения (2.0.0) класса
As , где w

tσ
, tσ ∈ {1, ..., n}, σ = 1, s , — целые трансцендент-

ные функции, а w
tδ

, t
δ
∈ {1, ..., n}, δ = s + 1, n , 1 6 s 6 n − 1,

суть полиномы с deg w
tδ

(z) = m
tδ

, такие, что

d∑

l=0

a
lj

L
lj

(
m

tδ

)
= 0.

Доказательство. Рассуждениями, аналогичными как и при до-
казательстве теоремы 2, приходим к тождеству (5), для членов
которого с номерами θσ = λσ + 1, λσ−1 , λ0 = pn, σ = 1, s ,

f
δ

= p
δ

+ 1, p
δ−1

, δ = s + 1, n , fσ = pσ + 1, pσ−1 , σ = 1, s ,

p0 =N
j

выполняются соотношения (15), (16) и (7) соответственно.

Так как n
0j

= . . . = n
dj

, то при
∣∣ξ

k

∣∣→ +∞

A
lj

(
ξ
k

)

A
0j

(
ξ
k

)
∣∣ξ

k

∣∣m0j−mlj →
a

lj

a
0j

, l = 0, d . (17)

Поскольку n
0j

> n
γj

для всех γ = d + 1, λs , то

A
γj

(
ξ
k

)

A
0j

(
ξ
k

)
∣∣ξ

k

∣∣m0j−mγj → 0 при
∣∣ξ

k

∣∣→ +∞. (18)

Переходя в тождестве (5) к пределу при
∣∣ξ

k

∣∣→ +∞, на осно-
вании (7), (15) – (18) получаем равенство

d∑

l=0

a
lj

L
lj

(
m

tδ

)
= 0,

что и доказывает теорему 6.
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