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ÏðåäèñëîâèåÂ íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè ïðåäñòàâëåí êóðñ èç 10 ëåêöèé, êîòîðûåàâòîð ÷èòàåò äëÿ ìàãèñòðàíòîâ �àêóëüòåòà ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ Í�ÒÓ,íà÷èíàÿ ñ 1994 ã. Ïîñîáèå ðàññ÷èòàíî íà ëèö, âïåðâûå ïðèñòóïàþùèõ ê èçó-÷åíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ àýðîãèäðîäèíàìèêè. Îäíàêî äëÿåãî óñïåøíîãî óñâîåíèÿ íåîáõîäèìî çíàíèå îñíîâ âûñøåé ìàòåìàòèêè è òåî-ðåòè÷åñêîé ãèäðîìåõàíèêè â îáúåìå ïåðâûõ ÷åòûðåõ ëåò ó÷åáû â Í�ÒÓ.Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìàòåðèàëîâ ïåðâûõ äåâÿòè ëåêöèé ìîæíî íàé-òè â ó÷åáíèêå [1℄, èçäàííîì àâòîðîì â ÑØÀ â 1996 ã. Ëåêöèÿ 10 áàçèðóåòñÿ,â îñíîâíîì, íà êíèãàõ [2℄ è [3℄.Àâòîð îãðàíè÷èëñÿ èçëîæåíèåì íåêîòîðûõ óïîòðåáèòåëüíûõ êîíå÷íî-ðàç-íîñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé. Óçêèåðàìêè äàííîãî êóðñà (âñåãî 10 ëåêöèé) íå ïîçâîëèëè âêëþ÷èòü â ïîñîáèåòàêèå èçâåñòíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, êàê ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîëëî-êàöèîííûå ìåòîäû, êîìïàêòíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû, ìåòîä ìàðêåðîâ è ÿ÷ååêäëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé è ðÿä äðóãèõ ìåòîäîâ. Â ýòîéñâÿçè àâòîð âêëþ÷èë â ñïèñîê ëèòåðàòóðû ðÿä èçâåñòíûõ ìîíîãðà�èé, êî-òîðûå îïèñûâàþò âñå ýòè ìåòîäû è, òàêèì îáðàçîì, âîñïîëíÿþò óêàçàííûéïðîáåë. Å. Â. ÂîðîæöîâÀïðåëü 1997 ã.
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1. Ïîíÿòèå ðàçíîñòíîé ñõåìû1.1. Ñåòî÷íûå �óíêöèè�àññìîòðèì ëèíåéíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà�u�t + a�u�x = 0; �1 < x <1; (1.1)ãäå x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, t � âðåìÿ, a = onst. Â ëèòåðàòóðå ýòîóðàâíåíèå íàçûâàþò ïî-ðàçíîìó: óðàâíåííèå ïåðåíîñà, óðàâíåííèå êîíâåê-öèè, óðàâíåíèå àäâåêöèè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå (1.1). Äëÿ îáåñïå÷åíèÿåäèíñòâåííîñòè åãî ðåøåíèÿ ìû äîëæíû çàäàòü �óíêöèþ u(x; t) â íåêîòî-ðûé ìîìåíò t = t0. Îáû÷íî âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå t0 = 0. Èòàê, ïðåäïîëîæèì,÷òî ïðè t = 0 çàäàíà �óíêöèÿu(x; 0) = u0(x); �1 < x <1: (1.2)Óðàâíåíèå âèäà (1.2) íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1).À ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à (1.1), (1.2) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé  íà÷àëüíûìè äàí-íûìè, èëè çàäà÷åé Êîøè.Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîñòðîåíèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.2). Â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîãî ðå-øåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ åãî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â îáëàñòèíåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ x è t. Â îòëè÷èå îò àíàëèòè÷åñêîãî ñëó-÷àÿ, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ìåòîäóêîíå÷íûõ ðàçíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî â íåêîòîðûõ äèñêðåòíûõ òî÷êàõïëîñêîñòè (x; t). Ââåäåì íà îñè x áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åêf0;�h;�2h; : : :g; (1.3)
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ãäå h � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åêíàçûâàåòñÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêîé íà îñè x, èëè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêîé (ïî-òîìó ÷òî x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ). Òî÷êè xj = jh; j = 0;�1;�2; : : :èç ìíîæåñòâà (1.3) íàçûâàþòñÿ óçëàìè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Âåëè÷èíà híàçûâàåòñÿ øàãîì ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) äîëæíî áûòü îïðå-äåëåíî â êîíå÷íîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå 0 � t � T , ãäå T � çàäàííàÿâåëè÷èíà, 0 < T < 1. Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâó (1.3) ìû ìîæåì îïðåäåëèòüñåòêó íà îñè t: 0 = t0 < t1 < t2 < : : : < tN�1 < tN = T: (1.4)Cåòêè (1.3), (1.4) íàçûâàþòñÿ ðàâíîìåðíûìè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåóñëîâèÿ: xj = jh; j = 0;�1;�2; : : : ; tn = n�; n = 0; : : : ; N: (1.5)Âåëè÷èíà � = T=N íàçûâàåòñÿ âðåìåííûì øàãîì.Ââåäåì òåïåðü ðàâíîìåðíóþ ñåòêó Gh â ïëîñêîñòè (x; t) êàê ìíîæåñòâîòî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ëèíèéx = �jh; j = 0; 1; : : : ; t = n�; n = 0; 1; : : : ; N:Ôóíêöèÿ unj = u(xj; tn), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â óçëàõ ñåòêè Gh, íàçûâàåòñÿñåòî÷íîé �óíêöèåé.Êîãäà ìû ðåøàåì óðàâíåíèå (1.1) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, òî äîëæíûíàéòè òàáëèöófunj � u(xj; tn); xj = jh; j = 0;�1;�2; : : : ; tn = n�; n = 0; 1; : : : ; Ngçíà÷åíèé ðåøåíèÿ u(x; t) çàäà÷è (1.1)-(1.2) â óçëàõ ñåòêè Gh.1.2. �àçäåëåííûå ðàçíîñòèÒåïåðü ìû çàéìåìñÿ âîïðîñîì î òîì, êàê ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàç-íîñòåé ìîæíî âû÷èñëèòü ýëåìåíòû unj óêàçàííîé òàáëèöû. Äëÿ ýòîãî ìû ïî-ñòðîèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó, êîòîðàÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿïðèáëèæåíèåì, èëè àïïðîêñèìàöèåé, äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1).Îñíîâíîé òåõíèêîé ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé óðàâíå-íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ðàçëîæåíèé â ðÿäû Òåéëî-ðà. Ñíà÷àëà íàïîìíèì �îðìóëó Òåéëîðà äëÿ �óíêöèè u(x):5



u(x+ h) = u(x) + hu0(x) + h22!u00(x) + h36 u000(�1);u(x� h) = u(x)� hu0(x) + h22!u00(x)� h36 u000(�2); (1.6)u(x+ h) = u(x) + hu0(x) + h22 u00(�3):Çäåñü �1 2 [x; x+h℄; �2 2 [x�h; x℄; �3 2 [x; x+h℄. Èç �îðìóë (1.6) ïîëó÷àåì:u(x+ h)� u(x� h)2h = u0(x) + h212[u000(�1) + u000(�2)℄; (1.7)u(x+ h)� u(x)h = u0(x) + h2u00(�3); (1.8)u(x)� u(x� h)h = u0(x)� h2u00(�4); (1.9)ãäå �4 2 [x � h; x℄: Âûðàæåíèÿ â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (1.7)-(1.9) íàçûâà-þòñÿ ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè. Ïðè ýòîì (1.7) íàçûâàþò öåíòðàëüíîé ðàç-íîñòüþ, (1.8) � ðàçíîñòüþ âïåðåä, (1.9) � ðàçíîñòüþ íàçàä. Åùå (1.8) è (1.9)íàçûâàþò îäíîñòîðîííèìè ðàçíîñòÿìè.Çàìåíÿÿ â �îðìóëàõ (1.6) x íà t, h íà � , ìîæíî âûïèñàòü àíàëîãè÷íûå�îðìóëû äëÿ ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé u(t+ �); u(t� �) ïî �îðìóëå Òåéëîðà.1.3 �àçíîñòíàÿ çàäà÷à ÊîøèÏðîñòåéøèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñîñòîèò â çàìåíå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâó-þùèìè ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè.Çàìåíèì, íàïðèìåð, ïðîèçâîäíóþ �u=�t ðàçíîñòüþ âïåðåä:�u�t � u(x; t+ �)� u(x; t)� :Òåïåðü çàìåíèì â (1.1) �u=�x ðàçíîñòüþ íàçàä:�u�x � u(x; t)� u(x� h; t)h :6



Â óçëå (xj; tn) ìû, â ÷àñòíîñòè, ìîæåì çàïèñàòü: �u�t !x=xj ;t=tn = un+1j � unj� ;  �u�x!x=xj ;t=tn = unj � unj�1h : (1.10)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (1.10) â óðàâíåíèå (1.1) âìåñòî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèåun+1j � unj� + aunj � unj�1h = 0; j = 0;�1;�2; : : : ; n = 0; 1; : : : ; N ; (1.11)u0j = u0(jh); j = 0;�1; : : : (1.12)Óðàâíåíèå (1.11) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì, èëè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìîé, èëè ðàçíîñòíîé ñõåìîé. �àçíîñòíàÿ çàäà÷à (1.11)-(1.12)íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷åé ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, èëè ðàçíîñòíîé çà-äà÷åé Êîøè.Íàïîìíèì, ÷òî íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òàáëèöû çíà÷åíèé unj äëÿj = 0;�1; : : :, n = 0; 1; : : : ; N èç óðàâíåíèÿ (1.11). Íà÷àëüíîå óñëîâèå (1.2) ïî-çâîëÿåò íàì íàéòè äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ u0j â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.12). Äëÿ òîãî÷òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ unj äëÿ n = 1; 2; : : : ; N , ïåðåïèøåì ðàçíîñòíîåóðàâíåíèå (1.11) â âèäå:un+1j = unj � �(unj � unj�1); j = 0;�1;�2; : : : ; n = 0; 1; : : : ; N � 1; (1.13)ãäå � = a�=h. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 0 èìååì èç (1.13) ðàçíîñòíîå óðàâíåííèåu1j = u0j � �(u0j � u0j�1): (1.14)Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ u0j ; u0j�1 â ïðàâîé ÷àñòè (1.14) èçâåñòíû, ìû ìîæåì íàéòèu1j äëÿ ëþáîãî óçëà j. Òàêèì ïóòåì ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîu2j ; u3j ; : : : ; uNj ñ ïîìîùüþ ÿâíîé �îðìóëû (1.13). Ïî çàâåðøåíèè ýòîãî âû-÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ìû ïîëó÷àåì èñêîìóþ òàáëèöó çíà÷åíèé unj è, òåìñàìûì, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1)-(1.2).Âåðíåìñÿ ê ðàçíîñòíîé ñõåìå (1.11). Îíà ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé �óíê-öèè òîëüêî íà äâóõ âðåìåíí�ûõ ñëîÿõ: t = tn è t = tn+1. Òàêèå ðàçíîñòíûåñõåìû íàçûâàþòñÿ äâóõñëîéíûìè.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïðîèçâîäíûå �u=�t è �u=�x â (1.1) çàìå-íÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè. Òîãäà ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ ñõåìóun+1j � un�1j2� + aunj+1 � unj�12h = 0: (1.15)7



�àçíîñòíàÿ ñõåìà (1.15) âêëþ÷àåò â ñåáÿ çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé �óíêöèè um íàòðåõ âðåìåííûõ ñëîÿõ: t = tn�1; t = tn è t = tn+1. Ïîýòîìó òàêóþ ñõåìó åùåíàçûâàþò òðåõñëîéíîé.1.4. �àçíîñòíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à�àññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð ðàçíîñòíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Ëåãêîâèäåòü, ÷òî âäîëü ëèíèé dx=dt = a (1.16)óðàâíåíèå (1.1) ïðèíèìàåò âèä:d~u(t)dt = �u�t + �u�x � dx(t)dt = 0; (1.17)ãäå ~u(t) = u(x(t); t); x(t) = at + onst. Óðàâíåíèå (1.17) îçíà÷àåò, ÷òî ~u(t) =onst âäîëü ëèíèè (1.16). �àññìîòðèì òåïåðü ëèíèþx = at + C; (1.18)ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.16). Òåïåðü âîçüìåìêîíêðåòíóþ òî÷êó (x; t) è ââåäåì îáîçíà÷åíèå x0 = x � at. Òîãäà C = x0 â(1.18), è ïîñòîÿííàÿ ~u(x0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Íî ýòà ïîñòîÿííàÿ èçâåñòíàïðè t = 0 èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (1.2), òàê ÷òî ìû ìîæåì íàïèñàòü:~u(x0) = u0(x0):Ïîñêîëüêó x0 = x � at, ~u(t) = u(x; t), ìû ïîëó÷àåì òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è(1.1)-(1.2): u(x; t) = u0(x� at): (1.19)Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëèíèé (1.18), ãäå C - åäèíñòâåííûé ïàðà-ìåòð, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.1).
-
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�èñ. 1. Õàðàêòåðèñòèêè â çàäà÷å (1.1), (1.2)
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�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a > 0 â (1.1). Ïóñòü ìû èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(1.1) ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì óñëîâèè íà îòðåçêå 0 � x � b. Èç ðèñ. 1 ñëåäóåò,÷òî â îáëàñòè, çàøòðèõîâàííîé ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè, ðåøåíèå ïðè t > 0íå îïðåäåëåíî. ×òîáû îáåñïå÷èòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â ýòîé îáëàñòè, ìûäîëæíû, î÷åâèäíî, çàäàòü íà ëåâîé ãðàíèöå x = 0 ãðàíè÷íîå óñëîâèåu(0; t) = g(t); 0 � t � T; (1.20)ãäå g(t) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ.
fq q q q qq q q q qq q q q qq q q q qq q q q qq q q q q6

-x
tT

0 bx = jh t = n�
�èñ. 2. �àâíîìåðíàÿ ñåòêà Ghâ ïëîñêîñòè (x; t)Tåïåðü ïîñòðîèì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1),(1.2), (1.20). Ñíà÷àëà ââåäåì ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ðàçíîñòíîé çàäà÷è Êîøèðàâíîìåðíóþ ñåòêó Gh â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòèD = f(x; t)j 0 � x � b; 0 � t � Tg: (1.21)Òîãäà ñåòêà Gh � ñëåäóþùåå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê (ì. ðèñ. 2):Gh = f(xj; tn)j xj = jh; j = 0; 1; : : : ;M ; tn = n�; n = 0; 1; : : : ; Ng;ãäå h = b=M; � = T=N . Èñïîëüçóÿ ðàçíîñòíóþ ñõåìó (1.11), ìû ìîæåì òåïåðüñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:un+1j � unj� + aunj � unj�1h = 0; j = 1; 2; : : : ;M ; n = 0; 1; : : : ; N � 1;u0j = u0(jh); j = 1; : : : ;M ; (1.22)un0 = g(tn); n = 0; 1; : : : ; N:Ôîðìóëû (1.22) ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷è (1.1), (1.2), (1.20) íà êîíå÷íîì îòðåçêå 0 � x � b.
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2. Àïïðîêñèìàöèÿ è óñòîé÷èâîñòüÊàê óæå îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäûïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ëèøü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè èëè íà÷àëü-íî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òî÷íîñòü ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ íåêîòîðûì òî÷íûìàíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ çàäà÷ ìàòå-ìàòè÷åñêîé �èçèêè ÷àñòî áûâàåò íåâîçìîæíî íàéòè â çàìêíóòîì âèäå àíà-ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äàæå ïðè íåêîòîðûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Êàêâ ýòèõ ñëó÷àÿõ îòâåòèòü íà âîïðîñ: áóäåò ëè ïîñòðîåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìàäàâàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ ? Äëÿ ýòîé öåëè â òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì áûëî ââåäåíî ïîíÿ-òèå àïïðîêñèìàöèè.�àññìîòðèì ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó (1.11), (1.12), (1.20). Èññëåäîâàíèå àïïðîê-ñèìàöèè âñåãäà ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîé ñåòî÷íîé íîðìû. Âñëó÷àå çàäà÷è (1.11), (1.12) óäîáíî ââåñòè íîðìó â âèäå [4℄k u kh= maxj;n junj j+maxj ju0(xj)j: (2.1)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2), (1.20) èìååò îãðàíè÷åííûåâòîðûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè D (1.21). Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîéÒåéëîðà èìååì:u(xj; tn)� u(xj � h; tn)h = �u(xj; tn)�x � h2 �2u(xj � �; tn)�x2 ;u(xj; tn + �)� u(xj; tn)� = �u(xj; tn)�t + �2 �2u(xj; tn + �)�t2 ; (2.2)ãäå � è � � íåêîòîðûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò j; n; � è h è óäîâëåòâîðÿþùèåíåðàâåíñòâàì 0 < � < h; 0 < � < � . Ñ ïîìîùüþ �îðìóë (2.2) ëåâóþ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (1.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:Lhu =  �u�t + a�u�x!xj ;tn + �2 �2u(xj; tn + �)�t2 � ah2 �2u(xj � �; tn)�x2 = 0: (2.3)Ââåäåì îïåðàòîð L ïî �îðìóëå Lu = �u=�t+ a�u=�x: Òîãäà èç (2.3) èìååìñ ó÷åòîì (2.1):k Lhu� Lu kh� max(x;t)2D �������2u�t2 ������ � �2 + max(x;t)2D �������2u�x2 ������ � h2 ; (2.4)ãäå u(x; t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2), (1.20). Øàãè h è � âõîäÿò â �îðìóëó(2.4) â âèäå ñòåïåíåé h1; � 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà10



(1.11) èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî � è h íà ðåøåíèè u(x; t),îáëàäàþùåì îãðàíè÷åííûìè âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè.Ìû âèäèì èç (2.4), ÷òî limh!0;�!0 k Lhu� Lu k= 0: (2.5)Åñëè ñâîéñòâî (2.5) èìååò ìåñòî, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à àï-ïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ "äè��åðåíöèàëüíóþ"çàäà÷ó.Åñëè, êðîìå òîãî, k Lhu� Lu kh� C1hk1 + C2� k2; (2.6)ãäå k1 > 0; k2 > 0 è ïîñòîÿííûå C1 è C2 íå çàâèñÿò îò � è h, òî, ïî îïðåäåëå-íèþ, àïïðîêñèìàöèÿ èìååò ïîðÿäîê k1 îòíîñèòåëüíî h è ïîðÿäîê k2 îòíîñè-òåëüíî � . Â ýòîì ñëó÷àå êðàòêî ïèøóò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååò ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè O(hk1) + O(� k2).Âûøå ìû óæå �àêòè÷åñêè îïèñàëè, êàê ìîæíî íà ïðàêòèêå èññëåäîâàòüàïïðîêñèìàöèþ êîíêðåòíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû. Äëÿ ýòîãî íàäî âûïîëíèòüñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé:1. Çàäàòü òî÷êó (x�; t�), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàç-ëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà. Â ïðèìåðå ñî ñõåìîé (1.11) ýòî áûëà òî÷êà fx� =xj; t� = tng.2. Îñóùåñòâèòü â ðàçíîñòíîé ñõåìå ðàçëîæåíèÿ âñåõ âõîäÿùèõ â íåå âåëè-÷èí â ðÿäû Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî òî÷êè (x�; t�). Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èò-ñÿ íåêîòîðîå óðàâíåíèå âèäà L1u = 0; (2.7)ãäå L1 � íåêîòîðûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, êîý��èöèåíòû êîòîðîãîçàâèñÿò îò � è h.3. Çàïèñàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â âèäå Lu = 0.4. Âû÷èñëèòü ðàçíîñòü Ru = L1u�Lu: Åñëè k Ru kh= O(hk1)+O(� k2), ãäåk1 > 0; k2 > 0, òî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ èìååò ìåñòî, ïðè÷åì,ñ ïîðÿäêîì O(hk1) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è ñ ïîðÿäêîì O(� k2) âîâðåìåíè.2.1. Ïåðâîå äè��åðåíöèàëüíîå ïðèáëèæåíèå�àññìîòðèì òåïåðü êðàòêî ïîíÿòèå ïåðâîãî äè��åðåíöèàëüíîãî ïðèáëè-æåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû. Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (2.7). Ýòî åñòü íåêîòîðîåóðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîðÿäîê êîòîðîãî âûøå ïîðÿäêà èñõîäíî-11



ãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Íàïðèìåð, â ñëó-÷àå ñõåìû (1.11) ìû ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé Òåéëîðà äî ÷ëåíîâO(h2) è O(� 2) âêëþ÷èòåëüíî (ñì. òàêæå (2.3)), ÷òîL1u = �u�t + a�u�x � ah2 �2u�x2 + �2 �2u�t2 +O(h2) +O(� 2) = 0: (2.8)Ñ÷èòàÿ, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè h2 è � 2 â (2.8) îãðàíè÷åíû, ìû ïðåíåáðåæåìâåëè÷èíàìè ïîðÿäêà ìàëîñòè O(h2) è O(� 2). Òåïåðü ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîåòàêèì îáðàçîì èç (2.8) äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â âèäå:�u�t + a�u�x = ah2 �2u�x2 � �2 �2u�t2 : (2.9)Ýòî óðàâíåíèå, êàê âèäèì, âêëþ÷àåò â ñåáÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t. Â ýòîéñâÿçè Þ. È. Øîêèí è Í. Í. ßíåíêî â ñâîåé êíèãå [5℄ äàëè äè��åðåíöèàëüíî-ìó ïðèáëèæåíèþ (2.9) íàèìåíîâàíèå "�-�îðìà ïåðâîãî äè��åðåíöèàëüíîãîïðèáëèæåíèÿ". Áóêâà � çäåñü åñòü ïåðâàÿ áóêâà ñëîâà �èïåðáîëè÷åñêèé, ïî-ñêîëüêó, êàê ëåãêî âèäåòü, (2.9) � óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.Åñëè àêêóðàòíî âïèñàòü â (2.8) ÿâíûé âèä ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòèïî � è h, òî ìîæíî ïîëó÷èòü òàê íàçûâàåìîå âòîðîå äè��åðåíöèàëüíîå ïðè-áëèæåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü òðåòüåè ò. ä. äè��åðåíöèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ.Ïåðâîå äè��åðåíöèàëüíîå ïðèáëèæåíèå (ï. ä. ï.) ñîäåðæèò â ñåáå ãëàâ-íûé, èëè âåäóùèé ÷ëåí àïïðîêñèìàöèîííîé ïîãðåøíîñòè. Ïîýòîìó â òåîðèèäè��åðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ðàçíîñòíûõ ñõåì [5℄ îñíîâíîå âíèìàíèå ñî-ñðåäîòî÷åíî íà èçó÷åíèè ï. ä. ï. Â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå ìåòîä äè��åðåíöè-àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò íàèìåíîâàíèå �the method of modified equation�,òî åñòü ï. ä. ï. = modified equation.Íàðÿäó ñ �-�îðìîé ï. ä. ï. ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå Ï-�îðìû ï. ä. ï., èëèïàðàáîëè÷åñêîé �îðìû ï. ä. ï. Ýòà �îðìà ï. ä. ï. áîëåå óäîáíà ïðè èçó÷å-íèè ñâîéñòâ ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ïîêàæåì, êàê åå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç�-�îðìû ï. ä. ï. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, �-�îðìó ï. ä. ï.(2.9). Âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ utt ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî x ñ ïîìîùüþ èñõîäíîãîóðàâíåíèÿ (1.1). Èç (1.1) èìååì: ut = �aux: (2.10)Ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè (2.10) ïî t:utt = �auxt = �autx = �a(�aux)x = a2uxx:12



Óðàâíåíèÿ utt = �auxt; utt = a2uxx íàçûâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè ñëåä-ñòâèÿìè óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Çàìåíÿÿ â (2.9) ïðîèçâîäíóþ utt ïîìîùüþ äè��åðåíöèàëüíîãî ñëåäñòâèÿ ïî �îðìóëå utt = a2uxx, ïîëó÷èìèç (2.9) Ï-�îðìó ï. ä. ï.�u�t + a�u�x = h2a(1� �)�2u�x2 ; (2.11)ãäå � = a�=h. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå� = ah2(1� �) (2.12)è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.11) â âèäå�u�t + a�u�x = � �2u�x2 : (2.13)Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî êîý��èöèåíò ÷èñëåííîé äè��óçèè � â (2.13) äîëæåíáûòü ïîëîæèòåëüíûì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîéçàäà÷è Êîøè (1.11), (1.12). Äëÿ ýòîãî, ïðè ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè u0(x) =u(x; 0), ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. À ìîæíî ýòî ñäå-ëàòü è íåñêîëüêî èíà÷å. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå X = x� at; t0 = t. Ïóñòü~u(X; t0) = u(x; t). Òîãäà�u�x = �~u�X ; �u�t = �~u�X �X�t + �~u�t0 = �~u�t0 � a �~u�X : (2.14)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (2.14) â ï. ä. ï. (2.13), ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òåï-ëîïðîâîäíîñòè �~u�t0 = � �2~u�X2 : (2.15)Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.15), (1.2) èçâåñòíî, îíî âûðàæàåòñÿ èíòåã-ðàëîì Ïóàññîíà:~u(X; t0) = 12p� Z 1�1 1p�t0 exp0��(X � �)24�t0 1Au0(�)d�:Ïîýòîìó u(x; t) = 12p� Z 1�1 1p�t exp0��(x� at� �)24�t 1Au0(�)d�: (2.16)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî limj�j!1 e�(x�at��)24�t = +1 (2.17)
13



ïðè �èêñèðîâàííûõ x è t > 0 è îòðèöàòåëüíûõ �. Åñëè óáûâàíèå �óíêöèèu0(�) ïðè j�j ! 1 íå î÷åíü áûñòðîå, òàê ÷òîe� (x�at��)24�t u0(�) � C > 0 8�;òî, î÷åâèäíî, ðåøåíèå u(x; t) áóäåò íåîãðàíè÷åííûì ïðè � < 0.
-6 xu0(x)

�èñ. 3. �ðà�èê �óíêöèè u0(x) â(1.2) äëÿ çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíå-íèè ñòóïåíüêè

-6 xu
�èñ. 4. � = 1:02

-6 xu
�èñ. 5. � = 0:995Ïîñìîòðèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîèçîéäåò ñ ðàçíîñòíûì ðåøåíèåì,åñëè âçÿòü � < 0. Âåðíåìñÿ ê �îðìóëå (2.12). Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî � > 1 ïðè� < 0. Âîçüìåì â (1.2) íà÷àëüíóþ �óíêöèþ u0(x) âèäà "ñòóïåíüêè"(ñì. ðèñ.3). Ïðè a > 0 ñòóïåíüêà â ðåøåíèè çàäà÷è (1.1), (1.2) äîëæíà ðàñïðîñòðà-íÿòüñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x áåç èçìåíåíèÿ �îðìû. Âîçüìåìäëÿ îïðåäåëåííîñòè � = 1:02. ×åðåç 20-30 øàãîâ ïî t îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà14



ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ ïðåâûñèò 300% (ñì. ðèñ. 4). Àìïëèòóäà ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì t, è ïðîèñõîäèò àâîñò ïî ïåðåïîëíåíèþ. Òàêîéðåæèì ñ÷åòà íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Âîçüìåì òåïåðü çíà÷åíèå � = 0:995.Òîãäà ìîæíî ïî ñõåìå (1.11) ñ÷èòàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî øàãîâ ïît (ñì. ðèñ. 5). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ñ÷åò ïî ñõåìå (1.11) óñòîé÷èâ.Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (1.11)0 � � � 1 (2.18)íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà�Ôðèäðèõñà�Ëåâè.Êàê ìîæíî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû? Â íàñòîÿùåå âðå-ìÿ èçâåñòíî ïîðÿäêà 10 ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàç-íîñòíûõ ñõåì [6℄. Îäèí èç íèõ, îñíîâàííûé íà ï. ä. ï., ìû óæå, ïî ñóùåñòâó,ðàññìîòðåëè âûøå.Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòèðàçíîñòíûõ ñõåì ïî ìåòîäó Ôóðüå. �àññìîòðèì íåñêîëüêî ïîäðîáíåå ýòîòìåòîä. 2.2. Óñòîé÷èâîñòü â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2 è ìåòîä ÔóðüåÏóñòü ðàçíîñòíàÿ ñõåìàun+1 = Sun; n = 0; 1; : : : (2.19)àïïðîêñèìèðóåò íåêîòîðóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, çà-âèñÿùèõ îò m èñêîìûõ �óíêöèé u(1)(x); : : : ; u(m)(x); m � 1; x � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè â L-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå RL; L � 1; ïåðåìåí-íûõ x1; : : : ; xL, òî åñòü x = (x1; : : : ; xL): Ââåäåì ìíîæåñòâî �óíêöèé v(x) =fv(1)(x); : : : ; v(m)(x)g; êîòîðûå äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþò ïðè jxj ! 1, òàê÷òî âåëè÷èíà k v k= �ZRL jv(x)j2dx�1=2 ; (2.20)êîíå÷íà. Çäåñü jv(x)j2 = mXj=1 jv(j)(x)j2; dx = dx1 : : : dxL:Âåëè÷èíà (2.20) íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé íîðìîé. Â äàëüíåéøåì ìîæåì,òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî L2 �óíêöèé v(x).Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàþòñÿ �îðìóëàìèFk(v) = (2�)�L=2 ZRL e�ikxv(x)dx; v(x) = (2�)�L=2 ZRL eikxFk(v)dk; (2.21)15



ãäå kx = k1x1 + : : :+ kLxL. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ v(x) òàêîâà,÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ÏàðñåâàëÿZRL(x) jv(x)j2dx = ZRL(k) jFk(v)j2dk: (2.22)Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîõðàíÿåò íîðìó. Âåð-íåìñÿ ê íàøåé ðàçíîñòíîé ñõåìå (2.19). Ïîäñòàâèì â íåå ðåøåíèå âèäà:un(x) = �nU0 expfi(k1x1 + : : :+ kLxL)g;ãäå k1; : : : ; kL � âåùåñòâåííûå âîëíîâûå ÷èñëà, U0 � ïîñòîÿííûé âåêòîð, è �� êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Òîãäà ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå:�U0 expfi(k1x1 + : : :+ kLxL)g = GU0 expfi(k1x1 + : : :+ kLxL)g: (2.23)�àçäåëèâ îáå ÷àñòè (2.23) íà exp(ikx), ïîëó÷èì óðàâíåíèå(G� �I)U0 = 0: (2.24)Ìàòðèöà G â (2.23), (2.24) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõåìû.Èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñëåäóåò, ÷òî k S k=k G k. Òåïåðü îïðåäåëèìóñòîé÷èâîñòü ñõåìû (2.19) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2.Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñõåìà (2.19) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ïðè ëþáûõíà÷àëüíûõ äàííûõ u0(x) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêàk un k�M k u0 k; n = 1; 2; : : : ;ãäå M � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò � , h è n. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð S ïðåä-ïîëàãàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò n, òî óñòîé÷èâîñòü ýêâèâàëåíòíà ðàâíîìåðíîéîãðàíè÷åííîñòè ñòåïåíåé îïåðàòîðà S:k Sn k�M; n = 1; 2; : : : : (2.25)Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþk Gn k�M; n = 1; 2; : : : : (2.26)Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (2.24) èìåëà íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå U0, òî åñòüjU0j 6= 0, íåîáõîäèìî óñëîâèå:det(G� �I) = 0; (2.27)16



ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Óðàâíåíèå (2.27) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè-÷åñêèì óðàâíåíèåì ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ïóñòü �1; : : : ; �m � êîðíè óðàâíåíèÿ(2.27); îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû ïåðåõîäà G. ÏóñòüR = max1�l�m j�l(G)j; (2.28)ãäå �l(G) � l-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû G, 1 � l � m. Âåëè÷èíà (2.28)íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì ìàòðèöû G. Â îáùåì ñëó÷àåRn �k Gn k�k G kn : (2.29)Ñ ó÷åòîì (2.26) ïîëó÷àåì èç (2.29) ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé-÷èâîñòè: Rn �M 8k: (2.30)Îòñþäà R �M1=n; 0 < n � T=�:6
-10 �t

M �=T
��èñ. 6. Ïðÿìàÿ y = 1 + C2� è êðèâàÿ y = M�=TÑóùåñòâóåò íåêîòîðîå çíà÷åíèå �t > 0, òàêîå, ÷òî ïðè 0 < � < �t âåëè÷è-íà M �=T îãðàíè÷åíà ëèíåéíûì âûðàæåíèåì âèäà 1 + C2� (ñì. ðèñ. 6). Òàê÷òî R � 1 + C2� äëÿ 0 < � < �t. Ïî îïðåäåëåíèþ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñàïîëó÷àåì óñëîâèåj�ij � 1 +O(�) äëÿ 0 < t < �t; i = 1; 2; : : : ;m; 8k 2 RL(k); (2.31)ãäå �1; : : : ; �m � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû G. Óñëîâèå (2.31) íàçûâàåòñÿíåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè �îí Íåéìàíà.Èçâåñòíî, ÷òî k G k= R äëÿ íîðìàëüíûõ ìàòðèö G. Ìàòðèöà G íàçûâàåòñÿíîðìàëüíîé, åñëè G�G = GG�;ãäå G� � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ è òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê G ìàòðèöà. Ïóñòü,äëÿ îïðåäåëåííîñòè, G = k ajk + ibjk km1 , ãäå ajk; bjk � âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
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i = p�1. Òîãäà G� = k akj � ibkj km1 . Òàê ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (2.31) äëÿíîðìàëüíûõ ìàòðèö G èìååì îöåíêók Gn k=k G kn= Rn � (1 + C2�)T� � eC2T :Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì óñòîé÷èâîñòè (2.26) ïðèõîäèì, òàêèì îáðàçîì,ê âûâîäó, ÷òî äëÿ íîðìàëüíûõ ìàòðèö ïåðåõîäà óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (2.31)ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì.Ïðèìåð. �àññìîòðèì ñõåìó (1.11). Ïîäñòàâèì â íåå ðåøåíèå âèäà unj =�neijk1h. Ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà:�� 1� + ah(1� e�ik1h) = 0: (2.32)Ïóñòü � = k1h, � = a�=h. Òîãäà èç (2.32) ëåãêî íàéòè, ÷òîG = � = 1� �(1� e�i�) = 1� �(1� os � + i sin �)= 1� � � 2 sin2 �2 � �i sin �:j�j2 = 1� 4� sin2 �2 + 4�2 sin4 �2 + �2 sin2 � � 1:Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî4�(�� 1) sin2 �2 � 0;îòêóäà âûâîäèì èçâåñòíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (1.11):0 � � � 1: (2.33)Òàê êàê (1.11) � ñêàëÿðíîå äâóõñëîéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, òî äëÿ íåãî,î÷åâèäíî, G�G = GG�. Ïîýòîìó â ñëó÷àÿõ ñêàëÿðíûõ äâóõñëîéíûõ ðàçíîñò-íûõ ñõåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì.Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà (2.33) äàþò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèåóñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé çàäà÷è (1.11), (1.12).3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì3.1. Ïðèåì �çàìîðàæèâàíèÿ� êîý��èöèåíòîâÏîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêèîïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èëè èíòåã-
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ðîäè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Íåëèíåéíîñòü ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòõàðàêòåð ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó äëÿ èññëåäî-âàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì íóæíû ñîîòâåòñòâóþùèåìåòîäû.Íèæå ìû ðàññìîòðèì äâà ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõðàçíîñòíûõ ñõåì. Ïåðâûé èç íèõ îñíîâàí íà ãèïîòåçå î òîì, ÷òî íåóñòîé÷è-âîñòü íà÷èíàåòñÿ êàê ìàëîå ëîêàëüíîå âîçìóùåíèå [7℄. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå íà-÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ìîæ-íî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ëèíåàðèçîâàííûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïî ìå-òîäó Ôóðüå.�àññìîòðèì ïðîöåäóðó ëèíåàðèçàöèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà ïðèìåðåêîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé�u�t + �F(u)�x = 0; (3.1)ãäå u � âåêòîð-�óíêöèÿ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, F(u) � çàäàííûé âåêòîð.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (3.1) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåëèíåéíîé ðàçíîñòíîéñõåìîé âèäà: un+1 = S(un; T0un; T�1un; h; �); (3.2)ãäå T0 è T�1 � îïåðàòîðû ñäâèãà, ïî îïðåäåëåíèþ,T0u(x; tn) = u(x; tn + �); T1u(x; tn) = u(x+ h; tn);T�1u(x; tn) = u(x� h; tn); (3.3)Tm�1u(x; tn) = u(x�mh; tn); m = 1; 2; : : :Òåïåðü ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû â òî÷êå (xi; tn) ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî unj = �ui + Æunj ; (3.4)ãäå âåëè÷èíà �ui ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, âîîáùå ãîâîðÿ, òî÷íîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿïðè x = xi; t = tn; íà ïðàêòèêå îáû÷íî áåðóò â êà÷åñòâå �ui ðàçíîñòíîåðåøåíèå íà n-ì ñëîå â òî÷êå (xi; tn), òî åñòü ïîëàãàþò �ui = uni . Èíäåêñ j â(3.4) ïðèíèìàåò âñå òå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå èìåþòñÿ â èñõîäíîé íåëèíåéíîéðàçíîñòíîé ñõåìå (3.2). Ïóñòü, íàïðèìåð, â (3.2) åñòü ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòüâèäà: �iFn = F(uni+1)� F(uni�1)2h : (3.5)Òîãäà ëèíåàðèçóåì ðàçíîñòü (3.5) ñëåäóþùèì îáðàçîì:F(unj ) � F(�ui) + A(�ui) � Æunj : (3.6)19



Äàëüíåéøèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ìû îòáðîñèëè â �îðìóëå (3.6),ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåëè÷èíû jÆunj j ìàëû. Äàëåå,A(�ui) = �F(u)�u ; (3.7)òî åñòü A(�ui) � ìàòðèöà ßêîáè. ÏóñòüF(u) = fF1(u); : : : ; Fm(u)g; u = (u(1); : : : ; u(m)); A(�ui) =k aij km1 :Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,aij = �Fi(u)�u(j) ; i; j = 1; : : : ;m: (3.8)Âèä ýëåìåíòîâ (3.8) äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà íåâÿç-êîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ èìååò âèä (3.1), äàí, íàïðèìåð, â [5, 8℄.Ïîäñòàâëÿÿ ïðèáëèæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (3.6) â (3.5), ïîëó÷èì ñëå-äóþùèé ëèíåéíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð:�iFn = A(�ui) � Æuni+1 � Æuni�12h :Ïðîäåëàâ ïîäîáíûå îïåðàöèè ëèíåàðèçàöèè ñî âñåìè ðàçíîñòíûìè îïåðà-òîðàìè, âõîäÿùèìè â ñõåìó (3.2), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ ðàçíîñòíóþñõåìó: H0(�ui; T�1; h; �)Æun+1 = H1(�ui; T�1; h; �)Æun; (3.9)ãäå H0 è H1 � íåêîòîðûå ìàòðè÷íûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû. Ïðåäïîëîæèì,÷òî îïåðàòîð H0 îáðàòèì â óçëå xi. Òîãäà ìû ìîæåì ðàçðåøèòü óðàâíåíèå(3.9) îòíîñèòåëüíî Æun+1:Æun+1 = �S(�ui; T�1; h; �)Æun; (3.10)ãäå �S(�ui; T�1; h; �) = H�10 �H1:Òåïåðü �çàìîðîçèì� êîý��èöèåíòû îïåðàòîðà øàãà �S, ñ÷èòàÿ èõ ïîñòîÿííû-ìè. Òîãäà ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöè-åíòàìè, êîòîðûé ìû ðàññìàòðèâàëè â ïðåäûäóùåé ëåêöèè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (3. 10)ïî ìåòîäó Ôóðüå ìû ïîëó÷èëè ëîêàëüíûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè âèäà:� � h'(�ui); (3.11)
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ãäå '(�ui) � íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ. Â ñëó÷àå óðàâíåíèé Ýéëåðà, íà-ïðèìåð, �óíêöèÿ ' ìîæåò èìåòü âèä:'(�ui) = juij+ i; (3.12)ãäå ui � ñêîðîñòü ãàçà â óçëå xi, i � ìåñòíàÿ ñêîðîñòü çâóêà â óçëå xi. Òàê êàêóñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (3.11) ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñòîé÷è-âîñòè, òî íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè âèäà:� � �h'(�ui); (3.13)ãäå êîý��èöèåíò � íàçûâàåòñÿ �ìíîæèòåëåì íàäåæíîñòè�; 0 < � � 1, íà-ïðèìåð, � = 0:95.Ïîñêîëüêó óñëîâèå (3.13) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â êàæäîì óçëå xi, òî âåëè-÷èíó øàãà �n+1, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ un+1 ïî ñõåìå (3.2),çàäàþò â âèäå: �n+1 = mini �h'(uni ): (3.14)Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå �n+1 âðåìåííîãî øàãà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåòñÿ ïðèïåðåõîäå ñ îäíîãî âðåìåíí�îãî ñëîÿ íà ñëåäóþùèé ñëîé.Õîòÿ �îðìóëà (3.14) ïîëó÷åíà èç ëèíåéíîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè, íàäîîòìåòèòü, ÷òî è íà ïðàêòèêå îíà íåïëîõî ðàáîòàåò. Äîïîëíèòåëüíóþ ãèáêîñòüýòîé �îðìóëå ïðèäàåò íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ �, êîíêðåòíîå çíà÷åíèå êîòîðîãîïîäáèðàåòñÿ ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì.3.2. Èñïîëüçîâàíèå äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ íîðì ïðîñòðàíñòâ C è LpÂûøå ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ìû ïðèìåíÿëè òîëüêî íîðìó ïðîñòðàí-ñòâà L2. Íàïîìíèì âèä ýòîé íîðìû â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-ìåííîé x: k u(x; t) kL2=  Z ba ju(x; t)j2dx!12 ;ãäå [a; b℄ � ïðîìåæóòîê íà îñè x, â êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è. Îäíàêîýòà íîðìà íå ðåàãèðóåò íà ëîêàëüíûå âûáðîñû ðåøåíèÿ íà ìíîæåñòâàõ ìåðûíîëü, òî åñòü â îòäåëüíûõ òî÷êàõ èëè âäîëü ëèíèé íà ïëîñêîñòè.Èçâåñòíà åùå äðóãàÿ íîðìà � ýòî íîðìà ïðîñòðàíñòâà C. Â îäíîìåðíîìñëó÷àå îíà èìååò âèä k u(x; t) kC= maxx2[a;b℄ ju(x; t)j:
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Åñëè òåïåðü âìåñòî u(x; t) âîçüìåì ñåòî÷íóþ �óíêöèþ unj , òî äèñêðåòíûéàíàëîã íîðìû ïðîñòðàíñòâà C èìååò âèäk un kC= maxj junj j:Â [7℄ îòìå÷àëîñü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íîðìû ïðîñòðàíñòâà C ÿâëÿåòñÿ î÷åíüïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðàáîò. Ýòà íîðìà ïîçâîëÿåò ó÷èòû-âàòü ëîêàëüíûå âûáðîñû ðåøåíèÿ è, òàêèì îáðàçîì, îíà äîëæíà áûòü ïðåä-ïî÷òèòåëüíîé ïðè èññëåäîâàíèè òåõ çàäà÷, ãäå âàæíî îáåñïå÷èòü õîðîøååêà÷åñòâî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ìàëûõ ëîêàëüíûõ ïîäîáëàñòÿõ. Îäíàêî îêà-çàëîñü, ÷òî â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C ëþáàÿ óñòîé÷èâàÿ ñõåìà â ãèïåðáîëè÷å-ñêîì ñëó÷àå äîëæíà èìåòü íå÷åòíûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.Ïîñêîëüêó ñõåìû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè, îñîáåííî ïåðâîãî èòðåòüåãî, øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòàõ, òî èìååò ñìûñë èç-ëîæèòü ìåòîäèêó [9℄, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü àíàëèç óñòîé÷èâîñòè êàêëèíåéíûõ, òàê è íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C.Ïóñòü ó íàñ ðàçíîñòíîå ðåøåíèå çàâèñèò îò L ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-íûõ x1; : : : ; xL (L � 1) è âðåìåíè t. �àññìîòðèì ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó Êîøèun+1 = Sun; n = 0; 1; 2; : : : ; (3.15)u0 = u0(x); (3.16)ãäå x = (x1; : : : ; xL), u0(x) � çàäàííàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ.Îïðåäåëåíèå 3.1. Íàçîâåì ñåòî÷íîé íîðìîé ïðîñòðàíñòâà C íîðìók un kC= maxJ junJ j; (3.17)ãäå J � ìóëüòèèíäåêñ, J = (j1; : : : ; jL).Îïðåäåëåíèå 3.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà óñòîé÷èâà âíîðìå ïðîñòðàíñòâà C, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:k un+1 kC� (1 +K�) k un kC ; (3.18)ãäå � � âðåìåííîé øàã, à ïîñòîÿííàÿ K íå çàâèñèò îò � è îò øàãîâ ñåòêèh1; : : : ; hL ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.
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�èñ. 7. Øàáëîí ñõåìû (1.11)Îáû÷íî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èñïîëüçóåò íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åêñåòêè. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ øàáëîíîì ðàçíîñòíîé ñõåìû. Íàïðèìåð,ñõåìà (1.11) èìååò øàáëîí, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~u ñåòî÷íóþ�óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà øàáëîíå ðàçíîñòíîé ñõåìû è èìåþùóþ âèä:~u = (~u1; : : : ; ~uk0);ãäå ~uk = 1k un kuJ0+Ik ; k = 1; : : : ; k0; (3.19)è k0 � ÷èñëî òî÷åê øàáëîíà ðàçíîñòíîé ñõåìû, Ik � ìóëüòèèíäåêñ, ñîîòâåòñò-âóþùèé óçëîâîé òî÷êå, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿïî ñõåìå (3.15), J0+ Ik � ìóëüòèèíäåêñ, ññîòâåòñòâóþùèé k-é òî÷êå øàáëîíà.Òîãäà óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (3.18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:maxk~uk=1 jS(k un k ~u)j � (1 +K�) k un k; (3.20)ãäå k ~u k= maxk j~ukj:Î÷åâèäíî, â ëèíåéíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîäåëèòü îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà(3.20) íà k un k: maxk~uk=1 jS(~u)j � (1 +K�): (3.21)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû ñâî-äèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ óñëîâíîãî ìàêñèìóìà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåí-ñòâà (3.20). Â ñëó÷àå ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ øàáëîíà k0ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâíàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, à äëÿ ïðîñòûõ ñõåì ñ k0 = 2; 3; 4 óäàåòñÿïîëó÷èòü äàæå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.
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Ïðèìåð. �àññìîòðèì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äè��óçèè�u�t + a�u�x = � �2u�x2 ; (3.22)ãäå a = onst., � = onst > 0. Àïïðîêñèìèðóåì (3.22) ñëåäóþùåé ðàçíîñòíîéñõåìîé [8℄: un+1i � uni� + auni+1 � uni�12h = �uni+1 � 2uni + uni�1h2 : (3.23)Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.23) â âèäå:un+1i = uni � 12�1(uni+1 � uni�1) + �2(uni+1 � 2uni + uni�1); (3.24)ãäå �1 = a�=h; �2 = ��=(h2): (3.25)Ñõåìà (3.24) èìååò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè O(�)+O(h2): Îïåðàòîð S â óñëî-âèè (3.21) èìååò âèä: S~u = �~u1 + �~u2 + ~u3; (3.26)ãäå � = 12�1 + �2; � = 1� 2�2;  = �2 � 12�1:Íåðàâåíñòâî (3.21) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè êîíå÷íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà-÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé K. Åñëè âçÿòü çíà÷åíèå K = 0, òî ïðè äðóãèõ K, èìåííî,ïðè K > 0, íåðàâåíñòâî (3.20) áóäåò çàâåäîìî âûïîëíåíî. Ïîýòîìó â äàëü-íåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî K = 0 â (3.20).Èòàê, íàì íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâàmax jS~uj � 1; �1 � ~uk � 1; k = 1; 2; 3; (3.27)ïðè êàæäîì èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:j~u1j = 1: (3.28)j~u2j = 1: (3.29)j~u3j = 1: (3.30)
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�àññìîòðèì óñëîâíûé ìàêñèìóì (3.27), (3.28). Ïîäñòàâèì (3.28) â (3.27) èïîëó÷èì, ÷òî íàì íóæíî íàéòè ìàêñèìóì ìîäóëÿ ëèíåéíîé �óíêöèè(S~u) = �(12�1 + �2) + �~u2 + ~u3: (3.31)Èç (3.21) ïðè K = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî ñõåìà óñòîé÷èâà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðà-âåíñòâà �1 � max�1�~u2;~u3�1[�(12�1 + �2) + �~u2 + ~u3℄ � 1:Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ (3.31) ëèíåéíàÿ, îíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿíà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðè ~u2 = �1; ~u3 = �1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿïðîâåðêè óñëîâèÿ (3.27), (3.28) íàì íàäî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ~u1; ~u2; ~u3.1. ~u1 = 1; ~u2 = 1; ~u3 = 1:Èç (3.26) ñëåäóåò, ÷òî S~u = 1.2. ~u1 = 1; ~u2 = 1; ~u3 = �1:Â ýòîì ñëó÷àå S~u = 1 + �1 � 2�2;è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè èìååò âèä�1 � 1 + �1 � 2�2 � 1:Îòñþäà 12�1 � �2 � 1 + 12�1: (3.32)3. ~u1 = �1; ~u2 = 1; ~u3 = 1:Òåïåðü S~u = 1� �1 � 2�2;è îãðàíè÷åíèÿ íà �1; �2 èìåþò âèä�12�1 � �2 � 1� 12�1: (3.33)4. ~u1 = �1; ~u2 = 1; ~u3 = �1:Îãðàíè÷åíèå íà îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èìååò âèä:0 � �2 � 12 : (3.34)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îñòàëüíûå ñî÷åòàíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ~u1; ~u2; ~u3 ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé çíàêîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå â ðàññìîòðåííûõ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå äàþò äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà
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ïàðàìåòðû �1 è �2. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (3.23) â ïëîñ-êîñòè (�1; �2) îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè (ñì. ðèñ. 8):�2 = 12�1; �2 = �12�1; �2 = 12: (3.35)
-
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�èñ. 8. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè çàøòðèõîâàíàÇàìåòèì, ÷òî ìåòîä Ôóðüå äàåò ñëåäóþùåå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (3.23):12�21 � �2 � 0:5:Òî åñòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2 ïîëó÷àåòñÿ íåñêîëüêîáîëüøåé, ÷åì â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C (ñì. ðèñ. 8). Îáúÿñíåíèå ýòîìó äàåòñÿâ [9℄.Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C óñòîé÷èâîñòüíåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ çàäà÷ Êîøè, à òàêæå ðàçíîñòíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõçàäà÷. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ íåòîëüêî íåîáõîäèìûìè, íî è äîñòàòî÷íûìè, ïîñêîëüêó ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåä-ñòâåííî íåðàâåíñòâà (3.20) èëè (3.21), òî åñòü îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.Îñòàíîâèìñÿ âêðàòöå íà îïðåäåëåíèè óñòîé÷èâîñòè â íîðìå ïðîñòðàíñòâLp; 1 � p < 1. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ �óíêöèé Lp;h, ýëåìåíòàìèêîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå òå ñåòî÷íûå �óíêöèè (un0 ; : : : ; unM), äëÿ êîòîðûõ ÿâ-ëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììà MXi=0 juni jph; 1 � p <1:Ïîñëå ââåäåíèÿ íîðìû k un kLp;h= fMXi=0 juni jphg 1p (3.36)
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Lp;h ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.Îïðåäåëèì óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.15) ñëåäóþùèì îáðàçîì:k un+1 kLp;h�k un kLp;h; 1 � p <1: (3.37)Ñ ó÷åòîì (3.15) ìîæåì ïåðåïèñàòü (3.37) â âèäå:k Sun kLp;h�k un kLp;h; 1 � p <1: (3.38)Ïîäñòàâëÿÿ â (3.38) âûðàæåíèå (3.36), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:MXi=0 jSuni jph � MXi=0 juni jph: (3.39)Ñäåëàåì, ïî àíàëîãèè ñ (3.19), çàìåíó~uj = h 1punj = k un kLp;h; j = 0; 1; : : : ;M: (3.40)Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì óáåæäàåìñÿ, ÷òîMXi=0 j~uijp = 1: (3.41)Èç (3.40) èìååì, ÷òî unj = h� 1p k un kLp;h ~uj:Òîãäà íåðàâåíñòâî (3.39) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñ ó÷åòîì (3.41) â âèäå:MXi=0j 1k un kLp;hS(h� 1p ~uij k un kLp;h)jph � 1: (3.42)Åñëè îïåðàòîð S ëèíåéíûé, òî ìîæåì ïåðåïèñàòü (3.42) â âèäå:MXi=0 jS~uijp � 1; �1 � ~ui � 1; i = 0; 1; : : : ;M: (3.43)Ïðè p = 2, òî åñòü â ÷àñòíîì ñëó÷àå íîðìû ïðîñòðàíñòâà L2, èç îïðåäåëåíèÿóñòîé÷èâîñòè (3.43) â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ äâóõñëîéíûõ ñõåì ñ ïîñòîÿííûìèêîý��èöèåíòàìè ïîëó÷àþòñÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ñîâïàäàþùèå ñ ïîëó÷à-åìûìè ïî ìåòîäó Ôóðüå. Äîñòîèíñòâî îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè (3.42) ñîñòî-èò â òîì, ÷òî îíî ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è ê íåëèíåéíûì ðàçíîñòíûì íà÷àëüíî-êðàåâûì çàäà÷àì. Çàìåòèì, ÷òîlimp!1 k un kLp;h=k un kC :
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Òåïåðü îáñóäèì ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâîîçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþóðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè h ! 0; � ! 0. Äëÿ èññëåäîâàíèÿâîïðîñà î ñõîäèìîñòè îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû �óíêöèîíàëüíîãî àíà-ëèçà. Ìû çäåñü íå áóäåì ïðèâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷íîå èçëîæåíèå äî-êàçàòåëüñòâ, à îãðàíè÷èìñÿ ëèøü �îðìóëèðîâêîé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòèõèññëåäîâàíèé.Òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè Ëàêñà [7℄. Ïóñòü çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè äàííûìèäëÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïîñòàâëåíà êîððåêòíî è ïóñòü ðàç-íîñòíàÿ çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìèäàííûìè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Òîãäà óñòîé÷èâîñòü ðå-øåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íàäëÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè äàí-íûìè äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.3.3. Ïðèìåíåíèå ñðåäñòâ êîìïüþòåðíîé àëãåáðûÈññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïî ìåòîäó Ôóðüå÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì èç-çà ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê.Íàïðèìåð, ÷àñòî íå óäàåòñÿ âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêî-ãî óðàâíåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû [6℄. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ âåñüìà ïîëåçíûìîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ñèìâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ÝÂÌ, èëè ñðåäñòâêîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷èëè íàèáîëüøåå ðàñïðî-ñòðàíåíèå ñëåäóþùèå ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû: (1) Maple V (Êàíàäà);(2) Mathematia 3.0 (ÑØÀ); (3) Redue 3.4, 3.5, 3.6 (ÑØÀ).Â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ðåàëèçîâàíû ðàçëè÷íûå ñïî-ñîáû îáðàáîòêè ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé. Îáùèì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäîìóñèìâîëó, íàïðèìåð, áóêâå A, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñâîé öè�ðîâîé êîä. Íà ïåðñî-íàëüíûõ ÝÂÌ ïðèìåíÿåòñÿ òàáëèöà êîäèðîâàíèÿ ASCII.�àññìîòðèì ïðîöåññ îáðàáîòêè àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé íà ïðèìåðå âû÷èñ-ëåíèÿ âûðàæåíèÿ (X + A) � (X � A) â ñèñòåìå REDUCE [10℄. Ýòà ñèñòåìàíàïèñàíà íà ÿçûêå LISP. Íà âõîä ñèñòåìû ïîäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-âîëîâ â òîì âèäå, êàê îíà çàïèñàíà âûøå. Ýòî îáû÷íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ çà-ïèñü, ê êîòîðîé ìû ïðèâûêëè. Â âûðàæåíèè èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûåèí�èêñíûå îïåðàòîðû +;�; �; òî åñòü îïåðàòîðû, êîòîðûå ñòîÿò ìåæäó ñâî-
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èìè îïåðàíäàìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óäîáíåå ðàáîòàòü ñ âûðàæåíèÿìè, ñîäåð-æàùèìè òîëüêî ïðå�èêñíûå îïåðàòîðû, òî åñòü îïåðàòîðû, êîòîðûå ñòîÿòâñåãäà ïåðåä ñâîèìè îïåðàíäàìè.Ïîýòîìó íà ïåðâîì ýòàïå íàøå âûðàæåíèå ïåðåâîäèòñÿ â ïðå�èêñíóþ �îð-ìó: (TIMES(PLUS X A)(PLUS X (MINUS A)))Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïåðåäàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîìó ïðîöåññîðó. Â åãî çàäà÷óâõîäèò ðàñêðûòèå ñêîáîê è ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. �àñêðûòèå ñêîáîêìîæíî îñóùåñòâèòü, ïðèìåíèâ äâàæäû ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæå-íèÿ: C � (A+ B) = C �A+ C �B; (A+ B) � C = A � C +B � C:Â LISP-îáîçíà÷åíèè ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïèñêè(TIMES C (PLUS A B)); (TIMES (PLUS A B) C)ìû äîëæíû çàìåíèòü íà(PLUS (TIMES C A) (TIMES C B))(PLUS (TIMES A C) (TIMES B C))Íà ÿçûêå LISP òàêèå çàìåíû ëåãêî ìîãóò áûòü çàïðîãðàììèðîâàíû. Ïðè-âåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñíîâà ðåàëèçóåòñÿ â LISP êàê îáðàáîòêà ñïèñêîâïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó. Â èòîãå óìíîæåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ îòâåò âREDUCE ïîëó÷àåòñÿ â ïðèâû÷íîé �îðìå(X + A) � (X �A) = X2 � A2Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîëüçîâàòåëþ ñèñòåìû REDUCE íå íóæíî çíàòü ÿçûê LISP.Ìíîãî÷èñëåííûå îïåðàòîðû è �óíêöèè ñèñòåìû REDUCE óäîáíû â ïîëüçîâà-íèè, òàê êàê èìåþò çàïèñü, áëèçêóþ ê îáû÷íîé çàïèñè �îðìóë èëè îïåðàöèéâ ìàòåìàòèêå.Ñèñòåìû Maple è Mathematia ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå Ñè.4. ßâíûå è íåÿâíûå ñõåìû4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ�àññìîòðèì ñíîâà ñõåìó (1.11). Ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (1.11) ââèäå (1.13). Çíà÷åíèÿ unj ; unj�1 â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòíû êàê29



ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ íà ïðåäûäóùåì âðåìåíí�îì ñëîå t = tn = n� . Òàêèìîáðàçîì, óðàâíåíèå (1.11) äàåò ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñåòî÷íûõçíà÷åíèé ðåøåíèÿ íà ñëåäóþùåì ñëîå t = tn+1 = (n + 1)� . Òàêèå ñõåìûíàçûâàþòñÿ ÿâíûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè.
r r rr r rj � 1 j j + 1 nn+ 1

�èñ. 9. Øàáëîí ñõåìû (4.1)Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ óðàâíåíèÿ ïå-ðåíîñà (1.1):un+1j � unj� + a(un+1j+1 � un+1j�1 ) + (unj+1 � unj�1)4h = 0; j = 0; : : : ;M ; n = 0; 1; : : : :(4.1)Ýòî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå íå ìîæåò áûòü ðàçðåøåíî â ÿâíîì âèäå â òåðìè-íàõ èçâåñòíûõ çíà÷åíèé unj ; unj�1, òàê êàê îíî ñîäåðæèò íå òîëüêî íåèçâåñòíîåçíà÷åíèå un+1j , íî è íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû un+1j+1 è un+1j�1 . Ïîýòîìó îïðåäåëåíèåðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ÿâëÿåòñÿ íå òàêèì ëåãêèì äåëîì, êàê â ñëó÷àå ÿâíûõðàçíîñòíûõ ñõåì. �àçíîñòíûå ñõåìû, ñîäåðæàùèå áîëåå ÷åì îäíî çíà÷åíèå ñå-òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ñëîå n+1, íàçûâàþòñÿ íåÿâíûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè.Øàáëîí ñõåìû (4.1) ñîäåðæèò øåñòü òî÷åê (ñì. ðèñ. 9). �àññìîòðåííàÿ âûøåñõåìà (4.1) íàçûâàåòñÿ ñõåìîé Êðàíêà�Íèêîëñîíà [7, 8℄. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîï. ä. ï. ýòîé ñõåìû èìååò âèä:�u�t + a�u�x = � a12(a2� 2 + 2h2)�3u�x3 : (4.2)Èç (4.2) ñëåäóåò, ÷òî ñõåìà (4.1) èìååò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè O(� 2)+O(h2)â òî÷êå (jh; n�).Èññëåäóåì òåïåðü óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (4.1) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå. Äëÿýòîãî ïîäñòàâèì â (4.1) ðåøåíèå âèäàunj = �neijkh; i = p�1;Ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà�� 1� + a4h [�(eikh � e�ikh) + (eikh � e�ikh)℄ = 0: (4.3)30



Èñïîëüçóÿ �îðìóëó e�i�h = os�h� i sin�h, ïðåîáðàçóåì (4.3):�� 1� + a4h(2�i sin � + 2i sin �) = 0; (4.4)ãäå � = kh. Îòñþäà íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìíîæèòåëÿ ïåðåõîäà�: � = (1� ib)=(1 + ib); (4.5)ãäå b = (�=2) sin �, � = a�=h. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî j�j = 1 ïðè ëþáûõçíà÷åíèÿõ � è �. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4.1) îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîéïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ øàãîâ ñåòêè � è h.�àçíîñòíûå ñõåìû, óñòîé÷èâûå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ñåòî÷íûõ ïàðàìåò-ðîâ, íàçûâàþòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè. Ñõåìà Êðà-íêà�Íèêîëñîíà � ïðèìåð àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.4.2. Ìåòîä ïðîãîíêè�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàê íàéòè çíà÷åíèÿ un+10 ; un+11 ; : : : ; un+1Mðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ ñåòêè íà îñè x. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ðàçíîñòíîåóðàâíåíèå (4.1) â âèäåajun+1j�1 + bjun+1j + jun+1j+1 = fnj ; 0 < j < M; (4.6)ãäå aj = ��=4; bj = 1; j = �=4; fj = unj � (�=4)(unj+1� unj�1): (4.7)Ïðè j = 0 èñïîëüçóåì çàäàííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå:un+10 = g(tn+1): (4.8)Íà ïðàâîì êîíöå óðàâíåíèå (1.1) ïðè a > 0 íå òðåáóåò çàäàíèÿ ãðàíè÷íîãîóñëîâèÿ. Îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü åäèíñòâåííîå ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ (4.1), íåîáõîäèìî çàäàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå òàêæå íà ïðàâîìêîíöå j = M . Òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè, èõ îáçîð ìîæíî íàéòè â [5℄. Çàäàäèì ïðè j = M òàêîåãðàíè÷íîå óñëîâèå: un+1M�1 = un+1M : (4.9)Ýòî óñëîâèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àïïðîêñèìàöèþ óñëîâèÿ(�u=�x)x=xj = 0:
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Âûïèøåì òåïåðü ïîëíûé íàáîð óðàâíåíèé (4.6), (4.8), (4.9) ïðè j = 0; j =1; : : : ; j = M : 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
un+10 = g(tn+1);a1un+10 + b1un+11 + 1un+12 = fn1 ;a2un+11 + b2un+12 + 2un+13 = fn2 ;: : : : : : : : :aM�1un+1M�2 + bM�1un+1M�1 + M�1un+1M = fnM�1;un+1M�1 � un+1M = 0: (4.10)

Ïóñòü
U = 0BBBBBBBBBBBB�

un+10un+11���un+1M
1CCCCCCCCCCCCA ;b =

0BBBBBBBBBBBBBBB�
g(tn+1)fn1���fnM�10

1CCCCCCCCCCCCCCCA ; A = 0BBBBBBBBB� 1 0 0 : : : : : : : : : 0a1 b1 1 0 : : : : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : : : : 0 aM�1 bM�1 m�10 : : : : : : : : : 0 1 �1
1CCCCCCCCCAòî åñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (M+1)�(M+1). Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòüñèñòåìó (4.10) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé �îðìå:AU = b; (4.11)ãäå A � òðåõäèàãîíàëüíàÿ ñèñòåìà. �åøèì ýòó ñèñòåìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîçíà÷åíèå un+1j ìîæåò áûòü âûðàæåíî â âèäåun+1j = Xjun+1j+1 + Yj; j = 0; 1; : : : ;M � 1: (4.12)Òîãäà ëåâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (4.8) ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëî-æèì â (4.12) j = 0; X0 = 0; Y0 = g(tn+1). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4.12) â(4.6), ïîëó÷èì: aj(Xj�1un+1j + Yj�1) + bjun+1j + jun+1j+1 = fnj :Îòñþäà èìååì: un+1j (ajXj�1 + bj) = �jun+1j+1 + (fnj � ajYj�1):Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà (ajXj�1 + bj), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:un+1j = �jbj + ajXj�1un+1j+1 + fnj � ajYj�1bj + ajXj�1 : (4.13)
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Ñðàâíèâàÿ (4.12) ñ (4.13), ïîëó÷àåì, ÷òî îáå ýòè �îðìóëû ñîâïàäóò, åñëè ìûïîëîæèì Xj = �jbj + ajXj�1 ; Yj = fnj � ajYj�1bj + ajXj�1 : (4.14)Òàê êàê X0 è Y0 ìû çíàåì, òî ïî �îðìóëàì (4.14) ìû ìîæåì âû÷èñëèòüïîñëåäîâàòåëüíî ïðè j = 1 X1 è Y1, çàòåì ïðè j = 2 X2 è Y2 è ò.ä., äîj = M � 1 âêëþ÷èòåëüíî.�àññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ïðàâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (4.10) â ìåòîäå ïðî-ãîíêè. Âûïèøåì óðàâíåíèå (4.12) ïðè j = M � 1:un+1M�1 = XM�1un+1M + YM�1: (4.15)Âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (4.9) óðàâíåíèå (4.15) îáðàçóåò ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñ-êóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ un+1M�1 è un+1M . �åøàÿ åå, íàõîäèì:un+1M�1 = YM�1=(1�XM�1):Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåì ñ÷åòîì "ñïðàâà íàëåâî", òî åñòü â ñòîðîíó óáûâàíèÿèíäåêñà j â (4.12), âåëè÷èíû un+1M�2; un+1M�3; : : : ; un+11 .Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (4.11) íàçûâàåòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåííîé, åñëè ìà-ëûå âîçìóùåíèÿ êîý��èöèåíòîâ è ïðàâûõ ÷àñòåé ýòîé ñèñòåìû ïðèâîäÿòê ìàëîìó âîçìóùåíèþ ðåøåíèÿ U; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿïëîõî îáóñëîâëåííîé.Ñèñòåìà ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåííîé,åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ [4℄:jbjj � jaj j+ jj j+ Æ (4.16)ãäå Æ � ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà.Ïðîâåðèì, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.16) â ñëó÷àå ñõåìû Êðàíêà-Íèêîëñîíà(4.1). Ïîäñòàâèì â (4.16) âûðàæåíèÿ (4.7) äëÿ aj ; bj; j :1 � j � �=4j+ j�=4j+ Æ;èëè j�=2j + Æ � 1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè � óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó j�j �2� 2Æ, òî óñëîâèå (4.16) áóäåò âûïîëíåíî ïðè ëþáîì ìàëîì Æ > 0.Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî óñëîâèå äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ â ñëó÷àåíåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàëàãàåò ñó-ùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî Êóðàíòà �. Ýòî ìîæåò ñâåñòè íà íåò ïðå-èìóùåñòâî íåÿâíûõ ñõåì, ñâÿçàííîå ñ èõ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòüþ.
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�àññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè�u�t = � �2u�x2 ; � = onst > 0: (4.17)Àïïðîêñèìèðóåì åãî ñëåäóþùèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ðàçíîñò-íûõ ñõåì:un+1j � unj� = ��(un+1j+1 � 2un+1j + un+1j�1 ) + (1��)(unj+1 � 2unj + unj�1)h2 ; (4.18)ãäå � � áåçðàçìåðíûé âåñîâîé ïàðàìåòð, 0 � � � 1. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ôóðüå,íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñõåìû èìååò âèä:2��h2 8<: � 11�2�; 0 < � � 12íåò îãðàíè÷åíèé, 1=2 � � � 1: (4.19)Ïîñêîëüêó (4.18) � ñêàëÿðíàÿ äâóõñëîéíàÿ ñõåìà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåí-òàìè, óñëîâèå (4.19) ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì, è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé-÷èâîñòè.�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, âûïîëíÿåòñÿ ëè óñëîâèå äèàãîíàëüíîãîïðåîáëàäàíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå âèäà (4.6), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïî-ëó÷åíà èç (4.18). Èç (4.18) èìååì:aj = ���h2 ; bj = �1� 2���h2 ; j = ���h2 :Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè � > 0; � > 0 óñëîâèå äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿâûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ âðåìåííûõ øàãàõ � . Â ýòîì ñîñòîèò îòëè÷èå íåÿâ-íûõ àïïðîêñèìàöèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò íåÿâíûõ àïïðîêñèìàöèéãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.5. Ìåòîäû ðàñùåïëåíèÿ5.1. Òðóäíîñòè ðåàëèçàöèè íåÿâíûõ ñõåì â ñëó÷àÿõ äâóõ è òðåõïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ�àññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõïåðåìåííûõ x; y: �T�t = � 0��2T�x2 + �2T�y2 1A ; (5.1)
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ãäå T (x; y; t) � òåìïåðàòóðà ñðåäû, � = onst > 0 � êîý��èöèåíò òåïëîïðî-âîäíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íàäî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû Tâ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè (x; y) (ñì. ðèñ. 10).Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (5.1) ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì óñëîâèèT (x; y; 0) = T0(x; y) (5.2)è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõT (x; y; t) = '(x; y; t); (x; y) 2 �; t 2 [0; tmax℄; (5.3)ãäå [0; tmax℄ � çàäàííûé ïðîìåæóòîê íà îñè t, 0 < tmax <1.
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�èñ. 10. Ïðÿìîóãîëüíàÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêàÏîêðîåì ïðÿìîóãîëüíèê D ðàâíîìåðíîé ñåòêîé Gh ñ øàãàìè h1 ïî îñè xè h2 ïî îñè y, òàê ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñåòêè äàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (ì.ðèñ. 10):x = xj = jh1; j = 0; 1; : : : ;M1; y = yk = kh2; k = 0; 1; : : : ;M2:Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (5.1) ñëåäóþùåé íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé:T n+1jk � T njk� = � 24T n+1j+1;k � 2T n+1jk + T b+1j�1;kh21 + T n+1j;k+1 � 2T n+1jk + T n+1j;k�1h22 35 ;j = 1; : : : ;M1 � 1; k = 1; : : : ;M2 � 1: (5.4)Øàáëîí ñõåìû èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 11. Âèäèì, ÷òî íà (n + 1)-ì âðåìåííîì ñëîå â ñõåìó (5.4) âõîäÿò ïÿòü íåèçâåñòíûõ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèéun+1.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.4) ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä ìàò-ðè÷íîé ïðîãîíêè [11℄, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íîé ïðîãîíêè íà ñëó÷àéñèñòåìû âåêòîðíûõ óðàâíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì äëÿ j = 1; 2; : : : ;M1�1âåêòîðûyj = (T n+1j1 ; T n+1j2 ; : : : ; T n+1j;M2�1)T ; fj = (�T nj1;�T nj2; : : : ;�T nj;M2�1)T :35
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�èñ. 11. Øàáëîí ñõåìû (5.4)Òîãäà ñèñòåìó (5.4) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå:Ajyj�1 +Bjyj + Cjyj+1 = fj; j = 1; 2; : : : ;M1 � 1; (5.5)ãäå Aj; Bj è Cj - íåêîòîðûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (M2�1)� (M2�1). Çàòåìèùåì ðåøåíèå ñèñòåìû (5.5) â âèäå:yj = �j+1yj+1 + �j+1; j = 1; 2; : : : ;M1 � 1: (5.6)Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè ïðèõîäèòñÿ çàïîìèíàòü âñå ìàò-ðèöû �j+1; �j+1 â (5.6), j = 0; 1; : : : ;M1� 1, ÷òî âåäåò â ñëó÷àå ìàòðèö áîëü-øèõ ðàçìåðîâ ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ âíåøíåé ïàìÿòè ÝÂÌ è òåìñàìûì ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ñ÷åòà.Êðîìå òîãî, ðàñ÷åò ïî �îðìóëàì ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè ñàì ïî ñåáå òðåáóåòáîëüøîãî ÷èñëà äåéñòâèé. Â êàæäîé òî÷êå j ïðèõîäèòñÿ îäèí ðàç îáðàùàòüìàòðèöó è äåëàòü äâà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè (M2 � 1)� (M2 � 1),÷òî òðåáóåò O(M32 ) àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñëå-íèÿ âñåõ êîý��èöèåíòîâ �j è �j â (5.6) òðåáóåòñÿ O(2M32M1) äåéñòâèé. Äëÿìîäåëüíîé çàäà÷è, êîãäà M1 = M2 = 1h1 , ÷èñëî äåéñòâèé ñòàíîâèòñÿ âåëè÷è-íîé ïîðÿäêà O(h�41 ). Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ñõåìà (5.4) è ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíîóñòîé÷èâîé, åå ðåàëèçàöèÿ ñâÿçàíà ñî çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çà-òðàòàìè. 5.2. Ñõåìà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèéÑóùåñòâåííûì ïðîäâèæåíèåì íà ïóòè ðàçðàáîòêè ýêîíîìè÷íûõ ðàçíîñò-íûõ ñõåì ÿâèëàñü ñõåìà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé. Åå åùå íàçûâàþò ñõåìîé36



÷åðåäóþùèõñÿ íàïðàâëåíèé, à òàêæå ñõåìîé ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêè.Ýòà ñõåìà áûëà ïðåäëîæåíà â 1955 ã. îäíîâðåìåííî Ïèñìýíîì, �ýê�îðäîì èÄóãëàñîì [12℄.Äëÿ òîãî, ÷òîáû â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå ïðåäñòàâèòü ýòó ñõåìó, ââåäåìðàçíîñòíûå îïåðàòîðû�1T = �(Tj+1;k � 2Tj;k + Tj�1;k)=(h21);�2T = �(Tj;k+1 � 2Tj;k + Tj;k�1)=(h22):Òîãäà ñõåìó ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ìîæíî çàïèñàòü òàê:T n+ 12 � T n�=2 = �1T n+ 12 + �2T n; (5.7)T n+1 � T n+ 12�=2 = �1T n+ 12 + �2T n+1: (5.8)Íà ïåðâîì ïîëóøàãå äëèíû �2 îïåðàòîð L1 = � �2�x2 àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåÿâíî,L2 = � �2�y2 � ÿâíî; íà âòîðîì ïîëóøàãå, íàîáîðîò, îïåðàòîð L1 àïïðîêñèìèðó-åòñÿ ÿâíî, à îïåðàòîð L2 � íåÿâíî.Ïîêàæåì, ÷òî ñõåìà (5.7), (5.8) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïîíåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ñõåìó (5.7), (5.8) â âèäå:A1T n+ 12 �B1T n = 0; (5.9)A2T n+1 � B2T n+ 12 = 0; (5.10)A1 = I � �2�1; A2 = I � �2�2; B1 = I + �2�2; B2 = I + �2�1; (5.11)I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, òî åñòü IT n = T n. Óìíîæèì óðàâíåíèå (5.9)ñëåâà íà îïåðàòîð B2, óðàâíåíèå (5.10) íà A1 è ñëîæèì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìA1A2T n+1 �B2B1T n + (B2A1 � A1B2)T n+ 12 = 0:Ïðåäïîëàãàÿ êîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ �1;�2, ïðèõîäèì ê ñõåìå:A1A2T n+1 �B1B2T n = 0: (5.12)Ïîäñòàâëÿÿ (5.11) â (5.12), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñëå-äóþùóþ ñõåìó �â öåëûõ øàãàõ�:T n+1 � T n� = �1 + �22 (T n + T n+1)� 14��1�2(T n+1 � T n): (5.13)37



Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî (5.13) àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíîå óðàâíåíèå òåïëîïðî-âîäíîñòè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå (jh1; kh2; (n+ 12)�).Äîêàæåì áåçóñëîâíóþ óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (5.13) èëè, ÷òî òî æå, ñõåìû(5.7), (5.8). ÏîëîæèìT njk = �nei(jm1h1+km2h2); T n+ 12jk = �n+ 12ei(jm1h1+km2h2); (5.14)ãäå m1;m2 � âåùåñòâåííûå âîëíîâûå ÷èñëà. Ïîäñòàâëÿÿ (5.14) â (5.7), (5.8),ïîëó÷èì: �1 = �n+ 12�n = 1� 12a21 + 12a1 ; �2 = �n+1�n+ 12 = 1� 12a11 + 12a2 ;� = (1� 12a1) � (1� 12a2)(1 + 12a1)(1 + 12a2) = �1�2; (5.15)� � ìíîæèòåëü ïåðåõîäà ñõåìû (5.7), (5.8),as = 4rs sin2 mshs2 ; rs = ��h2s ; s = 1; 2: (5.16)Èç (5.15), (5.16) ñëåäóåò, ÷òî j�j � 1 ïðè ëþáîì � .Ïðîâåäåì òåïåðü îöåíêó âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñõåìû ÷å-ðåäóþùèõñÿ íàïðàâëåíèé (5.7), (5.8). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìûðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (5.7) íàõîäèòñÿ ñêàëÿðíîé ïðîãîíêîé âäîëü êàæäîéëèíèè y = yk = kh1; k = 1; : : : ;M2 � 1. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ïðî-ãîíêà âäîëüM1 óçëîâ ñåòêè òðåáóåò O(M1) àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òàêèìîáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ òðåõäèàãîíàëüíûõ ñèñòåì (5.7) âäîëüM2�1 ëèíèéñåòêè y = kh1 ïîòðåáóåòñÿ O(M1M2) îïåðàöèé.Ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (5.8) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíûõ ïðî-ãîíîê âäîëü ëèíèé x = xj = jh1, j = 1; : : : ;M1�1. Ïîýòîìó äëÿ åå ðåàëèçàöèèòðåáóåòñÿ O(M1M2) îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà (5.7), (5.8) äëÿ ñâîåé ðå-àëèçàöèè òðåáóåò O(M1M2) îïåðàöèé. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, M1 = M2 = M , òîïîëó÷àåì îöåíêó ñëîæíîñòè âèäà O(M2). À ìàòðè÷íàÿ ïðîãîíêà, êàê ìû âè-äåëè âûøå, òðåáóåò O(M4) îïåðàöèé. Òî åñòü â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ñõåìû(5.7), (5.8) ïîëó÷àåì âûèãðûø â äâà ïîðÿäêà âåëè÷èíû M ïî ñðàâíåíèþ ñíåÿâíîé ñõåìîé (5.4).5.3. Ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûìÍåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå èç ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (5.7),(5.8) àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíîå óðàâíåíèå (5.1). Í.Í. ßíåíêî [12℄ ïðåäëîæèëîòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ, ÷òî íà ïðîìåæóòî÷íûõ øàãàõ ñõåìû äîëæíû àï-38



ïðîêñèìèðîâàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ðåçóëüòàòåâîçíèêëî íîâîå íàïðàâëåíèå â òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì, à ïîëó÷àåìûå â ðàì-êàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñõåìû íàçûâàþò â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñõåìàìè ðàñùåï-ëåíèÿ, èëè ñõåìàìè äðîáíûõ øàãîâ. Ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå îñíîâíûåèäåè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ:à) ðàñùåïëåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì;á) ðàñùåïëåíèå ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì;â) ñõåìû òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð.Íèæå ìû ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè èäåè è ðÿä ñîîòâåòñòâóþùèõðàçíîñòíûõ ñõåì.�àñùåïëåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ñíîâà ðàññìîòðèìóðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (5.1). Àïïðîêñèìèðóåì åãî ñëåäóþùåé ðàçíîñò-íîé ñõåìîé ðàñùåïëåíèÿ [12℄:T n+ 12 � T n� = �1T n+ 12 ; T n+1 � T n+ 12� = �2T n+1: (5.17)Ïåðåïèøåì (5.17) â âèäåAsT n+ s2 �BsT n+ s�12 = 0; As = I � ��s; Bs = I; s = 1; 2:Èñêëþ÷àÿ T n+ 12 , ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé ñõåìå â öåëûõ øàãàõT n+1 � T n� = (�1 + �2)T n+1 � ��1�2T n+1: (5.18)Èç (5.18) ñëåäóåò àïïðîêñèìàöèÿ. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå íåòðóäíî äîêà-çàòü, ÷òî ñõåìà äðîáíûõ øàãîâ (5.17) àáñîëþòíî óñòîé÷èâà.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå ñõåìû (5.17) àïïðîêñèìèðóåò óðàâ-íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �T�t = 2� �2T�x2 : (5.19)Ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîå óðàâíåíèå ñõåìû (5.17) åñòü àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíå-íèÿ �T�t = 2� �2T�y2 : (5.20)Òî åñòü îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ(L1 + L2)T = � 0��2T�x2 + �2T�y2 1A
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ðàñùåïëåí â ñõåìå (5.17) íà äâà îïåðàòîðà: äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïðîñòðàí-ñòâåííîé ïåðåìåííîé x è äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-íîé y. Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé (5.19), (5.20), âçÿòîå ïî îòäåëüíî-ñòè, ëèøåíî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Îäíàêî ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðå-øåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñõåìû (5.17) îáåñïå÷èâàåò, êàê ìû âèäåëèâûøå, àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (5.1).Ïðèâåäåì òåïåðü ñõåìó ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûìäëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ñëó÷àå òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-íûõ �T�t = � 0��2T�x2 + �2T�y2 + �2T�z2 1A : (5.21)Ñõåìà èìååò âèä [12℄ T n+ 13 � T n� = �1T n+ 13 ;T n+ 23 � T n+ 13� = �2T n+ 23 ; (5.22)T n+1 � T n+ 23� = �3T n+1Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ íåòðóäíî äîêàçàòü,÷òî ñõåìà (5.22) àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíîå óðàâíåíèå (5.21) ñ ïîðÿäêîì òî÷-íîñòè O(�) +O(h21) +O(h22) +O(h23) è àáñîëþòíî óñòîé÷èâà.Ïîñòðîåíèå óñòîé÷èâûõ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåí-íûì äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè. Ïå-ðå÷èñëèì èõ:1. Â íåÿâíûõ óðàâíåíèÿõ íà äðîáíûõ (ïðîìåæóòî÷íûõ) øàãàõ ÷àñòî íåóäàåòñÿ îáåñïå÷èòü óñëîâèå äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ.2. Ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ, àáñîëþòíî óñòîé÷èâûå â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàí-ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ìîãóò îêàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâûìè ïðè ïåðåõîäå ê ñëó-÷àþ òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.3. Ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âåëè÷èí íà ïðîìåæó-òî÷íûõ (äðîáíûõ) øàãàõ, òî åñòü äëÿ T n+ 13 ; T n+ 23 , ïîñêîëüêó ýòè âåëè÷èíûíå èìåþò ÷åòêîãî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà.5.4. Ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàìÏðèâåäåì äâà ïðèìåðà ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåò-ñÿ ðàñùåïëåíèå ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì. �àññìîòðèì óðàâíåíèå êîíâåêöèè-
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äè��óçèè �u�t + A�u�x + B�u�y = � 0��2u�x2 + �2u�y21A ; (5.23)ãäå A = onst; B = onst; � = onst > 0. Ïóñòü ñõåìàun+ 12 � un�=2 = �1(un; un+ 12 ) (5.24)àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå êîíâåêöèè�u�t +A�u�x +B�u�y = 0:Àíàëîãè÷íî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñõåìàun+1 � un+ 12�=2 = �2(un+ 12 ; un+1) (5.25)àïïðîêñèìèðîâàëà óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè�u�t = � 0��2u�x2 + �2u�y21A :Òîãäà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì(5.24), (5.25) àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíîå óðàâíåíèå (5.23). Òî åñòü íà ïåðâîìäðîáíîì øàãå â ýòîé ñõåìå ó÷èòûâàþòñÿ ïðîöåññû êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà,à íà âòîðîì - ïðîöåññû äè��óçèè.Âòîðîé ïðèìåð ñõåìû ñ ðàñùåïëåíèåì ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì � ýòî ñõå-ìà "÷àñòèö â ÿ÷åéêàõ"Õàðëîó [13℄. �àññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó óðàâíå-íèé Ýéëåðà íåâÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà:���t + ��u�x = 0��u�t + �(p+ �u2)�x = 0 (5.26)��E�t + �(pu+ �uE)�x = 0:Çäåñü � � ïëîòíîñòü ãàçà, u � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, E = "+ u22 , " � óäåëüíàÿâíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Ñèñòåìó (5.26) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê íåäèâåðãåíòíîìóâèäó: ���t + u���x + ��u�x = 0��u�t + �u�u�x + �p�x = 0 (5.27)��"�t + �u�"�x + p�u�x = 0:41



Íà ïåðâîì ïðîìåæóòî÷íîì øàãå â ìåòîäå Õàðëîó ó÷èòûâàåòñÿ ðàáîòà ñèëäàâëåíèÿ è àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìà:���t = 0; ��u�t + �p�x = 0; ��"�t + p�u�x = 0:À íà âòîðîì ïðîìåæóòî÷íîì øàãå ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ëàãðàíæåâûõ÷àñòèö ìàññû ðàññ÷èòûâàåòñÿ êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ, òàê ÷òî àïïðîêñèìèðó-åòñÿ ñèñòåìà: ���t + ��u�x = 0��u�t + ��u2�x = 0��E�t + ��uE�x = 0:Â èòîãå îáåñïå÷èâàåòñÿ ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû (5.26) ïî x èïî t. Òàêîå æå ðàñùåïëåíèå ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì ðåàëèçîâàíî â ìåòîäå"êðóïíûõ ÷àñòèö"Áåëîöåðêîâñêîãî�Äàâûäîâà [14℄.5.5. Ñõåìû òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîðÏîÿñíèì èäåþ ýòèõ ñõåì íà ïðèìåðå ñèñòåì (5.26) è (5.27). Ñèñòåìó (5.27)ìîæåì çàïèñàòü â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå:�U�t +A(U)�U�x = 0; (5.28)ãäå U = 0BBB� �u" 1CCCA ; A(U) = 0BBB� u � 0F� u F"0 p� u 1CCCA ;çäåñü F�; F" � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè F (�; "), âõîäÿùåé â óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ p = F (�; "). Àïïðîêñèìèðóåì ñèñòåìó (5.28) íåÿâíîé ñõåìîéU� �Un� � +A(Un)�U� = 0; (5.29)ãäå 12 � �� � � , à ðàçíîñòíûé îïåðàòîð � àïïðîêñèìèðóåò îïåðàòîð �=�x.Cèñòåìó óðàâíåíèé Ýéëåðà â äèâåðãåíòíîé �îðìå (5.26) çàïèøåì â âåê-òîðíîì âèäå: �u�t + �'(u)�x = 0; (5.30)
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ãäå u = 0BBB� ��u�E 1CCCA ; '(u) = 0BBB� �up+ �u2pu+ �uE 1CCCA : (5.31)Àïïðîêñèìèðóåì ñèñòåìó (5.30) ñ ïîìîùüþ êîíñåðâàòèâíîé ðàçíîñòíîé ñõå-ìû un+1j � unj� + '(u�j+ 12 )� '(u�j� 12 )h = 0: (5.32)Çäåñü u� � ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà, ïîëó÷åííûé íà ïåðâîì ïðîìåæóòî÷íîì øàãå èçñõåìû (5.29). Â èòîãå ïðè �� � 12� ïîëó÷àåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâàÿ ðàçíîñò-íàÿ ñõåìà. Çàìåòèì, ÷òî ñõåìà "ïðåäèêòîð"(5.29) íåêîíñåðâàòèâíàÿ. Íî ñõåìà"êîððåêòîð"(5.32) êîíñåðâàòèâíàÿ, òî åñòü îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå òåõ æåçàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ÷òî è èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà (5.26).6. Ìåòîäû ðàñ÷åòà òå÷åíèé íåâÿçêîãî ãàçà ïðè íàëè÷èè ðàçðûâîâ6.1. Óñëîâèÿ �ýíêèíà��þãîíèîÊàê èçâåñòíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà (5.26) îïèñûâàåò òå÷åíèÿ íåâÿç-êîãî ñæèìàåìîãî íåòåïëîïðîâîäíîãî ãàçà. �åøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû äîïóñêàþòêàê ñëàáûå, òàê è ñèëüíûå ðàçðûâû. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ �îðìà çàïèñè ýòîéñèñòåìû èìååò âèä (5.30), ãäå âåêòîðû u è '(u) äàþòñÿ �îðìóëàìè (5.31).Ïóñòü 
 � ëþáàÿ ïîäîáëàñòü ñ ãðàíèöåé � â ïëîñêîñòè (x; t), ëåæàùàÿ â îáëà-ñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.26). Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó �ðèíà, ìîæåìçàïèñàòü, ÷òî I� u dx�'(u) dt = 0: (6.1)Â îòëè÷èå îò (5.30), ñîîòíîøåíèÿ (6.1) ñîõðàíÿþò ñìûñë òàêæå äëÿ ðàç-ðûâíûõ ðåøåíèé. Âûâåäåì òåïåðü óñëîâèÿ íà ëèíèè ðàçðûâà ðåøåíèé óðàâ-íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè êàê ñëåäñòâèÿ èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.Ïóñòü x = xs(t) � óðàâíåíèå ëèíèè ðàçðûâà è dxs=dt = D � ñêîðîñòü ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ðàçðûâà. �àññìîòðèì â ïëîñêîñòè (x; t) òàêîé êîíòóð, ÷òî åãî äâåëèíèè áëèçêî ïðèìûêàþò ê ëèíèè ðàçðûâà x = xs(t) (ñì. ðèñ. 12). Ïóñòü
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[u℄ = u2(t)� u1(t) � âåëè÷èíà ñêà÷êà �óíêöèè u ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðàçðûâ.Òîãäà âäîëü ëèíèè ðàçðûâà èç (6.1) ïîëó÷àåì, ÷òîZ ([u℄D � ['(u)℄) dt = 0:Òàê êàê îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíàÿ, â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà âû-ïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ [15℄: [u℄D = ['(u)℄: (6.2)

-
6

x
t (2) (1)x = xs(t)���

�èñ. 12. Ê âûâîäó ñîîòíîøåíèé �ýíêèíà��þãîíèîÂ ñëó÷àå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà ðàâåíñòâà (6.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåòðåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèéD[�℄ = [�u℄;D[�u℄ = [p+ �u2℄; (6.3)D[�("+ u22 )℄ = [�u("+ p� + u22 )℄Ñîîòíîøåíèÿ (6.3) íàçûâàþò óñëîâèÿìè �ýíêèíà��þãîíèî.6.2. Îäíîðîäíûå ðàçíîñòíûå ñõåìûÍàëè÷èå óäàðíûõ âîëí è êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ õàðàêòåðíî äëÿ ìíîãèõ çà-äà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ â òî÷êå ðàçðûâà íåñóùåñòâóåò, òî âîçíèêàëà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà, êîòîðûå áûëè áû ïðèãîäíû è ïðèíàëè÷èè ðàçðûâîâ â ðåøåíèè. Ýòà ïðîáëåìà ðåøàëàñü â íåñêîëüêèõ íàïðàâ-ëåíèÿõ:à) ìåòîä õàðàêòåðèñòèê;á) ñõåìà "ðàñïàä ðàçðûâà"Ñ.Ê. �îäóíîâà;44



â) îäíîðîäíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû;ã) ãèáðèäíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû.Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò àêêóðàòíî ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèåñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ ó÷åòîì ðàçðûâîâ. Â ýòîì ìåòîäå èñïîëüçóþòñÿêàê óðàâíåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêdxdt = u� ; dxdt = u; dxdt = u+ ;( � ñêîðîñòü çâóêà), òàê è ñîîòíîøåíèÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê. Ýòîò ìåòîäòðóäíî ðåàëèçîâàòü â ñëó÷àå äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ òå÷åíèé ãàçà.Íåñêîëüêî ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ îäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì.Ýòî òàêèå ñõåìû, �îðìóëû êîòîðûõ îäíîòèïíû, åäèíîîáðàçíû â òî÷êàõ ñåò-êè íåçàâèñèìî îò íàëè÷èÿ è õàðàêòåðà îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòèòî÷åê ñåòêè. Ýòè ñõåìû åùå íàçûâàþò ñõåìàìè ñêâîçíîãî ñ÷åòà [15℄, òàê êàêðàñ÷åò ïî îäíîðîäíûì ñõåìàì ïðîâîäèòñÿ ñêâîçü ðàçðûâû ïî îäíîòèïíûì�îðìóëàì. Ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè òàêèõ ñõåì îáóñëîâèëà èõ øèðîêîå ðàñïðî-ñòðàíåíèå ïðè ðàñ÷åòàõ òå÷åíèé ãàçà ñ ðàçðûâàìè.
-

6
-6�? ��rj x

t �nn+ 1
�èñ. 13. Êîíòóð � â ïëîñêîñòè (x; t)Ñóøåñòâóþò äâà îáùèõ ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõñõåì äëÿ ðàñ÷åòà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé. Ïåðâûé èç íèõ îñíîâàí íà àïïðîêñè-ìàöèè èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (6.1). �àññìîòðèì íåêîòîðóþ îêðåñò-íîñòü òî÷êè (j; n) (ñì. ðèñ. 13).Ïóñòü èíäåêñ j îòíîñèòñÿ ê öåíòðó ÿ÷åéêè ñåòêè. Òîãäà èíäåêñû j�1=2; j+1=2 îòíîñÿòñÿ ê ãðàíèöàì ÿ÷åéêè. Âûáåðåì â (6.1) â êà÷åñòâå êîíòóðà � ãðà-íèöó j-é ÿ÷åéêè â ïëîñêîñòè (x; t). Àïïðîêñèìèðóåì òåïåðü êîíòóðíûå èíòå-ãðàëû â (6.1) ïî ñëåäóþùèì ïðîñòåéøèì �îðìóëàì:unjh� un+1j h� ('(u�j+1=2)�'(u�j�1=2))� = 0: (6.4)
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Çäåñü èíäåêñ � îòíîñèòñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t = t� = tn + ��; 12� � �� � �:Ïîäåëèì îáå ÷àñòè (6.4) íà �h:un+1j � unj� + '(u�j+1=2)� '(u�j�1=2)h = 0:Ìû ïîëó÷èëè îäíîðîäíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó, ñîâïàäàþùóþ ñî ñõåìîé (5.32).Èçâåñòíî, ÷òî íà óäàðíîé âîëíå ýíòðîïèÿ S äîëæíà âîçðàñòàòü. Ïóñòü ñêà-÷îê [S℄ = S1 � S2;ãäå íèæíèé èíäåêñ "1"îòíîñèòñÿ ê ñîñòîÿíèþ çà �ðîíòîì óäàðíîé âîëíû, à�2� � ê ñîñòîÿíèþ ïåðåä �ðîíòîì óäàðíîé âîëíû. Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿíåðàâåíñòâî S1 � S2 > 0: (6.5)Êîíå÷íî, è â ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è ñ óäàðíîé âîëíîé òàêæå äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî (6.5). Îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíûõ àïïðî-êñèìàöèé èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (6.1), ê ñîæàëåíèþ, íå âñåãäààâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (6.5). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ÷èñ-ëåííûõ ðåøåíèÿõ, ïîëó÷àåìûõ ïî ñõåìàì ñêâîçíîãî ñ÷åòà, ðàçðûâû "ðàçìà-çûâàþòñÿ"íà íåñêîëüêèõ ÿ÷åéêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè (ñì. ðèñ. 14).

-
6 xSn
�èñ. 14. Ýíòðîïèÿ Sn, âû÷èñëåííàÿèç ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿÏðè "ïëîõîé"àïïðîêñèìàöèè çàêîíîâ (6.1) âíîñèòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ âÿç-êîñòü â ðàçíîñòíóþ ñõåìó, êîòîðàÿ ìîæåò äåñòàáèëèçèðîâàòü ÷èñëåííîå ðå-øåíèå, è â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò ëîêàëüíî íàðóøèòüñÿ ýíòðîïèéíîå óñëîâèå (ñì.ðèñ. 14). Ñõåìà Ñ.Ê. �îäóíîâà "ðàñïàä ðàçðûâà"ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì óñòîé÷è-
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âîé ðàçíîñòíîé ñõåìû, àïïðîêñèìèðóþùåé èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ(6.1). Ìû ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòó ñõåìó â ëåêöèè 9.�àññìîòðèì òåïåðü âòîðîé îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îäíîðîäíûõ ðàç-íîñòíûõ ñõåì. Ýòîò ïîäõîä ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì èñêóññòâåííîé âÿçêî-ñòè, èëè ïñåâäîâÿçêîñòè. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí â 1950 ã. Íåéìàíîì è�èõòìàéåðîì. Ââåäåíèå â óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè ïñåâäîâÿçêîñòè ïîç-âîëÿåò ïðèáëèæåííî îïèñàòü óäàðíûå âîëíû êàê ïëàâíûé óäàðíûé ïåðåõîä(ñì. ðèñ. 15). Íåéìàí è �èõòìàéåð ââîäèëè èñêóññòâåííóþ âÿçêîñòü q àä-äèòèâíî â äàâëåíèå: p = p + q: Â áîëåå ïîçäíèõ èññëåäîâàíèÿõ äðóãèìèàâòîðàìè ïðåäëîæåíû áîëåå ñëîæíûå ïñåâäîâÿçêîñòè, èìåþùèå âåêòîðíî-ìàòðè÷íûé âèä è ââîäèìûå âî âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5.30). Â ÷àñòíîñòè,ââîäèìàÿ ïñåâäîâÿçêîñòü ìîæåò èìåòü òàêîé âèä, ÷òî âìåñòî ñèñòåìû (5.30)àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìà
-

6u
x�èñ. 15. Àïïðîêñèìàöèÿ óäàðíîãî �ðîíòàïëàâíûì ïåðåõîäîì�u��t + �'(u�)�x = � ��x  B(u�; x; t)�u��x ! : (6.6)Â ÷àñòíîñòè, åñëè B(u�; x; t) = I (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà), åñòü òåîðåìà (FoyL.R., 1964 ã.) î òîì, ÷òî ïðè � ! 0 ðåøåíèå ñèñòåìû ñ âÿçêîñòüþ (6.6) ñõî-äèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.30). Îòìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòülim�!0 k u� � u k= 0èìååò ìåñòî íå ïðè âñÿêîé ìàòðèöå B(�) â (6.6). Òî åñòü îäíî èç òðåáîâà-íèé ê ìàòðèöå B ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âíîñèëàñü íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿèñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü â èñõîäíóþ ñèñòåìó.Òåîðèÿ ìåòîäà ïñåâäîâÿçêîñòè äàëåêî íå çàâåðøåíà. �ëàâíàÿ ïðè÷èíà ýòîãî� ñëîæíûé íåëèíåéíûé õàðàêòåð ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà.
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6.3. Äè��åðåíöèàëüíûé àíàëèçàòîð óäàðíûõ âîëíÂûøå ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî â ÷èñëåííûõ ðåøåíèÿõ, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìî-ùüþ ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷åòà, ñèëüíûå ðàçðûâû "ðàçìàçûâàþòñÿ"íà íåñêîëüêèõèíòåðâàëàõ ñåòêè. Â õîðîøèõ ñõåìàõ øèðèíà çîíû "ðàçìàçûâàíèÿ"ðàçðûâàñîñòàâëÿåò 3�4h. Òîëùèíà çîíû ðàçìàçûâàíèÿ êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ îáû÷íîáîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå óäàðíûõ âîëí, è ìîæåò ïðåâûøàòü 10h.Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïðîáëåìà èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ãàçîäèíà-ìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïî îäíîðîäíûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì. ×òî âçÿòü â êà÷åñòâåêðèòåðèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ, èëè ëîêàëèçàöèè, �ðîíòà óäàðíîéâîëíû â ïðåäåëàõ çîíû "ðàçìàçûâàíèÿ" ? Í. Í. ßíåíêî ïðåäëîæèë ïîíÿòèå"äè��åðåíöèàëüíîãî àíàëèçàòîðà"êàê àëãîðèòìà ëîêàëèçàöèè �ðîíòà óäàð-íîé âîëíû íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ñêâîçíîãî ñ÷åòà çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè. Â[16℄ áûëà ïðåäëîæåíà òåîðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ îáîñíîâûâàòü àëãîðèòìû ëîêà-ëèçàöèè óäàðíûõ âîëí â ñêâîçíûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèÿõ.
-

6u
x(1) (2)

�èñ. 16. Ñòàöèîíàðíàÿ óäàðíàÿ âîëíàÎñíîâíûì ïîíÿòèåì ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå öåíòðà êîíå÷íî-ðàçíîñ-òíîé óäàðíîé âîëíû. Èçëîæèì êðàòêî íåêîòîðûå îñíîâíûå ýëåìåíòû ýòîéòåîðèè. �àññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè ñòàöèîíàðíîé óäàðíîé âîëíû, òîåñòü âîëíû, äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ D (ñì. ðèñ. 16). Ïðè ýòîìâåëè÷èíû �; u; p; " ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè êàê â îáëàñòè "1"çà �ðîí-òîì, òàê è â îáëàñòè "2"ïåðåä �ðîíòîì âîëíû. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò fx0 =x�Dt; t0 = tg, î÷åâèäíî, âîëíà áóäåò íåïîäâèæíîé. Ñëåäóÿ ìåòîäó ïñåâäî-âÿçêîñòè Íåéìàíà��èõòìàéåðà, çàìåíèì â ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà (5.30),(5.31) äàâëåíèå p íà ñóììó p+q, ãäå q � ïñåâäîâÿçêîñòü. Çàòåì ïðåäïîëîæèì,÷òî u = u(x�Dt); òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè òèïà áåãóùåé âîë-íû. Ïóñòü x0 = x�Dt. Òîãäà, î÷åâèäíî,�u�t = �D � dudx0 ; �u�x = dudx0 :
48



Áëàãîäàðÿ ýòîìó óäàåòñÿ ëåãêî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó (5.30), (5.31) îäèíðàç. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà �u0 = C1 = m;p+ q +mu0 = C2; (6.7)m[ p�( � 1) + u022 ℄ + (p+ q)u0 = C3;ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå u0 = u �D, à C1; C2; C3 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðî-âàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü q, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèÿ(6.7), èìååò âèäq = 8<: F (hdu=dx; hdp=dx; hd�=dx; p; �); du=dx < 00; du=dx � 0: (6.8)Çäåñü è íèæå øòðèõ ïðè x è u ìû îïóñòèëè äëÿ êðàòêîñòè.�àññìàòðèâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.7) êàê ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé îòíî-ñèòåëüíî ÷åòûðåõ �óíêöèé �; u; p; q, íàéäåì u; p; q êàê �óíêöèè óäåëüíîãîîáúåìà V = 1=�: u = mV; q =  + 12 m2V (V2 � V )(V � V1);p(V ) = ( � 1)m22 " + 1 � 1V1V2V + V �  + 1 (V1 + V2)# : (6.9)Ïîäñòàâëÿÿ â (6.8) âûðàæåíèÿ (6.9), ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëü-íîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî V (x):~F (V (x); hdV=dx) =  + 12 m2V (V2 � V )(V � V1); (6.10)ãäå~F (V (x); hdVdx )=F (hmdVdx ; h(� 1)m22 (1� +1�1V1V2V 2 )dVdx ;� 1V 2hdVdx ; p(V ); 1V ):Óðàâíåíèå (6.10) ðàññìàòðèâàåì ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõlimx!�1V (x) = V1; limx!1V (x) = V2: (6.11)Òåîðåìà. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:1) óðàâíåíèå (6.10) èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü hdV=dx= f(V ), ïðè÷åì, 49



2) f(V ) > 0 ïðè V1 < V < V2, f(V1) = f(V2) = 0;3) f(V ) 2 C1[V1; V2℄;òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé öåíòð "ðàçìàçàííîé"óäàðíîé âîëíû â ðåøåíèèçàäà÷è (6.10), (6.11).Çäåñü ïîä öåíòðîì "ðàçìàçàííîé"óäàðíîé âîëíû â ðåøåíèè V (x) çàäà-÷è (6.10), (6.11) ïîíèìàåòñÿ òî÷êà â çîíå "ðàçìàçûâàíèÿ"óäàðíîé âîëíû, âêîòîðîé çíà÷åíèå ðåøåíèÿ V (x) íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà ñåòêè h. �åî-ìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ î÷åíü ïðîñòàÿ (ñì. ðèñ. 17). Ïî-ñêîëüêó ïîëîæåíèå äàííîé òî÷êè � öåíòðà âîëíû � íå çàâèñèò îò h, òî ïðèëþáîì h ýòà òî÷êà äâèæåòñÿ ñ òî÷íîé ñêîðîñòüþ óäàðíîé âîëíû D. Ïîýòîìóîïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ýòîé òî÷êè ìîæíî âçÿòü çà îñíîâó ïðè îïðåäåëåíèèïîëîæåíèÿ �ðîíòà óäàðíîé âîëíû ïî ðåçóëüòàòàì ñêâîçíîãî ñ÷åòà.
-

6u
x�� ���� h1 h2h3

�èñ. 17. Ê ïîíÿòèþ öåíòðà "ðàçìàçàííîé"óäàðíîé âîëíû. 0 < h1 < h2 < h3Îêàçàëîñü, ÷òî òî÷êà ìàêñèìóìà èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè q, âîîáùå ãîâîðÿ,íå ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì öåíòðà âîëíû. Ïðèìåð � êâàäðàòè÷íàÿ âÿçêîñòüÍåéìàíà � �èõòìàéåðàq = 8<: ah2�(�u=�x)2; �u=�x < 00; �u=�x � 0:Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6.10) ïðèíèìàåò âèä:hdVdx = vuut + 12a q(V2 � V )(V � V1):Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò ðåøåíèå:V (x� x0) = V1 + V22 + V2 � V12 sin(vuut + 12a x� x0h );ãäå x0 - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. 50



Â ñëó÷àå ðàçíîñòíûõ ñõåì, àïïðîêñèìèðóþùèõ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýé-ëåðà (5.26), èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè öåíòðà "ðàçìà-çàííîé"óäàðíîé âîëíû ïðîâîäèëîñü â [16℄ íà ðåøåíèÿõ òèïà áåãóùåé âîëíûóðàâíåíèé ïåðâîãî äè��åðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Îêà-çàëîñü, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óêàçàííîãî öåíòðà âîëíû íåîáõîäèìî âûïîë-íåíèå óñëîâèÿ �=h = onst. Â [16℄ òàêæå èçëîæåíà òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõàíàëèçàòîðîâ êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ â îäíî- è äâóìåðíûõ òå÷åíèÿõ íåâÿçêîãîãàçà. Èç ýòîé òåîðèè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü (ïðè îïðåäå-ëåííûõ óñëîâèÿõ) öåíòðà "ðàçìàçàííîãî"êîíòàêòíîãî ðàçðûâà, ïî ñâîåìóãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó àíàëîãè÷íîãî ïîíÿòèþ öåíòðà "ðàçìàçàííîé"óäàð-íîé âîëíû.7. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷7.1. Ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è è ìåòîä óñòàíîâëåíèÿÇàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ìîæíî ïîäðàçäåëèòü íà ñòàöèîíàðíûå èíåñòàöèîíàðíûå. Còàöèîíàðíàÿ çàäà÷à - ýòî çàäà÷à, ðåøåíèå êîòîðîé, u, íåçàâèñèò îò âðåìåíè t, òî åñòü u = u(x; y; z). �àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò íåêèé �èçè÷åñêèé ïðîöåññ:L(Dxu; Dyu; Dzu) = f(x; y; z;u); (7.1)ãäå L è f � çàäàííûå âåêòîð-�óíêöèè,Dxu = �u=�x; Dyu = �u=�y; Dzu = �u=�z; D2xu = �2u=�x2 è ò. ä.Ïóñòü íàì íàäî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (7.1) â íåêîòîðîé îáëàñòè 
 åâêëè-äîâà ïðîñòðàíñòâà E3 òî÷åê (x; y; z), è ïóñòü � � ãðàíèöà îáëàñòè 
. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî çàäàíèå êðàåâûõ óñëîâèé íà âñåé ãðàíèöå � èëè íà íåêîòîðîé åå÷àñòè îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-ùåé êðàåâîé çàäà÷è. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì êðàåâîå óñëîâèå çàïèñû-âàòü â âèäå �(x; y; z)u+ �(x; y; z)�u�n = (x; y; z); (x; y; z) 2 �; (7.2)ãäå �; �;  � çàäàííûå �óíêöèè, �=�n � îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîíîðìàëè ê ãðàíèöå �.
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Â ìåòîäå óñòàíîâëåíèÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (7.1), (7.2) èùåòñÿ êàê ïðå-äåë ïðè t!1 ðåøåíèÿ íåêîòîðîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìûN  ��t!u = L(Dxu; Dyu; Dzu)� f(x; y; z;u); (7.3)ãäå N(�=�t) � íåêîòîðûé îïåðàòîð, ïîäáèðàåìûé òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íàè-áîëåå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ïðåäåëó ïðè�èêñèðîâàííûõ âî âðåìåíè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (7.2). Ïðîñòåéøèé ïðèìåð çà-äàíèÿ N(�): N(�=�t)u = �u=�t: Äðóãîé ñïîñîá çàäàíèÿ N :N  ��t!u = �u�t + b2�2u�t2 ;ãäå b = onst. Çàìåòèì, ÷òî íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå (7.3) íåîáÿçàòåëüíîäîëæíî îïèñûâàòü êàêîé-òî ðåàëüíûé �èçè÷åñêèé ïðîöåññ. Ìîæíî ïðîâåñòèàíàëîãèþ ìåæäó ðåøåíèåì çàäà÷è (7.3) ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ èëè íåÿâíûõ ðàç-íîñòíûõ ñõåì è èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.Òîãäà øàã � îêàçûâàåòñÿ îäíèì èç èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ.7.2. Ìåòîä êîíå÷íîãî îáúåìà7.2.1. ×åòûðåõñòîðîííèå ÿ÷åéêèÌíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ðåøàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëà-ñòÿõ ñ êðèâîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè. Ïðèìåðû:1o. Îáòåêàíèå ñàìîëåòíîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ (ñì. ðèñ. 18).

�èñ. 18. Êðèâîëèíåéíàÿ ñåòêà òèïà Oîêîëî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ NACA-0012
52



2o. Òå÷åíèå ãàçà â ñîïëå Ëàâàëÿ (ñì. ðèñ. 19).Â òàêèõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ïðèìåíÿòü ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó, ñîãëàñîâàí-íóþ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé �îðìîé êðèâîëèíåéíûõ ãðàíèö. Òàêèå ñåòêè íàçûâàþòêðèâîëèíåéíûìè.Ìåòîä êîíå÷íîãî îáúåìà ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü äèñêðåòèçàöèþ óðàâíå-íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà êðèâîëèíåéíûõ ñåòêàõ. Ïðîèëëþñòðèðóåìýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ:
-

6
x

y
�èñ. 19. Êðèâîëèíåéíàÿ ñåòêàâ âåðõíåé ïîëîâèíå ñîïëà Ëàâàëÿ�u�t + �F (u)�x + �G(u)�y = 0; (7.4)ãäå F è G � çàäàííûå �óíêöèè. Ñóùåñòâóþò äâà ñïîñîáà äèñêðåòèçàöèè îïå-ðàòîðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ðàìêàõ ìåòîäà êîíå÷íîãîîáúåìà:à) öåíòðèðîâàííàÿ ñõåìà;á) óçëîâàÿ ñõåìà.Â öåíòðèðîâàííîé ñõåìå (ñì. ðèñ. 20, à) çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïîäñ÷èòûâà-þòñÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê, à ïîòîêè F (u); G(u) � íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê. Ïðèìåíèì�îðìóëó �ðèíà ê óðàâíåíèþ (7.4):ZZVi;j(�u�t + �F (u)�x + �G(u)�y )dx dy= ��t ZZVi;j u dx dy + IABCDA(F dy �Gdx) = 0; (7.5)ãäå Vi;j � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì ABCDA. Ïóñòü Aij � ïëîùàäüÿ÷åéêè (i; j). Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî��t ZZVi;j u dx dy � Aij � �uij�t ; (7.6)
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ãäå Aij � ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Àïïðîêñèìèðóåì òåïåðü èíòå-ãðàë ïî êîíòóðó ABCDA:IABCDA(F dy �Gdx) = XABCDA(F �y �G�x); (7.7)ãäå �xAB = xB � xA; �yAB = yB � yA;FAB = 12(Fi;j + Fi;j�1); GAB = 12(Gi;j�1 +Gi;j); (7.8)è ò.ä. Ïîäñòàâëÿÿ àïïðîêñèìàöèè (7.6)-(7.8) â �îðìóëó (7.5), ïîëó÷èì ñëåäó-þùåå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå (7.4):Aijduijdt + 12(Fi;j�1 + Fi;j)�yAB � 12(Gi;j�1 +Gi;j)�xAB+12(Fij + Fi+1;j)�yBC � 12(Gij +Gi+1;j)�xBC+12(Fij + Fi;j+1)�yCD � 12(Gij +Gi;j+1)�xCD+12(Fij + Fi�1;j)�yDA � 12(Gij +Gi�1;j)�xDA = 0: (7.9)
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�èñ. 20. Ñõåìû: (a) öåíòðèðîâàííàÿ; (á) óçëîâàÿ;� ïåðåìåííàÿ u, � ïîòîêè F (u); G(u)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé ðàâíîìåðíîé ñåòêèâ ïëîñêîñòè (x; y) ñõåìà (7.9) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðî-ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Â îáùåì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîé ñåòêè ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè ïî x; y ïåðâûé [1℄. 54



7.2.2. Òðåóãîëüíûå ÿ÷åéêèÂ ñëó÷àå òðåóãîëüíûõ ñåòîê òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü öåíòðèðîâàííóþè óçëîâóþ ñõåìû àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî äè��åðåí-öèðîâàíèÿ, ñì. ðèñ. 21, à, á. �àññìîòðèì ïîäðîáíåå óçëîâóþ ñõåìó (ðèñ. 21,á).
r r rr

r r r rr r r r rr r r rr r r r
A BC i i1 2 1 2345 63
a á�èñ. 21. Ñõåìû: (a) � öåíòðèðîâàííàÿ; (á) � óçëîâàÿÏóñòü �i � êîíòóð "1234561", è 
i � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì �i.ÒîãäàI�i(F dy �Gdx) � 12 6Xk=1[(Fk + Fk+1)�yk;k+1 � (Gk +Gk+1)�xk;k+1℄;��t ZZ
i u dx dy � Aiduidt ; Ai = 12 6Xk=1(xk + xk+1)�yk;k+1;

Àëþìèíèåâàÿïëàñòèíà�èñ. 22. �àâíîìåðíàÿ òðåóãîëüíàÿ ñåòêàãäå �xk;k+1 = xk+1 � xk; �yk;k+1 = yk+1 � yk; k = 1; : : : ; 6;x7 � x1; y7 � y1; F7 � F1; G7 � G1:
55



Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòèO(h) íà ñåòêå èç ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ, ãäå h � äëèíà ñòîðîíû ýëå-ìåíòàðíîãî òðåóãîëüíèêà. Íà �èñ. 22 ïîêàçàí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíîéñåòêè äëÿ çàäà÷è âûñîêîñêîðîñòíîãî ñîóäàðåíèÿ òâåðäûõ òåë.7.3. Ñõåìû òèïà �óíãå-ÊóòòàÊàê áûëî ïîêàçàíî íà ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, ïðîñòåéøèå ÿâíûå ñõåìû íà-êëàäûâàþò ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà âðåìåííîé øàã � . Äæåéìñîí â 1981ã. ïðåäëîæèë ñåìåéñòâà ÿâíûõ ñõåì ñ ðàñøèðåííûìè èíòåðâàëàìè óñòîé÷è-âîñòè [1,6,17℄. Ïîÿñíèì èäåþ åãî ñõåì íà ïðèìåðå àïïðîêñèìàöèè óðàâíå-íèÿ (1.1). Çàìåíèì â (1.1) îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿa�u=�x ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì, àïïðîêñèìèðóþùèì îïåðàòîð a�u=�x. Äëÿýòîé öåëè ìîæíî, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü öåíòðàëüíóþ ðàçíîñòü:Pu(t) = a[u(x+ h; t)� u(x� h; t)℄=(2h): (7.10)Ïîñëå ýòîãî âìåñòî èñõîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ (1.1) ðàññìàòðèâàþò îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(ÎÄÓ) dudt + Pu = 0; (7.11)ãäå âåëè÷èíû x+ h, x� h è h � ïàðàìåòðû. Ýòîò ïðèåì èçâåñòåí òàêæå êàêìåòîä ïðÿìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ (7.11) À. Äæåéìñîí ïðåäëîæèë èñ-ïîëüçîâàòü ìåòîäû �óíãå � Êóòòû. Ïðîñòåéøàÿ îäíîñòàäèéíàÿ ñõåìàun+1 = un � �Punäëÿ óðàâíåíèÿ (1.1), êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. �àñ-ñìîòðèì òåïåðü òàêóþ äâóõñòàäèéíóþ ñõåìó �óíãå � Êóòòû äëÿ óðàâíåíèÿ(1.1): u(0) = un;u(1) = u(0) � ��Pu(0);u(2) = u(0) � �Pu(1); (7.12)un+1 = u(2);
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ãäå � � ïîêà íå îïðåäåëåííûé ïàðàìåòð. Ïîäáåðåì ýòîò ïàðàìåòð èç äâóõòðåáîâàíèé: (à) àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1); (á) ìàêñèìàëü-íîãî âîçìîæíîãî èíòåðâàëà óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ýòîé öåëè ñíà÷àëà èñêëþ÷èìèç (7.12) ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå u(1):un+1 = un � �Pu(1) = un � �P (un � ��Pun)= [I � �P + �(�P )2℄un: (7.13)Ïóñòü z = F(��P ) � ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îïåðàòîðà ��P . Ëåã-êî íàéòè, ÷òî z = �i� sin �, � = a�=h; � = kh, k � âîëíîâîå ÷èñëî. Òîãäà èç(7.13) ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæèòåëü ïåðåõîäà g ñõåìû (7.12) èìååò âèä:g = 1 + z + �z2 = 1� i� sin � � ��2 sin2 �:Ïîýòîìó jgj2 = 1 + �2 sin2 �(1� 2�) + �2�4 sin4 �= 1� �2 sin2 �[(2�� 1)� �2�2 sin2 �℄:Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû jgj � 1 äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé �, òî íóæíî ïîòðåáî-âàòü, ÷òîáû � � 1=2. Ìèíèìóì âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ áóäåò ïðèsin2 � = 1. Ïîýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåðàâåíñòâà jgj2 � 1 äîëæíî âûïîëíÿòü-ñÿ íåðàâåíñòâî 2�� 1� �2�2 � 0;îòêóäà �2 � 2�� 1�2 : (7.14)Ìàêñèìóì ïðàâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè � = 1, òîãäà �2 � 1.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíî óñòîé÷èâîé äâóõñòàäèéíîéñõåìû (7.13) íóæíî ïîëîæèòü � = 1. Îáîáùåíèå ýòîé ïðîöåäóðû íà ñëó-÷àé áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé z â âûðàæåíèè äëÿ ìíîæèòåëÿ ïåðåõîäà g(�; �)ïðèâîäèò ê ìíîãî÷ëåíóQ(z) = 1 + z + �2z2 + � � �+ �mzm:Òðåáóåìûå ìíîãî÷ëåíû ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäåQ(z) = 1 + 1z[1 + 2z(1 + 3z(1 + 4z(1 + � � �+ mz)))℄: (7.15)
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ âñåãäà áåðåì 1 = 1. Ïðèâåäåì òåïåðü çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ1; : : : ; m, ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíûì ïî óñòîé÷èâîñòè ñõåìàì Äæåéì-ñîíà, ïðè m = 2; 3; 4; 5:m = 2 : 1 = 1; 2 = 1m = 3 : 1 = 1; 2 = 12; 3 = 12m = 4 : 1 = 1; 2 = 59; 3 = 415; 4 = 13 (7.16)m = 5 : 1 = 1; 2 = 12; 3 = 38 ; 4 = 16; 5 = 14:�àçíîñòíóþ ñõåìó, âåäóùóþ ê ìíîãî÷ëåíó (7.15), ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ñëå-äóþùèé m-ñòàäèéíûé ïðîöåññ:u(0) = un;u(1) = u(0) � m�Pu(0);u(2) = u(0) � m�1�Pu(1); (7.17)� � � � �u(m) = u(0) � 1�Pu(m�1);un+1 = u(m):Â ÷àñòíîñòè, åñëè m-ñòàäèéíàÿ ñõåìà (7.17) ñ îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè êî-ý��èöèåíòîâ 1; : : : ; m ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (1.1), òîïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ m:m = 2 : j�j � 1m = 3 : j�j � 2m = 4 : j�j � 3 (7.18)m = 5 : j�j � 4:Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøèé èíòåðâàë óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àåïÿòèñòàäèéíîé ñõåìûÄæåéìñîíà. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïÿòèñòàäèéíàÿñõåìà òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ïÿòè çíà÷åíèé îïåðàòîðà Pu â êàæäîì óçëå, íà ÷òîòðàòèòñÿ îñíîâíîå ìàøèííîå âðåìÿ. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ý��åêòèâ-íîñòè ðåàëèçàöèè ñõåì òèïà �óíãå�Êóòòà (7.17) ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèéïàðàìåòð: ef = C=N; (7.19)58



ãäå C � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî Êóðàíòà, äîïóñêàåìîå óñòîé÷èâîñòüþ ñõåìû; N� ÷èñëî òðåáóåìûõ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé îïåðàòîðà Pu. Òîãäà ñ ó÷åòîì (7.19)ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òàáëèöó:m = 2 ef = 12 = 0:500m = 3 ef = 23 � 0:666m = 4 ef = 34 = 0:750m = 5 ef = 45 = 0:800:Òàêèì îáðàçîì, ïÿòèñòàäèéíàÿ ñõåìà îáëàäàåò íàèáîëåå âûñîêîé ý��åê-òèâíîñòüþ. Âîçüìåì, äëÿ ñðàâíåíèÿ, èçâåñòíóþ ñõåìó Ìàê-Êîðìàêà 1969 ã.[8,15℄: ~uj � unj� + aunj+1 � unjh = 0;un+1j = 12(unj + ~uj)� a�2h(~uj � ~uj�1): (7.20)Âèäèì, ÷òî ñõåìà Ìàê-Êîðìàêà òðåáóåò äâóõ âû÷èñëåíèé îïåðàòîðà Pu. Âòî æå âðåìÿ ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñõåìû èìååò âèäj�j � 1. Òàêèì îáðàçîì, ef = 1=2 = 0:500 äëÿ ñõåìû Ìàê-Êîðìàêà.�àññìîòðèì òåïåðü äâóìåðíîå óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äè��óçèè (5.23). Âýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð Pu â óðàâíåíèè (7.11) ìîæíî âçÿòü â âèäåPunj;k = Aunj+1;k � unj�1;k2h1 +Bunj;k+1 � unj;k�12h2� � "unj+1;k � 2unj;k + unj�1;kh21 + unj;k+1 � 2unj;k + unj;k�1h22 # ;è çàòåì ïðèìåíèòü êàêóþ-íèáóäü èç ìíîãîñòàäèéíûõ ñõåì òèïà �óíãå�Êóòòû(7.17).Îáîáùåíèå ñõåì òèïà �óíãå�Êóòòû (7.17) íà ñëó÷àé ñèñòåì óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîâîäèòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî: íóæíî âåçäå â (7.11),(7.17) çàìåíèòü ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ u íà âåêòîð-�óíêöèþ u.
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8. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ ñåòîê8.1. Àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êðèâîëèíåéíîé ñåòêèCíîâà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òå÷åíèè ãàçà â ñîïëå Ëàâàëÿ (ñì. ðèñ. 23).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèåx = x(�; �); y = y(�; �); (8.1)êîòîðîå ïåðåâîäèò îáëàñòü D â ïëîñêîñòè �èçè÷åñêèõ êîîðäèíàò (x; y) âíåêîòîðóþ ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòüD� â ïëîñêîñòè êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò(�; �). Ïðè ýòîì ëèíèè êðèâîëèíåéíîé ñåòêè â îáëàñòè D ïåðåõîäÿò â ëèíèèðàâíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè â îáëàñòè D�.
-
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�èñ. 23. Òå÷åíèå ãàçà â ñîïëå Ëàâàëÿ: (a) îáëàñòü D â �èçè÷åñêîìïðîñòðàíñòâå; (á) ïðåîáðàçîâàííàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè (�; �)Îáû÷íî êðèâîëèíåéíóþ ñåòêó â ïëîñêîñòè (x; y) ñòðîÿò ñ ïîìîùüþ ÷èñëåí-íîé ãåíåðàöèè îòîáðàæåíèÿ (8.1). Ìåòîäû ãåíåðàöèè ñåòîê ìîæíî ðàçáèòü íàäâà áîëüøèõ êëàññà:à) àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû;á) ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåêîòîðûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-íûõ ïðîèçâîäíûõ.Ìû ðàññìîòðèì ñåé÷àñ îäèí ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä ãåíåðàöèè êðè-âîëèíåéíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè â ñîïëå Ëàâàëÿ. Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäûèñïîëüçóþò òå èëè èíûå èíòåðïîëÿöèîííûå �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîð-äèíàò óçëîâ ñåòêè âíóòðè ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ñ çàäàííûìè ãðàíèöàìè.Ïóñòü y = f(x) - óðàâíåíèå ñòåíêè ñîïëà. Ââåäåì íîâûå êîîðäèíàòû �; �ïî �îðìóëàì: � = (ix � 1)(x=xnz); � = (jy � 1)[y=fw(x)℄; (8.2)60



ãäå ix è jy ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîëè÷åñòâà óçëîâ ñåòêè â íàïðàâëåíèè, ñîîò-âåòñòâåííî, îñåé � è �; xnz - àáñöèññà âûõîäíîãî ñå÷åíèÿ ñîïëà.Ìû ìîæåì, â ïðèíöèïå, âçÿòü ëþáûå øàãè ñåòêè �� è �� â ïëîñêîñòè(�; �). Ïðîñòåéøèé âûáîð - ýòî �� = �� = 1. Òîãäà ìû ìîæåì çàäàòü ïðÿìûåëèíèè ñåòêè â ïðÿìîóãîëüíèêå ïëîñêîñòè (�; �) ïî �îðìóëàì:�i = i� 1; i = 1; : : : ; ix; �j = j � 1; j = 1; : : : ; jy: (8.3)Òåïåðü ëåãêî ñîâåðøèòü ïåðåõîä îò óçëîâ ñåòêè (�i; �j) ê èõ îáðàçàì â ïëîñ-êîñòè (x; y). Äëÿ ýòîãî ðàçðåøèì óðàâíåíèÿ (8.2) îòíîñèòåëüíî x; y:xi = �i � xnz=(ix � 1); i = 1; : : : ; ix;yij = fw(xi)�j=(jy � 1); j = 1; : : : ; jy: (8.4)Ëèíèè ñåòêè xi = onst � îòðåçêè ïðÿìûõ ëèíèé, ïàðàëëåëüíûõ îñè y. Ëèíèè�j = onst èìåþò �îðìó, àíàëîãè÷íóþ �îðìå ñòåíêè ñîïëà (ñì. ðèñ. 19).8.2. Ýëëèïòè÷åñêèé ãåíåðàòîð êðèâîëèíåéíîé ñåòêèÒåïåðü ðàññìîòðèì îäèí ìåòîä ãåíåðàöèè êðèâîëèíåéíûõ ñåòîê, îñíîâàí-íûé íà ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåêîòîðûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ çàäàííîéãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â ïëîñêîñòè (x; y). �åøåíèÿ íåêîòîðûõ ýëëèïòè-÷åñêèõ ñèñòåì óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, òî åñòü ýêñòðåìóì ðå-øåíèÿ íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè îáëàñòè. Ýòî ñâîéñòâî ãàðàíòèðóåò âçà-èìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå âèäà (8.1). Òàê êàê ýêñòðåìóìà êîîðäèíàòx(�; �); y(�; �) íå ìîæåò áûòü âíóòðè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, òî íå áóäåò ïðîèñõî-äèòü è ïåðåêðåùèâàíèå ðàçëè÷íûõ ëèíèé ïîëó÷åííîé êðèâîëèíåéíîé ñåòêè.Ïðîñòåéøàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, ðåøåíèÿ êîòîðîéóäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ýòî ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàïëàñà�2��x2 + �2��y2 = 0; (8.5)�2��x2 + �2��y2 = 0: (8.6)Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿìèíèìèçàöèè èíòåãðàëîâI1 = Z ZD[(��=�x)2 + (��=�y)2℄dxdy; (8.7)
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I2 = Z ZD[(��=�x)2 + (��=�y)2℄dxdy: (8.8)Ïîñêîëüêó â ïëîñêîñòè (�; �) ëèíèè ñåòêè ðàñïîëîæåíû íà îäèíàêîâûõ ðàñ-ñòîÿíèÿõ �� è �� äðóã îò äðóãà, âåëè÷èíàjr�j2 = (��=�x)2 + (��=�y)2ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìåðû ïëîòíîñòè òî÷åê ñåòêè âäîëü êîîð-äèíàòíîé ëèíèè, íà êîòîðîé � ìåíÿåòñÿ, òî åñòü âåëè÷èíà � äîëæíà ìåíÿòüñÿáûñòðî â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå òî÷êè ñåòêè ñãóùàþòñÿ. Ìèíèìèçà-öèÿ �óíêöèîíàëà (8.7) âåäåò, òàêèì îáðàçîì, ê íàèáîëåå ãëàäêîìó ðàñïðåäå-ëåíèþ ëèíèé â îáëàñòè â ïëîñêîñòè êîîðäèíàò (x; y).Ïîñêîëüêó êðèâîëèíåéíàÿ ñåòêà ãåíåðèðóåòñÿ â ïëîñêîñòè (x; y), æåëàòåëü-íî ïîìåíÿòü ðîëÿìè ïåðåìåííûå �; � è x; y â óðàâíåíèÿõ (8.5) è (8.6), ñäåëàâ�; � íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, à x; y � �óíêöèÿìè. Äëÿ ýòîãî îñóùåñòâèìïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (8.5), (8.6) è ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ äëÿ x(�; �) è y(�; �). �àññìîòðèì òîæäåñòâîx(�(x; y); �(x; y)) � x: (8.9)Ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè (8.9) ïî x:�x�� ���x + �x�� ���x = 1: (8.10)Òåïåðü ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè (8.9) ïî y:�x�� ���y + �x�� ���y = 0: (8.11)Àíàëîãè÷íî, èç òîæäåñòâày(�(x; y); �((x; y)) � yìîæåì ïîëó÷èòü äè��åðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ�y�� ���x + �y�� ���x = 0; (8.12)�y�� ���y + �y�� ���y = 1: (8.13)Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (8.10) è (8.12) äëÿ �x è �x. Îïðåäåëèòåëåì ýòîéñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíJ = ������ �x�� �x���y�� �y�� ������ = �x�� �y�� � �x�� �y�� : (8.14)
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Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî J 6= 0. Òîãäà èç ñèñòåìû (8.10), (8.12)íàõîäèì, ÷òî ���x = 1J �y�� ; ���x = � 1J �y�� : (8.15)Òåïåðü âîçüìåì óðàâíåíèÿ (8.11) è (8.13). �åøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî�y, �y, íàõîäèì, ÷òî ���y = � 1J �x�� ; ���y = 1J �x�� : (8.16)Òåïåðü íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ëàïëàñèàíà (�2=�x2 + �2=�y2)�(x; y) â òåðìè-íàõ ïðîèçâîäíûõ�x=��; : : : ; �y=��; �2x=��2; �2x=����; �2x=��2; �2y=��2;�2y=����; �2y=��2:Äëÿ ýòîãî ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.10) ïî x:�x�� �2��x2 + �x�� �2��x2 = � 24�2x��2  ���x!2 + 2 �2x���� ���x ���x + �2x��2  ���x!235 : (8.17)Òåïåðü ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè (8.12) ïî x:�y�� �2��x2 + �y�� �2��x2 = � 24�2y��2  ���x!2 + 2 �2y���� ���x ���x + �2y��2  ���x!235 : (8.18)�åøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.17), (8.18) îòíîñèòåëüíî �2�=�x2 è �2�=�x2, ïî-ëó÷èì âûðàæåíèÿ:�2��x2 = 1J 24�x�� 0��2y��2  ���x!2 + �2y��2  ���x!2 + 2 �2y���� ���x ���x1A� �y�� � 0��2x��2 �  ���x!2 + �2x��2 �  ���x!2 + 2 �2x���� ���x ���x1A35 ; (8.19)�2��x2 = 1J 24�y�� � 0��2x��2  ���x!2 + �2x��2  ���x!2 + 2 �2x���� ���x ���x1A� �x�� � 0��2y��2  ���x!2 + �2y��2  ���x!2 + 2 �2y���� ���x ���x1A35 : (8.20)Ïðîäè��åðåíöèðóåì òåïåðü ïî y îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.11):�x�� �2��y2 + �x�� �2��y2 = � 24�2x��2  ���y!2 + 2 �2x���� ���y ���y + �2x��2  ���y!235 : (8.21)
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Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî y îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.13):�y�� �2��y2 + �y�� �2��y2 = � 24�2y��2  ���y!2 + 2 �2y���� ���y ���y + �2y��2  ���y!235 : (8.22)�àçðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.21),(8.22) îòíîñèòåëüíî �yy è �yy, ïîëó÷èìâûðàæåíèÿ�2��y2 = 1J 24�x�� 0��2y��2  ���y!2 + �2y��2  ���y!2 + 2 �2y���� ���y ���y1A� �y�� � 0��2x��2 �  ���y!2 + �2x��2 �  ���y!2 + 2 �2x���� ���y ���y1A35 ; (8.23)�2��y2 = 1J 24�y�� � 0��2x��2  ���y!2 + �2x��2  ���y!2 + 2 �2x���� ���y ���y1A� �x�� � 0��2y��2  ���y!2 + �2y��2  ���y!2 + 2 �2y���� ���y ���y1A35 : (8.24)Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (8.19), (8.23), ïîëó÷àåì, ÷òî�2��x2 + �2��y2 = 1J 8<:�x�� 24�2y��2 0� ���x!2 +  ���y!21A +2  ���x ���x + ���y ���y! � �2y���� + 0� ���x!2 +  ���y!21A �2y��235��y�� � 240� ���x!2 +  ���y!21A �2x��2 + 2 �2x����  ���x ���x + ���y ���y! +0� ���x!2 +  ���y!21A �2x��2359=; : (8.25)Âèäèì, ÷òî ñþäà âõîäèò ïðîèçâîäíàÿ y��. Ïîêàæåì, ÷òî åå ìîæíî èñêëþ÷èòü.Ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè (8.13) ïî y:�2y��2  ���y!2 + 2 �2y���� ���y ���y + �2y��2  ���y!2 = ��2��y2 �y�� � �2��y2 �y��: (8.26)Òåïåðü ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè (8.12) ïî x:�2y��2  ���x!2 + 2 �2y���� ���x ���x + �2y��2  ���x!2 = ��2��x2 �y�� � �2��x2 �y�� : (8.27)
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Ñêëàäûâàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâ (8.26) è (8.27), ïîëó÷èì óðàâíåíèå24 ���x!2 +  ���y!235 �2y��2 + 2  ���x ���x + ���y ���y! �2y���� + 24 ���x!2 +  ���y!235 �2y��2= ��y�� 0��2��x2 + �2��y21A� �y�� 0��2��x2 + �2��y21A = 0; (8.28)òàê êàê ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ (8.5) è (8.6). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì èç(8.25) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì (8.28):24 ���x!2 +  ���y!235 �2x��2 + 2 �2x����  ���x ���x + ���y ���y!+24 ���x!2 +  ���y!235 �2x��2 = 0: (8.29)Ïîäñòàâèì òåïåðü âûðàæåíèÿ (8.15), (8.16) â (8.29):(x2� + y2�)x�� � 2(x�x� + y�y�)x�� + (x2� + y2� )x�� = 0; (8.30)Óðàâíåíèå (8.28) äëÿ y(�; �) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñïîìîùüþ �îðìóë (8.15) è (8.16):(x2� + y2�)y�� � 2(x�x� + y�y�)y�� + (x2� + y2� )y�� = 0: (8.31)�àññìîòðèì âîïðîñ î ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé (8.30), (8.31). Äëÿ ðå-øåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü ��, ��� øàãè ñåòêè â ïëîñêîñòè (�; �). Âû÷èñëÿåì êîîðäèíàòû �i è �i óçëîâ ñåòêèâäîëü îñåé � è �, ñîîòâåòñòâåííî, ïî �îðìóëàì�i = (i� 1)��; i = 1; : : : ; I; �j = (j � 1)��; j = 1; : : : ; J: (8.32)Òàê êàê â ñëó÷àå çàäà÷è î òå÷åíèè ãàçà â ñîïëå ãðàíèöà � îáëàñòè â ïëîñêî-ñòè (x; y) çàäàíà, òî äëÿ x(�; �) è y(�; �) ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ Äèðèõëå. Íàïðèìåð,x1;j � x(�1; �j) = 0; xI;j = xex:; j = 1; : : : ; J ;xi;1 = Xi;1; xi;J = Xi;J ; i = 1; : : : ; I: (8.33)y1;j � y(�1; �j) = Y1;j; yI;j = YI;j; j = 1; : : : ; J ;yi;1 = 0; yi;J = f(Xi;J); i = 1; : : : ; I:
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Çíà÷åíèÿ Xi;1 è Xi;J äîëæíû áûòü çàäàíû òàê, ÷òîáû âåëè÷èíûX1;1; X2;1; : : : ; XI;1 è X1;J ; X2;J ; : : : ; XI;Jîáðàçîâûâàëè ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Îðäèíàòû Y1;j è YI;j çàäàþòñÿ òàê, ÷òîáû0 = Y1;1 < Y1;2 < : : : Y1;J = f(0);0 = YI;1 < YI;2 < : : : < YI;J = f(xex:);ãäå xex � àáñöèññà âûõîäíîãî ñå÷åíèÿ ñîïëà. Ïóñòü f(�; �) � ëþáàÿ èç �óíêöèéx(�; �), y(�; �). Âîçüìåì �� = �� = 1. Òîãäà ìû ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòüïðîèçâîäíûå f�, f� ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé:(f�)ij = 12(fi+1;j � fi�1;j); (f�)ij = 12(fi;j+1 � fi;j�1):Äàëåå, (f��)ij = fi+1;j � 2fij + fi�1;j; (f��)ij = fi;j+1 � 2fij + fi;j�1;(f��)ij = 14(fi+1;j+1 � fi+1;j�1 � fi�1;j+1 + fi�1;j�1):Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (8.30), (8.31) ïî ìåòîäó óñòàíîâëåíèÿ ïðèñòàöèîíàðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (8.33) ìîæíî ïðèìåíèòü íåÿâíóþ ñõåìóïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé.8.3. Âèä óðàâíåíèé Ýéëåðà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõÂ ñèñòåìå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x; y ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà, îïèñû-âàþùèõ äâóìåðíîå íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå ñæèìàåìîãî íåâÿçêîãî íåòåïëî-ïðîâîäíîãî ãàçà, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:�u�t + �F(u)�x + �G(u)�y = 0; (8.34)ãäå u=0BBBBBB� ��u�v�E
1CCCCCCA ;F(u)=0BBBBBB� �up+ �u2�uvpu+ �uE

1CCCCCCA ;G(u)=0BBBBBB� �v�uvp+ �v2pv + �vE
1CCCCCCAÏóñòü f(�; �) = F(x(�; �); y(�; �); t):
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Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî�f�� = �F�x �x�� + �F�y �y�� ; �f�� = �F�x �x�� + �F�y �y�� :�åøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî �F=�x; �F=�y, ïîëó÷èì:�F�x = 1J  �f�� �y�� � �f�� �y��! ; �F�y = 1J  �f�� �x�� � �f�� �x��! ; (8.35)ãäå J � ÿêîáèàí (8.14).Âîçüìåì òåïåðü �óíêöèþg(�; �) = G(x(�; �); y(�; �); t):Òîãäà àíàëîãè÷íî (8.35) ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî�G�y = 1J  �g�� �x�� � �g�� �x��! :Ïîýòîìó �F�x + �G�y = 1J " �f�� �y�� � �f�� �y��!+  �g�� �x�� � �g�� �x��!# : (8.36)Ôîðìóëà (8.36) èìååò íåäîñòàòîê � îíà èìååò íåäèâåðãåíòíûé âèä. Äîêàæåìñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé �îðìóëû:�F�x + �G�y = 1J " ���  f �y�� � g�x��!+ ���  g�x�� � f �y��!# : (8.37)Äåéñòâèòåëüíî,��� (fy� � gx�) + ��� (gx� � fy�) = (f�y� � f�y�) + (g�x� � g�x�)+f(y�� � y��) + g(x�� � x��):Ôóíêöèè y(�; �), x(�; �) ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, ïîýòîìó y�� =y��; x�� = x��.Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèéÝéëåðà (8.34) â äèâåðãåíòíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:�uJ�t + ���  F�y�� �G�x��!+ ���  G�x�� � F�y��! = 0: (8.38)Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (8.15) è (8.16), ìîæåì ïåðåïèñàòü ñèñòåìó (8.38) òàêæå67



â âèäå �uJ�t + ��� (J�xF+ J�yG) + ��� (J�xF+ J�yG) = 0: (8.39)Ââåäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé ñëåäóþùèå âåêòîðû-ñòîëáöû:~F = J�xF+ J�yG; ~G = J�xF+ J�yG:Òîãäà ìîæåì ïåðåïèñàòü ñèñòåìó (8.39) â âèäå�uJ�t + � ~F�� + � ~G�� = 0: (8.40)9. Ìîíîòîííûå ðàçíîñòíûå ñõåìû9.1. Ïîíÿòèå ìîíîòîííîñòèÊàê ìû óæå óáåäèëèñü íà ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, ìíîãèå ðàçíîñòíûå ñõå-ìû äàþò îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îñöèëëÿöèéâ ðåøåíèè áûòü íå äîëæíî. Ïîýòîìó òàêèå îñöèëëÿöèè ÷èñëåííûõ ðåøåíèéåùå íàçûâàþò ëîæíûìè èëè ïàðàçèòè÷åñêèìè. Âîçüìåì äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1)ìîíîòîííóþ íà÷àëüíóþ �óíêöèþ u(x; 0) = u0(x): Òîãäà ïîñëå âûïîëíåíèÿïåðâîãî øàãà ïî t ðàçíîñòíîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî îñöèëëèðóþùåé ñõåìå,áóäåò ñîäåðæàòü îñöèëëÿöèè. Çàïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó â âèäå:un+1 = Sun; (9.1)ãäå S � îïåðàòîð øàãà. Îïåðàòîð S îñöèëëèðóþùåé ñõåìû ïåðåâîäèò, òàêèìîáðàçîì, ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé un0 , un1 ; : : : ; unMâ íåìîíîòîííóþ. Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.2) èìååò âèäu(x; t) = u0(x� at); (9.2)îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ u0(x) ìîíîòîííàÿ, òî è ðåøåíèåu(x; t) ïðè ëþáîì t > 0 áóäåò òàêæå ìîíîòîííîé �óíêöèåé. Â ýòîé ñâÿçèðàçóìíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû è ðàçíîñòíîå ðåøåíèå un îáëàäàëî àíàëîãè÷íûìñâîéñòâîì.Îïðåäåëåíèå 9.1. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (9.1) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîí-íîé, åñëè îïåðàòîð øàãà S ïåðåâîäèò ìîíîòîííóþ ñåòî÷íóþ �óíêöèþ un
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â ìîíîòîííóþ ñåòî÷íóþ �óíêöèþ un+1 ñ òåì æå íàïðàâëåíèåì ðîñòà åå çíà-÷åíèé (ñì. ðèñ. 24).
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m = n m = n+ 1�� ��r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r�èñ. 24. Ê èëëþñòðàöèè ïîíÿòèÿ ìîíîòîííîéðàçíîñòíîé ñõåìûÏóñòü äàíà ëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìàun+1j = qXk=�p�kunj+k; (9.3)ãäå p � 0; q � 0; p+ q > 0:Òåîðåìà 9.1 (Ñ.Ê. �îäóíîâ, 1959). �àçíîñòíàÿ ñõåìà (9.3) ìîíîòîííà òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîý��èöèåíòû �k íåîòðèöàòåëüíû.Ìû îïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû (åãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â[1℄). Ìîæíî ïðèâåñòè ðÿä èçâåñòíûõ ñõåì ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, êîòîðûåïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ÷èñëî Êóðàíòà ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè.Ñëîæíåå äåëî îáñòîèò â ñëó÷àå ðàçíîñòíûõ ñõåì âòîðîãî è áîëåå âûñîêèõïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè. Ñ.Ê. �îäóíîâûì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 9.2. Ñðåäè ëèíåéíûõ ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ óðàâ-íåíèÿ (1.1) íåò ñõåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè.Òàêèì îáðàçîì, â êëàññàõ ëèíåéíûõ ñõåì âûñîêèõ ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìà-öèè íà �èêñèðîâàííîì øàáëîíå íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ ñõåìó.Òåì íå ìåíåå, ñõåìû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè èìåþò ïðåèìóùå-ñòâî ïî òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ÷òîïîçâîëÿåò â ñëó÷àå ãëàäêèõ ðåøåíèé ïîëó÷àòü ãîðàçäî áîëåå òî÷íûå ðåçóëü-òàòû íà ãðóáûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòêàõ. Â ýòîé ñâÿçè áûë ïðåäëîæåí ðÿäïðèåìîâ ìîíîòîíèçàöèè ðàçíîñòíûõ ñõåì âûñîêèõ ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè:69



1o. Ââåäåíèå ÷ëåíîâ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè.2o. Ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ ñãëàæèâàíèÿ èëè îñðåäíåíèÿ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè ïðèåìû íå îáåñïå÷èâàþò íàëè÷èå ìîíîòîííîñòè âñòðîãîì ñìûñëå, à ëèøü óìåíüøàþò àìïëèòóäó ïàðàçèòè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé.9.2. Cõåìà TVD ÕàðòåíàÂ ïîèñêàõ ïóòåé ñîçäàíèÿ ìîíîòîííûõ ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè À.Õàðòåí [18℄ ïðåäëîæèë èíòåðåñíóþ ãèáðèäíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó, êîòîðóþ îííàçâàë TVD-ñõåìîé, óìåíüøàþùåé ïîëíóþ âàðèàöèþ ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ.Êðàòêî îïèøåì ýòó ñõåìó.Ñíîâà ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (1.1), (1.2). Âîçüìåì ãëàäêóþ �óíêöèþu0(x) ñ îãðàíè÷åííîé ïîëíîé âàðèàöèåé:TV [u0(x)℄ = Z 1�1 j�u0(x)=�xj dx � C <1:Òîãäà ñ ó÷åòîì (9.3) ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ëþáîì t = t� > 0TV [u(x; t�)℄ = TV [u0(x)℄:Ïîñòðîèì ÿâíóþ, â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó, àïïðîê-ñèìèðóþùóþ óðàâíåíèå (1.1) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå:un+1j = unj �H(unj�p; : : : ; unj ; : : : ; unj+q): (9.4)Ïîòðåáóåì, ÷òîáû H(u; : : : ; u; : : : ; u) = 0: Ýòî îáåñïå÷èâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ïî-ñòîÿííîé íà÷àëüíîé �óíêöèè u0(x) ðàçíîñòíîå ðåøåíèå un+1 òàêæå áóäåòïîñòîÿííîé �óíêöèåé.Îïðåäåëåíèå 9.2. Íàçîâåì ñõåìó (9.1) TVD-ñõåìîé, åñëèTV h(Sun) � TV h(un);ãäå TV h(un) = 1Xj=�1 j�j+1=2unj; �j+1=2un = unj+1 � unj :Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó TVD-ñõåìàìè è ìîíîòîí-íûìè ñõåìàìè (Õàðòåí [18℄).Òåîðåìà 9.3.1. TVD-ñõåìà ñîõðàíÿåò ìîíîòîííîñòü;2. Ìîíîòîííàÿ ñõåìà óäîâëåòâîðÿåò TVD-óñëîâèþ.
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Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, îíî èìååòñÿ â [18℄.Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ êîíêðåòíîé TVD-ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Çàïè-øåì ñõåìó (9.4) â âèäåun+1j = unj + Cnj+1=2�j+1=2un; a < 0; (9.5)à ïðè a > 0 � â âèäå un+1j = unj �Dnj�1=2�j�1=2un: (9.6)ÇäåñüCnj+1=2 = Cnj+1=2(unj�p; : : : ; unj+1); Dnj�1=2 = Dnj�1=2(unj�p; : : : ; unj ; : : : ; unj+q);è Cnj+1=2 � 0; Dnj�1=2 � 0; (9.7)Cnj+1=2 � 1; Dnj�1=2 � 1: (9.8)Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñõåìà (9.5)-(9.8) áóäåò TVD-ñõåìîé. Ýòî äîêàçà-òåëüñòâî òîæå îïóñêàåì.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ×àêðà-âàðòè�Îøåðà [19℄: un+1j � unj� + a~unj+1=2 � ~unj�1=2h = 0; (9.9)ãäå ~unj+1=2 = unj + 1 + �4 �j+1=2un + 1� �4 �j�1=2un (9.10)ïðè a > 0 è ~unj+1=2 = unj+1 � 1 + �4 �j+1=2un � 1� �4 �j+3=2un (9.11)ïðè a < 0. Çäåñü�j+1=2un = minmod[�j+1=2un; b�j�1=2un℄;�j�1=2un = minmod[�j�1=2un; b�j+1=2un℄: (9.12)Ôóíêöèÿ minmod îïðåäåëÿåòñÿ òàê:minmod[r;m℄ = sign(r)maxf0;min[jrj;msign(r)℄g: (9.13)
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Âåñîâîé ïàðàìåòð � â (9.10)-(9.11) âûáèðàåòñÿ â ïðîìåæóòêå �1 � � � 1.Åñëè ÷åðòî÷êè íàä �j+1=2un; �j�1=2un, �j+3=2un â (9.10) è (9.11) îòñóòñòâó-þò, òî ñõåìà (9.9)-(9.11) aïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå (1.1) ñ òî÷íîñòüþ O(�) +O(h3) ïðè � = 1=3 è ñ òî÷íîñòüþ O(�) + O(h2) ïðè � 6= 1=3. Èñïîëüçóÿñâîéñòâà �óíêöèè minmod, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñõåìà (9.9)-(9.13) ÿâëÿåòñÿ TVD-ñõåìîé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé� = a�=h � 45� � + b(1 + �) ; 1 � b � 3� �1� � :9.3. Ñõåìà Ñ.Ê. �îäóíîâà �ðàñïàä ðàçðûâà�Ýòà ñõåìà áûëà ïðåäëîæåíà â 1959 ã. C.Ê. �îäóíîâûì äëÿ ðàñ÷åòà òå÷å-íèé íåâÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà. Ýòî ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.Õîòÿ ìîíîòîííîñòü ýòîé ñõåìû ñòðîãî íå äîêàçàíà, ïî íåé ïîëó÷àþòñÿ ìî-íîòîííûå ïðî�èëè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåì �îðìóëû ýòîé ñõåìû äëÿîäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ äèâåðãåíòíîé �îðìîé ñèñòåìû óðàâíå-íèé Ýéëåðà (5.30). Èäåÿ ñõåìû �îäóíîâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âåëè÷èíû�ni ; uni ; pni âû÷èñëÿþòñÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê ñåòêè íà îñè x è ïîëàãàåòñÿ, ÷òî� = �ni ; u = uni ; p = pni â ïðåäåëàõ êàæäîé ÿ÷åéêè (ñì. ðèñ. 25). Òîãäà çíà-÷åíèÿ ðåøåíèÿ un+1i íà ñëåäóþùåì ñëîå "n+1"íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷î ðàñïàäå ðàçðûâà íà ãðàíèöàõ i � 1=2 è i + 1=2 ÿ÷åéêè"i". Â ñëó÷àå, åñëèïåðåïàäû juni �uni+1j, j�ni ��ni+1j, jpni �pni+1j íåâåëèêè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèéUi+1=2; Ri+1=2; Pi+1=2 ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è îðàñïàäå ðàçðûâà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àêóñòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ýòîãîðåøåíèÿ [15℄.
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i� 12 i i+ 12 i+ 1�èñ. 25. Ê ðàñ÷åòó ðàñïàäà ðàçðûâà�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ, ïðè÷åì, u >  > 0.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ai+1=2 = rpni+1=2�ni+1=2;
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ãäå fni+1=2 = 12(fni + fni+1);f � ëþáàÿ èç �óíêöèé �; u; p. Òîãäà, åñëè �ni+1=2uni+1=2 > ai+1=2, òîRi+1=2 = �ni ; Pi+1=2 = pni ; Ui+1=2 = uni ;è ðåøåíèå íà ñëåäóþùåì ñëîå n+ 1 íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåìûun+1i � uni� + '(Ri+1=2; Ui+1=2; Pi+1=2)� '(Ri�1=2; Ui�1=2; Pi�1=2)h = 0: (9.14)�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà0 < �ni+1=2uni+1=2 < ai+1=2:Òîãäà Pi+1=2 = 12(pni + pni+1 + ai+1=2 � (uni � uni+1));Ri+1=2 = ( + 1)Pi+1=2 + ( � 1)pni( � 1)Pi+1=2 + ( + 1)pni �ni ;Ui+1=2 = 12(uni + uni+1 + pni � pni+1ai+1=2 );è ðàñ÷åò un+1 ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñõåìå (9.14).�àññìîòðåííàÿ ñõåìà Ñ.Ê. �îäóíîâà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-öèè êàê ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, òàê è ïî t. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíèïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ýòîé ñõåìû, êîòîðûå îáëàäàþò áîëååâûñîêèìè ïîðÿäêàìè àïïðîêñèìàöèè (âòîðûì è òðåòüèì).10. �àñ÷åò íåðàâíîâåñíûõ òå÷åíèé ãàçà10.1. Óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêèÂî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü õèìè÷åñêèå ðå-àêöèè, êîòîðûå ìîãóò ïðîèñõîäèòü â òå÷åíèÿõ æèäêîñòåé è ãàçîâ. Òàêèìèçàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå:1) ðàñïðîñòðàíåíèå ãàçî�àçíîé äåòîíàöèè;2) ãàçî�àçíîå ïëàìÿ;3) ìíîãî�àçíûå òå÷åíèÿ ðåàãèðóþùèõ ñìåñåé â ðàêåòíûõ ñîïëàõ;4) ïðîöåññû ãîðåíèÿ òîïëèâíûõ ñìåñåé íà òåïëîâûõ ýëåêòðîñòàíöèÿõ.
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Íèæå ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ãîìîãåííûå ãàçîâûå ñìåñè, êîòîðûìè îáû÷-íî ÿâëÿþòñÿ ïðîäóêòû ñãîðàíèÿ òîïëèâ, ïðèìåíÿåìûõ â ãàçîâûõ òóðáèíàõ,ðåàêòèâíûõ è ðàêåòíûõ äâèãàòåëÿõ è êîòîðûå íå ñîäåðæàò â ñâîåì ñîñòàâåìåòàëëîâ èëè èõ ñîåäèíåíèé. Åñëè æå, íàïðèìåð, â ðåàãèðóþùåé ñìåñè èìå-þòñÿ, êðîìå ãàçîâ, ÷àñòèöû ìåòàëëà èëè äðóãèå òâåðäûå ÷àñòèöû, òî òàêèåñìåñè íàçûâàþòñÿ ãåòåðîãåííûìè.Ëþáîé �èçèêî-õèìè÷åñêèé ïðîöåññ áóäåò ñóùåñòâåííî âîçäåéñòâîâàòü íàêàðòèíó òå÷åíèÿ, åñëè èçìåíåíèå ýíåðãèè, ñâÿçàííîå ñ ýòèì ïðîöåññîì, ñîèç-ìåðèìî ñ ïîëíûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè è õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ ýòîãîïðîöåññà ñðàâíèìî ñ õàðàêòåðíûì ãàçîäèíàìè÷åñêèì âðåìåíåì.Äëÿ îïèñàíèÿ íåðàâíîâåñíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé èñïîëüçóþòñÿ óðàâíå-íèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Â õèìè÷åñêîé êèíåòèêå ïðèíÿòî çàïèñûâàòü ðå-àêöèè â ñëåäóþùåì âèäå: A+ B kf! �kr C +D;ãäå kf è kr � êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåàêöèé; A, B, C, D �èñõîäíûå âåùåñòâà è ïðîäóêòû ðåàêöèè.Êîíöåíòðàöèþ i-ãî âåùåñòâà ìîæíî âûðàæàòü ÷èñëîì åãî ÷àñòèö â åäèíèöåîáúåìà ni, íàïðèìåð [1/ñì3℄. Ìîëüíî-îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ Xi îïðåäåëÿåò-ñÿ ÷èñëîì ìîëåé âåùåñòâà â åäèíèöå îáúåìà [ìîëü/ñì3℄:Xi = niN0 ;ãäå N0 = 6; 02 �1023 � ÷èñëî Àâîãàäðî. Ñêîðîñòü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè-ýòî ïðî-èçâîäíàÿ dXi=dt. Îíà îïðåäåëÿåò, íà ñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ i-ãîâåùåñòâà â åäèíèöó âðåìåíè. Íàèáîëåå ïðîñòî ñêîðîñòü ðåàêöèè âûðàæàåòñÿ÷åðåç ìîëüíî-îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè. Äëÿ êîìïîíåíò Xk â ïðÿìîé ðåàêöèèóðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè èìåþò âèä [20℄dXkdt = kf(bk � ak) nYj=1Xajj (10.1)è ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îáðàòíîé ðåàêöèèdXkdt = kr(ak � bk) nYj=1Xbjj ;ãäå ak; bk � ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ðåàêöèè, n � îáùåå ÷èñëî èñ-õîäíûõ âåùåñòâ è ïðîäóêòîâ ðåàêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëíîå èçìåíåíèå êî-
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ëè÷åñòâà âåùåñòâà â ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðÿìîé, òàê è îáðàòíîé ðåàê-öèÿìè: dXkdt = kf(bk � ak) nYj=1Xajj + kr(ak � bk) nYj=1Xbjj : (10.2)Íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ, êîãäà â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò ëèøü èñõîäíûå âåùå-ñòâà, ðåàêöèÿ èäåò â îñíîâíîì â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè. Ñ íàêîïëåíèåì êî-íå÷íûõ ïðîäóêòîâ ñêîðîñòü ðåàêöèè çàìåäëÿåòñÿ, è â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿñêîðîñòü ïðÿìîé ðåàêöèè ðàâíà ñêîðîñòè îáðàòíîé ðåàêöèè (äëÿ ëþáîãî k):dXkdt = 0: (10.3)Èç ñîîòíîøåíèé (10.2) è (10.3) ïîëó÷àåì �îðìóëóK(T ) = kfkr = Qnj=1XbjjQnj=1Xajj ; (10.4)ãäå âåëè÷èíàK(T ) íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé ðàâíîâåñèÿ, T � òåìïåðàòóðà. Ôîð-ìóëû (10.4) � ýòî àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâà-íèå äîïóùåíèÿ î ðàâíîâåñíîñòè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü èõó÷åò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàâíîâåñíûõ òå÷åíèé.Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ìîãóò ðàç-ëè÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ âåëè÷èíû, òî áîëåå àäåêâàòíûìÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåðàâíîâåñíûõ òå÷åíèé.Ïðåæäå ÷åì âûïèñàòü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òàêîé ìîäåëè, ðàñ-ñìîòðèì âîïðîñ îá óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ ãîìîãåííîé ðåàãèðóþùåé ñìåñè. Ïóñòüñìåñü ñîñòîèò èç N êîìïîíåíò, è ïóñòü �i � ìîëåêóëÿðíûé âåñ i-ãî ãàçà,i = 1; : : : ; N . Ìîëü, èëè ãðàìì-ìîëåêóëà � ýòî òàêîå êîëè÷åñòâî õèìè÷åñêèîäíîðîäíîãî âåùåñòâà, ìàññà êîòîðîãî, âûðàæåííàÿ â ãðàììàõ, ÷èñëåííî ðàâ-íà åãî ìîëåêóëÿðíîìó âåñó.Ïóñòü Mi � ìàññà i-ãî ãàçà â ñìåñè, è ïóñòü V è T - îáúåì è òåìïåðàòóðàñìåñè.Ïàðöèàëüíûì äàâëåíèåì pi i-ãî ãàçà â ñìåñè íàçûâàåòñÿ äàâëåíèå, ïîä êî-òîðûì íàõîäèëñÿ áû ýòîò ãàç, åñëè áû èç ñìåñè áûëè óäàëåíû âñå îñòàëüíûåãàçû, à îáúåì è òåìïåðàòóðà ñîõðàíèëèñü ïðåæíèìè:pi = Mi�i RTV ;
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ãäå R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, R = 8; 31 � 103 äæêìîëü�ãðàä.Çàêîí Äàëüòîíà [20℄: äàâëåíèå ñìåñè èäåàëüíûõ ãàçîâ ðàâíî ñóììå èõ ïàð-öèàëüíûõ äàâëåíèé, ò.å. p = NXi=1 pi = RTV NXi=1 Mi�i : (10.5)Ïóñòü � = M=V , ãäå M � ìàññà ñìåñè, òî åñòüM = NXi=1Mi:Òîãäà V = M=�, è ìîæåì ïåðåïèñàòü �îðìóëó (10.5) â âèäåp = R�T NXi=1�i; (10.6)ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå�i = MiM�i ; i = 1; : : : ; N: (10.7)Âåëè÷èíà �i íàçûâàåòñÿ ìîëüíî-ìàññîâîé êîíöåíòðàöèåé i-îé êîìïîíåíòûñìåñè. 10.2. Íåðàâíîâåñíîå òå÷åíèå â îñåñèììåòðè÷íîì ñîïëå�àññìîòðèì íåðàâíîâåñíîå òå÷åíèå ðåàãèðóþùåé ñìåñè ãàçîâ â îñåñèììåò-ðè÷íîì ñîïëå Ëàâàëÿ (ñì. ðèñ. 19). Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä óðàâíåíèÿ õèìè÷åñ-êîé êèíåòèêè äëÿ ñëó÷àÿ òå÷åíèÿ ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ èìåþò ïðè ïðèìåíå-íèè ìîëüíî-ìàññîâûõ êîíöåíòðàöèé. ×àñòü óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêèöåëåñîîáðàçíî çàìåíèòü ñîîòíîøåíèÿìè ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà [2℄:d�kdt = 1� lXi=1(��ik � �+ik)[K+i NYj=1(��j)�+ij �K�i NYj=1(��j)��ij ℄; k = 1; 2; : : : ;m;�k + mXi=1Bki�i = Ak; k = m+ 1; : : : ; N; (10.8)ãäå Ak � ÷èñëî ìîëåé k-ãî õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà â åäèíèöå ìàññû ñìåñè;Bki � ÷èñëî àòîìîâ k-ãî õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà â i-îé êîìïîíåíòå, K+i ; K�i� êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåàêöèé, N � ÷èñëî êîìïîíåíòîâ76



â ñìåñè, N �m � ÷èñëî õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Ïåðâûå m óðàâíåíèé (10.8)ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, îñòàëüíûå N �m óðàâíåíèé �óðàâíåíèÿìè ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà.Çàïèøåì òåïåðü íåñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äâóìåðíûå òå÷å-íèÿ ñìåñè â îñåñèììåòðè÷íîì ñîïëå [2℄:��ty�+ ��xy�u+ ��yy�v = 0;��ty�u+ ��xy(p+ �u2) + ��yy�uv = 0; (10.9)��ty�v + ��xy�uv + ��yy(p+ �v2)� p = 0;dH0dx = 0; H0 = NXk=1�khk + q2=2;ãäå hk(T ) � ìîëüíàÿ ýíòàëüïèÿ k-ãî êîìïîíåíòà, q2 = u2+v2, u; v � êîìïîíåí-òû âåêòîðà ñêîðîñòè ñìåñè âäîëü îñåé x; y, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿýíòàëüïèé hk èñïîëüçóþòñÿ àïïðîêñèììèðóþùèå ïîëèíîìûhk = 7Xm=0Akmxm; x = T � 10�3:Îïèøåì ýòàïû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10.8)-(10.9).1-é ýòàï. Ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì �n; un; vn; T n íà n-îì ñëîå ïî t ðåøà-åì ñèñòåìó óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè (10.8) è â ðåçóëüòàòå íàõîäèìçíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé �i; i = 1; : : : ; N , ïðè t = tn+1.2-é ýòàï. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí �n+1i ïîäñòàâëÿåì â ðàçíîñòíûåóðàâíåíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèÿ (10.9). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì �n+1,un+1, vn+1, T n+1. Çàòåì ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ íà (n+1)-îì âðåìåííîì ñëîå,è ò. ä.×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè (10.8) ñâÿçà-íî ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè. Ââåäåì âåêòîðûy = (�1; : : : ; �m); f(y; t) = (f1(y; t); : : : ; fm(y; t));fk(y; t) = 1� lXi=1(��ik � �+ik)[K+i NYj=1(��j)�+ij (10.10)� K�i NYj=1(��j)��ij ℄; k = 1; 2; : : : ;m:
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Òîãäà m óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè (10.8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëå-äóþùåé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:dydt = f(y; t): (10.11)Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è ãîðåíèÿ òîïëèâ â ðåàêòèâíûõ è ðàêåòíûõ äâè-ãàòåëÿõ, òî õèìè÷åñêèå âåùåñòâà ñîñòîÿò, â îñíîâíîì, èç ñîåäèíåíèé, îáðàçî-âàííûõ àòîìàìè H,O,C,N. Âûáîð ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ ðåàêöèé è âåëè÷èíèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé äîñòàòî÷íî ñëîæåí è ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì ñàìîñòîÿòåëü-íûõ èññëåäîâàíèé. Îáùåå êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ìî-æåò ïðåâûøàòü 100. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ ðàçëè÷íûõõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ìîãóò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ ïî ñâîåé âåëè÷èíå. Ñîîòâåò-ñòâåííî, ñèëüíî áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ êîíñòàíòû K+i è K�i õèìè÷åñêèõ ñêîðî-ñòåé ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåàêöèè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà èíòåðâàëå [t0; t0 + � ℄, ãäå � � ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿâåëè÷èíà, ìû õîòèì ëèíåàðèçîâàòü ñèñòåìó (10.11) äëÿ òîãî, ÷òîáû â äàëü-íåéøåì èçó÷àòü óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10.11).Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáû÷íîé ïðîöåäóðîé ëèíåàðèçàöèè, èìååì:f(y; t) � f(y0; t) + �f�y(y0; t)Æy;ãäå Æy = y � y0 è ìû ñ÷èòàåì âåëè÷èíó jÆyj ìàëîé; y0 = y(t0). Ââåäåìîáîçíà÷åíèå: J(y0; t) = �f�y(y0; t); (10.12)òî åñòü J � ìàòðèöà ßêîáè. Ó íàñ m êîìïîíåíò ðåàãèðóþùåé ñìåñè, ïîýòîìóJ � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòèm�m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �1; : : : ; �m ñîáñòâåííûå çíà-÷åíèÿ ìàòðèöû J . Òîãäà, âñëåäñòâèå áîëüøîãî ðàçáðîñà çíà÷åíèé ñêîðîñòåéõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, îäíè ñîáñòâåííûå ÷èñëà áóäóò î÷åíü ìàëû ïî ìîäóëþ,à äðóãèå î÷åíü âåëèêè. Òàêèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ æåñòêèìè.10.3. ×èñëåííîå ðåøåíèå æåñòêèõ ñèñòåìÂ ëèòåðàòóðå ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ îáûêíîâåííûõ æåñòêèõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååòñÿ ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé æåñòêîéñèñòåìû (10.11). Èõ îáçîð ìîæíî íàéòè â êíèãå [3℄. Ìû ïðèâåäåì ñëåäóþùååîïðåäåëåíèå æåñòêîé ñèñòåìû, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà óïîòðåáèòåëüíûì.78



Oïðåäåëåíèå 10.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäàdydt = J(y0; t) � y (10.13)íàçûâàåòñÿ æåñòêîé, åñëèRe (�j) < 0; j = 1; : : : ; N; max jRe (�j)jmin jRe (�j)j � 1;ãäå Re (�j) � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ �j.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì òàêóþ ñèñòåìó [3℄:dydt = Jy; (10.14)ãäå J � ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà,J = 0� �1000 9991 �2 1A : (10.15)�1 = �1001; �2 = �1:�åøåíèå y = (n1; n2) ñèñòåìû (10.14), (10.15) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:n1(t) = 0:999(n1(0)� n2(0))e�1001t+ (0:001n1(0) + 0:999n2(0))e�t;n2(t) = �0:001(n1(0)� n2(0))e�1001t (10.16)+ (0:001n1(0) + 0:999n2(0))e�t:�àçäåëèâ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10.14), (10.15) íà 103, ïîëó÷èì:10�3dn1dt = �n1 + 0:999n2; (10.17)dn2dt = n1 � 2n2: (10.18)Óðàâíåíèå (10.17) ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð " = 10�3. Ñîîòâåòñòâóþùååóðàâíåíèþ (10.17) âûðîæäåííîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëå ïðè"! 0: �n1 + 0:999n2 = 0: (10.19)Èç (10.19) èìååì: n1 = 0:999n2: (10.20)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (10.18), ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëü-íîå óðàâíåíèå dn2dt = �1:001n2: (10.21)79



Î÷åâèäíî, �1 = �1:001 < 0. Óñëîâèå Re�j < 0 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïàðà-ìåòðà " êàñàòåëüíûå ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì ïî÷òè ïàðàëëåëüíû îñè n1. Òîåñòü íàêëîí jdn1=dtj âåëèê. Ó èíòåãðàëüíîé êðèâîé n1 = n1(t) èìåþòñÿ äâàó÷àñòêà ðàçëè÷íîãî ïîâåäåíèÿ. Ïåðâûé ó÷àñòîê ñ áûñòðûì èçìåíåíèåì èñêî-ìîé �óíêöèè îòðàæàåò ñòðåìëåíèå èíòåãðàëüíîé êðèâîé ê ãðà�èêó �óíêöèè�n1 = �n1(t), ïîëó÷åííîìó èç ðåøåíèÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû (10.20), (10.21).Ýòîò ó÷àñòîê íàçûâàåòñÿ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì.Íà âòîðîì ó÷àñòêå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, à èíòåã-ðàëüíàÿ êðèâàÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ãðà�èêîì �n1(t).Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ (10.16). Âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïåðåìåííàÿ n1 âå-äåò ñåáÿ çàìåòíî àêòèâíåå, ÷åì n2. Ïîýòîìó èíîãäà n1(t) íàçûâàþò áûñòðîéêîìïîíåíòîé, à n2(t) � ìåäëåííîé. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿïðîèçâîäíûå âåêòîðà ðåøåíèÿ íåâåëèêè è îïðåäåëÿþòñÿ ýêñïîíåíòîé ñ ïîêà-çàòåëåì �2.�àññìîòðèì óëó÷øåííûé ìåòîä Ýéëåðà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ_y = �y;ãäå � = onst. Ïóñòü f(y; t) = �y.k1 = f(yn; tn)k2 = f(yn + �k1; tn + �) (10.22)yn+1 = yn + 12�(k1 + k2):Ïðîàíàëèçèðóåì óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (10.22). Èìååì:yn+1 = yn + 12��yn + 12��yn + 12����yn = yn(1 + z + 12z2);ãäå z = �� . Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ îøèáêè ðåøåíèÿ Æyn ïîëó÷àåì óðàâíåíèåÆyn+1 = (1 + z + 12z2)Æyn: (10.23)Äëÿ òîãî ÷òîáû îøèáêè íå íàêàïëèâàëèñü, ïîòðåáóåì, ÷òîáû jÆyn+1j � jÆynj.Òîãäà îòñþäà è èç (10.23) ïîëó÷àåì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè â âèäå:j1 + z + z22 j � 1: (10.24)Â ÷àñòíîñòè, íà âåùåñòâåííîé îñè Re�� ïîëó÷àåì èç (10.24) óñëîâèå óñòîé-÷èâîñòè âèäà: �2 � Re (��) � 0; (10.25)80



� � âðåìåííîé øàã ñõåìû. Èç (10.25) âèäíî, ÷òî åñëè jRe (�)j âåëèêî, òî âîç-íèêàåò ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà øàã � .Â ýòîé ñâÿçè áûëî ðàçðàáîòàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâñïåöèàëüíî äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå òàêíàçûâàåìûå À-óñòîé÷èâûå ìåòîäû.Îïðåäåëåíèå 10.2. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10.11) íàçûâà-åòñÿ À-óñòîé÷èâûì, åñëè îí óñòîé÷èâ âî âñåé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Re (��) �0 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè �� (ì. ðèñ. 26).6 -0Im (��) Re (��)Re (��) � 0 ������ ������ ������ ������ ������ ������ ����� ���� ���� ����� ����� ���� ���� ��� ��
�èñ. 26. Ê ïîíÿòèþ À-óñòîé÷èâîñòèÏðèìåð À-óñòîé÷èâîé ñõåìû: ýòî ñõåìà òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð [2℄~yn+1 � yn� = ~f(~yn+1; tn + �)yn+1 � yn� = f(yn+1=2; tn + �): (10.26)Çíà÷åíèÿ f(yn+1=2; tn + �) ïîëó÷èì èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà:f(yn+1=2) = f(yn+1)� �2( �f�y)n+1 � (dydt )n+1= f(yn+1) � [I � �2( �f�y)n+1℄:Òàê ÷òî óðàâíåíèå êîððåêòîðà çàïèøåòñÿ â âèäåyn+1 � yn� = f(yn+1; tn + �) � [I � �2( �~f�y)n+1℄; (10.27)òî åñòü ìàòðèöó ßêîáè (�f=�y)n+1 îïðåäåëÿåì èç ýòàïà ïðåäèêòîðà.Îáå ñõåìû (10.26), (10.27) íåëèíåéíûå. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ îáû÷íî ïðèìåíÿ-þòñÿ èòåðàöèè ïî Íüþòîíó. 81
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84



9. Ìîíîòîííûå ðàçíîñòíûå ñõåìû 689.1. Ïîíÿòèå ìîíîòîííîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 689.2. Cõåìà TVD Õàðòåíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 709.3. Ñõåìà Ñ.Ê. �îäóíîâà �ðàñïàä ðàçðûâà� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7210. �àñ÷åò íåðàâíîâåñíûõ òå÷åíèé ãàçà 7310.1. Óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7310.2. Íåðàâíîâåñíîå òå÷åíèå â îñåñèììåòðè÷íîì ñîïëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7610.3. ×èñëåííîå ðåøåíèå æåñòêèõ ñèñòåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78Ëèòåðàòóðà 82
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