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Ïðåäèñëîâèå

Ïðåäèñëîâèå ê ñâîåé çàìå÷àòåëüíîé êíèãå �Ìîÿ ñèñòåìà�
âåëèêèé øàõìàòíûé íîâàòîð À. Íèìöîâè÷ íà÷èíàåò ñëîâàìè:
�Âîîáùå ãîâîðÿ, ÿ íå ëþáèòåëü ïðåäèñëîâèé�. Ìûñëü ïðîñòàÿ
è ïîíÿòíàÿ. Òåì áîëåå, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ÷èòà-
òåëåé ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà äðóãèõ êíèã ëþáÿò ïðåäè-
ñëîâèÿ åùå ìåíüøå. Ïîñëåäíåå íåóäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó îíè
(ïðåäèñëîâèÿ) ÷àñòî ñëóæàò ïîïûòêîé îáîñíîâàíèÿ íåîáõîäè-
ìîñòè ïðî÷òåíèÿ (åñëè óãîäíî, íàïèñàíèÿ) ñïåöèàëüíîé ëèòå-
ðàòóðû. Òåì íå ìåíåå...

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äå-
ÿòåëüíîñòè ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè
çàäà÷è òàê èëè èíà÷å, ñâÿçàííûå ñ ïîèñêîì ýêñòðåìóìà. Ýòî
ïðèâåëî ê ïàðàäîêñàëüíîé ñèòóàöèè, êîãäà ñ ìåòîäàìè ðåøå-
íèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñòàëî íåîáõîäèìî ïîçíàêîìèòüñÿ âåñüìà
øèðîêîìó êðóãó ïðàêòèêîâ: èíæåíåðàì, ýêîíîìèñòàì, âû÷èñ-
ëèòåëÿì è ò.ä.

Åùå ëåò òðèäöàòü íàçàä èíæåíåðó, ýêîíîìèñòó èëè, íàïðè-
ìåð, âû÷èñëèòåëþ áûëî äîñòàòî÷íî òðóäíî îðèåíòèðîâàòüñÿ â
ëèòåðàòóðå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè è ìåòîäàì, ïîñêîëü-
êó áîëüøèíñòâî èç èìåþùèõñÿ â òî âðåìÿ êíèã áûëè íàïè-
ñàíû ìàòåìàòèêàìè äëÿ ìàòåìàòèêîâ. Ìíîãèå èç ýòèõ êíèã,
áåçóñëîâíî çàìå÷àòåëüíûå, ê ñîæàëåíèþ îñòàëèñü íåâîñòðåáî-
âàííûìè ó ïðàêòèêîâ, ïîñêîëüêó ïîñëåäíèì îêàçàëîñü âåñü-
ìà òðóäíî ðàçîáðàòüñÿ â ìíîãîîáðàçèè çàäà÷, ìåòîäîâ è àëãî-
ðèòìîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâèëèñü äðóãèå êíèãè, ðàñ÷èòàííûå,
ãëàâíûì îáðàçîì, íà èíæåíåðîâ è âû÷èñëèòåëåé. Ýòè êíèãè,
ñîâåðøåííî íåïðèãîäíûå äëÿ ìàòåìàòèêîâ, îêàçàëèñü òàêæå
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â áîëüøèíñòâå ñâîåì íåïðèãîäíûìè è äëÿ ýêîíîìèñòîâ. Ñêà-
çàííîå, âîîáùå ãîâîðÿ, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïî ñëîæèâøåéñÿ
èñòîðè÷åñêè òðàäèöèè ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ ýêîíîìèñòîâ
â òî âðåìÿ îãðàíè÷èâàëè êðóãîì çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ: òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à, çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèç-
âîäñòâåííîé ïðîãðàììû, çàäà÷à ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíèðî-
âàíèÿ è ò.ä. Ïîýòîìó íåðåäêî ó÷åáíèêè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
ïðîãðàììèðîâàíèþ, ðàñ÷èòàííûå íà ýêîíîìèñòîâ, ñâîäèëèñü
ê ìåõàíè÷åñêîìó îïèñàíèþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà.

Ïîÿâèâøàÿñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ëèòåðàòóðà ÿñíî ïîêàçà-
ëà, ÷òî ñåãîäíÿ îäíèìè èç îñíîâíûõ �ïîòðåáèòåëåé� ìåòîäîâ
îïòèìèçàöèè ñòàëè èìåííî ýêîíîìèñòû. Ïðè ýòîì ýêîíîìè-
ñòîâ ãîðàçäî áîëüøå âîëíóþò çàäà÷è, êîòîðûå ñ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îäíàêî, èñïîëü-
çóåìûé â êíèãàõ ïî ýêîíîìèêå ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ÷à-
ñòî ñîäåðæèò íåòî÷íîñòè, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î äîâîëüíî ïî-
âåðõíîñòíîì èçó÷åíèè íåçíàêîìîãî ïðåäìåòà. Êàê óòâåðæäà-
þò çëûå ÿçûêè, èçâåñòíûé ëþäîâåä è äóøåëþá Åâã. Ñàçîíîâ ïî
ýòîìó ïîâîäó îäíàæäû çàìåòèë: �ß ñëûøàë, ÷òî òåïåðü ýêîíî-
ìèñòû ðåøàþò ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è? Ýòî ëþáîïûòíî!� (ñì.
[1]).

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåóæåëè äî íàñòîÿùåãî
âðåìåíè íå ñóùåñòâóåò êíèã, ñïîñîáíûõ ïî âîçìîæíîñòè óäî-
âëåòâîðèòü è ìàòåìàòèêîâ, è øèðîêèé êðóã ïðàêòèêîâ (â òîì
÷èñëå è ýêîíîìèñòîâ)? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íåîäíîçíà÷åí, ïî-
ñêîëüêó ïîäõîä ê ìåòîäàì îïòèìèçàöèè ó ìàòåìàòèêîâ, âû÷èñ-
ëèòåëåé è èíûõ ïðàêòèêîâ ñîâåðøåííî ðàçëè÷åí. Òàê, ìàòåìà-
òèêîâ â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, ïðåæäå âñåãî, èíòåðåñóþò íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Ýòè óñëîâèÿ ìà-
òåìàòèêè èñïîëüçóþò äëÿ êîíñòóèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
îïòèìèçàöèè, îòäàâàÿ ïðè ýòîì äîëæíîå âîïðîñàì ñõîäèìîñòè
ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ (ïîñëåäíåå îñîáåííî îòíîñèòñÿ ê ñïå-
öèàëèñòàì â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòè-
êè). Â ñîîòâåòñòâèå ñî ñêàçàííûì äëÿ ìàòåìàòèêîâ ðàçëè÷íûõ
ñïåöèàëüíîñòåé íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàêèå
êíèãè, êàê [2, 8, 9, 10, 14, 20, 22, 23].
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Âû÷èñëèòåëè ïîäõîäÿò ê ìåòîäàì îïòèìèçàöèè ñ ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ïîçèöèé. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî èõ â ïåð-
âóþ î÷åðåäü èíòåðåñóþò ìåòîäû îïòèìèçàöèè, à íå èõ ñòðî-
ãîå îáîñíîâàíèå è êîððåêòíîñòü, ïðè÷åì òðåáîâàíèÿ, ïðåäú-
ÿâëÿåìûå çäåñü ê ìåòîäàì, ÷àñòî âûãëÿäÿò äîñòàòî÷íî ñïå-
öèôè÷íî. Èìåííî, ìåòîä äîëæåí áûòü óíèâåðñàëüíûì, à åãî
ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå íå äîëæíî ïðåäïîëàãàòü áîëüøîé
àíàëèòè÷åñêîé ðàáîòû. Ñàì ìåòîä çäåñü äîëæåí áûòü äîâå-
äåí äî îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëèðîâêè àëãîðèòìà. Âû÷èñëè-
òåëþ æåëàòåëüíî òàêæå èìåòü òåêñò ãîòîâîé ïðîãðàììû è
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ÷èñëåíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâà-
íèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ. Ïîýòîìó åùå äî íåäàâíåãî âðåìåíè
ìíîãèå âû÷èñëèòåëè îòäàâàëè ïðåäïî÷òåíèå êíèãàì òèïà [24].
×òî æå êàñàåòñÿ èíæåíåðîâ, ýêîíîìèñòîâ, ñòàòèñòèêîâ è äðó-
ãèõ ñïåöèàëèñòîâ-ïðàêòèêîâ, òî èõ òðåáîâàíèÿ âî ìíîãîì ïå-
ðåñåêàþòñÿ ñ òðåáîâàíèÿìè âû÷èñëèòåëåé. Ïðè ýòîì äàííûå
òðåáîâàíèÿ ÷àñòî äîïîëíÿþòñÿ æåëàíèåì ïðàêòèêîâ âèäåòü
ïðèìåðû ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê òî-
ìó, ÷òî ïðàêòèêè îáû÷íî îòäàþò ïðåäïî÷òåíèå òàêèì êíèãàì,
êàê [1, 4, 11, 12, 15, 24]. È, íàêîíåö, ñïåöèàëèñòû, øèðîêî
èñïîëüçóþùèå ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îáû÷íî
âûáåðàþò êíèãè òèïà [1, 12, 27].

Ïðèâåäåííûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû, êîíå÷íî, íè â êîåé ìåðå
íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ïîëíîòó. Ñðåäè êíèã, íå âîøåäøèõ
â íåãî, íà íàø âçãëÿä îñîáî ñëåäóåò âûäåëèòü êíèãó [16]. Ýòà
êíèãà, ðàñ÷èòàííàÿ íà øèðîêèå êðóãè èíæåíåðîâ, ýêîíîìè-
ñòîâ, ñòàòèñòèêîâ è âû÷èñëèòåëåé, ñòàëêèâàþùèõñÿ ñ çàäà÷à-
ìè îïòèìèçàöèè, ïîëüçóåòñÿ äîáðîé ñëàâîé è ó ìàòåìàòèêîâ.
Âêëþ÷åííûé â ýòó êíèãó ìàòåðèàë âî ìíîãîì îòëè÷àåòñÿ îò
òðàäèöèîííîãî. Òàê, â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà äðóãèõ êíèã
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, ïîïóëÿðíûõ ó ïðàê-
òèêîâ, çäåñü âîïðîñû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îðãàíè÷íî ïåðåñåêà-
þòñÿ ñ îáùåé òåîðèåé îïòèìèçàöèè. Îñîáåííî âàæíûì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ òî, ÷òî â [16] ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà îáùàÿ òåîðèÿ
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è åå êðàåóãîëüíûé êàìåíü �
òåîðåìà Êàðóøà � Äæîíà. Âìåñòå ñ òåì, ýòà êíèãà íå ÿâëÿ-
åòñÿ ó÷åáíèêîì è ìîæåò ïîêàçàòüòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé äëÿ



Ïðåäèñëîâèå 7

ïåðâîíà÷àëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ ïðåäìåòîì. Ïîýòîìó âîçíè-
êàåò åñòåñòâåííîå æåëàíèå èìåòü êíèãó, äîñòóïíóþ ïî ñâîåìó
ìàòåìàòè÷åñêîìó óðîâíþ øèðîêîìó êðóãó ïðàêòèêîâ, íî ïðè
ýòîì ïî âîçìîæíîñòè îñòàþùóþñÿ äîñòàòî÷íî ñòðîãîé. Èìåí-
íî òàêóþ öåëü ïðåñëåäîâàëè àâòîðû ïðè íàïèñàíèè íàñòîÿùåé
êíèãè.

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé íèæå, ìàëî âûõî-
äèò çà ðàìêè ñòàíäàðíîãî óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíëèçà, à âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ òåêñòà ñâå-
äåíèÿ ôîðìàëüíî ñîäåðæàòñÿ â ãëàâå 1. Èçëîæåíèå çäåñü, êàê
è â ãëàâå 2, âî ìíîãîì ñëåäóåò [16], ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå áàçî-
âîé êíèãè äëÿ ïîñëåäóþùåãî áîëåå ãëóáîêî èçó÷åíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ àâòîðû ðàññìàòðèâàëè èìåííî
[16]. Îòìåòèì, ÷òî ÷èòàòåëü, æåëàþùèé áîëåå ãëóáîêî èçó÷èòü
ñîîòâåñòâóþùèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ìîæåò ïðî÷åñòü òà-
êèå êíèãè êàê, íàïðèìåð, [3, 25, 26]. Ñîâðåìåííîå æå èçëîæå-
íèå îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, íåîáõîäèìîå äëÿ íåôîð-
ìàëüíîãî ÷òåíèÿ êíèãè, ìåíåå ïîäãîòîâëåííûé ÷èòàòåëü ìî-
æåò íàéòè, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå [5].

Â ñîîòâåòñòâèå ñ âûáðàííîé ñòðàòåãèåé è ìàòåìàòè÷åñêèì
àïïàðàòîì â ãëàâå 2 èçëàãàþòñÿ îñíîâû ñîáñòâåííî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îñíîâíàÿ öåëü, êîòîðóþ ïðåñëå-
äîâàëè çäåñü àâòîðû, � ïîïûòêà èçëîæèòü âåñü ìàòåðèàë ñ
åäèíûõ ïîçèöèé, ãäå â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðèåìà ïîèñêà ýêñ-
òðåìóìà ñëóæèò òåîðåìà Êàðóøà � Äæîíà. Ýòà òåîðåìà ñôîð-
ìóëèðîâàíà è äîêàçàíà âïîëíå ñòðîãî, õîòÿ ïðè ýòîì íåëüçÿ
ñêàçàòü, ÷òî íàèëó÷øèì îáðàçîì. Îäíàêî, äëÿ ïîíèìàíèÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ÷èòàòåëþ íå ïîòðåáóåòñÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëü-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîçíàíèé (ïî êðàéíåé ìåðå íåñîäåðæà-
ùèõñÿ â äàííîé êíèãå).

Òåîðåìà Êàðóøà � Äæîíà, âîîáùå ãîâîðÿ, äàåò òîëüêî
ëèøü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà â çàäà÷å íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâíàèÿ. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â íàñòîÿùåé êíèãå
íå ïðèâåäåíû ïî äâóì ïðè÷èíàì.

Âî-ïåðâûõ, áîëüøèíñòâî èç èçâåñòíûõ äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé âûãëÿäÿò äîâîëüíî ãðîìîçäêî, à èõ äîêàçàòåëüñòâî òðå-
áóåò ââåäåíèÿ íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Âî-âòîðûõ, íà
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ïðàêòèêå çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷àñòî ïðå-
âðàùàåòñÿ â çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òåîðèÿ âû-
ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñåé÷àñ ïðîäâèíóòà î÷åíü äàëåêî è
áàçèðóåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, íà òåîðåìå Êóíà � Òàêêåðà è åå
ðàçíîâèäíîñòÿõ, äàþùèõ êàê íåîáõîäèìîå, òàê è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ìèíèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êóíà � Òàêêåðà â íàñòîÿùåé êíè-
ãå ïðèâåäåíî òîëüêî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îñíîâàíî íà òåîðåìå Êàðóøà � Äæîíà.
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êóíà � Òàê-
êåðà â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íîãî è ñïåöèôè÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà � âûïóêëî-
ãî àíàëèçà. Âûïóêëûé àíàëèç íåñîìíåííî ÿâëÿåòñÿ îðóæèåì
îãðîìíîé ñîçèäàòåëüíîé ñèëû (ñì., íàïðèìåð, [21]). Îäíàêî,
òàêæå íåñîìíåííî, ÷òî åãî èçó÷åíèå âûõîäèò çà ðàìêè ââîä-
íîãî êóðñà.

Â ðåçóëüòàòå ñëîæèëàñü ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ. Íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå â çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êíè-
ãå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, äîêàçàíî ñòðîãî, õîòÿ è ñòàðîìîäíî.
Ñòàðîìîäíîñòü, îäíàêî, çäåñü, âèäèìî, íå î÷åíü ñòðàøíà, ïî-
ñêîëüêó ïðèíÿòûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà áîëåå ÷åì íàãëÿäíî
äåìîñòðèðóåò îñíîâíóþ èäåþ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
� çàìåíó çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷åé áåç òàêîâûõ. Ðÿä
âàæíûõ óòâåðæäåíèé, áàçèðóþùèéñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì àï-
ïàðàòå âûïóêëîãî àíàëèçà ëèáî íå äîêàçàí ñîâñåì, ëèáî äîêà-
çàí íåäîñòàòî÷íî ïîëíî. Ïîýòîìó ìàòåìàòèêè åäâà ëè ïðîÿâÿò
èíòåðåñ ê íàñòîÿùåé êíèãå, åñëè òîëüêî íå ðàññìàòðèâàòü åå
êàê ââîäíûé êóðñ, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ñàìîãî ïåðâîíà÷àëü-
íîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ ïðåäìåòîì.

Â åùå ìåíüøåé ñòåïåíè êíèãà óäîâëåòâîðèò âû÷èñëèòåëåé
è ñïåöèàëèñòîâ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Èç âñåãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî è âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ðàññìîòðåíî òîëüêî äâà � ìåòîä Íüþòîíà è
ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé, ïðè÷åì òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìå-
òîäà Íüþòîíà îñòàëàñü íåäîêàçàííîé. Îäíàêî, àâòîðû è íå
ïðåñëåäîâàëè öåëüþ ïðåâðàùàòü ó÷åáíèê ïî ìàòåìàòè÷åñêî-
ìó ïðîãðàììèðîâàíèþ â ñáîðíèê àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì. Äî-
êàçàòåëüñòâî æå ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà ãîðàçäî áîëåå
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óìåñòíî îòíåñòè ê ñïåöèàëüíîìó ðàçäåëó âû÷èñëèòåëüíîé ìà-
òåìàòèêè � ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. ×òî æå êàñàåòñÿ çíàìåíèòîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà, òî
â êíèãå ïðèâåäåíî ëèøü åãî ñòðîãîå îïèñàíèå, íåîáõîäèìîå
äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóòè ýòîãî ìåòîäà. Âîïðîñû ïðàêòè÷åñêîé ðå-
àëèçàöèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà çäåñü îïóùåíû, ïîñêîëüêó â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ íå ñîñòàâëÿåò íèêàêîãî òðóäà íàéòè ñîîòâåñòâóþ-
ùèå âûñîêîêà÷åñòâåííûå ïðîãðàììû, íàïðèìåð, â êîìïüþòåð-
íîé ñåòè INTERNET. Ñêàçàííîå òàêæå îòíîñèòñÿ è ê ìåòîäó
Íüþòîíà, è êî ìíîãèì äðóãèì çàìå÷àòåëüíûì ìåòîäàì ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èç âñåãî î÷åð÷åííîãî êðóãà ëþäåé, âîç-
ìîæíî èíòåðåñóþùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì,
íå îõâà÷åííûìè îñòàëèñü òîëüêî èíæåíåðû, ýêîíîìèñòû, ñòà-
òèñòèêè è äðóãèå ñïåöèàëèñòû-ïðàêòèêè.

Ïî óðîâíþ èñïîëüçóåìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà êíè-
ãà âïëîíå äîñòóïíà èì âñåì. Ñàì ïîäáîð ìàòåðèàëà îðèåíòè-
ðîâàí íà âûðàáîòêó îïðåäåëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû,
ïîçâîëÿþùåé ãðàìîòíî ôîðìóëèðîâàòü ýêñòðåìàëüíûå çàäà-
÷è è îïðåäåëÿòü ïóòè èõ ðåøåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ, ñëåäóÿ [16],
àâòîðû âûíåñëè â óïðàæíåíèÿ íå òîëüêî ïðîñòåéøèå çàäà÷è,
íî è ðÿä âàæíûõ óòâåðæäåíèé, ñàìîñòîÿòåëüíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî êîòîðûõ, êàê õîòåëîñü áû âåðèòü, äîëæíî ïðèâèòü íåîá-
õîäèìûå íàâûêè è ñòèìóëèðîâàòü ÷èòàòåëÿ ê áîëåå ãëóáîêîìó
èçó÷åíèþ ïðåäìåòà.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ñåðüåçíî íà÷àëè èíòåðåñîâàòü ëþäåé ñðàâíèòåëüíî
íåäàâíî � ïî êðàéíåé ìåðå â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà. Äðóãèå
ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, èçâåñòíûå êàê çàäà÷è âàðèàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ, ïîÿâèëèñü, âèäèìî, ãîðàçäî ðàíüøå. Òàê, ïåðâàÿ
èç äîøåäøèõ äî íàñ âàðèàöèîííûõ çàäà÷, ñâÿçàíà ñ ëåãåíäîé
îá îñíîâàíèè Êàðôàãåíà (ñì., íàïðèìåð, [28]).

Ñîãëàñíî �Ýíåèäå� Âåðãèëèÿ òèðèéöû, ïðåäâîäèòåëüñòâó-
åìûå Äèäîíîé, �ñòîëüêî êóïèëè çåìëè,... ñêîëüêî âîëîâüåé
øêóðîé ìîãëè îêðóæèòü íà ïðèáðåæüè�.1 Ïî ýòîìó ïîâîäó Ë.

1Ïåðåâîä Í. Êâàøíèíà-Ñàìàðèíà.
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ßíã ïèøåò: �Âñå ìû çíàåì ðàññêàç î òîì, êàê Äèäîíà âûòîðãî-
âàëà êëî÷îê çåìëè, êîòîðûé îíà ñìîæåò îãðàíè÷èòü âîëîâüåé
øêóðîé. Íèêîãäà íå ñëåäóåò íåäîîöåíèâàòü2 ñïîñîáíîñòè æåí-
ùèíû! Àêêóðàòíî ðàçðåçàâ øêóðó è ïîëó÷èâ î÷åíü äëèííûé
è òîíêèé ðåìåøîê, îíà îïðåäåëèëà íàèáîëüøèé ó÷àñòîê çåì-
ëè, êîòîðûé èì ìîæíî áûëî îãðàíè÷èòü. Ïðè ýòîì îíà ðåøè-
ëà òàê íàçûâàåìóþ èçîïåðåìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó; åå ðåøåíèåì
îêàçàëñÿ êðóã.�

Â èíòåðïðåòàöèè Äèäîíû èçîïåðåìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à ñî-
ñòîèò â ìàêñèìèçàöèè èíòåãðàëà (ïëîùàäü, îãðàíè÷åíàÿ êðè-
âîé) â êëàññå êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ äðóãîé èíòåãðàë (äëèíà
êðèâîé) ïðèíèìàåò çàäàííîå çíà÷åíèå. Â òàêîì âèäå èçîïåðå-
ìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à áûëè èçó÷åíà åùå Ýéëåðîì. Äëÿ åå ðåøå-
íèÿ Ýéëåð ñôîðìóëèðîâàë èçîïåðåìåòðè÷åñêîå ïðèâèëî, çà-
êëþ÷àþùååñÿ â çàìåíå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷åé áåç
òàêîâûõ.

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à îáùåãî âèäà áûëà ðàññìîòðåíà Ëàãðàí-
æåì. Äëÿ åå ðåøåíèÿ Ëàãðàíæ ââåë ìåòîä ìíîæèòåëåé, êîòî-
ðûé, êàê îí ñ÷èòàë, ïîçâîëèò ñâåñòè çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè ê
çàäà÷å áåç îãðàíè÷åíèé. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ôîðìàëüíîå
ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â èçâåñòíûõ ñëó-
÷àÿõ, óâû, ïðèâîäèò ê òàêèì �ôóíäàìåíòàëüíûì îòêðûòèÿì�,
êàê

1 = 0 (!?)

(ñì. ïðèìåð 1 ãëàâû 2 è ïðèìåðû 6 è 8 ãëàâû 3).
Áîëåå ñîòíè ëåò ïîíàäîáèëîñü ÷åëîâå÷åñòâó äëÿ òîãî, ÷òî-

áû ìîäèôèöèðîâàòü ìåòîä Ýéëåðà � Ëàãðàíæà òðèâèàëüíîé
�çàïëàòêîé�, êàê âäðóã îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâóþò âàðèàöèîí-
íûå çàäà÷è, íå èìåþùèå â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå êðèâûõ
ðåøåíèé. Èìåííî, çàìåíà â çàäà÷å Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèÿ òè-
ïà ðàâåíñòâà íà îãðàíè÷åíèå òèïà íåðàâåíñòâà ïðèâåëà ê òî-
ìó, ÷òî ýêñòðåìóì â çàäà÷å äîñòèãàëñÿ íà êðèâûõ, ïîëó÷àå-
ìûõ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ íîâîé âàðèàöèè. Ýòà âàðèàöèÿ,
èçâåñòíàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ êàê âàðèàöèÿ Ìàê-Øåéíà, ïðè-
îáðåëà â íàøè äíè îãðîìíîå çíà÷åíèå.

2Äà ïðîñòÿò íàñ ôåìèíèñòêè!
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Îäíî èç êðóïíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îòêðûòèé äâàäöà-
òîãî âåêà, âûñêàçàííîå àêàäåìèêîì Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì â êà-
÷åñòâå ãèïîòåçû, äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå â îòïèìàëüíîì
óïðàâëåíèè. Ýòî óñëîâèå, èçâåñòíîå êàê çíàìåíèòûé ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, âûâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âà-
ðèàöèè Ìàê-Øåéíà è ÿâëÿåòñÿ êðàåóãîëüíûì êàìíåì ñîâðå-
ìåííîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ñì. [18]). Ïðè ýòîì
ïðèíöèï ìàêñèìóìà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ ìîäè-
ôèêàöèåé ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, äîâåäåííîé äî ñî-
âåðøåíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå êàê â çàäà÷å íåëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (òåîðåìà Êàðóøà � Äæîíà), òàê è
â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîí-
òðÿãèíà) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîÿâëåíèå îäíîãî è òîãî æå îá-
ùåãî ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
òîò ôàêò, ÷òî çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ëåãêî ñâîäÿò-
ñÿ ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è îáðàòíî, îêîí÷àòåëü-
íî ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçëè÷íûå çàäà÷è íà ýêñòðåìóì ðåøàþòñÿ,
âîáùå ãîâîðÿ, ñ åäèíûõ ïîçèöèé! Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî
â ñîâðåìåííîì ìèðå îò÷åòëèâî íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ îïèñà-
íèÿ ðàçëè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ îäíèì ìàòåìàòè÷åñêèì
ÿçûêîì (ñì., íàïðèìåð, [2, 10, 13, 20]).

Â æèçíè, êàê èçâåñòíî, çà âñå ïðèõîäèòñÿ ÷åì-òî ïëàòèòü.
Ïîýòîìó ïîïûòêà îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
îäíèì ÿçûêîì ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ñîâñåì íåòðèâè-
àëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ñâîáîäíîå âëàäåíèå êîòî-
ðûì íåñîìíåííî òðåáóåò äîñòàòî÷íî âûñîêîé ìàòåìàòè÷åñêîé
êóëüòóðû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ðàìêàõ ââîäíîãî êóðñà àâòîðû
è íå ïðåäïîëàãàëè ýòîãî ñäåëàòü, ðàññìîòðåâ îòäåëüíî îñíîâû
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ. ×òî æå êàñàåòñÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è íóæä ìàòå-
ìàòèêîâ, èíæåíåðîâ, ýêîíîìèñòîâ, âû÷èñëèòåëé è äðóãèõ ïðè-
êëàäíèêîâ, òî çäåñü ñëîæèëàñü ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ.

Êëàññè÷åñêîå èçëîæåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ êëàññè-
÷åñêîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ, ïðèâåäåííîå â
êëàññè÷åñêîé êíèãå [18], ïðè èçâåñòíîì æåëàíèè äîñòóïíî è
ìàòåìàòèêó, è ïðèêëàäíèêó. Ñêàçàííîå, îäíàêî, îòíîñèòñÿ êî
âñåìó ìàòåðèàëó ýòîé êíèãè, íî íå ê äîêàçàòåëüñòâó îáùåãî
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ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Äàííîå äîêàçàòåëüñòâî, ñîâñåì íåòðè-
âèàëüíîå ïî óðîâíþ èñïîëüçóåìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðà-
òà, îêàçûâàåòñÿ òàêæå ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêèì: äàæå ñåé÷àñ,
ñïóñòÿ ïî÷òè ïÿòüäåñÿò ëåò, íå íàéäåíî (íàñêîëüêî íàì èç-
âåñòíî) ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà, äîñòóíîãî øèðîêîìó êðóãó
ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ. ×òî æå êàñàåòñÿ áîëåå ïðîäâèíóòîé
çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ôàçîâûå êîîðäèíà-
òû è óïðàâëåíèÿ, òî çäåñü ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò-
ñÿ óæå íà óðîâíå îáùåãî ïîíèìàíèÿ ïðåäìåòà (ðåãóëÿðíûé
ïðèíöèï ìàêñèìóìà), à èñïîëüçóåìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïà-
ðàò ñòàíîâèòñÿ óãðîæàþùèì óæå äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî
êðóãà ÷èòàòåëåé (ñì., íàïðèìåð, [7]). Ïîýòîìó èíæåíåðû è
ýêîíîìèñòû îáû÷íî îòäàþò ïðåäïî÷òåíèå êíèãàì òèïà [6], îò-
ëè÷àþùèìñÿ îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòîé èçëîæåíèÿ è áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ è çàäà÷. ×è-
ñòûì æå âû÷èñëèòåëÿì áîëåå áëèçêèìè ïîêàæóòñÿ êíèãè òèïà
[15], à ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè �
[7, 23].

Îòäàâàÿ äîëæíîå êëàññèêå [18], íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäó-
åìîé äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
àâòîðû â ðàìêàõ ââîäíîãî êóðñà íå ìîãëè ïðîéòè ìèìî êíèãè
[28]. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî, êîíå÷íî, íå òåì, ÷òî êíèãà [28] íàïèñà-
íà ÷ðåçâû÷àéíî æèâî è óâëåêàòåëüíî. Ãîðàçäî áîëåå âàæíûì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â [28] ÷åòêî ïðîñëåæè-
âàåòñÿ ñëåäóþùàÿ áîëåå ÷åì âàæíàÿ ìûñëü: ðàçäåëû òåîðèè
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, îáõîäÿùèåñÿ òîëüêî ëèøü íåîáõîäèìû-
ìè óñëîâèÿìè, âñåãäà ñëåäóåò ïîäêðåïëÿòü �ñêîëü-íèáóäü îá-
ùèìè òåîðåìàìè ñóùåñòâîâàíèÿ�.

È, íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî èçó÷åíèå âñåé ãëàâû 3 ôàêòè÷å-
ñêè ïðåäïîëàãàåò ñâîáîäíîå âëàäåíèå ñîëèäíûì êóðñîì òåî-
ðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð,
[17].
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Hàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ôàêòîâ,
îòíîñÿùèõñÿ ê âîïðîñàì àíàëèçà â ìíîãîìåðíûõ åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ è èçó÷åíèþ ïðîñòåéøèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â
àíàëèçå. Äàííûå ôàêòû ñâÿçàíû, ïðåæäå âñåãî, ñ òîïîëîãè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îáúÿñ-
íÿåòñÿ ýòî íå òåì, ÷òî àâòîðû ñòðåìèëèñü ñäåëàòü ñâîþ êíèãó
�÷ðåçâû÷àéíî óìíîé� è, äàæå, íå òåì, ÷òî ëþáîé ñîâðåìåííûé
êóðñ àíàëèçà íà÷èíàåòñÿ ñ ñîëèäíîé òîïîëîãè÷åñêîé ïðîêëàä-
êè. Äóìàåòñÿ, ÷òî ïîìèìî îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû
çíàíèå îñíîâ òîïîëîãèè ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî äëÿ ïîíèìà-
íèÿ îáùåé òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

Â �1 ñîäåðæàòñÿ ñâåäåíèÿ, êîòîðûå ñòóäåíòàì íå ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé â êóðñå àíàëèçà ÷àñòî ëèáî âî-
îáùå íå ÷èòàþòñÿ, ëèáî ÷èòàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî ïîëíî. Âàæ-
íåéøåå ìåñòî �1 îòâîäèòñÿ ïîíÿòèþ îòêðûòîãî, çàìêíóòîãî è
êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî â òåîðèè
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ èçó÷àþòñÿ ôóíêöèè, ÷àñòî çàäàííûå íà
êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ, à áåç ÷åòêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îá îò-
êðûòîì è çàìêíóòîì ìíîæåñòâå íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå
êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó ÿñíîå ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî èç
ñåáÿ ïðåäñòàâëÿþò îòêðûòîå, çàìêíóòîå è êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî ïîçâîëÿåò îñîçíàòü, íàïðèìåð, ñìûñë ñîîòâåòñòâóþùèõ
òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïîìèìî òîïîëîãè÷åñêèõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìíî-
æåñòâ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ â �1 òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
âîïðîñû íåïðåðûâíîñòè è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îòîá-
ðàæåíèé. Âàæíåéøèì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà
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Âåéåðøòðàññà î òîì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çà-
äàííàÿ íà êîìïàêòå, äîñòèãàåò òî÷íîé âåðõíåé è òî÷íîé íèæ-
íåé ãðàíè. Äàííàÿ òåîðåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ
ýêñòðåìóìà. Â ÷àñòíîñòè, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ãëàâå 2, òåîðå-
ìà Âåéåðøòðàññà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ÷åì âàæíîé ïðè ðàññìîò-
ðåíèè âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Âîïðîñû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé â åâêëèäîâûõ âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ â �2. Áîëüøîå âíè-
ìàíèå çäåñü óäåëåíî ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ
èëè âàðèàöèè. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî ýòî ïîíÿòèå ÿâëÿ-
åòñÿ îäíèì èç ãëàâíûõ ïîíÿòèé äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ â ìíîãîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîñêîëüêó
îíî âî ìíîãîì ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïðîáëåìû,
ñâÿçàííûå ñ ýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè, ñ åäèíûõ ïîçèöèé. Â
ïðîäîëæåíèå ýòîãî â �3 èçó÷àþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé.

Â �4 ãëàâû 1 ñîáñòâåííî è èçó÷àþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå çà-
äà÷è â àíàëèçå. Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà
÷èñëîâûõ ôóíêöèé, ïðè÷åì óñëîâèå ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà
ïðèâîäèòñÿ äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå âûïóêëîé ôóíêöèè è îñíîâíûå ñâîéñòâà
âûïóêëûõ ôóíêöèé îêàçûâàþòñÿ âåñüìà âàæíûìè íå òîëüêî
ïðè ïîëó÷åíèè óñëîâèé ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà, íî è øèðî-
êî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, íàïðèìåð,
ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ ëèíåéíîãî è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (ñì. �4 è �5 ãëàâû 2).

�1. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Åùå â 1895 ãîäó â ñâîåì çíàìåíèòîì ìåìóàðå �Analysis

Situs� âåëèêèé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê À. Ïóàíêàðå ïèñàë:
�Ãåîìåòðèÿ n èçìåðåíèé çàíèìàåòñÿ èçó÷åíèåì äåéñòâèòåëüíî-
ñòè; â ýòîì òåïåðü óæå íèêòî íå ñîìíåâàåòñÿ. Òåëà â ãèïåðïðî-
ñòðàíñòâå ïîääàþòñÿ òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì, ïîäîáíî òåëàì èç
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îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, è åñëè ìû íå ìîæåì èõ èçîáðàçèòü,
òî ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñåáå è èçó÷àòü� (ñì. [19]).

È, õîòÿ, ñîâðåìåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê âìåñòî �Ana-
lysis Situs� äàâíî èñïîëüçóåò òåðìèí �òîïîëîãèÿ�, ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàçëè÷íûõ ôîðìóë ïî ïðåæíåìó äàåò âîç-
ìîæíîñòü óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ôîðìóëàìè è ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè îáðàçàìè. Áîëåå òîãî, êàê îòìå÷àë À. Ïóàíêàðå, ÿçûê
ãåîìåòðèè áîëåå òî÷åí, íåæåëè àíàëèòè÷åñêèé, à àíàëîãèÿ ñ
îáû÷íîé ãåîìåòðèåé �ìîæåò ñîçäàòü àññîöèàöèè ïëîäîòâîð-
íûõ èäåé è ïîäñêàçàòü ïîëåçíûå îáîáùåíèÿ�. Îáðàçöîì ñâÿçè
àíàëèçà è ãåîìåòðèè ìîæåò ñëóæèòü àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåò-
ðèÿ, ãäå ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ íà ïëîñêîñòè è â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â àíàëèçå, ãäå
èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà, íàïðèìåð, ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ,
èçïîëüçóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ýòî ïîçâîëÿåò ñîåäèíèòü ìîùü àíàëèçà è íàãëÿäíîñòü ãåîìåò-
ðèè. Â åùå áîëüøåé ñòåïåíè ñêàçàííîå îòíîñèòñÿ ê òåîðèè ýêñ-
òðåìàëüíûõ çàäà÷.

Â �1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòè ïðîñòðàíñòâà èíòåðïðåòèðóþò-
ñÿ êàê îáúåêò îäíîâðåìåííî àíàëèòè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé.
Âàæíåéøèìè ñâîéñòâàìè òàêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè-
÷åñêèå ñâîéñòâà, ñîñòàâëÿþùèå ôóíäàìåíò ñîâðåìåííîãî àíà-
ëèçà è ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè.

Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Áóäåì íàçûâàòü n-ìåðíûì
âåêòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç n äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà. Åñëè îáîçíà-
÷èòü ÷åðåç x íåêîòîðûé n-ìåðíûé âåêòîð, òî êîîðäèíàòû âåê-
òîðà x áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x1, . . . , xn. Ïðè ýòîì áóäåì çà-
ïèñûâàòü

x = (x1, . . . , xn).
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ áóäåì íàçûâàòü n-

ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñóììó äâóõ âåêòîðîâ
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)

îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå
x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn), (1)
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à ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà x íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α � ïî ôîð-
ìóëå

αx = (αx1, . . . , αxn). (2)

Òîãäà ðàçíîñòü

x− y = (x1 − y1, . . . , xn − yn)

äâóõ âåêòîðîâ

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå

x− y = (x1 + (−1)y1, . . . , xn + (−1)yn).

Åñëè R � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ (1) è óìíîæåíèÿ íà
ñêàëÿðû (2), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî R � n-ìåðíîå ëèíåéíîå
äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è áóäåì îáîçíà-
÷àòü òàêîå ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç Rn. Îòìåòèì, ÷òî îñîáóþ ðîëü
â ïðîñòðàíñòâå Rn èãðàåò íóëåâîé âåêòîð 0, ò.å. âåêòîð, âñå
êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ.

Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ îïåðàöèé â ïðîñòðàíñòâå Rn ìîæ-
íî ââåñòè òàêæå è îïåðàöèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòî-
ðîâ.

Ïóñòü x è y � äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà â Rn. Ýòèì âåê-
òîðàì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
〈x, y〉, íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x è y è
îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå

〈x, y〉 = x1y1 + . . .+ xnyn.

Åñëè âåêòîð x ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì y, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå äàåò ñêàëÿðíûé êâàäðàò

x2 = 〈x, x〉
âåêòîðà x, êîòîðûé âñåãäà íåîòðèöàòåëåí è îáðàùàåòñÿ â íóëü
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0. Äëèíà, èëè ìîäóëü, âåêòîðà
x åñòü íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî |x|, çàäàâàåìîå ðàâåíñòâîì

|x| = +
√
〈x, x〉. (3)
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Ëèíåéíîå äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ åâêëèäî-
âûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â íåì îïðåäåëåíà äëè-
íà âåêòîðà, ïðè÷åì ïî ôîðìóëå (3). Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì
ëèíåéíûå äåéñòâèòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñ èíîé äëèíîé âåêòî-
ðà íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, áóäåì îáîçíà÷àòü n-ìåðíîå åâêëèäîâî
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç Rn.

Â äàëüíåéøåì âåêòîðà ÷àñòî áóäåò óäîáíî íàçûâàòü òî÷-
êàìè ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïðè ýòîì çà ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè x è y â Rn ïðèìåì íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî |x− y|.

Ïóñòü x è y � äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà Rn.
Òîãäà èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

〈x, y〉2 ≤ x2y2 (4)

è
|x+ y| ≤ |x|+ |y|, (5)

âûðàæàþùèå âàæíåéøèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
è ðàññòîÿíèÿ; ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ íàçûâàåòñÿ íåðàâåí-
ñòâîì Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, à âòîðîå � íåðàâåíñòâîì òðå-
óãîëüíèêà.

Â ñàìîì äåëå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (4) ðàñ-
ñìîòðèì âåêòîð αx+ y, ãäå α � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî, è ñîñòàâèì ñêàëÿðíûé êâàäðàò ýòîãî âåêòîðà:

(αx+ y)2 = α2x2 + 2α〈x, y〉+ y2. (6)

Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûé êâàäðàò åñòü âåëè÷èíà íåîòðèöàòåëü-
íàÿ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6) åñòü âåëè÷èíà íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ α. Ïîýòîìó êâàäðàòíîå îòíîñè-
òåëüíî α óðàâíåíèå

α2x2 + 2α〈x, y〉+ y2 = 0

íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíò

D = 〈x, y〉2 − x2y2

ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü âåëè÷èíà íåïîëîæèòåëüíàÿ, îòêóäà è âû-
òåêàåò íåðàâåíñòâî (4).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (5) âîçâåäåì â êâàäðàò
âåëè÷èíó |x+ y| è çàïèøåì

|x+ y|2 = x2 + 2〈x, y〉+ y2.

Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (4) èìååì
|x+ y|2 ≤ |x|2 + 2|x| |y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2. (7)

Íî òàê êàê îáå âåëè÷èíû |x| è |y| íåîòðèöàòåëüíû, èç íåðàâåí-
ñòâà (7) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (5).

Òî÷å÷íûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà. Ïóñòü
M1,M2, . . . ,Mk (8)

� ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rn. Îïðåäå-
ëèì ìíîæåñòâî P , ñ÷èòàÿ, ÷òî òî÷êà x ïðîñòðàíñòâà Rn ïðè-
íàäëåæèò P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðèíàäëåæèò õîòÿ
áû ê îäíîìó èç ìíîæåñòâ ñèñòåìû (8). Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæå-
ñòâî P íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ (8), ÷òî îáîçíà÷à-
åòñÿ

P = M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mk.

Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîæåñòâîQ, ñ÷èòàÿ, ÷òî òî÷êà x ïðîñòðàí-
ñòâà Rn ïðèíàäëåæèò Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðè-
íàäëåæèò ê êàæäîìó èç ìíîæåñòâ ñèñòåìû (8). Â ýòîì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî Q íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ (8), ÷òî îáî-
çíà÷àåòñÿ

Q = M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mk.

Ïóñòü òåïåðü M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà Rn. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî D, ñ÷èòàÿ, ÷òî êàæäàÿ
òî÷êà x ∈ Rn ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíà íå ïðèíàäëåæèò íîæåñòâó M . Â ýòîì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó M , ÷òî
îáîçíà÷àåòñÿ

D = Rn \M.

Ïðè ýòîì äîïîëíåíèå D ê ïðîñòðàíñòâó Rn íàçûâàåòñÿ ïó-
ñòûì ìíîæåñòâîì.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà D ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì M . Äàëåå, ïóñòü

D1, D2, . . . , Dk (9)
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� ñèñòåìà ìíîæåñòâ, äîïîëíèòåëüíûõ ê ìíîæåñòâàì (8), òàê
÷òî Di ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó Mi. Òîãäà äîïîë-
íåíèå ê îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâ (8) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
ìíîæåñòâ (9) è, íàîáîðîò, äîïîëíåíèå ê ïåðåñå÷åíèþ ìíî-
æåñòâ (8) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ (9).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê óñòàíîâëåíèþ íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ
òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòè ñâîé-
ñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ïîíÿòèÿìè îòêðûòîãî è çàìêíó-
òîãî ìíîæåñòâà. Ïîñëåäíèå ïîíÿòèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèÿìè îêðåñòíîñòè è ïðåäåëüíîé òî÷êè
ìíîæåñòâà.

Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn è ïóñòü r
� ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî S òî÷åê èç
Rn, ðàññòîÿíèå êîòîðûõ äî òî÷êè a ìåíüøå, ÷åì r, íàçûâàåòñÿ
øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â a. Âñÿêèé øàð S ñ öåíòðîì â a
íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a. Ìíîæåñòâî G òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè
a ∈ G ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü, öåëèêîì ñîäåðæàùàÿñÿ â
ìíîæåñòâå G.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn.
Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà M ,
åñëè êàæäàÿ åå îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò òî÷êó ìíîæåñòâàM , îò-
ëè÷íóþ îò a. Ìíîæåñòâî F òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ
çàìêíóòûì, åñëè êàæäàÿ åãî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò
F .

Òåîðåìà 1. Äîïîëíåíèå ê ëþáîìó îòêðûòîìó ìíîæå-
ñòâó çàìêíóòî, à äîïîëíåíèå ê ëþáîìó çàìêíóòîìó ìíîæå-
ñòâó îòêðûòî. Áîëåå òîãî, îáúåäèíåíèå ëþáîé ñèñòåìû îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî, à ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñèñòåìû
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî. Îêàçûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
îòêðûòî, à îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî äîïîëíå-
íèå ê ëþáîìó îòêðûòîìó ìíîæåñòâó çàìêíóòî, à äîïîëíåíèå
ê ëþáîìó çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó îòêðûòî.
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Ïóñòü G � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à
F � åãî äîïîëíåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî, è ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå F � çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç a íåêîòîðóþ ïðåäåëüíóþ
òî÷êó ìíîæåñòâà F è ïîêàæåì, ÷òî a ∈ F .

Â ñàìîì äåëå, åñëè òî÷êà a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó F ,
òî a ∈ G. Òîãäà, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî G ïî óñëîâèþ îòêðû-
òî, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü S(a) òî÷êè a, öåëèêîì ñîäåðæà-
ùàÿñÿ â G è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñîäåðæàùàÿ íè îäíîé òî÷êè
ìíîæåñòâà F , îòëè÷íîé îò a. Ïîñëåäíåå, îäíàêî, íåâîçìîæíî,
ïîñêîëüêó òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà F ,
ò.å. a ∈ F .

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî F çàìêíóòî è äîêàæåì,
÷òî ìíîæåñòâî G îòêðûòî.

Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç G. Òàê êàê ýòà òî÷êà íå
ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó F â ñèëó åãî çàìêíóòîñòè,
îíà òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ F , ò.å. ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü S(a) òî÷êè a, íå ñîäåðæàùàÿ îòëè÷íûõ îò
a òî÷åê ìíîæåñòâà F . Íî òî÷êà a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
F è, ïîòîìó, âñÿ îêðåñòíîñòü S(a) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå G.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî G îòêðûòî.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáúåäèíåíèå G ëþáîé ñèñòåìû Σ îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Gk � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ñè-
ñòåìû Σ è ïóñòü a � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Gk. Ïî-
ñêîëüêó ìíîæåñòâî Gk îòêðûòî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü S(a)
òî÷êè a, öåëèêîì ñîäåðæàùàÿñÿ â ìíîæåñòâå Gk. Íî ìíîæå-
ñòâî Gk ñàìî öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå G è, ñëåäîâà-
òåëüíî, S(a) ⊂ G, ò.å. ìíîæåñòâî G îòêðûòî.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî.

Ïóñòü
G1, G2, . . . , Gk

� êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ∆ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïóñòü a � ïðîèç-
âîëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ê ïåðåñå÷åíèþ

G = G1 ∩G2 ∩ . . . ∩Gk
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ìíîæåñòâ ñèñòåìû ∆. Ïîñêîëüêó òî÷êà a ïðèíàäëåæèò ê êàæ-
äîìó èç ìíîæåñòâ Gi ñèñòåìû ∆, à ìíîæåñòâî Gi îòêðûòî, òî
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü S(a, ri) ðàäèóñà ri òî÷êè a, öåëèêîì
ñîäåðæàùàÿñÿ â ìíîæåñòâå Gi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r � íàèìåíü-
øåå èç ÷èñåë r1, r2, . . . , rk. Òîãäà îêðåñòíîñòü S(a, r) òî÷êè a
ñîäåðæèòñÿ â êàæäîì èç ìíîæåñòâ Gi âûáðàííîé âûøå ñèñòå-
ìû ∆ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó G. Ïîýòîìó
ìíîæåñòâî G îòêðûòî.

Ïåðåõîäÿ òåïåðü îò îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñèñòåìû Σ èëè ∆
ê èõ äîïîëíåíèÿì, ïîëó÷èì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñèñòåìû
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ òàêæå çàìêíóòî. ¤

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî Rn, à
òàêæå ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûìè
è çàìêíóòûìè. Ïðè ýòîì êàæäîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F èç Rn

çàìêíóòî, ïîñêîëüêó îíî âîîáùå íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê
è, çíà÷èò, ñîäåðæèò èõ âñå.

Ïîçâîëèì ñåáå ïðèâåñòè âåñüìà ïðîçðà÷íóþ èëëþñòðàöèþ
âòîðîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ, çàèìñòâîâàííóþ èç êíèãè
[25].

Ïðèìåð 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêèé ÷åëîâåê îáëàäàåò
ñâîéñòâîì (Ð), åñëè åãî ðîñò áîëüøå ðîñòà åãî äåòåé. Òîãäà,
î÷åâèäíî, ëþáîé ÷åëîâåê, âîîáùå íå èìåþùèé äåòåé, áóäåò
îáëàäàòü ñâîéñòâîì (Ð). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ëþáîå êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî âîîáùå íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê, è ïîòîìó
ñîäåðæèò èõ âñå.

Ïóñòü
a1, a2, . . . , ak, . . . (10)

� íåêîòîðàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ïðîñòðàí-
ñòâà Rn è ïóñòüM � ìíîæåñòâî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10) îòëè÷àåòñÿ îò ìíîæåñòâàM íå òîëü-
êî òåì, ÷òî åå òî÷êè çàíóìåðîâàíû, íî è òåì, ÷òî ðàçëè÷íûå
òî÷êè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò ñîâïàäàòü ìåæäó ñîáîé.
Ïîýòîìó ìíîæåñòâîM òî÷åê áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(10) ìîæåò áûòü óæå êîíå÷íûì.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷-
êè ak ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|ak| < r.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî E ïðîñòðàí-
ñòâà Rn íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî r, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ E âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

|x| < r.

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10) ñõîäèòñÿ ê
òî÷êå a ∈ Rn, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
k→∞

|ak − a| = 0. (11)

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10)
îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îãðàíè÷åíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

ai
1, a

i
2, . . . , a

i
k, . . . , i = 1, . . . , n.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (11) ñïðàâåäëèâî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
k→∞

|ai
k − ai| = 0, i = 1, . . . , n.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M � íåêîòîðàÿ ÷àñòü äåéñòâè-
òåëüíîé îñè R. Íå ïðåäïîëàãàÿ îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâàM ,
ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî r, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

x < r.

Òîãäà ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî βM , äëÿ
êîòîðîãî åùå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

x ≤ βM .

Òàêîå ÷èñëî βM íàçûâàåòñÿòî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà
M , ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ

βM = sup
x∈M

x.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâàM ìî-
æåò êàê ïðèíàäëåæàòü ê ìíîæåñòâó M , òàê è íåò.

Ïðèìåð 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâîM ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé èíòåðâàë (0, 1). Â ýòîì ñëó÷àå

βM = sup
0<x<1

x = 1

íå ïðèíàäëåæèò M . Åñëè æå M � îòðåçîê [0, 1], òî
βM = sup

0≤x≤1
x = 1

óæå ïðèíàäëåæèò M .
Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî r, ÷òî äëÿ

âñåõ òî÷åê x ∈M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
x > r,

òî ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî αM , äëÿ êî-
òîðîãî åùå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

x ≥ αM .

Òàêîå ÷èñëî αM íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæå-
ñòâà M , ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ

αM = inf
x∈M

x.

Ïðè ýòîì êàê è â ñëó÷àå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè βM òî÷íàÿ
íèæíÿÿ ãðàíü αM ìîæåò êàê ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó M ,
òàê è íåò.

Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâàì, çàìå-
òèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ

Òåîðåìà 2 (Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññ). Êàæäîå áåñêîíå÷-
íîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå îã-
ðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé R. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ïðÿìîé R, îáëàäàþùèõ
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñïðàâà îò òî÷êè x èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà E. ÌíîæåñòâîM íåïóñòî, òàê êàê
îíî ñîäåðæèò, íàïðèìåð, íèæíþþ ãðàíü αE ìíîæåñòâà E. Ïðè
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ýòîì ñïðàâà îò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè βE ìíîæåñòâà E íåò íè
îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà M .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî M îãðàíè÷åíî è íåïóñòî, îíî èìå-
åò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, êîòîðóþ äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì
÷åðåç b. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà b ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé ìíîæåñòâà E.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî è ïóñòü (b− ε, b+ ε) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
b. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòðåçîê [b − ε, b] ñîäåðæèò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà M , ïðè÷åì ñïðàâà îò b íåò íè îä-
íîé òî÷êè ìíîæåñòâà M ; â ÷àñòíîñòè, òî÷êà b+ ε íå ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ìíîæåñòâà M . Íî òàê êàê x åñòü òî÷êà ìíîæåñòâà M ,
òî ñïðàâà îò x è, ñëåäîâàòåëüíî, b − ε èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà E. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ïîñêîëüêó
òî÷êà b+ε íå ïðèíàäëåæèò ê ìíîæåñòâó M , òî ñïðàâà îò b+ε
èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà E. Ïîýòîìó íà
èíòåðâàëå (b− ε, b+ ε) ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî-
÷åê ìíîæåñòâà E. Íî òàê êàê (b − ε, b + ε) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè b, òî b åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
E. ¤

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ âàæíåéøàÿ

Òåîðåìà 3. Èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ ÷èñëîâóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x1, x2, . . . , xk, . . . (12)

è, ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (12)
âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ëèáî ñòàöèîíàðíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ñîâïà-
äàþò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî), ëèáî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñî-
ñòîÿùóþ èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Â ñàìîì äåëå, ïîëîæèì k1 = 1 è áóäåì èñêàòü â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (12) ïåðâûé ýëåìåíò xk2 , íå ðàâíûé xk1 . Åñëè
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òàêîãî ýëåìåíòà íåò, òî
x1 = x2 = . . . = xk = . . .

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (12) ñòàöèîíàðíà. Åñëè æå òàêîé ýëå-
ìåíò ñóùåñòâóåò, òî áóäåì èñêàòü ïåðâûé ýëåìåíò xk3 , ãäå
k3 > k2 > k1, îòëè÷íûé êàê îò xk2 , òàê è îò xk1 . Ïðîäîë-
æàÿ äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íåñëîæíî ïîñòðîèòü
ëèáî áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xk1 , xk2 , . . . , xkp
, . . . lim

p→∞
kp = ∞ (13)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (12), ñîñòîÿùóþ èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ëèáî âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ

xk1 , xk2 , . . . , xks
(14)

îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (12) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
(14). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ áåñêîíå÷íàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xm1 , xm2 , . . . , xmk
, . . . (15)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (12), ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå âñå
ðàâíû îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà (14).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (15) ñòàöèîíàðíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (12) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (13), ñîñòîÿùàÿ èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ýòè ýëåìåíòû îáðàçóþò áåñêîíå÷íîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî,
èìåþùåå â ñèëó òåîðåìû 2 ïðåäåëüíóþ òî÷êó a. Ê ýòîé òî÷êå,
î÷åâèäíî, è ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (13). ¤

Äëÿ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå Rn ñïðàâåäëèâû,
âîîáùå ãîâîðÿ, òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 2 è 3. Îáúåäè-
íÿÿ ýòè òåîðåìû â îäíó, èìååì ñëåäóþùóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Èç êàæäîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïðè ýòîì âñÿêîå îãðàíè÷åííîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî E
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòíîé ôîðìå çà-
ïèñè, ïîëîæèì

ak = (a1
k, . . . , a

n
k ), k = 1, 2, 3, . . .

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10) îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r, ÷òî

|ai
k| < r, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, 3, . . .

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a1
1, a

1
2, . . . , a

1
k, . . . (16)

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îãðàíè÷åíà è, çíà÷èò, â ñèëó òåîðåìû
3 èç íåå ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûáðàííàÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (16). Òî-
ãäà èìååì

lim
k→∞

a1
k = a1,

ãäå a1 � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a2
1, a

2
2, . . . , a

2
k, . . . (17)

òàêæå îãðàíè÷åíà è ïîòîìó èç íåå ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþ-
ñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âûáðàííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ (17). Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
âèäèì, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10) ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿ-
ùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

al1 , al2 , . . . , alk , . . . lim
k→∞

lk = ∞, (18)

òàêóþ, ÷òî
lim

k→∞
ai

lk
= ai, i = 1, . . . , n. (19)

Ïîëîæèì
a = (a1, . . . , an).

Òîãäà èç ðàâåíñòâà (19) ñëåäóåò, ÷òî
lim

k→∞
|alk − a| = 0,
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ò.å. èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10) âûáðàíà ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (18), è, òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 4
äîêàçàíà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî E èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî, èç íåãî ìîæíî
âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a1, a2, . . . , ak, . . . , (20)

âñå òî÷êè êîòîðîé ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Íî, åñëè ìíîæåñòâî E
îãðàíè÷åíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (20) òàêæå îãðàíè÷åíà. Ïî-
ýòîìó èç íåå ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

al1 , al2 , . . . , alk , . . . lim
k→∞

lk = ∞, (21)

ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå a ∈ Rn. Âñå òî÷êè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (21) ïî ïîñòîðîåíèþ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E. ¤

Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ, íàïðèìåð, â òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷, îãðîìíóþ ðîëü èãðàþò ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå êîì-
ïàêòíûìè. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà
ìîæåò áûòü ââåäåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ìíîæåñòâî M òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ êîì-
ïàêòíûì, åñëè êàæäîå åãî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò
ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ ê M . Îäíî èç îñíîâíûõ
ñâîéñòâ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå Rn âûðàæàåò
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. ÌíîæåñòâîM â ïðîñòðàíñòâå Rn êîìïàêò-
íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îäíîâðåìåííî îãðàíè÷åíî
è çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìíîæåñòâî M îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå
áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî E ìíîæåñòâà M . Òàê êàê ìíîæå-
ñòâî E îãðàíè÷åíî, òî â ñèëó òåîðåìû 4 îíî èìååò ïðåäåëüíóþ
òî÷êó a. Òî÷êà a, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé ìíîæåñòâà M . Íî ìíîæåñòâî M çàìêíóòî, à ìíîæåñòâî



28 Ãë. 1. Îñíîâû ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà

E âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïîýòîìó âñÿêîå áåñêî-
íå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó,
ïðèíàäëåæàùóþ ê M , ò.å. ìíîæåñòâî M êîìïàêòíî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî
M êîìïàêòíî. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì. Òîãäà èç M ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

a1, a2, . . . , ak, . . . (22)

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ÷òî
|ak| > k, k = 1, 2, 3, . . .

Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn. Â ñèëó
íåðàâåíñòâà (5) èìååì

|ak| ≤ |ak − a|+ |a|,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

|ak − a| ≥ k − |a|.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ak äî òî÷êè a
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì k. Ïîýòîìó ëþáàÿ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè a ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà
M , ò.å. áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî (22) ìíîæåñòâà M íå èìå-
åò ïðåäåëüíîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà M . Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M
çàìêíóòî.

Ïóñòü b � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâàM . Òîãäà, ïîñêîëü-
êó êàæäàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè b ñîäåðæèò òî÷êó ìíîæåñòâàM ,
îòëè÷íóþ îò b, òî èç M ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

b1, b2, . . . , bl, . . . (23)

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ñõîäÿùóþñÿ ê b. Íî òî÷êà b ÿâ-
ëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà (23) (ñì.
óïðàæíåíèå 3). Ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî (23)
èìååò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó b. Ýòà òî÷êà â ñèëó
êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà M ïðèíàäëåæèò M , ò.å. ìíîæåñòâî
M çàìêíóòî. ¤
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Çàìå÷àíèå. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, êàæäîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî F èç Rn çàìêíóòî. Íî êàæäîå êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî îãðàíè÷åíî è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíî. Ïîýòîìó âåçäå
â äàëüíåéøåì äàííûé òðèâèàëüíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàòüñÿ
íå áóäåò.

Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü A è B � äâà ïðî-
èçâîëüíûõ ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå f
ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B, åñëè êàæäîé òî÷êå x ∈ A ïî-
ñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà y = f(x) ìíîæåñòâà B. Èíà-
÷å ãîâîðÿ, îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B åñòü
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå A è ïðèíèìàþùàÿ çíà-
÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå B. Ïîñëåäíåå ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ
f : A→ B.

Ïóñòü C � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç A. Òîãäà îáðàçîì
f(C) ìíîæåñòâà C ïðè îòîáðàæåíèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ òî÷åê âèäà y = f(x), ãäå x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæå-
ñòâà C. Ïðè ýòîì, åñëè D � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç B,
òî ïðîîáðàçîì f−1(D) ïðè îòîáðàæåíèè f íàçûâàåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ òî÷åê x èç A, òàêèõ, ÷òî òî÷êà f(x) ïðèíàäëåæèò
D.

Ïóñòü Rp è Rq � äâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíî-
ñòè p è q ñîîòâåòñòâåííî, M � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Rp è ïóñòü f � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà M â ïðî-
ñòàíñòâî Rq. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå
a ∈ M , åñëè äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâó-
åò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
x ∈M , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ |x−a| < δ, âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

|f(x)− f(a)| < ε.

Ôóíêöèÿ (îòîáðàæåíèå) f ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà âñåì ìíî-
æåñòâå M , åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå a ýòîãî ìíî-
æåñòâà. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà M ,
åñëè äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ìîæíî óêàçàòü òà-
êîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî äëÿ âñÿêèõ äâóõ òî÷åê x1 è
x2 ìíîæåñòâà M , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x1−x2| < δ, âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x1)− f(x2)| < ε.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæå-
ñòâå M ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà M . Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =
1
x
,

çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (0, 1). Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà
âñåì èíòåðâàëå (0, 1), íî íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Â ñàìîì
äåëå, êàê íè ìàëî áû áûëî ÷èñëî δ, âçÿâ íàòóðàëüíîå ÷èñëî N
ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

1
N2

< δ,

èìååì
0 <

1
N
− 1
N + 1

=
1

N(N + 1)
< δ;

â òî æå ñàìîå âðåìÿ,∣∣∣∣f
(

1
N

)
− f

(
1

N + 1

)∣∣∣∣ = 1.

Ïåðåõîäÿ îò âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèé ê ñêàëÿðíûì, ïîëî-
æèì

x = (x1, . . . , xp), f(x) = (f1(x), . . . , fq(x)).

Òîãäà âìåñòî îäíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè f âåêòîðíîãî ïåðåìåí-
íîãî x èìååì q ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé p ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ:

f j(x) = f j(x1, . . . , xp), j = 1, . . . , q. (24)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íåïðåðûâíîñòü âåêòîðíîé ôóíêöèè f
âåêòîðà x ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè âñåõ ôóíêöèé (24) ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xp) è îáðàòíî; òî æå
ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.

Ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíîñòüþ, ðàíîìåðíîé íåïðåðûâíî-
ñòüþ è êîìïàêòíîñòüþ óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Rp è ïóñòü f : Rp → Rq � îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâ-
íîå íàM . Òîãäà îòîáðàæåíèå f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íàM ,
à ìíîæåñòâî f(M) êîìïàêòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, äîêàæåì, ÷òî îòîáðà-
æåíèå f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå è ïðèâåäåì ýòî ïðåäïîëîæåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Åñëè îòáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, íî íå ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíî, òî íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà δ ìîæíî óêàçàòü äâå òàêèå òî÷êè
a è x ìíîæåñòâàM , äëÿ êîòîðûõ èç óñëîâèÿ |x−a| < δ ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(a)| ≥ ε.

Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(a1, x1), (a2, x2), . . . , (ak, xk), . . .

ïàð òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ
|f(xk)− f(ak)| ≥ ε, k = 1, 2, 3, . . . (25)

è
lim

k→∞
|xk − ak| = 0. (26)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a1, a2, . . . , ak, . . . (27)

ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå M , òî â ñèëó òåîðåìû 4
èç íåå ìîæíî âûáðàòü íåêîòîðóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõî-
äÿùóþñÿ ê òî÷êå a ∈M . Ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûáðàííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîâïà-
äàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (27).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a, òî ñóùåñòâó-
åò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî ïðè |x−a| < δ âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(a)| < ε

2
.

Íî òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (27) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå a, òî â
ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (26) íàéäåòñÿ ñòîëü áîëüøîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî k, ÷òî |ak − a| < δ è |xk − a| < δ (ñì. óïðàæíåíèå 1).
Ïîýòîìó äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ k èìååì

|f(xk)− f(ak)| < |f(xk)− f(a)|+ |f(ak)− f(a)| < 2 · ε
2

= ε,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (25).
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Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó êîìïàêòíîñòè ìíîæå-
ñòâà f(M), ðàññìîòðèì íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
E ìíîæåñòâà f(M); ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî ñó-
ùåñòâóåò (ñì. çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 5). Èç ìíîæåñòâà E âûáå-
ðåì íåêîòîðóþ áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

b1, b2, . . . , bk, . . . (28)

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Äëÿ êàæäîé òî÷êè bk ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (28) âûáåðåì òàêóþ òî÷êó ak ∈M , ÷òî

bk = f(ak), k = 1, 2, 3, . . .

Òî÷êè
a1, a2, . . . , ak, . . . (29)

ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ïîòîìó èìåþò ïðåäåëüíóþ òî÷êó a â ìíî-
æåñòâå M . Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà

b = f(a)

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà (29).
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü V � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè

b, ò.å. øàð íåêîòîðîãî ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå b. Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a, íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî δ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ M ïðè |x − a| < δ
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(a)| < ε.

Òàê êàê òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà (29),
â øàðå U ðàäèóñà δ ñ öåíòðîì â òî÷êå a íàéäóòñÿ ïî êðàé-
íåé ìåðå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ak è al ýòîãî ìíîæåñòâà (ñì.
óïðàæíåíèå 2). Òî÷êè bk è bl ïðèíàäëåæàò ê øàðó V , è, òàê
êàê îíè ðàçëè÷íû, ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç íèõ íå ñîâïàäàåò ñ
òî÷êîé b. Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè b ñîäåð-
æèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà (24), îòëè÷íóþ îò
b, ò.å. òî÷êà b ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà (24) è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà E.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî f(M) êîìïàêòíî. ¤

Âàæíåéøèì (â òîì ÷èñëå è äëÿ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷) ñëåäñòâèåì òåîðåìû 6 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 7 (Âåéåðøòðàññ). Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn è ïóñòü f : Rn → R � îòîáðà-
æåíèå, íåïðåðûâíîå íà M . Òîãäà, åñëè ìíîæåñòâî M êîì-
ïàêòíî, òî ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò íà ìíîæåñòâå M òî÷íîé
âåðõíåé è òî÷íîé íèæíåé ãðàíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî M êîìïàêòíî,
òî â ñèëó òåîðåìû 6 ìíîæåñòâî f(M) òàêæå êîìïàêòíî. Ïî-
ýòîìó òî÷íàÿ âåðõíÿÿ βf(M) è òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíè αf(M)

ìíîæåñòâà f(M) ïðèíàäëåæàò f(M) (ñì. óïðàæíåíèå 7). ¤

Óïðàæíåíèÿ.
(1) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ âåêòîðîâ a, b è c ïðîñòðàí-

ñòâà Rn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|a− c| ≤ |a− b|+ |b− c|.

(2) Ïóñòü a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M ïðîñòðàíñòâà
Rn. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç M .

(3) Èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèå 2, ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (10) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷-
íûõ òî÷åê, òî òî÷êà a â ôîðìóëå (11) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé ìíîæåñòâà òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10), ïðè÷åì
åäèíñòâåííîé.

(4) Äîêàæèòå òåîðåìó Êîøè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9) ñõîäèò-
ñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
k,l→∞

|ak − al| = 0.

(5) Ïóñòü Rp è Rq � äâà åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà
è ïóñòü f � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî îòêðû-
òîãî ìíîæåñòâî G ⊂ Rp â Rq. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç
f−1(H) ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà H ⊂ Rq ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà Rp.

(6) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíîñòü (ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâ-
íîñòü) âåêòîðíîé ôóíêöèè f âåêòîðíîãî ïåðåìåííîãî x
ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè (ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíî-
ñòè) âñåõ ôóíêöèé (20) è îáðàòíî.

(7) Ïóñòü M � íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íà äåéñòâè-
òåëüíîé ïðÿìîé R. Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
βM è òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü αM ìíîæåñòâà M ïðèíàäëå-
æàò M .
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(8) ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ôóíêöèè f ïðè
x → a,

A = lim
x→a

f(x),

åñëè äëÿ êàæîãî çíà÷åíèÿ ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå çíà-
÷åíèå δ > 0, ÷òî âñÿêèé ðàç, êîãäà |x− a| < δ, âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

|f(x)−A| < ε.

Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
x→a

f(x) = f(a).

(9) Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå
a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (9), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

lim
k→∞

ak = a,

âûïîëíåíî òàêæå è óñëîâèå

lim
k→∞

f(ak) = f(a).

�2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå
Â �2 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îòîá-

ðàæåíèé ìíîãîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Âàæíåéøèì
äëÿ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðî-
èçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ èëè âàðèàöèè, ïîñêîëüêó ïîïûòêà
èçëîæåíèÿ îáùåé òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ñ åäèíûõ ïî-
çèöèé âî ìíîãîì áàçèðóåòñÿ ñîáñòâåííî íà ïîíÿòèè âàðèàöèè.
Ïðè ýòîì â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ôóíêöèè îäíîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî ïåðåìåííîãî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå àíàëèç ôóíêöèè íà
ýêñòðåìóì ïðîäåëàòü ãîðàçäî ñëîæíåå, ïîñêîëüêó ñâîéñòâà ÷è-
ñëîâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïëîñêîñòè, óæå ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà äåéñòâèòåëüíîé
ïðÿìîé (ñì. �4, óïðàæíåíèÿ 3�6).

Ïîìèìî ïîíÿòèÿ âàðèàöèè â �2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîèç-
âîäíîé ìíîãîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ. Äàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îêà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöåé, íàçûâàåìîé ìàòðèöåé
ßêîáè.
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå ÷èñëîâûõ ôóíêöèé. Ïóñòü f �
îòîáðàæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn íà äåéñòâèòåëüíóþ
ïðÿìóþ R, äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàåìîå â äàëüíåéøåì ÷èñëîâîé
ôóíêöèåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ Rn ôóíê-
öèÿ f äëÿ âñåõ ∆x ∈ Rn äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

f(x+ ∆x) = f(x) + 〈k,∆x〉+R(∆x), (1)

ãäå k � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn è R � íåêîòîðàÿ
÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå x ∈ Rn, åñëè â ïðåäñòàâëåíèè (1) âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
|∆x|→0

|R(∆x)|
|∆x| = 0.

Âåêòîð k â ôîðìóëå (1) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé èëè ãðà-
äèåíòîì ôóíêöèè f â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x) èëè ∇f(x).
Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò ∇f(x) äèôôåðåíöèðóåìîé ÷èñëîâîé
ôóíêöèè f â òî÷êå x åñòü âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Rn, çàäàâàå-
ìûé ðàâåíñòâîì

f(x+ ∆x) = f(x) + 〈∇f(x),∆x〉+ o(∆x). (2)

Åñëè ðàçìåðíîñòü n ïðîñòðàíñòâà Rn ðàâíà åäèíèöå, òî
ôîðìóëà (2) ïðèíèìàåò âèä

f(x+ ∆x) = f(x) + f ′(x)∆x+ o(∆x), (3)

ãäå f ′(x) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â òî÷êå x, çàäàâàåìàÿ ðà-
âåíñòâîì

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)
∆x

,

íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùèì èç ðàâåíñòâà (3). Òàêèì îáðà-
çîì, â ñèëó ðàâåíñòâà (3) ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f ñêàëÿðíîãî ïå-
ðåìåííîãî x äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, åñëè îíà äîïóñêàåò
ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýòîé òî÷êå, ò.å.
åñëè åå ïðèðàùåíèå

∆y = f(a+ ∆x)− f(a)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
∆y = f ′(a)∆x+ o(∆x).
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â ñèëó ðàâåíñòâà (2) ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ
f âåêòîðíîãî ïåðåìåííîãî x äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, åñëè
åå ïðèðàùåíèå

∆y = f(a+ ∆x)− f(a)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
∆y = 〈∇f(a),∆x〉+ o(∆x).

Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëîì dy ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ∆y, ò.å.

dy = 〈∇f(a),∆x〉.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû (2) ãðàäèåíò ∇f

ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî

∇f =
(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
, (4)

ò.å. ãðàäèåíò ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðå-
äåëåíèþ (2), òàê è ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî
ôîðìóëå (4).

Ïðèìåð 4. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèÿ
ãðàäèåíòà ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

f(x) = 〈Ax, x〉/2− 〈b, x〉,
ãäå A � äåéñòâèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè
(n × n) è b � âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Rn. Òîãäà èìååò ìåñòî
öåïî÷êà ðàâåíñòâ

f(x+ ∆x) = 〈A(x+ ∆x), x+ ∆x〉/2− 〈b, x+ ∆x〉 =

= 〈Ax, x〉/2− 〈b, x〉+ 〈Ax− b,∆x〉+ 〈A∆x,∆x〉/2 =

= f(x) + 〈Ax− b,∆x〉+ 〈A∆x,∆x〉/2.
Ïðè ýòîì, îäíàêî, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

〈A∆x,∆x〉2 ≤ |A∆x|2|∆x|2.
Ïîýòîìó

lim
|∆x|→0

|〈A∆x,∆x〉/2|
|∆x| = 0
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå
x ∈ Rn è

∇f(x) = Ax− b. (5)

×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà
ìíîæåñòâå Q ⊂ Rn, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷-
êàõQ. Åñëè æå ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå Rn, òî ãîâîðÿò ïðîñòî, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåí-
öèðóåìà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, â ñèëó ôîðìóëû (2) èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ

Òåîðåìà 8. Åñëè ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R äèôôå-
ðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ Rn, òî îíà íåïðåðûâíà â
ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
∆x1,∆x2, . . . ,∆xk, . . . (6)

� íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

lim
k→∞

∆xk = 0.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî
f(x+ ∆xk) = f(x) + 〈∇f(x),∆xk〉+ o(∆xk), k = 1, 2, 3, . . .

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ
lim

k→∞
|f(x+ ∆xk)− f(x)| = lim

k→∞
|〈∇f(x),∆xk〉+ o(∆xk)| = 0.

Íî òàê êàê ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) âûáèðàëàñü
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x (ñì. �2, óïðàæíåíèå 10). ¤

Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà íåêîòî-
ðîì îòðåçêå [x, x + y], ò.å. äëÿ âñåõ òî÷åê âèäà x + τy, ãäå
0 ≤ τ ≤ 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåí-
íîãî τ ,

ϕ(τ) = f(x+ τy),
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è äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0 ≤ τ ≤ 1 âû÷èñëèì åå ïðîèçâîäíóþ

ϕ′(τ) = lim
∆τ→0

ϕ(τ + ∆τ)− ϕ(τ)
∆τ

. (7)

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì
ϕ(τ + ∆τ)− ϕ(τ)

∆τ
=
〈∇f(x+ τy),∆τy〉+ o(∆τy)

∆τ
.

Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (7) ôóíêöèÿ ϕ äèôôåðåíöèðóåìà
íà îòðåçêå [0, 1], ïðè÷åì

ϕ′(τ) = 〈∇f(x+ τy), y〉. (8)

Ïóñòü f � íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Âåëè÷èíà

f ′(x; y) = lim
ε→0+

f(x+ εy)− f(x)
ε

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ èëè âàðèàöèåé ôóíê-
öèè f â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ y.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü íå òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ, íî è äëÿ íåãëàäêèõ
ôóíêöèé. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè

f(x) = |x|
ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ â òî÷êå x = 0 èìååò âèä

f(0; y) = |y|.
Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x ïðîèçâîäíóþ ïî âñåì

íàïðàâëåíèÿì, ïðè÷åì ëèíåéíóþ ïî y, ò.å. ïðîèçâîäíóþ âèäà
f ′(x; y) = 〈a, y〉,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå
x. Òàêàÿ ôóíêöèÿ èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ïðè ýòîì

f ′(x; ei) =
∂f(x)
∂xi

, i = 1, . . . , n,

ãäå ei � êîîðäèíàòíûå îðòû è

a =
(
∂f(x)
∂x1

, . . . ,
∂f(x)
∂xn

)
.

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì âåêòîð a íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîä-
íîé Ãàòî â òî÷êå x.
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6

-E1 x1

x2

E2

E3

s

Ðèñ. 1

Èç ôîðìóëû (8) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíê-
öèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî îíà äèôôåðåíöèðóåìà
è ïî Ãàòî, ïðè÷åì

f ′(x, y) = ϕ′(0) = 〈∇f(x), y〉.
Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü n = 2. Íà ïëîñêîñòè R2 îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç E1 � äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ x2 = 0, ÷åðåç E2 � ìíîæåñòâî
òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x2 ≥ (x1)2, à ÷åðåç E3 � ìíî-
æåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x2 ≤ −(x1)2. Äàëåå,
ïîëîæèì

E = E1 ∪ E2 ∪ E3

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : R2 → R âèäà

f(x) =
{

1, x ∈ E,
0, x /∈ E (9)

(ñì. ðèñ. 1).
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ f , çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì (9),
äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì, îä-
íàêî, â òî÷êå x = 0 äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íå äèôôåðåíöèðóåìà (ñì. òåîðåìó 8).

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷à-
ÿõ âìåñòî òåðìèíà �äèôôåðåíöèðóåìîñòü� èñïîëüçóåòñÿ òåð-
ìèí �äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî Ôðåøå�. Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ òîãî,
÷òîáû áîëåå ÷åòêî ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ïî Ãàòî îò äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà, îòðàæàþùèå äîñòàòî÷íî âàæíûå
ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 6. Åñëè ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà
íà îòðåçêå [x, x+y], òî â ñèëó ôîðìóëû (8) è ôîðìóëû Íüþòîíà
� Ëåéáíèöà

ϕ(1) = ϕ(0) +

1∫

0

ϕ′(τ) dτ (10)

ëåãêî ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ðàâåíñòâå
(2) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.

Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (8) è (10) èìååì

f(x+ y) = f(x) +

1∫

0

〈∇f(x+ τy), y〉 dτ =

= f(x) + 〈∇f(x), y〉+

1∫

0

〈∇f(x+ τy)−∇f(x), y〉 dτ. (11)

Îòñþäà â ñèëó ðàâåíñòâà (2) ïîëó÷èì

o(y) =

1∫

0

〈∇f(x+ τy)−∇f(x), y〉 dτ.

Ïðèìåð 7. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé
èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñðåäíåì

f(x+ y) = f(x) + 〈∇f(x+ θy), y〉,
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ãäå θ � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ 0 ≤ θ ≤ 1. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (8) è ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(θ),

â êîòîðîé 0 ≤ θ ≤ 1.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðíûõ ôóíêöèé. Äåéñò-

âóÿ ïî àíàëîãèè ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ÷èñëîâûõ ôóíê-
öèé, ìîæåì ââåñòè ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè è âåêòîðíûõ
ôóíêöèé.

Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ g : Rn → Rm íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìîé â òî÷êå x ∈ Rn, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ
ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòè m × n, ÷òî äëÿ âñåõ ∆x ∈ Rn èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

g(x+ ∆x) = g(x) +A∆x+R(∆x), (12)

â êîòîðîì R : Rn → Rm � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèþ

lim
|∆x|→0

|R(∆x)|
|∆x| = 0.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé èëè ìàòðèöåé ßêîáè
îòîáðàæåíèÿ g. Êàê è â ñëó÷àå ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ ÷è-
ñëîâîé ôóíêöèè îáîçíà÷àòü ìàòðèöó ßêîáè áóäåì ëèáî g′(x),
ëèáî ∇g(x).

Ôóíêöèÿ g : Rn → Rm íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà
ìíîæåñòâå Q ⊂ Rn, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ
Q. Åñëè æå ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå Rn, òî áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî, ÷òî ôóíêöèÿ g äèôôåðåí-
öèðóåìà.

Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (1) è (2), ïåðåïèøåì
ðàâåíñòâî (12) â ñëåäóþùåì âèäå:

g(x+ ∆x) = g(x) + g′(x)∆x+ o(∆x). (13)

Ðàâåíñòâî (13) îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ g, äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ â òî÷êå x, äîïóñêàåò â ýòîé òî÷êå ëèíåéíóþ àïïðîê-
ñèìàöèþ. Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî âèäåòü, äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè

g(x) = (g1(x), . . . , gm(x))
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ýëåìåíòû ìàòðèöû ßêîáè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

g′ij(x) =
∂gi(x)
∂xj

, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèå ñâîéñòâà äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 8. Ïóñòü g : Rn → Rm � ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ â òî÷êå x, è ïóñòü h : Rm → Rs � ôóíêöèÿ, äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ â òî÷êå g(x). Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, ñïðàâåäëè-
âî ñëåäóþùåå öåïíîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ
ôóíêöèé:

[h(g(x))]′ = h′(g(x))g′(x).

Ïðèìåð 9. Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ âåêòîðíûõ ôóíêöèé,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíà: â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà θ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0 ≤ θ ≤
1, ÷òî

g(x+ y) = g(x) + g′(x+ θy)y
äëÿ íåêîòîðîé äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [x, x+y] âåêòîð-
íîé ôóíêöèè g : Rn → Rm. Ïðè ýòîì, îäíàêî, äëÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîé íà îòðåçêå [x, x + y] ôóíêöèè g : Rn → Rm ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå (11):

g(x+ y) = g(x) +

1∫

0

g′(x+ τy)y dτ =

= g(x) + g′(x)y +

1∫

0

(g′(x+ τy)− g′(x))y dτ.

Áîëåå òîãî, íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà θ1, . . . θm, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

gi(x+ y) = gi(x) +
n∑

j=1

g′ij(x+ θiy)yj , i = 1, . . . ,m. (14)

Ïðè ýòîì èìåííî ðàâåíñòâî (14), î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àíàëîã òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîðíûõ
ôóíêöèé.
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Óñëîâèå Ëèïøèöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå M ⊂ Rn îïðåäåëåíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ g : M →
Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò íà ìíîæåñòâå M
óñëîâèþ Ëèïøèöà, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
L, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈M âûïîëåíåíî íåðàâåíñòâî

|g(x)− g(y)| ≤ L|x− y|. (15)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà
ìíîæåñòâå M óñëîâèþ Ëèïøèöà, íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæå-
ñòâå. Îáðàòíîå, êîíå÷íî, íåâåðíî. Âìåñòå ñ òåì, åñëè ôóíêöèÿ
g äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå M è äëÿ âñåõ x ∈ M âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣
∂gi

∂xj

∣∣∣∣ < K, i, j = 1, . . . , n, (16)

ãäå K � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ôóíêöèÿ g óäî-
âëåòâîðÿåò íà ìíîæåñòâå M óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçàòü, åñëè èñïîëüçî-
âàòü ïîíÿòèå íîðìû ìàòðèöû. Íàïîìíèì, ÷òî íåîòðèöàòåëü-
íîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ íîðìîé ìàòðèöû A òèïà (n×n), åñëè
α � íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî åùå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|Ax| ≤ α|x|,
ãäå x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Rn. Íîðìà ìàò-
ðèöû A îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ‖A‖. Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî
ïðîâåðèòü, åñëè A è B äâå ïðîèçâîëüíûå (n × n) � ìàòðèöû,
òî

‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖
è

‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.
Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (16), î÷åâèäíî, âëå÷åò çà ñîáîé íåðà-

âåíñòâî
‖g′(x)‖ ≤ L, (17)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈M , ãäå L � íåêîòîðîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå òîëüêî îò K. Òîãäà èç íåðàâåí-
ñòâà (17) è ôîðìóëû (14) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà ìíîæåñòâå
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M óñëîâèþ (16), óäîâëåòâîðÿåò íà ýòîì ìíîæåñòâå óñëîâèþ
Ëèïøèöà.

Óñëîâèå Ëèïøèöà (15) èãðàåò îãðîìíóþ ðîëü, íàïðèìåð,
â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â òåîðèè æå ýêñ-
òðåìàëüíûõ çàäà÷ ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà äëÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ ìàòðèö.

Ïóñòü G � ôóíêöèîíàëüíàÿ (n× n) � ìàòðèöà,
G(x) = (gi

j(x)),

ãäå gi
j � ÷èñëîâûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîì ìíî-

æåñòâå M ⊂ Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà G óäîâëåòâîðÿåò íà
ìíîæåñòâå M óñëîâèþ Ëèïøèöà, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî L, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê x, y ∈ M âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

‖G(x)−G(y)‖ ≤ L|x− y|. (18)

Óñëîâèå (18) ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ ïðè
ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ñõîäèìîñòè ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì. �3 ãëà-
âû 2). Íåêîòîðûå æå ïðîñòåéøèå óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ ôóíêöèîíàëüíûõ ìàòðèö è óñëîâèåì
(18), ïðèâåäåíû íèæå â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé 4 è 5.

Óïðàæíåíèÿ.
(1) Äîêàæèòå ðàâåíñòâî (5) èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ ôîðìó

çàïèñè è ïðåäñòàâëåíèå (4).
(2) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè x 6= 0 ôóíêöèÿ

f(x) = |x|
äèôôåðåíöèðóåìà è

∇f(x) =
x

|x| .

Áîëåå òîãî, äîêàæèòå, ÷òî ïðè x = 0 äàííàÿ ôóíêöèÿ
íåäèôôåðåíöèðóåìà.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ïî x ïðîèçâîäíîé Ãàòî
ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü (åñëè óãîäíî, äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü ïî Ôðåøå).

(4) Ïóñòü
G(x) = (gi

j(x))
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� íåêîòîðàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà è ïóñòü âñå ôóíê-
öèè gi

j îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû. Ïî-
êàæèòå, ÷òî åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé gi

j

îãðàíè÷åíû, òî ìàòðèöà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà.
Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå òåîðåìó î ñðåäíåì (ñì. ïðèìåðû
7 è 9).

(5) Ïóñòü g : Rn → Rm � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è ïóñòü
ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà g′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà íà îòðåçêå [x, x + y], ò.å.

‖g′(u)− g′(v)‖ ≤ L|x− y|
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé u, v ∈ [x, x + y]. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå

|g(x + y)− g(x)− g′(x)y| ≤ L|y|2.
Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå ïðèìåð 9.

�3. Äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè
Â �3 èçó÷àþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà äâàæäû äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ìíîãîìåð-
íûõ îòîáðàæåíèé. Äàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îêàçûâàåòñÿ ôóíêöè-
îíàëüíîé ìàòðèöåé, íàçûâàåìîé ìàòðèöåé Ãåññå. Ðîëü ìàòðèö
Ãåññå â òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òðóäíî ïåðåîöåíèòü, ïî-
ñêîëüêó îíè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è âûâîäå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìèíèìóìà. Êðî-
ìå òîãî, ìàòðèöû Ãåññå íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå è ïðè
êîíñòðóèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçà-
öèè (ñì. �3 ãëàâû 2).

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèðóåìîñòü. ×è-
ñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R íàçûâàåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìîé â òî÷êå x ∈ Rn, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
òî÷êå âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

∂f

∂xi
, i = 1, . . . , n. (1)

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñ-
ëè ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ∈ Rn, òî
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÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (1) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè E òî÷êè x è íåïðåðûâíû â ñàìîé òî÷êå x (ñì. òåîðåìó
8). Áîëåå òîãî, â òî÷êå x îïðåäåëåíû òàêæå è âòîðûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå

∂2f

∂xi∂xj
, i, j = 1, . . . , n

ýòîé ôóíêöèè. È, íàêîíåö, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ1

Òåîðåìà 9 (Þíã). Åñëè ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ∈ Rn, òî

∂2f(x)
∂xi∂xj

=
∂2f(x)
∂xj∂xi

äëÿ âñåõ i 6= j.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà-

÷åíèé äîêàæåì òåîðåìó 9 äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ (ñì., íàïðèìåð, [5]).

Ïîëîæèì
∆2f = f(a1 +h, a2 +h)− f(a1 +h, a2)− f(a1, a2 +h) + f(a1, a2)

è
ϕ(x) = f(x, a2 + h)− f(x, a2).

Òîãäà èìååì
∆2f = ϕ(a1 + h)− ϕ(a1).

Îòñþäà ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà î ñðåäíåì ñëåäóåò, ÷òî
∆2f = ϕ′(a1 + θh)h =

=
(
∂f(a1 + θh, a2 + h)

∂x1
− ∂f(a1 + θh, a2)

∂x1

)
h,

ãäå 0 ≤ θ ≤ 1.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

∂f

∂x1

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (a1, a2), èìååì
∂f(a1 + θh, a2 + h)

∂x1
− ∂f(a1, a2)

∂x1
=

1Âîîáùå ãîâîðÿ, äóìàåòñÿ, ÷òî äàííóþ òåîðåìó âñå-òàêè óìåñòíî íà-
çûâàòü òåîðåìîé ßíãà (ñì. [28]).
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=
∂2f(a1, a2)
∂x1∂x1

θh+
∂2f(a1, a2)
∂x2∂x1

h+ o(h)

è
∂f(a1 + θh, a2)

∂x1
− ∂f(a1, a2)

∂x1
=
∂2f(a1, a2)
∂x1∂x1

θh+ o(h).

Ïîýòîìó

∆2f =
∂2f(a1, a2)
∂x2∂x1

h2 + o(h2). (2)

Òåïåðü ïîëîæèì

ψ(y) = f(a1 + h, y)− f(a1, y).

Òîãäà
∆2f = ψ(a2 + h)− ψ(a2).

Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâóÿ êàê è ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèÿ (2),
ïîëó÷èì

∆2f =
∂2f(a1, a2)
∂x1∂x2

h2 + o(h2)

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

∂2f(a1, a2)
∂x2∂x1

=
∂2f(a1, a2)
∂x1∂x2

.

¤

Ìàòðèöà
H = (hi

j),

ãäå

hi
j =

∂2f

∂xj∂xi
, i, j = 1, . . . , n,

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ èëè ìàòðèöåé
Ãåññå è ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f ′′(x) èëè ∇2f(x). Èç ñêà-
çàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé ìàòðèöà H îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì â ñèëó
òåîðåìû 9 H � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.
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Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ïåàíî. Ñëåäóþùèé ïðèìåð äîïîëíÿåò òåîðåìó 9 è óñòàíàâ-
ëèâàåò âòîðîå âàæíåéøåå ñâîéñòâî äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 10. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ
ϕ(τ) = f(x+ τy),

ãäå 0 ≤ τ ≤ 1. Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìà íà íåêîòîðîì îòðåçêå [x, x+ y]. Òîãäà, äåéñòâóÿ êàê è
ïðè äîêàçàòåëüñòâå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ϕ (ñì. �3,
(7)), íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìà íà îòðåçêå [0, 1], ïðè÷åì

ϕ′′(τ) = 〈y,∇2f(x+ τy)y〉.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëå-

íîì â ôîðìå Ëàãðàíæà, äëÿ ôóíêöèè ϕ çàïèøåì

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +
1
2
ϕ′′(θ),

ãäå 0 ≤ θ ≤ 1. Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, íàéäåòñÿ òàêîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî θ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 ≤ θ ≤ 1,
÷òî

f(x+ y) = f(x) + 〈∇f(x), y〉+
1
2
〈∇2f(x+ θy)y, y〉.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü ôîðìóëîé Òåéëîðà äëÿ
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé ñ îñòàòî÷-
íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Â äàëüíåéøåì äëÿ íàñ ãîðàçäî áîëüøåå çíà÷åíèå áóäåò
èìåòü ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ÷è-
ñëîâûõ ôóíêöèé ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî.

Òåîðåìà 10 (ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â
ôîðìå Ïåàíî). Åñëè ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ∈ Rn, òî äëÿ âñåõ y ∈ Rn èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x+ y) = f(x) + 〈∇f(x), y〉+
1
2
〈∇2f(x)y, y〉+ o(y2). (3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ [5], äîêàæåì òåîðåìó 10 â îáî-
çíà÷åíèÿõ, ïîçâîëÿþùèõ ïåðåïèñàòü ðàâåíòñâî (3) â âèäå

f(x̄) = f(ā)+〈∇f(ā), x̄−ā〉+ 1
2
〈∇2f(ā)(x̄−ā), x̄−ā〉+o(|x̄−ā|2).

Â ïîñëåäíèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëîæèì

R(x̄) = f(x̄)− (f(ā)+ 〈∇f(ā), x̄− ā〉+ 1
2
〈∇2f(ā)(x̄− ā), x̄− ā〉).

Òîãäà
R(x̄) = R(x̄)−R(ā) = R(ā+ ∆x)−R(ā),

ãäå ∆x = x̄− ā. Áîëåå òîãî,
R(ā+ ∆x)−R(ā) = D1 + . . .+Dn,

ãäå äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n

Di = R(a1 + ∆x1, . . . , ai + ∆xi, ai+1, . . . , an)−
−R(a1 + ∆x1, . . . , ai−1 + ∆xi−1, ai, . . . , an) =

= g(ai + ∆xi)− g(ai).
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

a, îíà òàêæå äèôôåðåíöèðóåìà è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè E
ýòîé òî÷êè. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ R äèôôåðåíöèðóåìà â E. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà î ñðåäíåì

Di =
∂g(ai + ξi∆xi)

∂xi
∆xi,

ãäå 0 ≤ ξi ≤ 1. Ïîýòîìó

Di =
∂R(a+ θi)

∂xi
∆xi,

ãäå
θi = (∆x1, . . . ,∆xi−1, ξi∆xi, 0, . . . , 0).

Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

R(x̄) =
∂R(ā+ θ1)

∂xi
∆x1 + . . .+

∂R(ā+ θn)
∂xi

∆xn. (4)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n òî÷êà a + θi

ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå E. Ïîýòîìó
∂R(ā+ θi)

∂xi
= o(|x̄− ā|).
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Îòñþäà â ñèëó ðàâåíñòâà (4) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

R(x̄) = o(|x̄− ā|2).
¤

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìà â òî÷êå x ∈ Rn, òî â ýòîé òî÷êå îíà äîïóñêàåò êâàäðàòè÷-
íóþ àïïðîêñèìàöèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, ò.å. äëÿ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû

F (∆x) = f(x) + 〈∇f(x),∆x〉+
1
2
〈∇2f(x)∆x,∆x〉

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x+ ∆x)− F (∆x)| = o(∆x2).

Óïðàæíåíèÿ.
(1) Äîêàæèòå òåîðåìó 9 â îáùåì ñëó÷àå.
(2) Ôóíêöèÿ f : Rn → R íàçûâàåòñÿ k ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé

â òî÷êå x ∈ Rn, åñëè îíà k−1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
òî÷êå âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (k − 1)-
ïîðÿäêà. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå äëÿ òàêîé ôóíêöèè
òåîðåìû 9 è 10.

(3) Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ (n × n)-ìàòðèöà è
ïóñòü b � íåêîòîðûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ

f(x) = 〈Ax, x〉/2− 〈b, x〉.
Ïîêàæèòå, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðó-
åìà è

∇2f(x) ≡ A.

(4) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè x 6= 0 ôóíêöèÿ

f(x) = |x|
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà è

∇2f(x) = I|x|−1 − xxT |x|−3,

ãäå T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå è I � åäèíè÷íàÿ ìàòðè-
öà.
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�4. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è â àíàëèçå
Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è â àíàëèçå � ýòî çàäà÷è, ñâÿçàí-

íûå ñ îòûñêàíèåì ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ ãëàäêèõ ÷èñëî-
âûõ ôóíêöèé. Êàê è â ñëó÷àå ÷èñëîâûõ ôóíêöèé ñêàëÿðíîãî
ïåðåìåííîãî, â ñëó÷àå ãëàäêèõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé âåêòîðíîãî
ïåðåìåííîãî è íåîáõîäèìûå, è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìó-
ìà ñâÿçàíû ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì (ïî êðàéíåé ìåðå â êëàñ-
ñè÷åñêîì àíàëèçå). Áîëåå òîãî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ êàê íåîáõîäè-
ìûå, òàê è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íîñÿò ëîêàëü-
íûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ãëîáàëüíîãî
ýêñòðåìóìà ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü íà èññëåäóåìóþ ôóíê-
öèþ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð, óñëîâèå
âûïóêëîñòè.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ìèíèìóìà.
Âî èçáåæàíèå âîçìîæíûõ ðàçíî÷òåíèé, ïðåæäå âñåãî, ïðèâå-
äåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ÷èñëîâîé
ôóíêöèè.

Ïóñòü f : Rn → R � íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Òî÷êà
x∗ ∈ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà (èëè òî÷êîé ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà), åñëè äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè E òî÷êè
x∗ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x∗) ≤ f(x).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, òî÷êà x∗1 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàê-
ñèìóìà (èëè òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà), åñëè äëÿ âñåõ x
èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè E1 òî÷êè x∗1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x∗1) ≥ f(x).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f , òî
ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè −f . Ïîýòîìó
âåçäå â äàëüíåéøåì, åñëè, êîíå÷íî, îñîáî íå áóäåò îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå, óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè f áóäóò îòîæäå-
ñòâëÿòüñÿ ñ óñëîâèÿìè ìèíèìóìà ôóíêöèè f .

Äëÿ ãëàäêèõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìè-
íèìóìà äàåò ñëåäóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ
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Òåîðåìà 11 (Ôåðìà). Ïóñòü x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà ÷è-
ñëîâîé ôóíêöèè f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå x∗. Òîãäà

∇f(x∗) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∇f(x∗) 6= 0. (1)

Òàê êàê x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f , äëÿ âñåõ x èç íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè E òî÷êè x âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x∗) ≤ f(x). (2)

Ïóñòü τ � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà, ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x∗, òî

f(x∗ + y) = f(x∗) + 〈∇f(x∗), y〉+ o(y)

èëè, ÷òî ïðè y = −τ∇f(x∗) ýêâèâàëåíòíî,
f(x∗ − τ∇f(x∗)) = f(x∗)− τ |∇2f(x∗)| − o(τ). (3)

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (1) è (3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ τ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

f(x∗ − τ∇f(x∗)) < f(x∗),

ïðîòèâîðå÷àùåå íåðàâåíñòâó (2). ¤

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî, êîíå÷íî, íå åäèíñòâåííîå.
Îñíîâíîå åãî äîñòîèíñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî èëëþñòðè-
ðóåò îáùèé ïðèíöèï âûâîäà íåîáõîäèìûõ óñëîâèé â ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷àõ. Êðîìå òîãî, äàííîå äîêàçàòåëüñòâî âåñüìà
ïîó÷èòåëüíî: åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ Rn óñëîâèå ìèíè-
ìóìà íå âûïîëíÿåòñÿ, îíî (äîêàçàòåëüñòâî) ïîêàçûâàåò, ÷òî
òî÷êó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f ñëåäóåò, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, èñêàòü â íàïðàâëåíèè

y = −∇f(x).

Íåñêîëüêî óñèëèâàÿ òðåáîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ãëàäêîñòè
ôóíêöèè f , èìååì ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ìèíèìóìà.
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Òåîðåìà 12. Ïóñòü â òî÷êå x∗ äëÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè f
âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 11 è ïóñòü â òî÷êå x∗ ôóíêöèÿ f
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà, åñëè ìàòðèöà ∇2f(x∗) ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî x∗ � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìó-
ìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð åäè-
íè÷íîé äëèíû. Ïîñêîëüêó â òî÷êå x∗ äëÿ ôóíêöèè f âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 11, òî â ñèëó òåîðåìû 10 èìååì

f(x∗ + τy) = f(x∗) +
τ2

2
〈∇2f(x∗)y, y〉+ o(τ2), (4)

ãäå τ � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñ-
ëè l è L � ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà ìàòðèöû ∇2f(x∗), òî, êàê èçâåñòíî, ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

l〈y, y〉 ≤ 〈∇2f(x∗)y, y〉 ≤ L〈y, y〉. (5)

Ïîýòîìó â ñèëó óñëîâèÿ |y| = 1 èç ñîîòíîøåíèé (4) è (5) ñëå-
äóåò, ÷òî

f(x∗ + τy) ≥ f(x∗) +
τ2l

2
+ o(τ2). (6)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî τ0, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé −τ0 ≤ τ ≤ τ0
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

τ2l

2
≥ o(τ2).

Íî ìàòðèöà ∇2f(x∗) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó èç
íåðàâåíñòâà (6) ñëåäóåò, ÷òî

f(x∗ + τy) ≥ f(x∗).

Íî âûáîð íàïðàâëåíèÿ y âûøå íå èãðàë íèêàêîé ðîëè, ò.å. x∗
� òî÷êà ìèíèìóìà. ¤

Åñëè â òî÷êå x∗ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 11, íî íå
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 12, òî â ýòîé òî÷êå, êîíå÷íî,
ìîæåò è íå áûòü ýêñòðåìóìà. Ïðè ýòîì äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíê-
öèé ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî èññëåäîâàíèå òî÷êè x∗ íà ïðåä-
ìåò ýêñòðåìóìà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì
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èçâåñòíîé òåõíèêè âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ìíîãîìåðíîãî
ñëó÷àå òàêîå èññëåäîâàíèå â ïðèíöèïå âîçìîæíî. Îäíàêî, îíî
÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêî ââèäó ñëîæíîñòè èñïîëüçóåìîãî çäåñü
ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà (ñì. óïðàæíåíèÿ 4�6).

Òî÷êó x∗, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû 12, ïðèíÿ-
òî íàçûâàòü íåâûðîæäåííîé òî÷êîé ìèíèìóìà. Åñëè â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íåò äðóãèõ
òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, òî ýòó òî÷êó íàçûâàþò ëîêàëü-
íî åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìèíèìóìà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîíÿ-
òèÿ íåâûðîæäåííîé òî÷êè ìèíèìóìà è ëîêàëüíî åäèíñòâåííîé
òî÷êè ìèíèìóìà òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì.

Òåîðåìà 13. Íåâûðîæäåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà x∗ äâà-
æäû äèôôåðåíöèðóåìîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè f : Rn → R ëîêàëü-
íî åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïî îïðå-
äåëåíèþ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè äëÿ âñåõ çíà-
÷åíèé x ∈ Rn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∇f(x) = ∇f(x∗) +∇2f(x∗)(x− x∗) + o(x− x∗).

Ïîýòîìó âñÿêèé ðàç, êîãäà âåëè÷èíà |x− x∗| äîñòàòî÷íî ìàëà

|∇f(x)| = |∇2f(x∗)(x− x∗)|+ o(|x− x∗|) ≥

≥ l|(x− x∗)|+ o(|x− x∗|) > 0,

ãäå l � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû ∇2f(x∗) è x 6=
x∗. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè M òî÷êè x∗
íåò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè f , îòëè÷íûõ îò x∗. Çíà÷èò,
â îêðåñòíîñòè M íåò òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèè f , îòëè÷íûõ
îò x∗. ¤

Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì. Ïóñòü êàê è ðàíåå f : Rn → R
� íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Òî÷êà x∗ ∈ Rn íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f , åñëè äëÿ âñåõ x ∈
Rn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x∗) ≤ f(x).
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-

`````````````̀

sf(x)

s
f(y)

sλf(x) + (1− λ)f(y)

x λx+ (1− λ)y y

Ðèñ. 2

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, òî÷êà x∗1 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ãëî-
áàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f , åñëè äëÿ âñåõ x ∈ Rn âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî

f(x∗1) ≥ f(x).

ßñíî, ÷òî òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà); îáðàòíîå,
êîíå÷íî, íåâåðíî. Ïðè ýòîì â îòëè÷èå îò ëîêàëüíîãî ýêñòðå-
ìóìà èññëåäîâàíèå ôóíêöèé íà ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì îáû÷íî
ñâÿçûâàþò ñ ïîíÿòèåì âûïóêëîñòè.

×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè
äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà 0 ≤ λ ≤ 1
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (7)

Ãåîìåòðè÷åñêè ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè f ñêà-
ëÿðíîãî ïåðåìåííîãî x íà îòðåçêå [x, y] ëåæèò íèæå õîðäû,
ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (x, f(x)) è (y, f(y)) (ñì. ðèñ. 2).

Â ïðèâåäåííîì âûøå îïðåäåëåíèè âûïóêëîé ôóíêöèè ôè-
ãóðèðóþò äâå òî÷êè x, y ∈ Rn è èõ âûïóêëûå êîìáèíàöèè
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λf(x) + (1−λ)f(y), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó (7). Àíàëî-
ãè÷íîå íåðàâåíñòâî, èçâåñòíîå êàê íåðàâåíñòâî Èåíñåíà, èìååò
ìåñòî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê è èõ âûïóêëûõ êîì-
áèíàöèé. Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà îáû÷íî ôîðìóëèðóþò â âèäå
ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ, ïðèâîäèìîãî çäåñü áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà. 2

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü f : Rn → R � íåêîòîðàÿ âû-
ïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ âñåõ x1, . . . , xk ∈ Rn è íåîòðèöà-
òåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë λ1, . . . , λk, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ

λ1 + . . .+ λk = 1,

ñïðàâäëèâî íåðàâåíñòâî
f(λ1x1 + . . .+ λkxk) ≤ λ1f(x1) + . . .+ λkf(xk).

Ïðè ðàáîòå ñ âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè îáû÷íî èñïîëüçóþò
íå îïðåäåëåíèå (7), à íåêîòîðûå äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâà-
ëåíòíûå (7). Äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé òàêèå ñîîòíîøåíèÿ äîñòà-
òî÷íî ïðîñòû è âûòåêàþò èç ñëåäóþùåãî òðèâèàëüíîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü f : R → R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f âûïóêëà, òî äëÿ âñåõ çíà÷å-
íèé x1 ≥ x2

f ′(x1) ≥ f ′(x2)

è îáðàòíî.

Ïåðâîå èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ âûïóêëûõ ôóíêöèé óñòà-
íàâëèâàåò ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü f : Rn → R � äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f âûïóêëà, òî äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé x, y ∈ Rn

f(x+ y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y〉
è îáðàòíî.

2Îòíîñèòåëüíî äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé 1�4 è äðóãèõ âàæíûõ
ñâîéñòâ âûïóêëûõ ôóíêöèé ñì., íàïðèìåð, [9, 14, 20].
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Âòîðîå èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ âûïóêëûõ ôóíêöèé óñòà-
íàâëèâàåò ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü f : Rn → R � äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f âûïóêëà, òî äëÿ
âñåõ x ∈ Rn ìàòðèöà ∇2f(x) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è
îáðàòíî.

Çàìå÷àíèå. Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ
ñèòóàöèé ïðîâåðêó âûïóêëîñòè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé îñóùåñòâëÿþò ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 4.

Ïîíÿòèå âûïóêëîñòè èãðàåò îãðîìíóþ ðîëü â òåîðèè ýêñ-
òðåìàëüíûõ çàäà÷. Â ñàìîì äåëå, òåîðåìà 11 ãàðàíòèðóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ëèøü ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, ò.å. òî÷åê, â êîòîðûõ
∇f(x) = 0; òàêàÿ òî÷êà, êàê èçâåñòíî, ìîæåò áûòü íå òîëüêî
òî÷êîé ýêñòðåìóìà, íî è òî÷êîé ïåðåãèáà èëè, ñêàæåì, ñåäëî-
âîé òî÷êîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðåìà 12 ãàðàíòèðóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ëèøü ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Äëÿ âûïóêëûõ ôóíê-
öèé, îäíàêî, âñå ýòè ñëó÷àè íåâîçìîæíû, ïîñêîëüêó ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ âàæíåéøàÿ

Òåîðåìà 14. Ïóñòü f : Rn → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x∗ ∈ Rn, è ïóñòü

∇f(x∗) = 0. (8)

Òîãäà x∗ � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3 äëÿ âñåõ x ∈ Rn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

f(x) ≥ f(x∗) + 〈∇f(x∗), x− x∗〉.
Íî â ñèëó óñëîâèÿ (8) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f(x) ≥ f(x∗)

äëÿ âñåõ x ∈ Rn, ò.å. x∗ � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. ¤

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 14 äàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè. Âìåñòå ñ
òåì, ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî äàííàÿ òåîðåìà íå ãàðàíòèðóåò
åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ìèíèìóìà.
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Óïðàæíåíèÿ.
(1) Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ (n × n)-ìàòðèöà è

ïóñòü b � íåêîòîðûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Rn. Êàêèì
óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìàòðèöà A, ÷òîáû ôóíê-
öèÿ

f(x) = 〈Ax, x〉/2− 〈b, x〉
èìåëà ìèíèìóì? Ìàêñèìóì?

(2) Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû óïðàæíåíèÿ 1, íàéäè-
òå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíê-
öèè

f(x) = 〈Ax, x〉/2− 〈b, x〉.
Áóäåò ëè íàéäåííûé ìèíèìóì ãëîáàëüíûì?

(3) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R äèôôåðåíöèðóåìà è ïóñòü ýòà
ôóíêöèÿ èìååò äâà ìàêñèìóìà. Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü,
f èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ìèíèìóì. Ïîêàæèòå, ÷òî â
ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f : R2 → R ýòî óòâåð-
æäåíèå óæå íåâåðíî.

(4) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R ÷åòûðåæäû äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå x∗ ∈ R è ïóñòü f ′(x∗) = 0 è f ′′(x∗) = 0. Ïîêà-
æèòå, ÷òî åñëè f ′′′(x∗) = 0 è fIV (x∗) > 0, òî x∗ � òî÷êà
ìèíèìóìà, à åñëè f ′′′(x∗) = 0 è fIV (x∗) < 0, òî x∗ � òî÷êà
ìàêñèìóìà.

(5) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèÿõ óïðàæíåíèÿ 4 fIV (x∗) = 0.
×òî äàëüøå?

(6) Ðàñïðîñòðàíèòå ðåçóëüòàòû óïðàæíåíèé 4 è 5 íà ñëó÷àé
ôóíêöèè f : Rn → R.
Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå óïðàæíåíèå 2 �3.



Ãëàâà 2

Îñíîâû îáùåé òåîðèè
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îäíîãî èç îñíîâîïî-
ëàãàþùèõ ðàçäåëîâ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ � ìàòåìàòè-
÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ. �Ìàòåìàòè÷åñêîå� îçíà÷àåò, ÷òî
îïåðèðîâàòü çäåñü ïðèõîäèòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷å-
ñêèì èíñòðóìåíòàðèåì, à �ïðîãðàììèðîâàíèå� ãîâîðèò î òîì,
÷òî èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòðîãî ïî íåêîòîðûì óñòà-
íîâëåííûì ïðàâèëàì. È, õîòÿ, òåðìèí �ìàòåìàòè÷åñêîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå� èñòîðè÷åñêè ñëîæèëñÿ äîñòàòî÷íî äàâíî, åãî,
âèäèìî, íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñàìûì óäà÷íûì, ïîñêîëüêó îí, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçíî÷òåíèÿì. 1

Îòêðûâàåò ãëàâó �1, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåé-
øàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � çàäà÷à íà
óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò îãðîìíîå ìåòîäè-
÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó, íåñìîòðÿ íà åå ëîêàëüíûé õàðàê-
òåð, çäåñü íàèáîëåå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåòñÿ îáùèé ïðèíöèï
ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ñâåäåíèè çà-
äà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè ê çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà áåç-
óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Èäåÿ ýòîãî ïðèíöèïà ïðèíàäëåæèò Ëà-
ãðàíæó è ïîòîìó èñïîëüçóåìûé çäåñü ïðèåì íîñèò íàçâàíèå
ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Íåïîñðåäñòâåííûì ðàçâèòèåì çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðå-
ìóì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàñ-
ñìîòðåííàÿ â �2. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùåé èç
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèâåäåííàÿ â �2

1Èìåííî, èíîãäà ïðèõîäèòñÿ ñëûøàòü, ÷òî ëó÷øèìè ñïåöèàëèñòàìè
â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëèñòû â
îáëàñòè êîìïüþòåðíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � âû÷èñëèòåëè (!?).
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òåîðåìà Êàðóøà � Äæîíà ÿâëÿåòñÿ îðãàíè÷íûì îáîáùåíèåì
ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïîçâîëÿþùèì, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñ åäèíûõ ïîçèöèé èññëåäîâàòü ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ðàçëè÷-
íîé ïðèðîäû. Îòìåòèì, ÷òî â �2 äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î
íåîáõîäèìîì óñëîâèè ìèíèìóìà â çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî÷òè òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî
è äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íûõ òåîðåì â çàäà÷å íà óñëîâíûé
ýêñòðåìóì.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê íåêîòîðûì ñèñòåìàì
óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî íåëèíåéíûõ. Ïîýòîìó èñòèííûì íà-
çíà÷åíèåì íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà ñëåäóåò ñ÷èòàòü
íå òîëüêî ïîëó÷åíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùåé íàéòè
ìèíèìóì. ×àñòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíî äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ,
ïðèâîäÿùèõ ê ýôôåêòèâíûì âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåäóðàì íà-
õîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà. Îäíà èç òàêèõ ïðîöåäóð, áàçèðóþùà-
ÿñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Íüþòîíà, äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî
îïèñàíà â �3.

Â �4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíåéøàÿ èç çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå êîíêðåòíûõ îñîáåííîñòåé ýòîé çàäà÷è
(âûïóêëîñòü ôóíêöèé è ìíîæåñòâ, ñ êîòîðûìè çäåñü ïðèõî-
äèòñÿ èìåòü äåëî) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííî áîëåå çà-
êîí÷åííûå ðåçóëüòàòû, ÷åì ðåçóëüòàòû �2. Â ÷àñòíîñòè, îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò òåîðèè âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � òåîðå-
ìà Êóíà � Òàêêåðà â îòëè÷èå îò òåîðåìû Êàðóøà � Äæîíà
äàåò íå òîëüêî íåîáõîäèìîå, íî è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ýêñòðå-
ìóìà. Áîëåå òîãî, âûïóêëîñòü ôóíêöèé è ìíîæåñòâ ïîçâîëÿ-
åò íåñêîëüêî ïðîäâèíóòüñÿ â èññëåäîâàíèè çàäà÷è âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ïîëó÷èòü òåîðåìó î ñåäëîâîé òî÷êå è ðàñ-
ñìîòðåòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó.

×àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàññìîòðåííàÿ
â �5. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî çäåñü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà (òå-
îðåìà Êóíà � Òàêêåðà) íå ïîçâîëÿåò ñâåñòè ýêñòðåìàëüíóþ
çàäà÷ó ê ïîèñêó ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, êàê
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ýòî áûëî â �1��4. Îäíàêî êîíêðåòíûå îñîáåííîñòè ýòîé çàäà-
÷è ïðèâîäÿò ê ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðå � çíà-
ìåíèòîìó ñèìïëåêñ-ìåòîäó, ïîçâîëÿþùåìó âî ìíîãèõ ïðàêòè-
÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ëåãêî íàéòè åå ðåøåíèå. Îïèñàíèå ñèìïëåêñ-
ìåòîäà, à òàêæå íåêîòîðûå âîïðîñû åãî ðåàëèçàöèè ïðèâåäåíû
â �6.

È, íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî â �4 è �5 ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêî-
òîðûå ïðèëîæåíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ �1��5 ê çàäà÷å î ðàñ-
ïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ.

�1. Çàäà÷à íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì
Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèé â

ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè èññëåäîâàíèå
ôóíêöèé íà ýêñòðåìóì ïðèõîäèòñÿ îñóùåñòâëÿòü ñ ó÷åòîì
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ó÷èòûâàþùèõ ðå-
àëüíûå îñîáåííîñòè òîé èëè èíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Ïðî-
ñòåéøåé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íà óñëîâíûé ýêñ-
òðåìóì, ò.å. çàäà÷à, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ìèíèìèçàöèè ÷èñëîâîé
ôóíêöèè f : Rn → R ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

g(x) = 0,

ãäå g : Rn → Rm � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì îáû÷íî çàïèñûâàþò â ñëå-

äóþùåì âèäå:
f(x) → min,

gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m. (1)

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì çàäà÷à, î÷åâèäíî, ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà n > m, ÷òî è ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ â äàëüíåéøåì. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî
õîòÿ çàäà÷à (1) è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé çàäà÷è
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà â
�2, ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ÷åì óìåñòíûì ïðîâåñòè åå ïîäðîáíîå
èçó÷åíèå, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìûå çäåñü èäåè èìåþò îáùèé
õàðàêòåð è áîëåå íàãëÿäíû.

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ïóñòü
Q = {x ∈ Rn : gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m}
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� ìíîæåñòâî òî÷åê, íàçûâàåìûõ äîïóñòèìûìè òî÷êàìè â çà-
äà÷å (1). Òî÷êà x∗ ∈ Q íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà (èëè òî÷-
êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà) â çàäà÷å (1), åñëè äëÿ âñåõ x ∈ Q,
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x∗, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x∗) ≤ f(x).

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà â çàäà÷å (1) äàåò ñëåäóþ-
ùàÿ âàæíåéøàÿ äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðåäìåòà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà â çàäà÷å (1) è
ïóñòü ôóíêöèè f è g1, . . . , gm íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè E òî÷êè x∗. Òîãäà íàéäóòñÿ òà-
êèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà λ∗0, λ∗1, . . . , λ∗m, íå âñå ðàâíûå íóëþ
îäíîâðåìåííî, ÷òî

λ∗0∇f(x∗) +
m∑

i=1

λ∗i∇gi(x∗) = 0. (2)

Íàñòîÿùàÿ òåîðåìà âîñõîäèò åùå ê Ëàãðàíæó. Ïîýòîìó
ôóíêöèþ

L(x, λ0, λ1, . . . , λm) = λ0f(x) +
m∑

i=1

λig
i(x)

áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííîé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà2 à ÷èñëà
λ1, . . . , λm � ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Óñëîâèå (2) âìåñòå ñ ñèñòåìîé

gi(x∗) = 0, i = 1, . . . ,m

îáðàçóþò ñèñòåìó n + m óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî n + m + 1
íåèçâåñòíîãî λ∗0, λ∗1, . . . , λ∗m, x∗. Ïðè ýòîì âåëèê ñîáëàçí ïðè-
íÿòü

λ∗0 = 1

è, òàêèì îáðàçîì, çàìêíóòü ñèñòåìó. Ïîñëåäíåå, îäíàêî, ìîæ-
íî äåëàòü äàëåêî íå âñåãäà.

2Ñìûñë ïîäîáíîé òåðìèíîëîãèè ñòàíåò ÿñåí ÷óòü íèæå (ñì. òàêæå
ãë. 3, �2).
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Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì âåñüìà ïðîñòóþ è çàíèìàòåëüíóþ
çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

f(x1, x2) = x1

ïðè îãðàíè÷åíèè
(x1)2 + (x2)2 = 0. (3)

Äåéñòâóÿ ôîðìàëüíî, ïîëîæèì

L(x1, x2, λ0, λ1) = λ0x
1 + λ1((x1)2 + (x2)2)

è
λ0 = 1.

Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû 1 èìååì

1 + 2λ1x
1 = 0 (4)

è
2λ1x

2 = 0, (5)

ãäå λ1 6= 0, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå (3) íå
ó÷èòûâàåòñÿ ôóíêöèåé L. Äîïîëíèâ ñèñòåìó (4), (5) óðàâíå-
íèåì (3), èç óðàâíåíèé (5) è (3) èìååì

x1 = 0, x2 = 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (4) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî

1 = 0. (!?)

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êîãäà æå ìîæíî çàïèñàòü
ôóíêöèþ L â âèäå

L(x, λ1, . . . , λm) = f(x) +
m∑

i=1

λig
i(x)?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ÷àñòî ñâÿçûâàþò ñ ïîíÿòèåì ðåãóëÿðíî-
ñòè òî÷êè ìèíèìóìà.

Òî÷êà x∗ ∈ Q íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ìèíèìóìà,
åñëè ôóíêöèè f, g1, . . . , gm äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé åå
îêðåñòíîñòè E, à âåêòîðà ∇g1(x∗), . . . ,∇gm(x∗) ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû.
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Òåîðåìà 2. Åñëè x∗ � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ìèíèìóìà, òî
íàéäóòñÿ òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà λ∗1, . . . , λ∗m, ÷òî

∇f(x∗) +
m∑

i=1

λ∗i∇gi(x∗) = 0. (6)

Òåîðåìó 2 ïðèíÿòî íàçûâàòü òåîðåìîé î ìåòîäå ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà, à ôóíêöèþ L � ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Ðàñ-
ñìîòðåííûé âûøå ïðèìåð 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà íàâåðíÿêà ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâ ëèøü ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, ïîñêîëüêó â ýòîì ïðèìå-
ðå òî÷êà x1 = 0, x2 = 0 õîòÿ è áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà, íî íå
ðåãóëÿðíîé.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî òåîðåìà 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
òåîðåìû 1. Â ñàìîì äåëå, â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå λ∗0 6= 0, òàê êàê
èíà÷å

m∑

i=1

λ∗i∇gi(x∗) = 0,

ãäå, î÷åâèäíî, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ∗1, . . . , λ
∗
m íå âñå ðàâ-

íû íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ
∇g1(x∗), . . . ,∇gm(x∗). Ïîýòîìó, ðàçäåëèâ ðàâåíñòâî (2) íà λ∗0,
ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (6). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 2, òî ñïðàâåäëèâà òàêæå è
òåîðåìà 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåêòîðà ∇g1(x∗), . . . ,∇gm(x∗)
ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

m∑

i=1

µi∇gi(x∗) = 0,

ãäå
m∑

i=1

µ2
i 6= 0.

Òîãäà ðàâåíñòâî (2) ñïðàâåäëèâî ïðè λ∗0 = 0 è
λ∗i = µi, i = 1, . . . ,m.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è îáðàòíî,
ò.å. äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îäíó èç òåîðåì 2 èëè 1. Íèæå ïðèâî-
äèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
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Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
x ∈ Rn è λ1, . . . , λm

∂L(x, λ1, . . . , λm)
∂λj

= gj(x), j = 1, . . . ,m.

Ïîýòîìó â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìó-
ìà äëÿ çàäà÷è (1) èíîãäà çàïèñûâàþò â ñëåäóþùåì ýêâèâà-
ëåíòíîì âèäå:

∂L(x, λ1, . . . , λm)
∂xi

= 0, i = 1, . . . , n,
∂L(x, λ1, . . . , λm)

∂λi
= 0, i = 1, . . . ,m.

(7)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èç-
âåñòíî íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû 1. Çäåñü ïðèâîäèòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ íàçâàòü ëó÷-
øèì. Îñíîâíîå åãî äîñòîèíñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñïîëüçóå-
ìûé ïðè äàííîì äîêàçàòåëüñòâå ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, íå
ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñâåäå-
íèé, íå ñîäåðæàùèõñÿ â ãëàâå 1.

Ïóñòü ε � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è ïóñòü U � ìíî-
æåñòâî òî÷åê x ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ

|x− x∗| ≤ ε.

Âûáåðåì ÷èñëî ε ñòîëü ìàëûì, ÷òî âñå ôóíêöèè f è g1, . . . , gm

áûëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà ìíîæåñòâå Q∩U ⊂ E.
Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå çàäà÷ó î ìèíèìè-
çàöèè ôóíêöèè fk : Rn → R, çàäàâàåìîé ðàâåíñòâîì

fk(x) = f(x) +
k

2

m∑

i=1

(gi(x))2 +
1
2
|x− x∗|2, (8)

ãäå k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ôóíêöèÿ fk, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíà, à ìíîæåñòâî Q ∩ U

� êîìïàêòíî. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 7 ãëàâû 1 çàäà÷à î
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè fk ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k èìååò íà ìíî-
æåñòâå Q ∩ U ðåøåíèå xk, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå xk ∈ Q ∩ U ,
÷òî

fk(xk) ≤ fk(x∗).
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Îòñþäà â ñèëó ðàâåíñòâà (8) èìååì

f(xk) +
k

2

m∑

i=1

(gi(xk))2 +
1
2
|xk − x∗|2 ≤ f(x∗)

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
m∑

i=1

(gi(xk))2 ≤ 2
k

(
f(x∗)− f(xk)− 1

2
|xk − x∗|2

)
.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k = 1, 2, 3, . . .

|xk − x∗| ≤ ε,

òî
lim

k→∞
2
k

(
f(x∗)− f(xk)− 1

2
|xk − x∗|2

)
= 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
k→∞

m∑

i=1

(gi(xk))2 = 0,

ò.å.
lim

k→∞
gi(xk) = 0, i = 1, . . . ,m.

Âûáåðåì íåêîòîðóþ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

k1, k2, . . . , ki, . . . , lim
i→∞

ki = ∞
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xk1 , xk2 , . . . , xki , . . . (9)

îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 4 ãëàâû 1 áåç êàêîé-ëèáî
ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
i→∞

xki = x̄,

ãäå x̄ � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà U . Ïðè ýòîì
gi(x̄) = 0, i = 1, . . . ,m

è
f(x̄) +

1
2
|x̄− x∗|2 ≤ f(x∗). (10)

Ïîñêîëüêó x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà íà Q, òî
f(x∗) ≤ f(x̄).
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Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (10) ñëåäóåò, ÷òî
x̄ = x∗,

ò.å. ïðåäåëüíàÿ òî÷êà âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà (9) ñîâ-
ïàäàåò ñ òî÷êîé x∗. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
k→∞

xk = x∗,

ò.å. äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé k òî÷êà xk ëåæèò
âíóòðè ìíîæåñòâà U . Íî íà ìíîæåñòâå U

∇fk(xk) = 0

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

∇f(xk) + k

m∑

i=1

gi(xk)∇gi(xk) + xk − x∗ = 0. (11)

Ïîëîæèì

λ0(k) =
1√√√√1 + k2

m∑

i=1

(gi(xk))2

è
λi(k) =

kgi(xk)√√√√1 + k2

m∑

i=1

(gi(xk))2

, i = 1, . . . ,m.

Òîãäà ðàâåíñòâî (11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì ýêâèâà-
ëåíòíîì âèäå:

λ0(k)∇f(xk) +
m∑

i=1

λi(k)∇gi(xk) + λ0(k)(xk − x∗) = 0. (12)

Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî,
m∑

i=0

(λi(k))2 = 1

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k = 1, 2, 3, . . . òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

k1, k2, . . . , kj . . . , lim
j→∞

kj = ∞ (13)
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íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî
lim

j→∞
λi(kj) = λ∗i , i = 1, . . . ,m,

ãäå
m∑

i=0

(λ∗i )
2 = 1.

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (12) ê ïðåäåëó ïðè k → ∞
âäîëü ìíîæåñòâà (13), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (2). ¤

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî íàèáîëåå íà-
ãëÿäíî ýêñïëóàòèðóåò îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëà-
ãðàíæà � ïðèìåíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çà-
äà÷å áåç îãðàíè÷åíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ
ýêñòðåìóìà â çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé
öåëè ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìè-
çàöèè (8), îòëè÷àþùèõñÿ îäíà îò äðóãîé âñå áîëüøèì �øòðà-
ôîì�

k

2

m∑

i=1

(gi(x))2

çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé. Äàííûé ìåòîä, èçâåñòíûé êàê ìå-
òîä øòðàôíûõ ôóíêöèé, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ýêñ-
òðåìàëüíûõ çàäà÷.

Ïðèìåðû. Ïðåæäå âñåãî, ïðèâåäåì äâà ïðîñòåéøèõ ïðè-
ìåðà èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 2.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
f(x1, x2) = (x1)2 + (x2)2 (14)

ïðè îãðàíè÷åíèè
x1 + x2 = 1. (15)

Ïîëîæèì
g(x1, x2) = x1 + x2 − 1.

Òîãäà, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x1 è x2

∇g(x1, x2) = (1, 1),

òî áåç êàêîé-ëèáî ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü
L(x1, x2, λ) = (x1)2 + (x2)2 + λ(x1 + x2 − 1).
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Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 2 èìååì ðàâåíñòâà
2x1 + λ = 0 (16)

è
2x2 + λ = 0, (17)

êîòîðûå ñîâìåñòíî ñ óëîâèåì (15) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòå-
ìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1, x2, λ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå x∗1, x∗2, λ∗ ñèñòåìû (15)�(17)
èìååò âèä

x∗1 =
1
2
, x∗2 =

1
2
, λ∗ = −1.

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, òî÷êà

x∗1 =
1
2
, x∗2 =

1
2

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà â çàäà÷å (14), (15).
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

f(x1, x2) = −(x1)2 − (x2)2 (18)

ïðè îãðàíè÷åíèè
x1 + x2 = 1. (19)

Äåéñòâóÿ êàê è â ïðèìåðå 2, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
çàäà÷è (18), (19) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2, ïðè÷åì èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

−2x1 + λ = 0 (20)
è

−2x2 + λ = 0. (21)
Ðàçðåøàÿ òåïåðü ñèñòåìó (19)�(21) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
x1, x2, λ, çàïèøåì

x∗1 =
1
2
, x∗2 =

1
2
, λ∗ = 1.

Ïðè ýòîì çàìåíèâ ôóíêöèþ (18) ôóíêöèåé
f1(x1, x2) = (x1)2 + (x2)2,

â ñèëó ïðèìåðà 2 âèäèì, ÷òî òî÷êà

x∗1 =
1
2
, x∗2 =

1
2

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà.
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Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ìè-
íèìóì ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå îáÿçàí ñîâïàäàòü ñ ìèíèìóìîì
èñõîäíîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè (ñì. [10]).

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

f(x1, x2) = (x2)2 − x1 (22)

ïðè îãðàíè÷åíèè
x1 + (x1)3 = 0. (23)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷ (22), (23) äîñòèãàåòñÿ â
òî÷êå

x1 = 0, x2 = 0. (24)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L ïðè ýòîì èìååò ñëåäóþùèé âèä:

L(x1, x2, λ0, λ1) = λ0((x2)2 − (x1)) + λ1(x1 + (x1)3). (25)

Â ñèëó òåîðåìû 11 ãëàâû 1 íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà
ôóíêöèè L äàþò óðàâíåíèÿ

−λ0 + λ1(1 + 3(x1)2) = 0,

2λ0x
2 = 0.

Åñëè λ0 = 0, òî λ1 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî

1 + (3x1)2 = 0,

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïîëàãàåì λ0 = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ
(25) ïðèìåò âèä

L(x1, x2, λ) = (x2)2 − x1 + λ(x1 + (x1)3). (26)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ ôóíêöèÿ (26)
â òî÷êå (24) íå èìååò äàæå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ïîñëåäíåå,
âîîáùå ãîâîðÿ, åùå ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìàëüíî ìåòîäîì
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ñ áîëüøîé îñòî-
ðîæíîñòüþ.
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Óïðàæíåíèÿ.
(1) Òî÷êà x∗ ∈ Q íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî åäèíñòâåííîé òî÷êîé

ìèíèìóìà çàäà÷è (1), åñëè äëÿ âñåõ x ∈ Q, äîñòàòî÷íî
áëèçêèõ ê x∗, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x∗) < f(x).

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè x∗ � ëîêàëüíî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
ìèíèìóìà â çàäà÷å (1), òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1
ñëàãàåìîå

1

2
|x− x∗|2

â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) ìîæíî îïóñòèòü.
(2) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè x∗ � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ìèíèìóìà â

çàäà÷å (1), òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

lim
k→∞

kgi(xk) =
λ∗i
λ∗0

, i = 1, . . . , m.

(3) Íàéäèòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å
f(x) → min,

Ax = b.

(4) Ïîëüçóÿñü íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ìèíèìóìà, íàéäèòå
ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

NX
i=1

(xi)
2 → min,

NX
i=1

xi = 1, (A)

NX
i=1

xi → min,

NX
i=1

(xi)
2 = 1, (B)

〈Qx, x〉/2− 〈p, x〉 → min, Ax = b, (C)

ãäå Q � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàò-
ðèöà.

(5) Ïðîâåðüòå, èìåþò ëè äàííûå çàäà÷è ðåøåíèÿ è, åñëè äà,
íàéäèòå ýòè ðåøåíèÿ:

NX
i=1

−(xi)
2 → min,

NX
i=1

xi = 1, (A)

NX
i=1

−xi → min,

NX
i=1

(xi)
2 = 1. (B)
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�2. Íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
Çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò çà-

äà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé, èìåþùèõ âèä

h(x) ≤ 0, (1)

ãäå h : Rn → Rr � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, è íàçûâàåìûõ
îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèÿ

g(x) = 0, (2)

ãäå g : Rn → Rm, â çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà-
çûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ. Òàêèì îáðàçîì, çà-
äà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìè-
çàöèè ÷èñëîâîé ôóíêöèè f : Rn → R ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè-
÷åíèé (1) è (2).

Çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷àñòî çàïèñûâàþò
â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) → min,
gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m,
hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r,

(3)

îáúåäèíÿÿ òåì ñàìûì ôóíêöèþ f , ïîäëåæàùóþ ìèíèìèçà-
öèè, è îãðàíè÷åíèÿ (1) è (2), êîòîðûå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè
âûïîëíåíèè ìèíèìèçàöèè. Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è íà óñëîâ-
íûé ýêñòðåìóì, ñôîðìóëèðîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì çàäà÷à (3)
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òîëüêî
â ñëó÷àå, êîãäà n > m, ÷òî è ïðåäïîëàãàåòñÿ â äàëüíåéøåì.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Q òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ (1) è (2) çàìêíóòî, ò.å. åñëè ìíîæåñòâî Q îãðàíè÷åíî, òî
â ñèëó òåîðåìû 7 ãëàâû 1 çàäà÷à (3) áóäåò èìåòü ðåøåíèå,
÷òî òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå çà-
äà÷è (3) ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé ìèíèìóìà, ÷åìó ÷àñòè÷íî è ïîñâÿùåí �2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à (3) ñîäåðæèò â ñåáå çàäà÷ó íà
óñëîâíûé ýêñòðåìóì è ïîòîìó ðåàëèñòè÷íåå åå. Ïðè ýòîì íåîá-
õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ
èìåòü äåëî ñ íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ òåð-
ìèí �íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå�.
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Òåîðåìà Êàðóøà � Äæîíà. Ïóñòü
Q1 = {x ∈ Rn : gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m}

� ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ òèïà
ðàâåíñòâ (1), è ïóñòü

Q2 = {x ∈ Rn : hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r}
� ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ òèïà
íåðàâåíñòâ (2). Ïåðåñå÷åíèå

Q = Q1 ∩Q2

ìíîæåñòâ Q1 è Q2 äàåò òî÷êè x ∈ Rn, íàçûâàåìûå äîïóñòè-
ìûìè òî÷êàìè â çàäà÷å (3). Òî÷êà x∗ ∈ Q íàçûâàåòñÿ òî÷êîé
ìèíèìóìà (èëè òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà) â çàäà÷å (3),
åñëè äëÿ âñåõ x ∈ Q, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê äîïóñòèìîé òî÷êå
x∗, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x∗) ≤ f(x).

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà â çàäà÷å (3) äàåò ñëåäóþ-
ùàÿ âàæíåéøàÿ äëÿ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Òåîðåìà 3 (Êàðóø � Äæîí). Ïóñòü x∗ � òî÷êà ìèíèìó-
ìà â çàäà÷å (1) è ôóíêöèè f, g1, . . . , gm è h1, . . . , hr íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè E òî÷êè x∗. Òî-
ãäà íàéäóòñÿ òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà λ∗0, λ

∗
1, . . . , λ

∗
m è

µ∗1, . . . , µ
∗
r, íå âñå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, ÷òî

λ∗0∇f(x∗) +
m∑

i=1

λ∗i∇gi(x∗) +
r∑

i=1

µ∗i∇hi(x∗) = 0, (4)

ãäå
λ∗0 ≥ 0

è
µ∗i ≥ 0, i = 1, . . . , r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî è ïóñòü U � ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ

|x− x∗| ≤ ε.

Âûáåðåì ÷èñëî ε ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû âñå ôóíêöèè f, g1, . . . , gm

è h1, . . . , hr áûëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà ìíîæåñòâå
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Q ∩ U ⊂ E, ïðè÷åì êàæäàÿ èç ôóíêöèé h1, . . . , hr íå ìåíÿëà
çíàê íà ìíîæåñòâå U ∩ (Rn \Q). Äàëåå, ïóñòü M � ïîäìíîæå-
ñòâî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ i = 1, . . . , r, òàêèõ, ÷òî

hi(x) ≥ 0

íà çàìûêàíèè R ìíîæåñòâà U ∩ (Rn \Q). Åñëè ìíîæåñòâî M
ïóñòî, òî òåîðåìà 3 ñïðàâåäëèâà â ñèëó òåîðåìû 1, ïîñêîëüêó
çäåñü ìîæíî ïðèíÿòü

µ∗i = 0, i = 1, . . . , r.

Èñêëþ÷èâ ýòîò òðèâèàëüíûé ñëó÷àé, íàðÿäó ñ çàäà÷åé (3) ââå-
äåì â ðàññìîòðåíèå çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè fk : Rn →
R, çàäàâàåìîé ðàâåíñòâîì

fk(x) = f(x) +
k

2

(
m∑

i=1

(gi(x))2 +
r∑

i=1

αi(hi(x))2
)

+
1
2
|x− x∗|2,

(5)
ãäå k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à α1, . . . , αr � äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâîì

αi =
{

1, i ∈M,
0, i /∈M.

Ôóíêöèÿ fk, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíà, à ìíîæåñòâî R � êîì-
ïàêòíî. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 7 ãëàâû 1 çàäà÷à î ìèíèìè-
çàöèè ôóíêöèè fk äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k èìååò íà ìíîæåñòâå R
ðåøåíèå xk, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå xk ∈ R, ÷òî

fk(xk) ≤ fk(x∗).

Îòñþäà â ñèëó ðàâåíñòâà (5) èìååì

f(xk)+
k

2

(
m∑

i=1

(gi(xk))2 +
r∑

i=1

αi(hi(xk))2
)

1
2
|xk−x∗|2 ≤ f(x∗)

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
m∑

i=1

(gi(xk))2 +
r∑

i=1

αi(hi(xk))2 ≤

≤ 2
k

(
f(x∗)− f(xk)− 1

2
|xk − x∗|2

)
.
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Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k = 1, 2, 3, . . .

|xk − x∗| ≤ ε,

òî
lim

k→∞
2
k

(
f(x∗)− f(xk)− 1

2
|xk − x∗|2

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
k→∞

(
m∑

i=1

(gi(xk))2 +
r∑

i=1

αi(hi(xk))2
)

= 0,

ò.å.
lim

k→∞
gi(xk) = 0, i = 1, . . . ,m

è
lim

k→∞
αih

i(xk) = 0, i = 1, . . . , r.

Âûáåðåì íåêîòîðóþ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

k1, k2, . . . , ki, . . . , lim
i→∞

ki = ∞
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xk1 , xk2 , . . . , xki , . . . (6)

îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 4 ãëàâû 1 áåç êàêîé-ëèáî
ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
i→∞

xki = x̄,

ãäå x̄ � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà U . Ïðè ýòîì
gi(x̄) = 0, i = 1, . . . ,m,

αih
i(x̄) = 0, i = 1, . . . , r

è
f(x̄) +

1
2
|x̄− x∗|2 ≤ f(x∗). (7)

Ïîñêîëüêó x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà íà Q, òî
f(x∗) ≤ f(x̄).

Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî
x̄ = x∗,
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ò.å. ïðåäåëüíàÿ òî÷êà âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà (6) ñîâ-
ïàäàåò ñ òî÷êîé x∗. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
k→∞

xk = x∗,

ò.å. äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé k òî÷êà xk ëåæèò
âíóòðè ìíîæåñòâà U . Íî íà ìíîæåñòâå U

∇fk(xk) = 0

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

∇f(xk) + k

(
m∑

i=1

gi(xk)∇gi(xk) +
r∑

i=1

αih
i(xk)∇hi(xk)

)
+

+xk − x∗ = 0. (8)
Ïîëîæèì

λ0(k) =
1√√√√1 + k2

(
m∑

i=1

(gi(xk))2 +
r∑

i=1

αi(hi(xk))2
) ,

λi(k) =
kgi(xk)√√√√1 + k2

(
m∑

i=1

(gi(xk))2 +
r∑

i=1

αi(hi(xk))2
) ,

i = 1, . . . ,m
è

µi(k) =
kαih

i(xk)√√√√1 + k2

(
m∑

i=1

(gi(xk))2 +
r∑

i=1

αi(hi(xk))2
) ,

i = 1, . . . , r.
Òîãäà ðàâåíñòâî (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì ýêâèâà-
ëåíòíîì âèäå:

λ0(k)∇f(xk) +
m∑

i=1

λi(k)∇gi(xk) +
m∑

i=1

µi(k)∇hi(xk)+

+λ0(k)(xk − x∗) = 0. (9)
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Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî,
m∑

i=0

(λi(k))2 +
r∑

i=1

(µi(k))2 = 1

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k = 1, 2, 3, . . . , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

k1, k2, . . . , kj . . . , lim
j→∞

kj = ∞ (10)

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî

lim
j→∞

λi(kj) = λ∗i , i = 1, . . . ,m

è
lim

j→∞
µi(kj) = µ∗i , i = 1, . . . , r,

ãäå
m∑

i=0

(λ∗i )
2 +

r∑

i=1

(µ∗i )
2 = 1.

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (9) ê ïðåäåëó ïðè k →∞ âäîëü
ìíîæåñòâà (10), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (4), â êîòîðîì ïî ïîñòðî-
åíèþ

λ∗0 ≥ 0

è
µ∗i ≥ 0, i = 1, . . . , r.

¤

Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè. Ïðè äîêàçàòå-
ëüñòâå òåîðåìû 3 èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî â òî÷êå x∗ ìèíè-
ìóìà íåêîòîðûå èç îãðàíè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâ îáðàùàþòñÿ
â ðàâåíñòâà, à íåêîòîðûå äðóãèå � â ñòðîãèå íåðàâåíñòâà. ×òî-
áû ÿñíî ðàçëè÷àòü óêàçàííûå äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ, ââåäåì
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè i = 1, . . . , r
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

hi(x∗) = 0.
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Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå hi àêòèâíî. Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì, åñëè ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè j = 1, . . . , r èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

hj(x∗) < 0,
òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå hj íåàêòèâíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I∗ � ìíîæåñòâî àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé â
çàäà÷å (3)

I∗ = {i : hi(x∗) = 0, i = 1, . . . , r}.
Ïðîñìàòðèâàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3, íåñëîæíî çàìåòèòü,
÷òî åñëè i /∈ I∗, òî

µ∗i = 0.
Åñëè æå i ∈ I∗, òî ïî îïðåäåëåíèþ

hi(x∗) = 0,

ò.å. â ëþáîì ñëó÷àå
µ∗i h

i(x∗) = 0, i = 1, . . . , r. (11)

Ðàâåíñòâà (11) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè äîïîëíÿþùåé íåæåñò-
êîñòè è èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (4) äàåò n óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî n+m+r+1 íåèçâåñòíîãî x∗, λ∗0, λ∗1, . . . , λ∗m è µ∗1 . . . , µ∗r .
Äîïîëíèâ óñëîâèå (4) óðàâíåíèÿìè

gi(x∗) = 0, i = 1, . . . ,m

è (11), ïîëó÷èì ñèñòåìó n + m + r óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
n+m+ r + 1 íåèçâåñòíîãî x∗, λ∗0, λ∗1, . . . , λ∗m è µ∗1, . . . , µ∗r . Ïðè
ýòîì ïî ïðåæíåìó âåëèê ñîáëàçí ïðèíÿòü

λ∗0 = 1 (12)

è, òàêèì îáðàçîì, çàìêíóòü ñèñòåìó. Ïîñëåäíåå, êàê è â ñëó÷àå
çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì, ìîæíî äåëàòü äàëåêî íå âñå-
ãäà, äàæå åñëè îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâ îòñóòñòâóþò (ñì.
óïðàæíåíèå 2).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè ïîç-
âîëÿþò ïðèâåñòè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà â çàäà÷å (3)
ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, âåñüìà áëèçêîé ê ñèñòåìå, ïîëó÷àâøåé-
ñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì â �1. ×òîáû
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çàìêíóòü ýòó ñèñòåìó, íóæíî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå,
íàïðèìåð, íàâåðíÿêà ïðèíÿòü ðàâåíñòâî (12).

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû 3 ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìîìåíò: ëèáî

λ∗0 6= 0, (13)

ëèáî
λ∗0 = 0.

Ïîñëåäíåå, êîíå÷íî, îúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìíîæèòåëè λ∗1, . . . , λ∗m
è µ∗1, . . . , µ∗r îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî íåîòðèöàòåëüíîãî ìíî-
æèòåëÿ λ0 è ïîòîìó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (13) áåç êàêîé-
ëèáî ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü ðàâåíñòâî (12).

Óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðûõ óñ-
ëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (13) èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, (12), ïî àíàëîãèè ñ �1 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ôóíêöèþ

L(x, λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µr) = f(x) +
m∑

i=1

λig
i(x) +

r∑

i=1

µih
i(x),

(14)
êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì ïî
àíàëîãèè ñ �1 ìíîæèòåëè λ1, . . . , λm è µ1, . . . , µr áóäåì íàçû-
âàòü ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Ïðèíèìàÿ î÷åâèäíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî
(14) â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

L(x, λ, µ) = f(x) + 〈λ, g(x)〉+ 〈µ, h(x)〉.
Åñëè óñëîâèå (12) âûïîëíÿåòñÿ, òî â ñèëó òåîðåìû 3 íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà â çàäà÷å äàåò ðàâåíñòâî

∂L(x, λ, µ)
∂xi

= 0, i = 1, . . . , n,

êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ óñëîâèÿìè
g(x) = 0

è
µih

i(x) = 0, i = 1, . . . , r
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îáðàçóåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó, ðåøåíèå êîòîðîé äàåò èñêîìûå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.

Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (12), ïðèíÿ-
òî íàçûâàòü óñëîâèÿìè ðåãóëÿðíîñòè. Ïðîñòåéøåå èç óñëîâèé
ðåãóëÿðíîñòè, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì óñëîâèåì ðå-
ãóëÿðíîñòè, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x∗ � òî÷êà
ìèíèìóìà â çàäà÷å (3), òî ôóíêöèè f, g1, . . . , gm è h1, . . . , hr

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè, à
âåêòîðà { ∇gi(x∗), i = 1, . . . ,m,

∇hi(x∗), i ∈ I∗ (15)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x∗ âûïîëíåíî ïåð-
âîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå λ∗ ∈ Rm è
µ∗ ∈ Rr, ÷òî

∂L(x∗, λ∗, µ∗)
∂xi

= 0, i = 1, . . . , n (16)

è
µ∗i h

i(x∗) = 0, i = 1, . . . , r, (17)

ãäå µ∗i ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå
(17) åñòü óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè è âûïîëíÿåòñÿ â
òî÷êå x∗ âñåãäà. Äàëåå, äëÿ âñåõ i /∈ I∗ çàïèøåì

µ∗i = 0.

Òîãäà, ïîñêîëüêó âåêòîðà (15) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî â ñèëó
òåîðåìû 3 ñëåäóåò ïðèíÿòü

λ∗0 6= 0,

íàïðèìåð,
λ∗0 = 1,

îòêóäà è ñëåäóåò ðàâåíñòâî (16). ¤

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå ðåãóëÿð-
íîñòè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî óñëîâèþ ðåãóëÿðíîãî ìèíèìóìà
â çàäà÷å íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðåìà
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4 ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì àíàëîãîì òåîðåìû 2. Ïðè ýòîì ñëåäó-
åò èìåòü ââèäó, ÷òî ïðîâåðêó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòî-
ðîâ (15) íåîáõîäèìî ïðîäåëûâàòü â òî÷êå ìèíèìóìà (çàðàíåå
íåèçâåñòíîé) ñî âñåìè âûòåêàþùèìè îòñþäà ïîñëåäñòâèÿìè.
Âñå ýòî, îäíàêî, íå ñíèæàåò èñòîðè÷åñêîé öåííîñòè òåîðåì 2 è
4 (à òàêæå è òåîðåìû 12), ïîñêîëüêó èìåííî ñ íèõ ñîáñòâåííî
è íà÷èíàëîñü ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü áîëåå òîíêîå óñëîâèå, êîòîðîå áó-
äåì íàçûâàòü âòîðûì óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè: åñëè x∗ �
òî÷êà ìèíèìóìà â çàäà÷å (3), òî ôóíêöèè f, g1, . . . , gm è
h1, . . . , hr íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé åå îêðå-
ñòíîñòè, âåêòîðà ∇g1(x∗), . . . ,∇gm(x∗) ëèíåéíî íåçàâèñèìû
è ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð s ∈ Rn, ÷òî

〈∇gi(x∗), s〉 = 0, i = 1, . . . ,m

è
〈∇hi(x∗), s〉 < 0, i ∈ I∗.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè âòîðîå óñ-
ëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Â òî÷êå x∗ íàéäåòñÿ
ýëåìåíò s êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê îãðàíè÷åíèÿì òèïà ðà-
âåíñòâ, êîòîðûé íàïðàâëåí âíóòðü êàæäîãî èç ìíîæåñòâ

hi(x∗) ≤ 0, i ∈ I∗
àêòèâíûõ â ýòîé òî÷êå îãðàíè÷åíèé.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x∗ âûïîëíåíî âòî-
ðîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå λ∗ ∈ Rm è
µ∗ ∈ Rr, ÷òî

∂L(x∗, λ∗, µ∗)
∂xi

= 0, i = 1, . . . , n (18)

è
µ∗i h

i(x∗) = 0, i = 1, . . . , r, (19)
ãäå µ∗i ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû 4, çàìåòèì,
÷òî óñëîâèå (19) âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå x∗ âñåãäà. Äàëåå, äëÿ
âñåõ i /∈ I∗ ïîëîæèì

µ∗i = 0.
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Òîãäà, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî

λ∗0 = 0,

è óìíîæèâ ðàâåíñòâî

λ∗0∇f(x∗) +
m∑

i=1

λ∗i∇gi(x∗) +
r∑

i=1

µ∗i∇hi(x∗) = 0 (20)

ñêàëÿðíî íà s, ïîëó÷èì
∑

i∈I∗
µ∗i 〈∇hi(x∗), s〉 = 0.

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèé µ∗i ≥ 0 è

〈∇hi(x∗), s〉 < 0, i ∈ I∗

èìååì
µ∗i = 0, i = 1, . . . , r.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (20) ïðèíèìàåò âèä
m∑

i=1

λ∗i∇gi(x∗) = 0,

ãäå â ñèëó òåîðåìû 3 íå âñå λ∗1, . . . , λ∗m îäíîâðåìåííî ðàâíû
íóëþ. Ýòî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò ïðèíÿòîé ëèíåéíîé íåçàâè-
ñèìîñòè âåêòîðîâ ∇g1(x∗), . . . ,∇gm(x∗) è, çíà÷èò,

λ∗0 = 1,

îòêóäà è ñëåäóåò ðàâåíñòâî (18). ¤

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 5, âîîáùå ãîâîðÿ, âûãëÿäèò ìàëî-
ïðèâëåêàòåëüíî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Îäíàêî,
êàê áóäåò ïîêàçàíî â �4, èç ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü
î÷åíü ñèëüíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà îäíîãî âàæíåé-
øåãî êëàññà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, â êîòîðîì ïîìèìî óñëîâèÿ
ðåãóëÿðíîñòè áóäåò àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿòüñÿ è äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå ìèíèìóìà.
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Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ìèíèìóìà. Â îò-
ëè÷èå îò çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì, â çàäà÷å íåëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (3) äîñòàòî÷íî ïðîñòî óñòàíàâëèâàþò-
ñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî ñëåäóþ-
ùèì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé êàê â çàäà÷å íà
óñëîâíûé ýêñòðåìóì, òàê è â çàäà÷å (3) çàìêíóòû. Ïðè ýòîì
â ñëó÷àå çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì äàæå â ïðîñòåéøèõ
ñèòóàöèÿõ ìíîæåñòâî Q äîïóñòèìûõ òî÷åê íå îãðàíè÷åíî (ñì.
ïðèìåðû 2 è 3). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîïðîñ î ñóùåñòâî-
âàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ÷àñòî îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Â ñëó÷àå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(3) äåëî îáñòîèò íåñêîëüêî èíà÷å: äîáàâëåíèå ê îãðàíè÷åíèþ
(1) îãðàíè÷åíèÿ (2) ÷àñòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî Q
äîïóñòèìûõ òî÷åê ñòàíîâèòñÿ îãðàíè÷åííûì è, ñëåäîâàòåëüíî,
êîìïàêòíûì. Ïîýòîìó çàäà÷à (3) îáû÷íî íàõîäèòñÿ â óñëîâè-
ÿõ ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû Âåéåðøòðàññà (ñì. òåîðåìó 7 ãëàâû
1) è, çíà÷èò, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè åå ðåøåíèÿ ÷àñòî ñíèìà-
åòñÿ.

×òî êàñàåòñÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), òî ýòîò
âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå òîíêèì. Êàê óæå îòìå÷àëîñü
ðàíåå, â ñèëó òåîðåì 4 è 5 òî÷êîé ìèíèìóìà ìîæåò áûòü òîëü-
êî òî÷êà x ∈ Q, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå





∂L(x, λ, µ)
∂xi

= 0, i = 1, . . . , n,

g(x) = 0,
µih

i(x) = 0, i = 1, . . . , r,

(21)

ãäå íåèçâåñòíûìè íàðÿäó ñ x ÿâëÿþòñÿ λ è µ, ïðè÷åì
µi ≥ 0. (22)

Òîãäà, åñëè ñèñòåìà (21) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ (22), òî â ñèëó òåîðåìû 7 ãëàâû 1 è òåî-
ðåì 4 è 5 ãëàâû 2 ýòî ðåøåíèå è áóäåò åäèíñòâåííîé òî÷êîé
ìèíèìóìà â çàäà÷å (3). Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèé ñèñòåìû (21) èìååò ìåñòî äàëåêî íå âñåãäà, äàæå åñ-
ëè ìèíèìóì åäèíñòâåííûé. Ïîñëåäíåå, íàïðèìåð, îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (21) íå îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü óñëî-
âèþ (22).
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Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå
ïðèìåíåíèå ê ñèñòåìå (21) êàêîé-ëèáî êëàññè÷åñêîé òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, î÷åâèäíî, çàòðóäíåíî óñëî-
âèåì (22).

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
f(x1, x2) = (x1)2 + (x2)2 (23)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
x1 + x2 = 1, (24)
x1 ≥ 0 (25)

è
x2 ≥ 0. (26)

Ïîëîæèì
g(x1, x2) = x1 + x2 − 1, h1(x1, x2) = −x1

è
h2(x1, x2) = −x2.

Òîãäà, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x1 è x2

∇g(x1, x2) = (1, 1),

∇h1(x1, x2) = (−1, 0)
è

∇h2(x1, x2) = (0,−1),
òî çàìåòèâ, ÷òî òîëüêî îäíî èç îãðàíè÷åíèé (25) èëè (26) ìî-
æåò áûòü àêòèâíûì, âèäèì, ÷òî äëÿ çàäà÷è (23)�(26) áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ ïåðâîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè. Ïîýòîìó áåç êàêîé-
ëèáî ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü

L(x1, x2, λ, µ1, µ2) = (x1)2 + (x2)2 + λ(x1 + x2 − 1)+

+µ1(−x1) + µ2(−x2).
Â ñèëó òåîðåìû 4 óðàâíåíèÿ (21) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è ïðèìóò âèä 



2x1 + λ− µ1 = 0,
2x2 + λ− µ2 = 0,
x1 + x2 = 1,
−µ1x

1 = 0,
−µ2x

2 = 0,

(27)
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ãäå
µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0. (28)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (28) ñèñòåìà (27)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x∗1 =
1
2
, x∗2 =

1
2
, (29)

λ∗ = −1, µ∗1 = 0, µ∗2 = 0.

Ïðè ýòîì, êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå ñî-
îòíîøåíèÿìè (24)�(26), êîìïàêòíî, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îòðåçîê ïðÿìîé (24), çàêëþ÷åííûé ìåæäó òî÷êàìè (0, 1)
è (1, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (29) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà
â çàäà÷å (23)�(26).

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
f(x1, x2) = −(x1)2 − (x2)2 (30)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (24)�(26). Äåéñòâóÿ êàê è â ïðèìåðå 5, ïî-
ëîæèì

g(x1, x2) = x1 + x2 − 1, h1(x1, x2) = −x1

è
h2(x1, x2) = −x2.

Òîãäà, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x1 è x2

∇g(x1, x2) = (1, 1),

∇h1(x1, x2) = (−1, 0)

è
∇h2(x1, x2) = (0,−1),

òî çàìåòèâ, ÷òî òîëüêî îäíî èç îãðàíè÷åíèé (25) èëè (26) ìî-
æåò áûòü àêòèâíûì, âèäèì, ÷òî äëÿ çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè (30) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (24)�(26) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ïåðâîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè. Ïîýòîìó áåç êàêîé-ëèáî ïîòåðè
îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü

L(x1, x2, λ, µ1, µ2) = −(x1)2 − (x2)2 + λ(x1 + x2 − 1)+

+µ1(−x1) + µ2(−x2).
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Â ñèëó òåîðåìû 4 óðàâíåíèÿ (21) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ïðèìóò âèä





−2x1 + λ− µ1 = 0,
−2x2 + λ− µ2 = 0,
x1 + x2 = 1,
−µ1x

1 = 0,
−µ2x

2 = 0,

(31)

ãäå
µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0. (32)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (32) ñèñòåìà (31)
èìååò ðåøåíèÿ

x∗1 = 0, x∗2 = 1, λ∗ = 2, µ∗1 = 2, µ∗2 = 0,

x∗1 = 1, x∗2 = 0, λ∗ = 2, µ∗1 = 0, µ∗2 = 2

è
x∗1 =

1
2
, x∗2 =

1
2
, λ∗ = 1, µ∗1 = 0, µ∗2 = 0.

Ïðè ýòîì, êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïðèìåðå 5, ìíîæåñòâî (24)�
(26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ïðÿìîé (24), çàêëþ÷åííûé
ìåæäó òî÷êàìè

x∗1 = 0, x∗2 = 1 (33)

è
x∗1 = 1, x∗2 = 0. (34)

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (30) ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ (24)�(26) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå, ò.å.
ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç òî÷åê (33), (34) èëè

x∗1 =
1
2
, x∗2 =

1
2

(35)

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà. Íà ñàìîì æå äåëå íåñëîæíî çàìå-
òèòü, ÷òî êàæäàÿ èç òî÷åê (33) è (34) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà, à òî÷êà (35) � òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
(ñì. ïðèìåð 3).
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Óïðàæíåíèÿ.
(1) Òî÷êà x∗ ∈ Q íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî åäèíñòâåííîé òî÷êîé

ìèíèìóìà çàäà÷è (3), åñëè äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ Q, äîñòà-
òî÷íî áëèçêèõ ê x∗, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x∗) < f(x).

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè x∗ � ëîêàëüíî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
ìèíèìóìà â çàäà÷å (3), òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3
ñëàãàåìîå

1

2
|x− x∗|2

â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5) ìîæíî îïóñòèòü.
(2) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3, ðàññìîòðèòå çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè

ôóíêöèè
f(x1, x2) = x2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
(x1 − 1)2 + (x2)2 − 1 ≤ 0

è
(x1 + 1)2 + (x2)2 − 1 ≤ 0

è ïîêàæèòå, ÷òî çäåñü íåëüçÿ ïðèíÿòü
λ∗0 = 1.

(3) Ïóñòü Q � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ìàòðèöà. Íàéäèòå ìèíèìóì ôóíêöèè

f(x) = 〈Qx, x〉/2− 〈p, x〉
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

A1x = b1

è
A2x ≤ b2.

(4) Ïóñòü x+ � ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü âåêòîðà x ∈ Rn, ò.å.
xi

+ = max{0, xi}, i = 1, . . . , n.

Äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ïîëîæèì
fk(x) = f(x)+

+
Kk

2

Ã
mX

i=1

(gi(x))2 +

rX
i=1

(hi
+(x))2

!
+

1

2
|x− x∗|2, (36)

ãäå
lim

k→∞
Kk = ∞.
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Äîêàæèòå òåîðåìó 3, èñïîëüçóÿ øòðàôíóþ ôóíêöèþ (36)
âìåñòî øòðàôíîé ôóíêöèè (5).

(5) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè x∗ � ëîêàëüíî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
ìèíèìóìà â çàäà÷å (3), òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3
â øòðàôíîé ôóíêöèè (36) ñëàãàåìîå

1

2
|x− x∗|2

ìîæíî îïóñòèòü.

�3. Ìåòîä Íüþòîíà â íåëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè
Â îáû÷íûõ êóðñàõ àíàëèçà èçó÷åíèå çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ êàê ïðàâèëî çàêàí÷èâàåòñÿ âûâî-
äîì íåîáõîäèìûõ è, èíîãäà, äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà.
Äàëüíåéøåå èõ èññëåäîâàíèå îïóñêàåòñÿ, ïîñêîëüêó ñ÷èòàåò-
ñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è:
�Ê íàóêå, êîòîðóþ ÿ â íàñòîÿùèé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿþ, ýòî íå
èìååò îòíîøåíèÿ�.

Äàííûé áåññìåðòíûé òåçèñ íåçàáâåííîãî ïðåäâîäèòåëÿ
óåçäíîãî äâîðÿíñòâà Ê. Âîðîáüÿíèíîâà 3 íè â êîåé ìåðå íå
ìîæåò óäîâëåòâîðèòü íè ìàòåìàòèêà, íè ýêîíîìèñòà, íè, òåì
áîëåå, âû÷èñëèòåëÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ, êàê â çàäà÷å íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì, òàê è â çàäà-
÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðèâîäÿò ê ìíîãîìåðíûì
ñèñòåìàì óðàâíåíèé. Ïîýòîìó âñå (èëè ïî÷òè âñå) çàäà÷è, êî-
òîðûå óäàåòñÿ ðåøèòü äî êîíöà, ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíî ïîäî-
áðàííûìè òèïàìè ïðèìåðîâ, êî÷óþùèìè èç îäíîãî ó÷åáíèêà
â äðóãîé (ñì. ïðèìåðû 2�6). Îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó òåîðåìà Êàðóøà �
Äæîíà (êàê, âïðî÷åì, è ïðèâîäèìàÿ íèæå â �4 òåîðåìà Êóíà �
Òàêêåðà) âñåãäà ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîé ñèñòåìå. Ïîýòîìó èñ-
òèííîå íàçíà÷åíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà ñîñòîèò
íå ñòîëüêî â ïîëó÷åíèè íåêîòîðîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñêîëü-
êî â èõ èñïîëüçîâàíèè äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ ñïåöè-
àëüíûõ ìåòîäîâ, ïðèâîäÿùèõ ê ýôôåêòèâíûì âû÷èñëèòåëü-
íûì ïðîöåäóðàì íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà. Ê ÷èñëó îäíîãî èç

3Åñëè óãîäíî, îí æå È.Ì. Âîðîáüÿíèíîâ, îí æå Ê.Ê. Ìèõåëüñîí.
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òàêèõ íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìûõ â íåëèíåéíîì ïðîãðàì-
ìèðîâàíèè ìåòîäîâ îòíîñèòñÿ çíàìåíèòûé ìåòîä Íüþòîíà è
åãî ìíîãî÷èñëåííûå ìîäèôèêàöèè.

Ìåòîä Íüþòîíà. Äàííûé ìåòîä, ÿâëÿþùèéñÿ îäíèì èç
ïðîñòûõ è âàæíåéøèõ â èäåéíîì ñìûñëå, â ÷èñòîì âèäå íà
ïðàêòèêå ïðèìåíÿåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Åãî îñíîâíîå íàçíà÷åíèå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ñëóæèò íåêîòîðûì íàäåæíûì �ñêåëåòîì�
ïðè ïîñòðîåíèè áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ ìåòîäîâ.

Ìåòîä Íüþòîíà, âîîáùå ãîâîðÿ, ñâÿçàí ñ ïðîáëåìîé îòûñ-
êàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

g(x) = 0, (1)

ãäå g : Rn → Rn � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x0 íåêîòîðîå ïðè-
áëèæåíèå ê ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (1). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

g(x) = g(x0) + g′(x0)(x− x0) + o(x− x0). (2)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèå (1), èç ðàâåíñòâà (2) ïî-
ëó÷èì

g(x0) + g′(x0)(x− x0) + o(x− x0) = 0. (3)
Òîãäà, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà |x− x0| äîñòàòî÷íî ìàëà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî óðàâíåíèå (3) ïðèáëèæåí-
íî ýêâèâàëåíòíî ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ

g(x0) + g′(x0)(x− x0) = 0. (4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4). Òîãäà ìîæåì
çàïèñàòü

x1 = x0 − g′(x0)−1g(x0),
åñëè, êîíå÷íî, ìàòðèöà g′(x0) íåâûðîæäåíà. Ïðîäîëæàÿ ýòîò
ïðîöåññ èòåðàòèâíî, íà k-îì ïðèáëèæåíèè èìååì ñëåäóþùåå
ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå

g(xk) + g′(xk)(x− xk) = 0.

Îòñþäà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà g′(xk) íåâûðîæäåíà,
ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

xk+1 = xk − g′(xk)−1g(xk). (5)
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Ôîðìóëà (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ
îòûñêàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âèäà (1), èçâåñòíûé êàê ìåòîä
Íüþòîíà. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà ê êàêîìó-ëèáî ðåøå-
íèþ óðàâíåíèÿ (1) óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèâî-
äèìàÿ çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà4: �Ê íàóêå, êîòîðóþ ÿ â íàñòî-
ÿùèé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿþ, ýòî íå èìååò îòíîøåíèÿ�.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå x∗, òà-
êîå, ÷òî ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè M òî÷êè x∗, è ïóñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà g′ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå M . Òîãäà, åñëè
ìàòðèöà g′(x∗) íåâûðîæäåíà, òî íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå
ε > 0, ÷òî ïðè |x0 − x∗| ≤ ε ìåòîä (5) ñõîäèòñÿ ê x∗ ñ êâàä-
ðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ:

|xk+1 − x∗| ≤ α|xk − x∗|2, k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå α � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò k.

Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 6 ñóùåñòâåííû è óñèëèòü åå óòâåð-
æäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ.

Ïðèìåð 7. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè g è íåâûðî-
æäåííîñòü ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöû g′ èñïîëüçóþòñÿ â ñàìîé
ôîðìóëèðîâêå ìåòîäà (5). Âìåñòå ñ òåì, îòêàç îò óñëîâèÿ Ëèï-
øèöà äëÿ g′ ìîæåò ïðèâåñòè ê ñíèæåíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ìåòîäà.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü g : R→ R � ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ðà-
âåíñòâîì

g(x) = x3/2.

Òîãäà ïðè x ≥ 0

g′(x) =
3
2
x1/2

è, êàê ëåãêî âèäåòü, g′ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Ïðè ýòîì ìåòîä (5) ïðè x0 > 0 èìååò âèä

xk+1 = xk − 2
3
x
−1/2
k · x3/2

k =
1
3
xk.

4Ñì. [16], ãäå ïðèâîäèòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ è êîììåíòàðèé
ïî ýòîìó ïîâîäó.
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Ïîýòîìó

xk =
(

1
3

)k

x0,

ò.å. ìåòîä ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ = 0 ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè, íî íå ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà (5) íå òðåáóåòñÿ íè
ñèììåòðè÷íîñòè, íè ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû
g′, êàê ýòî èíîãäà îøèáî÷íî óòâåðæäàåòñÿ.

Ìåòîä Íüþòîíà â çàäà÷àõ íà áåçóñëîâíûé ýêñòðå-
ìóì. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé ÷èñëîâîé
ôóíêöèè f : Rn → R. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà. Åñëè f � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ,
ò.å. åñëè

f(x) =
1
2
〈Qx, x〉 − 〈p, x〉,

ãäå Q � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,
òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòà-
òû �4 ãëàâû 1 (ñì. óïðàæíåíèÿ 1 è 2 ê �4 ãëàâû 1). Ïîýòîìó
â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óìåñòíûì èñïîëü-
çîâàòü êâàäðàòè÷íûå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f .

Ïóñòü xk � íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷êå x∗ ìèíèìó-
ìà ôóíêöèè f . Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ fk

ôóíêöèè f â òî÷êå xk

fk(x) = f(xk) + 〈∇f(xk), x− xk〉+ 1
2
〈∇2f(xk)(x− xk), x− xk〉.

Åñëè ìàòðèöà ∇2f(xk) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ôóí-
êöèÿ fk äîñòèãàåò â ïðîñòðàíñòâå Rn áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà.
Âûáåðåì òî÷êó xk+1 ìèíèìóìà ôóíêöèè fk â êà÷åñòâå íîâîãî
ïðèáëèæåíèÿ ê x∗, ò.å.

xk+1 = arg min
x∈Rn

fk(x).

Òîãäà èìååì
xk+1 = xk − [∇2f(xk)]−1∇f(xk). (6)

Ôîðìóëà (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä Íüþòîíà äëÿ çà-
äà÷è íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ê ýòîìó ìåòîäó ìîæíî ïðèé-
òè êàê èçëîæåííûì âûøå ïóòåì, òàê è èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî
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òî÷êà x∗ äîëæíà áûòü ðåøåíèåì ñèñòåìû
∇f(x) = 0. (7)

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (7) ìåòîä (5), ïîëó÷àåì ôîðìóëó
(6). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 6 ãëàâû 2 è òåîðåìû 13 ãëàâû 1
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè M òî÷êè íåâûðîæäåííîãî ìè-
íèìóìà x∗ è ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà ∇2f óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå M . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
çíà÷åíèå ε > 0, ÷òî ïðè |x0 − x∗| ≤ ε ìåòîä (6) ñõîäèòñÿ ê
òî÷êå x∗ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìåòîä (6) ïðèãîäåí äëÿ
îòûñêàíèÿ íå òîëüêî òî÷åê ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f , íî è äðó-
ãèõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, íàïðèìåð, ñåäëîâûõ. Êðîìå òîãî,
çäåñü êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû 6, âûïóêëîñòü ôóíêöèè f çäåñü
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ è â ÷èñòîì âèäå íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íåëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

f(x) → min,
gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m,
hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r,

(8)

ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå ôóíêöèè f, g1, . . . , gm è h1, . . . , hr äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìû. Åñëè äëÿ çàäà÷è (8) âûïîëíåíî êàêîå-ëèáî
óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå íåîáõîäèìîå óñëî-
âèå ýêñòðåìóìà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé





∂L(x, λ, µ)
∂xi

= 0, i = 1, . . . , n,

g(x) = 0,
µih

i(x) = 0, i = 1, . . . , r,

(9)

ãäå
L(x, λ, µ) = f(x) + 〈λ, g(x)〉+ 〈µ, h(x)〉

� ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà è íåèçâåñòíûìè íàðÿäó ñ x = (x1, . . . xn)
ÿâëÿþòñÿ λ = (λ1, . . . , λm) è µ = (µ1, . . . , µr). Ïðè ýòîì äîëæ-
íû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

µi ≥ 0, i = 1, . . . , r,
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âîîáùå ãîâîðÿ, îçíà÷àþùèå, ÷òî ñèñòåìà (9) ìîæåò èìåòü ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé.

Åùå îäíà íåïðèÿòíàÿ îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ñèñòåìû
(9) ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè.

Âî-ïåðâûõ, íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå ìàòðèöû âòîðûõ ïðî-
èçâîäíûõ ôóíêöèé f, g1, . . . , gm è h1, . . . , hr è åå îáðàùåíèå
âåñüìà îáðåìåíèòåëüíî, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû (9)
÷àñòî äîñòàòî÷íî âåëèêà, à ôóíêöèè f, g1, . . . , gm è h1, . . . , hr

äîñòàòî÷íî ñëîæíû.
Âî-âòîðûõ, óñëîâèÿ òåîðåìû 6 èìåþò ëîêàëüíûé õàðàê-

òåð. Ïîýòîìó ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà ìîæåò çàâèñåòü îò
âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ïîäî-
áðàòü íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ λ è µ áîëåå, ÷åì
çàòðóäíèòåëüíî.

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå îáñòîÿòåëüñòâà âî ìíîãèõ ïðàêòè÷å-
ñêèõ ñèòóàöèÿõ îêàçûâàþòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûìè. Ïîýòîìó
íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà çäåñü îáû÷íî
ñâÿçàíî ñ îãðîìíîé äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòîé, åñëè âîîáùå âîç-
ìîæíî. Ñèòóàöèÿ, îäíàêî, ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå áëà-
ãîïðèÿòíîé, åñëè íåñêîëüêî èçìåíèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó. Èìåí-
íî, ñëåäóÿ èäåîëîãèè, èñïîëüçîâàííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåì 1 è 3, ïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (8) ìåòîä
øòðàôíûõ ôóíêöèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h+ � ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü âåêòîðà h è
çàìåíèì çàäà÷ó (8) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çà-
äà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

fk(x) = f(x) +
Kk

2

(
m∑

i=1

(gi(x))2 +
r∑

i=1

(hi
+(x))2

)
, (10)

ãäå
lim

k→∞
Kk = ∞.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèâîäèìàÿ çäåñü
áåç äîêàçàòåëüñòâà ââèäó òðèâèàëüíîñòè ïîñëåäíåãî (ñì. �2,
óïðàæíåíèÿ 5 è 6).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü x∗ � ëîêàëüíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è (8) è ïóñòü ôóíêöèè f, g1, . . . , gm è h1, . . . , hr äèôôå-
ðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèM òî÷êè x∗. Òîãäà äëÿ
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êàæäîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ k â îêðåñòíîñòè M
íàéäåòñÿ òî÷êà xk ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè fk. Ïðè
ýòîì

lim
k→∞

xk = x∗.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 8 óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
ìåòîäà (10) áîëåå ÷åì ñêðîìíû � íå òðåáóåòñÿ íè îñîáîé ãëàä-
êîñòè ôóíêöèé f, g1, . . . , gm è h1, . . . , hr, íè âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèé ðåãóëÿðíîñòè çàäà÷è (8). Åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ìèíèìóìà. Îä-
íàêî, ýòîò âåñüìà ñêðîìíûé (ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ)
íåäîñòàòîê ñ ëèõâîé ïåðåêðûâàåòñÿ òåì, ÷òî ìåòîä (10) íå
ïðåäïîëàãàåò çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ
λ è µ. Áîëåå òîãî, íà êàæäîì øàãå ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé
äàåò íå òîëüêî ïðèáëèæåíèå äëÿ x∗, íî è äëÿ âåêòîðîâ λ∗ è µ∗,
ñîîòâåòñòâóþùèõ x∗. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî îáñòîÿòåëü-
ñòâà, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè êàêîãî-ëèáî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
k→∞

Kkg(xk) = λ∗0λ
∗

è
lim

k→∞
Kkh+(xk) = λ∗0µ

∗,

â êîòîðûõ

λ∗0 = lim
k→∞

1√√√√1 +K2
k

(
m∑

i=1

(gi(xk))2 +
r∑

i=1

(hi
+(xk))2

) ,

ïðè÷åì ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òå-
îðåìû 3 è óïðàæíåíèå 5 �2). Ïîýòîìó ìåòîä (10) â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ, îãîâîðåííûõ òåîðåìîé 6, ìîæíî ïðèìåíÿòü â ñî÷åòà-
íèè ñ ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Kk çàäà÷à áåçóñëîâ-
íîé ìèíèìèçàöèè ñòàíîâèòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Ïîñëåäíåå
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñ ðîñòîì k ïðîöåññ îòûñêàíèÿ ðåøå-
íèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ìíîãîêðàòíî
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óñëîæíÿåòñÿ ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Â êà÷åñòâå âòî-
ðîãî íåäîñòàòêà ìåòîäà (10) îòìåòèì òî, ÷òî âñïîìîãàòåëü-
íûå çàäà÷è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîýêñòðåìàëüíû. Òåîðåìà æå
8 òîëüêî ëèøü óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäè ìèíèìóìîâ ôóêíöèé fk

íàéäåòñÿ êî êðàéíåé ìåðå îäèí, äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê ìèíè-
ìóìó ôóíêöèè f .

Óïðàæíåíèÿ.
(1) Ïóñòü g : Rn → Rn � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è ïóñòü

x∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ g, ò.å.

x∗ = g(x∗) (11)

è ïóñòü
xk+1 = g(xk) (12)

� ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ
(11). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå

M = {x : |x− x∗| ≤ |x0 − x∗|}
ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà g′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ñ ïîñòîÿííîé L è ìàòðèöà g′(x∗) ñîñòîèò èç íóëåé.
Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

L|x0 − x∗|2 < 1,

òî ìåòîä (12) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗, ïðè÷åì ñ êâàäðàòè÷íîé
ñêîðîñòüþ.
Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå ðàâåíñòâî

x1 − x∗ = g(x0)− g(x∗)− g′(x∗)(x0 − x∗)

è óïðàæíåíèå 5 �2 ãëàâû 1.
(2) Ïóñòü x∗ � íåâûðîæäåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà ãëàäêîé

ôóíêöèè f : Rn → R è ïóñòü ∇2f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗. Ïîêàæèòå,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä

xk+1 = xk − [∇2f(x∗)]−1∇f(xk)

ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê x∗ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.
Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå óïðàæíåíèå 1.
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�4. Âûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå
Ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû 3 â çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ âîçíèêàþò âîïðîñû, îòâåò íà êîòîðûå òðåáóåò
äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ê ÷èñëó òàêèõ âîïðîñîâ ñëå-
äóåò îòíåñòè âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè íàéäåííûé ìèíèìóì ãëî-
áàëüíûì. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, à òàêæå íà âîïðîñû, ñêàæåì,
îá óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåòðèâèàëåí. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò îäíà çàäà÷à ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîé îòâåò íà âñå ýòè âî-
ïðîñû óæå ñîäåðæèòñÿ â íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà.
Ýòà çàäà÷à, èçâåñòíàÿ êàê çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, èìååò îãðîìíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ïîëó-
÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû íîñÿò âåñüìà îáùèé è çàêîí÷åííûé
õàðàêòåð.

Çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàê áóäåò ïîêàçà-
íî íèæå, èìååò áîëüøîå ñõîäñòâî ñ çàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Îäíî èç âàæíåéøèõ îòëè÷èé ñîñòîèò â òîì,
÷òî â çàäà÷å âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ èìåòü
äåëî ñ âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè, çàäàííûìè íà âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâàõ.

Âûïóêëûå ôóíêöèè è ìíîæåñòâà. Ðàíåå â �4 ãëàâû 1
èçó÷àëèñü âûïóêëûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â ïðîñòðàíñòâå
Rn. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáðåìåíè-
òåëüíûì è îòêàç îò íåãî ïîçâîëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåí-
íî ðàñøèðèòü êëàññ äîñòóïíûõ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âûïóêëûõ
ôóíêöèé. Ïîäîáíîå îáîáùåíèå îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ïîíÿòè-
åì âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êîòîðîãî
èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Ìíîæåñòâî Q ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îíî öå-
ëèêîì ñîäåðæèò êàæäûé îòðåçîê, êîíöû êîòîðîãî ëåæàò â Q.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî Q ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì,
åñëè äëÿ òî÷åê âñåõ x, y ∈ Q è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà
0 ≤ λ ≤ 1 òî÷êà λx + (1 − λ)y ïðèíàäëåæèò Q. Íåêîòîðûå
ïðîñòåéøèå ïðèìåðû âûïóêëûõ (ñì. a), b)) è íåâûïóêëûõ (ñì.
c), d)) ìíîæåñòâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.

Ïóñòü òåïåðü Q � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
Rn è ïóñòü f � íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
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ìíîæåñòâå Q. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà ìíîæåñòâå
Q, åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ Q è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà
0 ≤ λ ≤ 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (1)

Ìíîæåñòâî Q, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f ,
îáû÷íî îáîçíà÷àþòD(f) è íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ f .
Ïðè ýòîì èç íåðàâåíñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
D(f) âûïóêëîé ôóíêöèè f åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Åñëè ìíîæåñòâî D(f) êîìïàêòíî, òî ìîæíî îïðåäåëèòü
ãðàíè÷íóþ òî÷êó ìíîæåñòâà D(f) êàê òî÷êó x ∈ D(f), êàæ-
äàÿ îêðåñòíîñòü êîòîðîé ñîäåðæèò òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå
D(f). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ D(f)0 òî÷ååñòâà D(f), îòëè÷íûõ îò
ãðàíè÷íûõ, áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà D(f).

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ñîçäàííûé äëÿ ðàáîòû ñ âûïóê-
ëûìè ôóíêöèÿìè, çàäàííûìè íà âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ, íà-
çûâàåòñÿ âûïóêëûì àíàëèçîì. Âûïóêëûé àíàëèç, ñîçäàííûé
ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîùíîå è, îäíîâðå-
ìåííî, óäîáíîå ñðåäñòâî, ïîçâîëÿþùåå èññëåäîâàòü íà ýêñòðå-
ìóì íå òîëüêî äèôôåðåíöèðóåìûå, íî è ïðîñòî íåïðåðûâíûå
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âûïóêëûå ôóíêöèè. Èñïîëüçîâàíèå â ïîëíîé ìåðå òåõíèêè âû-
ïóêëîãî àíàëèçà, îäíàêî, òðåáóåò äîñòàòî÷íî âûñîêîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé êóëüòóðû. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ òîëüêî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.

Òåîðåìà Êóíà � Òàêêåðà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûïóê-
ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ò.å. çàäà÷ó, çàêëþ÷àþùóþñÿ â ìèíè-
ìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè f : Q→ R ïðè îãðàíè÷åíèÿõ òèïà
íåðàâåíñòâ

hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r,
ãäå Q ⊆ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è hi : Q → R � âûïóêëûå
ôóíêöèè.

Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ �2, çàïèøåì ýòó çàäà÷ó â ñëåäóþ-
ùåì âèäå

f(x) → min,
hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r,

x ∈ Q
(2)

è çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòëè÷à-
åòñÿ îò çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàññìîòðåí-
íîé â �2, íå òîëüêî âûïóêëîñòüþ ôóíêöèé f è h1, . . . , hr, íî è
ôîðìàëüíûì îòñóòñòâèåì îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ

gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m.

Áîëåå òîãî, â çàäà÷å (2) âåñüìà âàæíûì îêàçûâàåòñÿ âûïîëíå-
íèå íà ìíîæåñòâå Q óñëîâèÿ Ñëåéòåðà: íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà
x0 ∈ Q, ÷òî

hi(x0) < 0, i = 1, . . . , r.
Âûïîëíåíèå ýòèõ îãðàíè÷åíèé ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá îòûñ-
êàíèè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà x∗ çàäà÷è (2), ò.å. òàêîé òî÷êè
x∗ ∈ Q, ÷òî

f(x∗) ≤ f(x)
äëÿ âñåõ x ∈ Q. Ïðè ýòîì óñëîâèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà îêà-
çûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì.

Òåîðåìà 9 (Êóí � Òàêêåð). Ïóñòü f è h1, . . . , hr � âû-
ïóêëûå ôóíêöèè è ïóñòü Q � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òàêîå,
÷òî

Q ⊆ D(f) ∩D(h1) ∩ . . . ∩D(hr),



�4. Âûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå 99

ïðè÷åì íà ìíîæåñòâå Q âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà x∗ ∈ Q ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà â çàäà÷å (2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóò-
ñÿ òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà µ∗1 ≥ 0, . . . , µ∗r ≥ 0, ÷òî

µ∗i h
i(x∗) = 0, i = 1, . . . , r (3)

è ïðè x ∈ Q
L(x, µ∗1, . . . , µ

∗
r) ≥ L(x∗, µ∗1, . . . , µ

∗
r), (4)

ãäå äëÿ âñåõ µ1, . . . , µr è x ∈ Q

L(x, µ1, . . . , µr) = f(x) +
r∑

i=1

µih
i(x). (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Èñïîëüçóÿ î÷åâèä-
íûå îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (4) â ñëåäóþùåì ýê-
âèâàëåíòíîì âèäå:

L(x, µ∗) ≥ L(x∗, µ∗).

Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè óñëî-
âèé òåîðåìû 9 ïðîâåäåì ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæå-
ñòâî Q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî Rn, à âñå ôóíêöèè
f, h1, . . . , hr äèôôåðåíöèðóåìû. 5

Ïóñòü x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà â çàäà÷å (3). Ïîñêîëüêó âñå
ôóíêöèè h1, . . . , hr âûïóêëû è âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà,
òî, ïðèíÿâ

s = x− x∗,
ïîëó÷èì âòîðîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (ñì. �2). Ïîýòîìó â ñèëó
òåîðåìû 5 âûïîëíÿþòñÿ îáà óñëîâèÿ (3) è (4), ïðè÷åì ôóíê-
öèÿ L èìååò âèä (5). ×òî æå êàñàåòñÿ ãëîáàëüíîñòè ìèíèìó-
ìà, òî îíà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè ôóíêöèé
f, h1, . . . , hr.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
Si = {x ∈ Rn : hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r}

è
S = D(f) ∩ S1 ∩ . . . ∩ Sr.

5Îòíîñèòåëüíî äîêàçàòåëüñòâà â îáùåì ñëó÷àå ñì., íàïðèìåð, [16].
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Êàæäîå èç ìíîæåñòâ Si, êàê ëåãêî âèäåòü, âûïóêëî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîæåñòâî S òàêæå âûïóêëî (ñì. óïðàæíåíèå 2). Òî-
ãäà, ïîñêîëüêó âñå ôóíêöèè f, h1, . . . , hr âûïóêëû â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn, îíè òàêæå âûïóêëû è íà ìíîæåñòâå S (ñì. óïðàæíå-
íèå 3). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ L, î÷åâèäíî, âûïóêëà è â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn, è íà ìíîæåñòâå S. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäëî-
æåíèþ 3 ãëàâû 1 äëÿ âñåõ x ∈ S èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

L(x, µ) ≥ L(x∗, µ) + 〈∇L(x∗, µ), x− x∗〉.
Íî â ñèëó òåîðåìû 5

∇L(x∗, µ∗) = 0,

ïðè÷åì âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3). Òîãäà ïîñêîëüêó
f(x) ≥ f(x∗)

äëÿ âñåõ x ∈ Q, òî âûïîëíåíî òàêæå è óñëîâèå (4). ¤

Êàæäóþ òî÷êó x, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r,

x ∈ Q,
áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé òî÷êîé â çàäà÷å âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Äàëåå, ôóíêöèþ L, êàê è â çàäà÷å íà óñëîâ-
íûé ýêñòðåìóì, çäåñü áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Ëàãðàíæà,
à ÷èñëà µ∗1, . . . , µ∗r � ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà. Ïî ïðè÷èíàì,
êîòîðûå áóäóò óêàçàíû íèæå, âåêòîð x íàçûâàþò âåêòîðîì
ïðÿìûõ ïåðåìåííûõ, à âåêòîð µ∗ � âåêòîðîì äâîéñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ. È, íàêîíåö, êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû Êàðóøà �
Äæîíà, â óñëîâèÿõ òåîðåìû Êóíà � Òàêêåðà óñëîâèÿ (3) íà-
çûâàþòñÿ óñëîâèÿìè äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè, à îãðàíè÷å-
íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

hi(x∗) = 0,

� àêòèâíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïðè ýòîì, åñëè
hj(x∗) < 0,

ò.å. åñëè îãðàíè÷åíèå hj íåàêòèâíî, òî, î÷åâèäíî, ìîæåì ïðè-
íÿòü

µ∗j = 0.
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Åñëè äëÿ çàäà÷è (3) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Êóíà �
Òàêêåðà, òî òî÷êó x∗ íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ìèíèìóìà
â ðåãóëÿðíîé çàäà÷å âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, òåîðåìà Êóíà � Òàêêåðà óòâåðæäàåò, ÷òî â ñëó÷àå ðå-
ãóëÿðíîé òî÷êè ìèíèìóìà íàéäóòñÿ òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå
ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà µ∗, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ äîïîë-
íÿþùåé íåæåñòêîñòè, ÷òî ïðè µ = µ∗ ôóíêöèÿ L äîñòèãàåò
ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå Q â òî÷êå x∗. Ïðè ýòîì, êàê è ðà-
íåå, çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
áåç îãðàíè÷åíèé.

Çàìå÷àíèå. Åñëè óñëîâèå Ñëåéòåðà íå âûïîíÿåòñÿ, òî
äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì �òîùèì�. Â
ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà 9 ìîæåò è íå áûòü âåðíîé.

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
f(x1, x2) = x2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
(x1 − 1)2 + (x2)2 − 1 ≤ 0

è
(x1 + 1)2 + (x2)2 − 1 ≤ 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî â ýòîé çàäà÷å ñîñòî-
èò èç îäíîé òî÷êè (0, 0). Ïîýòîìó óñëîâèå Ñëåéòåðà çäåñü íå
âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè ê äàííîé çàäà÷å ïðèìåíèòü òåîðåìó Êàðóøà � Äæî-
íà, òî â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû íåëüçÿ ïðèíÿòü

λ∗0 = 1

(ñì. �2, óïðàæíåíèå 2). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
çäåñü íåëüçÿ ñòðîèòü ïî ôîðìóëå (5) è ïîòîìó òåîðåìà 9 çäåñü
íåâåðíà.

×àñòî òåîðåìó Êóíà � Òàêêåðà çàïèñûâàþò â íåñêîëüêî
èíîì âèäå, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ïîíÿòèå ñåäëîâîé òî÷êè.

Ïóñòü Q ⊆ Rn è P ⊆ Rr � íåêîòîðûå äâà ìíîæåñòâà è
ïóñòü ϕ : Q × P → R � íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Ïàðà
x∗ ∈ Q, y∗ ∈ P íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè ϕ íà
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ìíîæåñòâå Q × P , åñëè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé (x, y) ∈ Q × P âû-
ïîëíåíû íåðàâåíñòâà

ϕ(x∗, y) ≤ ϕ(x∗, y∗) ≤ ϕ(x, y∗). (6)

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåðàâåíñòâà (6) îçíà÷àþò, ÷òî òî÷êà x∗ ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè ϕ ïî x íà ìíîæåñòâå Q, à
òî÷êà y∗ � òî÷êîé ìàêñèìóìà ïî y íà P . Ïðè ýòîì, åñëè âûðà-
æåíèÿ

min
x∈Q

max
y∈P

ϕ(x, y)

è
max
y∈P

min
x∈Q

ϕ(x, y)

îïðåäåëåíû, òî íåðàâåíñòâà (6) ýêâèâàëåíòíû öåïî÷êå ðà-
âåíñòâ

min
x∈Q

max
y∈P

ϕ(x, y) = max
y∈P

min
x∈Q

ϕ(x, y) = ϕ(x∗, y∗).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè ïîçâîëÿåò
ìåíÿòü ìåñòàìè îïåðàöèè ìèíèìèçàöèè è ìàêñèìèçàöèè. Áî-
ëåå òîãî, ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè ïîçâîëÿåò äàòü òåîðå-
ìå Êóíà � Òàêêåðà ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 10 (Êóí � Òàêêåð). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9 òî÷-
êà x∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà â çàäà÷å (3) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ïàðà (x∗, µ∗) ïðè íåêîòîðîì µ∗ ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ
ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè L íà ìíîæåñòâå Q × Rr

+, ãäå Rr
+

� íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò ïðîñòðàíñòâà Rr, ò.å. äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé (x∗, µ∗) ∈ Q× Rr

+

L(x∗, µ) ≤ L(x∗, µ∗) ≤ L(x, µ∗). (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè x∗ � òî÷êà
ìèíèìóìà â çàäà÷å (6), òî â ñèëó òåîðåìû 9 íàéäåòñÿ òàêîé
âåêòîð µ∗ ∈ Rr

+, ÷òî
〈µ∗, h(x∗)〉 = 0

è
L(x, µ∗) ≥ L(x∗, µ∗).

Íî ïðè ýòîì
L(x∗, µ∗) = f(x∗) + 〈µ∗, h(x∗)〉 ≥ L(x∗, µ)
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äëÿ âñåõ µ ∈ Rr
+, ïîñêîëüêó

hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (x∗, µ∗) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé
ôóíêöèè L íà ìíîæåñòâå Q× Rr

+.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (x∗, µ∗) � ñåäëîâàÿ òî÷êà. Òîãäà

L(x∗, µ) ≤ L(x∗, µ∗),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
〈µ, h(x∗)〉 ≤ 〈µ∗, h(x∗)〉

äëÿ âñåõ µ ∈ Rr
+. Ïîñëåäíåå, î÷åâèäíî, âîçìîæíî ëèøü òîãäà,

êîãäà
hi(x∗) ≤ 0, i = 1, . . . , r

è
〈µ∗, h(x∗)〉 = 0.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ x
L(x∗, µ∗) = f(x∗) ≤ L(x, µ∗) = f(x) + 〈µ∗, h(x)〉 = f(x),

ò.å. x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà â çàäà÷å (3). ¤

Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ôîðìó-
ëèðîâêó òåîðåìû 10 ïðÿìûå è äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå âõî-
äÿò ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïî-
äîáíàÿ ñèììåòðèÿ ñóùåñòâóåò è äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ò.å.
÷òî íåðàâåíñòâà (7) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèåì ìèíèìóìà íå òîëüêî
äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è, íî è óñëîâèåì ìàêñèìóìà äëÿ íåêîòî-
ðîé äðóãîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ. Òàêóþ çàäà÷ó ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëåäóþùèõ ñî-
îáðàæåíèé.

Ïóñòü
ϕ(x) = sup

µ∈Rr
+

L(x, µ).

Òîãäà, î÷åâèäíî,

ϕ(x) =
{
f(x), hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r,
∞, hi(x) > 0.
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Ïîýòîìó èñõîäíàÿ çàäà÷à (3) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëå-
äóþùåì âèäå:

ϕ(x) → min,
x ∈ Q. (8)

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîìåíÿåì ðîëü ïåðåìåí-
íûõ è îïåðàöèé ìèíèìèçàöèè è ìàêñèìèçàöèè. Äëÿ ýòîãî ïî-
ëîæèì

ψ(µ) = inf
x∈Q

L(x, µ)

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìàêñèìèçàöèè
ψ(µ) → max,
µ ∈ Rr

+.
(9)

Ïîëó÷åííàÿ òàêèì ñïîñîáîì çàäà÷à (9) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåí-
íîé, à çàäà÷à (8) ïðÿìîé. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òå-
îðåìà, èçâåñòíàÿ êàê òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 11. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äâîé-
ñòâåííîñòè:

(1) Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈ Q è µ ∈ Rr
+

f(x) ≥ ψ(µ) (10)

âñÿêèé ðàç, êîãäà
hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r. (11)

(2) Åñëè ïðÿìàÿ çàäà÷à ðåãóëÿðíà, òî µ∗ � ðåøåíèå çà-
äà÷è (9), ïðè÷åì

f(x∗) = ψ(µ∗). (12)

(3) Åñëè äëÿ äîïóñòèìûõ x∗ è µ∗ âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî (11), òî x∗ � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è, à µ∗ �
äâîéñòâåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàæåì óòâåðæäå-
íèÿ 1, 2 è 3.

(1) Åñëè x ∈ Q,µ ∈ Rr
+ è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (11),

òî, î÷åâèäíî,
f(x) ≥ f(x) + 〈µ, h(x)〉 =
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= L(x, µ) ≥ inf
x1∈Q

L(x1, µ) = ψ(µ).

(2) Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è, è µ∗ � ñîîòâåò-
ñâóþùèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, òî â ñèëó òåîðåìû
10

ψ(µ∗) = L(x∗, µ∗) ≥ L(x∗, µ) ≥
≥ inf

x∈Q
L(x, µ) = ψ(µ)

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé µ ∈ Rr
+. Ïîýòîìó µ∗ � ðåøåíèå

äâîéñòâåííîé çàäà÷è è, ñëåäîâàòåëüíî,
L(x∗, µ∗) = f(x∗).

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (12).
(3) Ïóñòü x∗ ∈ Q,µ∗ ∈ Rr

+ è ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåí-
ñòâà (11). Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (10) äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ äîïóñòèìûõ x è µ

f(x∗) ≥ ψ(µ∗).

Íî ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (12) ïðè ýòîì
f(x∗) = ψ(µ∗),

ò.å.
f(x) ≥ ψ(µ∗) = f(x∗) ≥ ψ(µ).

¤

Â îòëè÷èå îò òåîðåì 9 è 10 òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè 11 ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíîé â ñëåäóþùåé äîñòàòî÷íî
òèïè÷åñêîé ñèòóàöèè.

Åñëè ðàçìåðíîñòü n âåêòîðà x ñóùåñòâåííî áîëüøå ÷èñëà
r, òî ðàçìåðíîñòü r äâîéñòâåííîé çàäà÷è ñóùåñòâåííî íèæå
ðàçìåðíîñòè n ïðÿìîé. Áîëåå òîãî, íåðàâåíñòâî (10) ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó äëÿ ìèíèìóìà ïðÿìîé çàäà÷è. Ïîýòîìó
â ðÿäå ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ (ñì. �5) äâîéñòâåííûé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî
ýôôåêòèâíûì.

Ïðèìåð 9. Ðÿä âàæíûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷å-
ëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè (ïîèñê íåèñïðàâíîñòåé, îáíàðóæåíèå
öåëè, ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà è ò.ä.) åñòåñòâåíûì îáðàçîì
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óêëàäûâàåòñÿ â ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ñõåìó, ñâÿçàííóþ ñ ïðè-
âîäèìîé íèæå ýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷åé, èçâåñòíîé êàê çàäà÷à îá
îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìå-
åòñÿ íåêîòîðûé ðåñóðñ è åãî ñëåäóåò íàèëó÷øèì îáðàçîì ðàñ-
ïðåäåëèòü ìåæäó n îáúåêòàìè. Ïðè ýòîì ýôôåêòèâíîñòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ íà i-îì îáúåêòå õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíê-
öèåé f i.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

f(x1, . . . , xn) = f1(x1) + . . .+ fn(xn) (13)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
x1 + . . .+ xn = 1 (14)

è
xi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q � ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî óñëîâèå (14) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ôóíêöèè
f1, . . . , fn âûïóêëû. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x1, . . . , xn, λ) = f(x1, . . . , xn) + λ(x1 + . . .+ xn − 1),

ãäå λ � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, è ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå îäíîìåðíûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè

ψi(λ) = inf
xi≥0

(f i(xi) + λxi), i = 1, . . . , n. (16)

Òîãäà
ψ(λ) = inf

x≥0
L(x, λ) = ψ1(λ) + . . .+ ψn(λ)− λ, (17)

ãäå x = (x1, . . . , xn). Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì Q � ïî îïðåäåëåíèþ,
î÷åâèäíî, âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî â ñèëó òåîðåìû 10 êàæäàÿ
òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè ψ ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà
äëÿ çàäà÷è (13)�(15).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ x∗ èñõîäíîé çà-
äà÷è ñëåäóåò ïðåæäå âñåãî ïîñòðîèòü ôóíêöèè (16), çàòåì íàé-
òè òî÷êó ìàêñèìóìà λ îäíîìåðíîé âîãíóòîé ôóíêöèè (17). Ïî-
ñëå ýòîãî âåëè÷èíó x∗ îïðåäåëÿþò êàê

x∗ = arg min
xi≥0

(f i(xi) + λ∗xi).
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Ïîäîáíóþ ïðîöåäóðó ÷àñòî ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðîñòûìè
ñðåäñòâàìè. Íàïðèìåð, åñëè

f i(xi) =
ai

2
(xi − bi)2,

ãäå ai > 0, òî

ψi(λ) = −
(

1
2ai

(aibi − λ)2+

)
+
ai(bi)2

2
,

ãäå
(aibi − λ)+ = max{0, aibi − λ}.

Ïîýòîìó

ψ′(λ) =

(
n∑

i=1

1
ai

(aibi − λ)+

)
− 1,

ò.å. ψ′(λ) � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ

(
n∑

i=1

1
ai

(aibi − λ)+

)
− 1 = 0

ëåãêî íàéòè ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Âî-ïåðâûõ, ñëåäóåò óïîðÿ-
äî÷èòü ÷èñëà aibi. Âî-âòîðûõ, ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñ-
ëÿòü âåëè÷èíû ψ′(aibi) äî òåõ ïîð, ïîêà âûðàæåíèå ψ′(aibi) íå
ïåðåìåíèò çíàê. Ïîñëå ýòîãî âåëè÷èíó λ∗ ìîæíî íàéòè ñ ïî-
ìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè.

Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Êóíà � Òàê-
êåðà. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñòîðè÷åñêîé ñïðàâåäëèâîñòè, ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çàäà÷à (2) èìååò âèä

f(x) → min,
gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m,
hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r,

(18)

ãäå ôóíêöèè f, g1, . . . , gm, h1, . . . , hr � âûïóêëûå ôóíêöèè,
îïðåäåëåíûå â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Ïóñòü x∗ � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn è ïóñòü I∗
ìíîæåñòâî àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (18) â ýòîé òî÷-
êå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ôóíêöèè f, g1, . . . , gm è h1, . . . , hr
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íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè x∗, à âåêòîðà

{ ∇gi(x∗), i = 1, . . . ,m,
∇hi(x∗), i ∈ I∗ (19)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 12. Òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìè-
íèìóìà â çàäà÷å (18) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ
òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà λ∗1, . . . , λ∗m è µ∗1 ≥ 0, . . . , µ∗r ≥ 0,
÷òî {

gi(x∗) = 0, i = 1, . . . ,m,
µ∗i h

i(x∗) = 0, i = 1, . . . , r (20)

è
∂L(x∗, λ∗1, . . . , λ

∗
m, µ

,
1 . . . , µ

∗
r)

∂xi
= 0, i = 1, . . . , n,

ãäå

L(x, λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µr) = f(x) +
m∑

i=1

λig
i(x) +

r∑

i=1

µih
i(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðèìåíÿÿ ê ôóíê-
öèè L òåîðåìó 14 ãëàâû 1, äëÿ âñåõ x ∈ Rn èìååì

L(x, λ∗1, . . . , λ
∗
m, µ

∗
1, . . . , µ

∗
r) ≥ L(x∗, λ∗1, . . . , λ

∗
m, µ

∗
1, . . . , µ

∗
r).

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèé (20) ïðè ýòèõ x ìîæåì çàïèñàòü
f(x) ≥ f(x∗).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïîñêîëüêó f, g1, . . . , gm è h1, . . . , hr �
äèôôåðåíöèðóåìûå âûïóêëûå ôóíêöèè, ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 3 ãëàâû 1 äëÿ âñåõ x ∈ Rn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
L(x, λ∗1, . . . , λ

∗
m, µ

∗
1, . . . , µ

∗
r) ≥ L(x∗, λ∗1, . . . , λ

∗
m, µ

∗
1, . . . , µ

∗
r)+

+〈∇L(x∗, λ∗1, . . . , λ
∗
m, µ

∗
1, . . . , µ

∗
r), x− x∗〉.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî, ÷òî åñëè x∗ � òî÷êà
ìèíèìóìà â çàäà÷å (18), òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ
(19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ýòîé
çàäà÷è (ñì. �2). Ïîýòîìó íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 12
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 4. ¤
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Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 12 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷å-
ñêèé âàðèàíò òåîðåìû Êóíà � Òàêêåðà äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà-
÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (18). Åå ôîðìóëèðîâêà ñòîëü
ïðîñòà è ýëåãàíòíà, ÷òî, êàê òîíêî çàìåòèë Ë. ßíã, åå â ñêîðîì
áóäóùåì íàâåðíÿêà áóäóò èçó÷àòü óæå â ñðåäíåé øêîëå (ñì.
[28]). Åäèíñòâåíûé íåäîñòàòîê ýòîé òåîðåìû � íåîáõîäèìîñòü
ïðîâåðêè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ (19) â òî÷êå ìè-
íèìóìà, çàðàíåå íåèçâåñòíîé. Ýòî, âïðî÷åì, íåäîñòàòîê âñåõ
òåîðåì, èñïîëüçóþùèõ êàêèå-ëèáî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè (ñì.
òåîðåìû 2, 4 è 5).

Óïðàæíåíèÿ.
(1) Ïîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R íåïðåðûâíà

â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà D(f)0.
(2) Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ

ìíîæåñòâ ñàìî åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
(3) Ïóñòü Q ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è ïóñòü f : Rn → R

� âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïóêëà
íà ìíîæåñòâå Q.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî
Qα = {x ∈ Rn : f(x) ≤ α}

íåïóñòî è îãðàíè÷åíî äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà α ñ âûïóêëîé ôóíêöèåé f : Rn → R è Qα ⊂ D(f)0,
òî ìíîæåñòâî Qα îãðàíè÷åíî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ α < ∞.

(5) Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Êóíà � Òàêêåðà, íàéäèòå ðåøåíèÿ
ñëåäóþùèõ çàäà÷:

NX
i=1

(xi)
2 → min,

NX
i=1

xi ≤ 1, (A)

〈Qx, x〉/2− 〈p, x〉 → min, Ax ≤ b, (B)

ãäå Q � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàò-
ðèöà.

(6) Íàïèøèòå çàäà÷è, äâîéñòâåííûå ê çàäà÷àì
〈c, x〉 → min, |x| ≤ 1

è
〈c, x〉 → min, |x|2 ≤ 1.

(7) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå çàäà÷è â óïðàæíåíèè 6 ýêâèâà-
ëåíòíû, õîòÿ çàäà÷è, äâîéñòâåííûå ê íèì, ðàçëè÷íû.
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(8) Ïóñòü âñå ôóíêöèè f, h1, . . . , hr âûïóêëû, à ìíîæåñòâî Q
âûïóêëî è çàìêíóòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà
S,

S = {x ∈ Q : hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r},
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

S ⊂ D(f)0, S ⊂ D(h1)0, . . . , S ⊂ D(hr)0

è ìíîæåñòâî
R = {x ∈ S : f(x) ≤ α}

íåïóñòî è îãðàíè÷åíî äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ α. Ïîêà-
æèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (3) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî ðåøåíèå.
Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå óïðàæíåíèÿ 1 è 4.

�5. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
Çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âîçíèêëè äîñòàòî÷-

íî äàâíî è â ïåðâóþ î÷åðåäü áûëè ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè îïòè-
ìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ â ýêîíîìèêå, â ÷àñòíîñòè, îïòèìàëü-
íîãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé èíòåðåñ ñàìè ïî ñåáå è, áîëåå òîãî, èìåþò îãðîìíîå ïðàê-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå â ýêîíîìè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ è äðóãèõ
ïðèêëàäíûõ ïðîáëåìàõ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ïðîñòà, êðàñèâà è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, âèäèìî, ìîæåò
ñ÷èòàòüñÿ ïîëíîñòüþ çàâåðøåííîé. Áàçèðóåòñÿ ýòà òåîðèÿ íà
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ òåîðèè âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è,
âìåñòå ñ òåì, íà íåêîòîðûõ âàæíûõ ðåçóëüòàòàõ âûïóêëîãî
àíàëèçà. Íèæå, ñîáñòâåííî, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâû òåîðèè ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îáùèå ïîëîæåíèÿ. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, êîãäà ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è îãðàíè÷åíèÿ ëè-
íåéíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

f(x) = 〈c, x〉
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
〈ai, x〉 ≤ bi, i = 1, . . . ,m.

Ïðèíèìàÿ î÷åâèäíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåïèøåì ýòó çàäà÷ó
â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

〈c, x〉 → min,
Ax ≤ b,

(1)

ãäå x ∈ Rn, A � ïðÿìîóãîëüíàÿ (m×n)-ìàòðèöà, c è b � âåêòîðà
â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è Rm ñîîòâåòñòâåííî.

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ íà êîîðäèíàòû âåêòî-
ðà x íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì ÷à-
ñòî îêàçûâàåòñÿ óäîáíî íå ââîäèòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ â ìàòðèöó
A, à âûäåëÿòü èõ îòäåëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

〈c, x〉 → min,
Ax ≤ b,
x ≥ 0.

(2)

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî, êîíå÷íî, íå
äîñòèãàåò íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé R íè ìàêñèìóìà, íè ìè-
íèìóìà. Ñèòóàöèÿ, îäíàêî, â êîðíå ìåíÿåòñÿ, åñëè èñêàòü ìè-
íèìóì (èëè ìàêñèìóì) òàêîé ôóíêöèè íà îòðåçêå: ðåøåíèå â
ýòîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî ëåæèò â îäíîé èç êðàéíèõ òî÷åê îò-
ðåçêà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî âàæíûì
è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîé
ïðîöåäóðå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Q ⊂ Rn êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

〈ai, x〉 ≤ bi, i = 1, . . . ,m, (3)

ò.å.
Q = {x ∈ Rn : 〈ai, x〉 ≤ bi, i = 1, . . . ,m, }.

Îïðåäåëåííîå òàêèì ñïîñîáîì ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ìíîãî-
ãðàííûì ìíîæåñòâîì èëè ñèìïëåêñîì. Ïðè ýòîì ñîîòíîøå-
íèÿ (3) çàäàþò ãðàíè ìíîæåñòâà Q. Îïðåäåëèì òåïåðü âåðøè-
íó (èëè êðàéíþþ òî÷êó) ìíîæåñòâà Q.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîãîãðàííîãî ìíî-
æåñòâà Q ⊂ Rn, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé
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êàêîãî-ëèáî îòðåçêà, öåëèêîì ëåæàùåãî âíóòðè Q. Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî êðàéíèå òî÷êè ìíîãîãðàííûõ ìíîæåñòâ ìîæíî ëåãêî
îïèñàòü àëãåáðàè÷åñêè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Êðàéíèìè òî÷êàìè ëþáîãî ìíîãîãðàí-
íîãî ìíîæåñòâà Q ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå òî÷êè, äëÿ
êîòîðûõ èìååòñÿ ðîâíî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ àêòèâíûõ
îãðàíè÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìíîæå-
ñòâà Q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I0 � ìíîæåñòâî àêòèâíûõ îãðàíè-
÷åíèé â ýòîé òî÷êå:

I0 = {i = 1, . . . ,m : 〈ai, x〉 = bi}.
Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ ai, ãäå i ∈ I0, ìåíåå n ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ, òî ñèñòåìà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

〈ai, s〉 = 0, i ∈ I0
èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå s0. Òîãäà âåêòîðà

x1 = x0 + γs0

è
x2 = x0 − γs0

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ γ > 0 òàêæå ïðèíàäëå-
æàò Q. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà

x0 =
x1 + x2

2
íå ìîæåò áûòü êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà Q.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñðåäè âåêòîðîâ ai, ãäå i ∈ I0,
èìååòñÿ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ âåê-
òîðîâ x1 ∈ Q è x2 ∈ Q îáîçíà÷èì ÷åðåç x0 âåêòîð

x0 =
x1 + x2

2
.

Òîãäà ïðè i ∈ I0

bi = 〈ai, x0〉 =
〈ai, x1〉+ 〈ai, x2〉

2
≤ bi + bi

2
= bi.

Ïîýòîìó
〈ai, x1〉 = 〈ai, x2〉 = bi.
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Íî ñèñòåìà
〈ai, x〉 = bi, i ∈ I0

íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé, ïîñêîëüêó åå ðàíã
ðàâåí n. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî x1 = x2, ò.å. x0 � êðàéíÿÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà Q. ¤

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî
êðàéíèõ òî÷åê ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íî. Ñ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì íàçûâàòü
êðàéíèå òî÷êè âåðøèíàìè ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà
ïðåäëîæåíèå 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðøèíà ìíîãîãðàííîãî ìíî-
æåñòâà åñòü 0-ìåðíàÿ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà è ÷èñëî òàêèõ
âåðøèí êîíå÷íî. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî ìíîãî-
ãðàííîå ìíîæåñòâî ìîæåò âîîáùå íå èìåòü âåðøèí. Ñóùåñòâî-
âàíèå æå âåðøèí îêàçûâàåòñÿ âåñüìà âàæíûì äëÿ çàäà÷è ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ïðåäëîæåíèå, ïðèâîäèìîå çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà.6

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè äîïóñòèìîå ìíîãîãðàííîå ìíî-
æåñòâî Q íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ, à ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùå-
ñòâóåò, òî ñðåäè åå ðåøåíèé íàéäåòñÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà
Q. Áîëåå òîãî, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî, òî îíî
äîñòèãàåòñÿ èìåííî â âåðøèíå.

Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Ïðåäëîæåíèå 2 õîòÿ è óêàçûâà-
åò íà òî, ãäå ñëåäóåò èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, íî, î÷åâèäíî, íå äàåò íåïîñðåäñòâåííîãî êîí-
ñòðóêòèâíîãî ñïîñîáà ïîèñêà ðåøåíèÿ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëü-
ñòâî îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî âàæíûì, ïîñêîëüêó äàæå â ñëó÷àå
çàäà÷ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè ÷èñëî âåðøèí ìîæåò îêàçàòüñÿ
îãðîìíûì è ïîëíûé èõ ïåðåáîð ñòàíîâèòñÿ äåëîì ñîâåðøåííî
íåðåàëüíûì.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, çàäà÷à (1) (èëè (2)) ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè

6Ñì., íàïðèìåð, [16].
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ýòîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëåíû è äèôôå-
ðåíöèðóåìû â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì ïðîâåñòè àíàëèç ýòîé çàäà÷è íà ýêñòðå-
ìóì ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ ðàíåå â �4. Äëÿ ýòî-
ãî, ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ â ýòîé çàäà÷å èìå-
þò ñïåöèàëüíûé âèä, ïîçâîëÿþùèé îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Ñëåéòåðà. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 9 íåìåä-
ëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óñëîâèå ìèíèìóìà â çàäà÷å (1).

Òåîðåìà 13. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ Q áûëà ðå-
øåíèåì çàäà÷è (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà µ∗ ∈ Rm

+ , òàêèõ, ÷òî
〈µ∗, Ax∗ − b〉 = 0

è
c+ATµ∗ = 0,

ãäå T � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìàìè 9 è 10 èç òåîðåìû 13 ñëåäóåò

íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ
ñåäëîâîé òî÷êè.

Òåîðåìà 14. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ Q áûëà ðåøå-
íèåì çàäà÷è (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå òà-
êîãî âåêòîðà µ∗ ∈ Rm

+ , ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé (x, µ) ∈ Q×Rm
+

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
L(x, µ∗) ≥ L(x∗, µ∗) ≥ L(x∗, µ),

ãäå
L(x, µ) = 〈c, x〉+ 〈µ,Ax− b〉.

Ïðîäîëæàÿ ïðèìåíÿòü ðåçóëüòàòû �4 ê çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âûïèøåì çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê çàäà÷å
(1), è ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó äâîéñòâåííî-
ñòè. Äëÿ ýòîãî, ïðåæäå âñåãî, ïîëîæèì

ψ(µ) = inf
x∈Rn

L(x, µ) = inf
x∈Rn

(〈c+ATµ, x〉 − 〈b, µ〉).
Òîãäà èìååì

ψ(µ) =
{ −∞, 〈c+ATµ, x〉 6= 0,
−〈b, µ〉, 〈c+ATµ, x〉 = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à, äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å (1), ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó î ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè

F (µ) = −〈b, µ〉
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

〈c+ATµ, x〉 = 0
è

µ ≥ 0,

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, çàäà÷ó
〈b, µ〉 → min,

〈c+ATµ, x〉 = 0,
µ ≥ 0.

(4)

Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäà÷à (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûé
âàðèàíò çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé âñåãäà
ìîæåò áûòü ñâåäåí ê çàäà÷å (1) è îáðàòíî.

Ïðè ýòîì èç òåîðåìû 11 íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 15. Ðåøåíèÿ (x∗, µ∗) ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷
(1) è (4) ñóùåñòâóþò èëè íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî. Ïðè
ýòîì äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé x è µ ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

〈c, x〉 ≥ 〈b, µ〉, (5)
ïðè÷åì ðàâåíñòâî â (5) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x = x∗ è µ = µ∗.

Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå òåî-
ðåìû 13 è 14 íå äàþò íè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî äëÿ ïîèñêà
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Âìåñòå ñ òåì, òåîðåìà 15 è ïðåäëîæåíèÿ 1
è 2 íàâîäÿò íà ìûñëü î öåëåñîîáðàçíîñòè èçó÷åíèÿ ñëåäóþùåé
íîâîé çàäà÷è

〈c, x〉 → min,
Ax = b,
x ≥ 0,

(6)

âåñüìà áëèçêîé ê çàäà÷å (2).
Çàäà÷à (6) èçâåñòíà êàê êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà çàäà÷è ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíà âñåãäà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
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èç çàäà÷è (2) è, îáðàòíî, çàäà÷à (6) âñåãäà ìîæåò áûòü ñâåäåíà
ê çàäà÷å (2).

Â ñàìîì äåëå, â çàäà÷å (2) ââåäåì íîâûå âñïîìîãàòåëüíûå
ïåðåìåííûå y ∈ Rm

+ è çàïèøåì
〈c, x〉 → min,
Ax+ y = b,

x ≥ 0, y ≥ 0.
(7)

Òîãäà, ïîëàãàÿ
z = (x, y), g = (c,0)

è
H = (A |E),

ãäå E � åäèíè÷íàÿ (m×n)-ìàòðèöà, ìîæåì ïåðåïèñàòü çàäà÷ó
(7) â ñëåäóþùåì âèäå

〈g, c〉 → min,
Hz = b,
z ≥ 0,

î÷åâèäíî, ñîâïàäàþùèì ñ (6) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé.
Îáðàòíî, ïåðåïèøåì çàäà÷ó (6) â ñëåäóþùåì ýêâèâàëíåíò-

íîì âèäå:
〈c, x〉 → min,

〈ai, x〉 = bi i = 1, . . . ,m,
x ≥ 0.

(8)

Íî òàê êàê êàæäîå èç ðàâåíñòâ
〈ai, x〉 = bi

ýêâèâàëåíòíî, íàïðèìåð, äâóì íåðàâåíñòâàì
〈ai, x〉 ≤ bi

è
−〈ai, x〉 ≤ bi.

Ïîýòîìó çàäà÷à (8) ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó
〈c, x〉 → min,

〈ai, x〉 ≤ bi, i = 1, . . . ,m,
−〈ai, x〉 ≤ bi, i = 1, . . . ,m,

x ≥ 0,

î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé çàäà÷ó âèäà (2).
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Âàæíîñòü êàíîíè÷åñêîé ôîðìû çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ òðóäíî ïåðåîöåíèòü, ïîñêîëüêó èìåííî ôîðìà
(6) ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (2), èçâåñòíîé ïîä íàçâàíèåì ñèìïëåêñ-ìåòîäà è
ñîñòîÿùåé â îïòèìàëüíîì ïðîñìîòðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåð-
øèí ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà (ñì. �6).

Ïðèìåð 10. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âîçìîæíûõ ïðèëîæå-
íèé ïðîäîëæèì ðàçáîð ïðèìåðà 9. Èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â çàäà÷å îá îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ, çàêëþ÷àþ-
ùåéñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

f(x1, . . . , xn) = f1(x1) + · · ·+ fn(xn) (9)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

x1 + · · ·+ xn − 1 = 0 (10)

è
xi ≥ 0, i = 1, . . . , n, (11)

âñå ôóíêöèè f i ëèíåéíû. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì ôóíêöèè (9)
äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç âåðøèí ñèìïëåêñà çàäàííîãî îãðàíè-
÷åíèÿìè (10) è (11). Ýòèõ âåðøèí, î÷åâèäíî, âñåãî n, è îíè
èìåþò âèä

{1, 0, . . . , 0},
{0, 1, 0, . . . , 0}, . . .
. . . , {0, 0, . . . , 0, 1}.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàéòè âåëè÷èíó

j = arg min
1≤j≤n

f j
n(λ)

è âûáðàòü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ x∗j = 1 è x∗i = 0 ïðè i 6= j.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ôóíêöèé âåñü ðåñóðñ

ñëåäóåò ñîñðåäîòî÷èòü íà îäíîì îáúåêòå, õîòÿ, êàê èçâåñòíî,
íåëüçÿ õðàíèòü âñå ÿéöà â îäíîé êîðçèíå. Ïîñëåäíåå äîñòàòî÷-
íî êðàñíîðå÷èâî ãîâîðèò î ðåàëèñòè÷íîñòè íåêîòîðûõ ëèíåé-
íûõ ìîäåëåé ýêîíîìèêè.
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Óïðàæíåíèÿ.
(1) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Q ÿâ-

ëÿåòñÿ òàêæå åãî ãðàíè÷íîé òî÷êîé.
(2) Ïîêàæèòå, ÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî íå èìååò êðàéíèõ òî-

÷åê.
(3) Ïîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à, äâîéñòâåíàÿ ê çàäà÷å (2) èìååò âèä

〈b, µ〉 → min,
c + AT µ ≥ 0,

µ ≥ 0.

(4) Äëÿ çàäà÷è (2) ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè òåî-
ðåì 13�15.

�6. Cèìïëåêñ-ìåòîä
Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç âåðøèí ìíîãîãðàííîãî
ìíîæåñòâà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäëîæåíèå 1 ïîçâîëÿåò îòûñ-
êàòü òàêóþ âåðøèíó ïîñðåäñòâîì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ íåêî-
òîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó ÷èñëî òàêèõ
âåðøèí êîíå÷íî, òî ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî íàéòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
ïóòåì ïåðåáîðà âåðøèí. Ïðè ýòîì êàæäûé èç øàãîâ âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ ñîñòàâëåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé (îòûñêàíèå âåðøèíû) ñ ïîñëåäóþùèì îòûñêàíèåì ðåøå-
íèÿ ýòîé ñèñòåìû.

Ñèìïëåêñ-ìåòîä èñïîëüçóåò òó æå èäåþ, íî ðåàëèçóåò åå
ãîðàçäî áîëåå òîíêî. Âî-ïåðâûõ, ïðîñìîòð âåðøèí âåäåòñÿ òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ìîíîòîííî óáû-
âàþò. Ýòî ïîçâîëÿåò ñðàçó ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ïåðåáîð, ïî-
ñêîëüêó îòáðàñûâàþòñÿ âåðøèíû ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíê-
öèè, áîëüøèì óæå íàéäåííîãî. Âî-âòîðûõ, ïåðåáîð âåäåòñÿ ïî
ñîñåäíèì âåðøèíàì. Ïîýòîìó ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà
íîâîì øàãå ìàëî ÷åì îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé. Ïîñëåäíåå
ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ ïîñðåäñòâîì èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ýêîíîìè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïî-
äîáíûõ ñèñòåì.
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Îáùèå ïîëîæåíèÿ. Ñèìïëåêñ-ìåòîä âñåãäà ïðèìåíÿþò
äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàïèñàííûõ â êàíî-
íè÷åñêîé ôîðìå

〈c, x〉 → min,
Ax = b,
x ≥ 0,

(1)

ãäå, êàê è ðàíåå, x ∈ Rn, A � ïðÿìîóãîëüíàÿ (m× n)-ìàòðèöà,
c è b � âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è Rm ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî
Q = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåõíèêó âûïóêëîãî àíàëèçà, íåñëîæíî äîêà-
çàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, âåñüìà âàæíîå äëÿ ðåàëèçàöèè
ñèìïëåêñ-ìåòîäà.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîãðàííîå ìíî-
æåñòâî Q íåïóñòî. Òîãäà Q íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ, âåðøèíà-
ìè ìíîæåñòâà Q ÿâëÿþòñÿ òå òî÷êè x = (x1, . . . , xn), äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

xi > 0,

à ñîîòâåòñâóþùèå ñòîëáöû ai ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3 ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
êíèãå [16]. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 æå ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé âåð-
øèíå ìíîæåñòâà Q ìîãóò áûòü ïîëîæèòåëüíû íå áîëåå, ÷åì
m êîìïîíåíò âåêòîðà x. Íàçîâåì òî÷êó x íåâûðîæäåííîé âåð-
øèíîé, åñëè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò â íåé ðàâíî m.
Ïðè ýòîì âåçäå â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
Q íåïóñòî, à âñå åãî âåðøèíû íåâûðîæäåíû.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèìïëåêñ-ìåòîäå èñòîðè÷åñêè ñëî-
æèëàñü âåñüìà ñïåöèôè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ, ñ íåáîëüøèìè
èçìåíåíèÿìè èñïîëüçóåìàÿ â ðàçëè÷íûõ ðóêîâîäñòâàõ ïî ëè-
íåéíîìó è âûïóêëîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ. Èìåííî, äîïóñòè-
ìóþ òî÷êó ÷àñòî íàçûâàþò ïëàíîì, âåðøèíó � îïîðíûì ïëà-
íîì èëè äîïóñòèìûì áàçèñíûì ðåøåíèåì, à ðåøåíèå çàäà-
÷è (1) � îïòèìàëüíûì ïëàíîì. Ñòîëáöû ìàòðèöû A, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûì êîìïîíåíòàì îïîðíîãî ïëàíà â
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ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò áàçèñîì. Â äàëüíåéøåì, îäíàêî, ñëåäóÿ
êíèãå [16] ìû íå áóäåì ÷ðåçìåðíî çëîóïîòðåáëÿòü òàêîé òåð-
ìèíîëîãèåé, ïî âîçìîæíîñòè ñòàðàÿñü ñîõðàíèòü ïðåæíþþ �
äîïóñòèìàÿ òî÷êà, âåðøèíà è ò.ä.

Îïèñàíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Ïðåäïîëæèì, ÷òî íà k-îì
øàãå ñèìïëåêñ-ìåòîäà ïîëó÷åíà òî÷êà xk = (x1

k, . . . , x
n
k ), ÿâëÿ-

þùàÿñÿ íåâûðîæäåííîé âåðøèíîé ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà
Q. Ïðè ýòîì ïîëîæèì

Ik = {i : xi
k > 0}.

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé íåâûðîæäåííîñòè òî÷êè xk ìíîæåñòâî
Ik ñîäåðæèò ðîâíî m ýëåìåíòîâ. Ðàçîáúåì âåêòîð xk íà äâå
ãðóïïû

xk = {u, v},
ãäå u ∈ Rm ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòàì xi

k ñ èíäåêñàìè èç Ik, à
v ∈ Rn−m � êîìïîíåíòàì xi

k ñ èíäåêñàìè, íå ïðèíàäëåæàùèìè
Ik. Òîãäà ñèñòåìà

Ax = b

ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå
A1u+A2v = b, (2)

ãäå A1 � (m ×m)-ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñòîëá-
öàìè ai ìàòðèöû A ñ èíäåêñàìè èç Ik, à A2 � (m × (n −m))-
ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ xk � íåâûðîæäåííàÿ âåð-
øèíà, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ìàòðèöà A1 íåâûðîæäåíà. Ïî-
ýòîìó, ðàçðåøàÿ ñèñòåìó (2), èìååì

u = A−1
1 (b−A2v). (3)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (1) ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

〈c, x〉 = 〈c1, u〉+ 〈c2, v〉,
ãäå c1 ∈ Rm � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ci âåêòîðà c, ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè i ∈ Ik, à c2 ∈ Rn−m � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ci

âåêòîðà c, ñîîòâåòñòâóþùèìè i /∈ Ik. Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà
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(3) öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà òîëüêî ÷åðåç v.
Òîãäà èìååì

〈c1, A−1
1 (b−A2v)〉+ 〈c2, v〉 =

= 〈c2 −AT
2 (A−1

1 )T c1, v〉+ 〈c1, A−1
1 b〉,

ãäå T � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à (1) òåïåðü ýêâèâàëåíòíà

çàäà÷å
〈c2 −AT

2 (A−1
1 )T c1, v〉 → min,

A−1
1 (b−A2v) ≥ 0,

v ≥ 0.
(4)

Â çàäà÷å (4) âåðøèíå xk ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð {uk, vk}, â
êîòîðîì

uk > 0 (5)
è

vk = 0. (6)
Ïðè ýòîì òî÷êà (6) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òî÷êîé äëÿ çàäà÷è
(4), à îãðàíè÷åíèå

A−1
1 (b−A2v) ≥ 0 (7)

óäîâëåòâîðÿåòñÿ êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, ïîñêîëüêó
A−1

1 (b−A2vk) = A−1
1 b = uk > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå (7) ìîæåò áûòü îòáðîøåíî êàê
íåàêòèâíîå ïðè àíàëèçå òî÷êè vk íà îïòèìàëüíîñòü. Íî â çà-
äà÷å

〈d, v〉 → min,
v ≥ 0, (8)

ãäå
d = c2 −AT

2 (A−1
1 )T c1,

ìèíèìóì, î÷åâèäíî, äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
d ≥ 0, ïðè÷åì

〈d, v〉 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè

d = c2 −AT
2 (A−1

1 )T c1 ≥ 0,

òî òî÷êà v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (8) è, ñëåäîâàòåëüíî, çà-
äà÷è (4). Òîãäà òî÷êà xk ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Åñëè
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æå ñðåäè êîìïîíåíò âåêòîðà d èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå (íà-
ïðèìåð, dj), òî òî÷êà v = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (8),
ïîñêîëüêó óâåëè÷åíèå vj âëå÷åò çà ñîáîé óìåíüøåíèå öåëåâîé
ôóíêöèè â (8).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
dj < 0.

Ïóñòü ïðè ýòîì ej � j-é îðò â ïðîñòðàíñòâå Rn−m. Âû÷èñëèì
íîâûé âåêòîð vk+1 ïî ôîðìóëå

vk+1 = vk + γkej ,

ãäå γk � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, âûáèðàåìîå èç ñëå-
äóþùèõ ñîîáðàæåíèé.

Ñ óâåëè÷åíèåì γk öåëåâàÿ ôóíêöèÿ óìåíüøàåòñÿ. Ïðè
ýòîì, îäíàêî, ìîæåò íàðóøèòüñÿ îãðàíè÷åíèå

A−1
1 (b−A2v) ≥ 0,

êîòîðîå ïðè v = vk áûëî íåàêòèâíûì. Ïîýòîìó γk ñëåäóåò
îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ

γk = max{γ ≥ 0 : A−1
1 (b− γA2ej) ≥ 0}.

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî
γk = ∞,

òî, î÷åâèäíî, çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó-
÷àå

inf
x∈Q

〈c, x〉 = −∞,

Åñëè æå
γk <∞,

òî ïîëó÷àåì íîâóþ òî÷êó
xk+1 = {uk+1, vk+1},

ãäå
uk+1 = A−1

1 (b− γkA2ej)
è

vk+1 = vk + γkej .

Âíîâü ïîëó÷åííàÿ òî÷êà xk+1 ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé âåð-
øèíîé, ïîñêîëüêó îíà èìååò m ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò (j
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êîìïîíåíòà èç âåêòîðà vk ñòàëà ïîëîæèòåëüíîé â òî âðåìÿ êàê
îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà uk+1 îáðàòèëàñü â íóëü). Ïîýòîìó â
ýòîé òî÷êå ìîæíî ïîâòîðèòü âñþ ïðîöåäóðó çàíîâî. Ïðè ýòîì
ïîñêîëüêó

〈c, xk+1〉 = 〈d, vk+1〉 = 〈d, vk〉+ γk〈d, ej〉 = 〈c, xk〉+ γkdj ,

ãäå ïî ïîñòðîåíèþ γk > 0 è dj < 0, òî
〈c, xk+1〉 < 〈c, xk〉.

Òàêèì îáðàçîì, ñèìïëåêñ-ìåòîä îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìî-
íîòîííîñòè çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè ïðè ïåðåáîðå âåðøèí.
Ñëåäîâàòåëüíî, âîçâðàò â êàêóþ-ëèáî èç ðàíåå ïðîéäåííûõ
âåðøèí çäåñü íåâîçìîæåí. Íî òàê êàê ÷èñëî âåðøèí êîíå÷-
íî, ñèìïëåêñ-ìåòîä ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Ðåàëèçàöèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Ïðèâåäåííîå âûøå îïè-
ñàíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó. ×òîáû ïå-
ðåéòè îò ýòîãî îïèñàíèÿ ê ÷åòêîìó àëãîðèòìó íóæíî, âîîáùå
ãîâîðÿ, óòî÷íèòü ðÿä âîïðîñîâ.

A) Ïðåæäå âñåãî, ðàññìîòðèì âîïðîñ î âûáîðå íà÷àëüíî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Íà÷àëüíóþ òî÷êó x0,
ÿâëÿþùóþñÿ âåðøèíîé ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà Q, ìîæíî
íàéòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðèåìà, íàçûâàåìîãî ìåòîäîì
èñêóññòâåííîãî áàçèñà.

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå z = (z1, . . . , zm), èã-
ðàþùèå ðîëü íåâÿçîê â îãðàíè÷åíèÿõ, è ðàññìîòðèì çàäà÷ó
èõ ìèíèìèçàöèè

m∑

i=1

zi → min (9)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
〈ai, x〉+ zi = bi, i = 1, . . . ,m (10)

è
x ≥ 0, z ≥ 0. (11)

Â ýòîé çàäà÷å èñêîìûì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð {x, z} ðàçìåðíî-
ñòè n+m, à òî÷êà {0, b} â ïðîñòðàíñòâå Rn+m ÿâëÿåòñÿ âåðøè-
íîé. Ïîñëåäíåå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïðèíÿòü

b ≥ 0,
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÷åãî ìîæíî äîáèòüñÿ, èçìåíèâ çíàê îãðàíè÷åíèÿ
〈ai, x〉 = bi;

ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè êîìïîíåíò âåêòîðà b íåò
íóëåâûõ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (9)�(11)
ìîæíî ïðèìåíèòü ñèìïëåêñ-ìåòîä ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíè-
åì {0, b}. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ëèáî òî÷êà {x0,0}, ãäå x0 �
âåðøèíà â èñõîäíîé çàäà÷å (1), ëèáî òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ

z 6= 0.

Çàìå÷àíèå. Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ââåäå-
íèå îïèñàííîãî âûøå äîïîëíèòåëüíîãî ýòàïà ìîæíî èçáåæàòü.
Íàïðèìåð, ïóñòü èñõîäíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ èìååò âèä

〈c, x〉 → min,
Ax ≤ b,
x ≥ 0,

(12)

ãäå b > 0. Ïåðåâîäÿ çàäà÷ó (12) â êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó, ìîæåì
çàïèñàòü

〈c, x〉 → min,
Ax+ z = b,

x ≥ 0, z ≥ 0.
(13)

Òîãäà òî÷êà {0, b} ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé âåðøèíîé â çàäà÷å
(13) è, òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿòü çäåñü ìåòîä èñêóññòâåííîãî
áàçèñà èçëèøíå.

B) Âòîðîé âîïðîñ ñâÿçàí ñ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèåé ñèìï-
ëåêñ-ìåòîäà.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ õðàíåíèÿ
è ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóåìûõ â ñèìïëåêñ-ìåòîäå ìàòðèö è
âåêòîðîâ. Â îñíîâíîì ÷èñëåííîì âàðèàíòå, ãäå èñïîëüçóåò-
ñÿ ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû, âû÷èñëÿåòñÿ è õðàíèòñÿ ìàòðè-
öà A−1

1 . Âûðàæåíèÿ æå òèïà AT
2 (A−1

1 )T c1 âû÷èñëÿþòñÿ ïó-
òåì óìíîæåíèÿ ýòîé ìàòðèöû íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà;
ïðè âû÷èñëåíèè îáðàòíîé ìàòðèöû A−1

1 çäåñü èñïîëüçóåòñÿ
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìàòðèöû A1 ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé ëèøü îäíîãî
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ñòîëáöà. Ïîýòîìó ìîæíî îáðàùàòü ýòè ìàòðèöû ðåêóðåíòíî,
èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, õîðîøî èçâåñòíûå ñïåöèà-
ëèñòàì ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ A−1

1 b â ìåòîäå èñêóñ-
ñòâåííîãî áàçèñà íå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû,
ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå A1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ïðèâîäèòü ïîäðîáíûå ôîðìóëû êàêîé-ëèáî ðåàëèçàöèè
ñèìïëåêñ-ìåòîäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ áåññìûñëåííûì, ïîñêîëüêó
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîîòâåòñâóþùèå ïðîãðàììû, íàïèñàííûå
ïðîôåññèîíàëàìè âûñøåé êâàëèôèêàöèè, äîñòèãëè ñîâåðøåí-
ñòâà ñ ïðîãðàììèñòñêîé è âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Áî-
ëåå òîãî, ýòè ïðîãðàììû ñåé÷àñ ñòàëè îáùåäîñòóïíûìè áëàãî-
äàðÿ êîìïüþòåðíîé ñåòè INTERNET. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
òîò ôàêò, ÷òî â ñîâðåìåííîì ìèðå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü äîñòàòî÷íî ðåäêî, ìîæíî ñìå-
ëî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîñòîìó ïîëüçîâàòåëþ âðÿä ëè ïðèäåòñÿ
êîãäà-ëèáî çàíèìàòüñÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà
ñèìïëåêñ-ìåòîäà. ×òî æå êàñàåòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ðåøåíèå
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âî ÷òî áû òî íè ñòàëî
íóæíî íàéòè âðó÷íóþ, òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ îäíèì èç ìíîãî÷èñëåííûõ ðóêîâîäñòâ, â òîì ÷èñëå è
ñïåöèàëüíûõ. 7

C) Ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè ïðè ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñ-
ìåòîäà ñâÿçàíû ñ ïðîáëåìîé âûðîæäåíèÿ.

Ïðè îïèñàíèè ìåòîäà âûøå äåëàëîñü ïðåäïîëîæåíèå î
íåâûðîæäåííîñòè âñåõ âåðøèí. Îòêàç îò ýòîãî ïðåäïîëîæå-
íèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåâîçìîæíîñòè îáðàùåíèÿ ìàòðèöû
A1. Îïàñíîñòü ïîäîáíîé ñèòóàöèè, ãëàâíûì îáðàçîì, ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ íåêîòîðûå êîìïîíåíòû òî÷êè
x, õàðàêòåðèçóþùåé íåâûðîæäåííóþ âåðøèíó, ìîãóò îêàçàòü-
ñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê íóëþ. Íà ïðàêòèêå, ê ñ÷àñòüþ, ýòî
ñëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ðåäêî.

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åùå íåäàâíî ñèì-
ïëåêñ-ìåòîä ÷àñòî ðàññìàòðèâàëè êàê óíèâåðñàëüíîå ñðåäñòâî,
ïîçâîëÿþùåå ëåãêî íàéòè ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è ëèíåéíîãî

7Ñì., íàïðèìåð, [1, 9, 12, 27].
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ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ ñòðåìëåíèå âî ÷òî áû
òî íè ñòàëî íàó÷èòüñÿ (÷àùå íàó÷èòü) ðåøàòü òàêèå çàäà÷è
âðó÷íóþ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ (âî ìíîãîì â ñâÿçè ñ óïîìÿíóòîé
ïðîáëåìîé âûðîæäåíèÿ âåðøèí) äàííàÿ òî÷êà çðåíèÿ, îäíàêî,
ïåðåñòàëà áûòü îáùåïðèíÿòîé.



Ãëàâà 3

Îñíîâû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âèäèìîé ÷àñòè àéñ-
áåðãà: òîëüêî òàê ìîæíî ãîâîðèòü î ïðèâåäåííûõ íèæå ýëå-
ìåíòàðíûõ îñíîâàõ ñàìîãî ñëîæíîãî è íàèáîëåå èíòåíñèâíî
ðàçâèâèàþùåãîñÿ ðàçäåëà òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ � îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ôîðìàëüíî îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ çàëîæåíû â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà â òðóäàõ àêà-
äåìèêà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà è åãî ó÷åíèêîâ (ñì. [18]). Èçâåñòíî,
÷òî â ýòîò ïåðèîä æèçíè Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí çàíèìàëñÿ òîëüêî ìà-
òåìàòè÷åñêèìè çàäà÷àìè, èìåþùèìè ðåàëüíîå ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå. È, õîòÿ, ìîæíî ëèøü äîãàäûâàòüñÿ êàêàÿ èç ðåàëü-
íûõ çàäà÷ ïðèâåëà ê ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ôàêòè÷åñêè ÷åëî-
âåê íà÷àë ðåøàòü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â íåçàïà-
ìÿòíûå âðåìåíà.

Îòêðûâàåò ãëàâó �1, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåé-
øàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò
èñêëþ÷èòåëüíî ìåòîäè÷åñêîå çíà÷åíèå, îäíàêî èìåííî ñ íåå
íà÷èíàþòñÿ ìíîãèå ñîâðåìåííûå êóðñû îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî ïðîñòûì è åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðèåìû, ñîñòàâëÿþùèå
ïðîîáðàç îáùåãî ìåòîäà ðåøåíèÿ äðóãèõ óæå ðåàëèñòè÷íûõ
çàäà÷.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ îñîáåííîñòåé ïðîñòåéøåé çàäà÷è âà-
ðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çäåñü ïî÷òè ñðàçó
ïðèõîäèòüñÿ ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.
Äàíàÿ ïðîáëåìà â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè è òåîðèè îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âñåãäà ñòîÿëà ÷ðåçâû÷àéíî îñòðî è â íà-
øå âðåìÿ íå ïîòåðÿëà ñâîåé àêòóàëüíîñòè.
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Íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì �1 ñòàë �2, ïîñâÿùåí-
íûé èçó÷åíèþ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ïðèìå-
íÿåìûé çäåñü ìåòîä âîñõîäèò åùå ê Ëàãðàíæó è õîðîøî èçâå-
ñòåí íàì ïî ãëàâå 2: ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ìíîæèòåëåé, íà-
çûâàåìûõ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà, çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áåç òàêîâûõ � ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöè-
îííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïðè ýòîì îáùàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ-
÷èñëåíèÿ îñòàåòñÿ çäåñü íå ðàññìîòðåííîé, ïîñêîëüêó îíà ñâÿ-
çûâàåòñÿ â äàëüíåéøåì ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è
îáðàòíî.

Èçëîæåíèþ îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ â ïîñâÿùåí �3. Çäåñü ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ôîðìå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà è åå âàæíåé-
øèõ ÷àñòíûé ñëó÷àé, èçâåñòíûé êàê çàäà÷à îá îïòèìàëüíûõ
áûñòðîäåéñòâèÿõ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå â ýòèõ çàäà÷àõ � çíà-
ìåíèòûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà îñòàëñÿ â íàñòîÿ-
ùåé êíèãå íåäîêàçàííûì. Ïðè÷èíà äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óâà-
æèòåëüíàÿ: ïðèâîäèòü íå ñîâñåì ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî àâòî-
ðàì íå õîòåëîñü, à áîëåå èëè ìåíåå ïðîñòîå è ïîëíîñòüþ êîð-
ðåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî (íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî) â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íå íàéäåíî.

Â �4 ðàññìîòðåíû äâå ÷àñòíûå çàäà÷è î ëèíåéíûõ îïòè-
ìàëüíûõ áûñòðîäåéñòâèÿõ. Çàäà÷è ýòè âûáðàíû íå ñëó÷àéíî,
ïîñêîëüêó ìåòîä èõ ðåøåíèÿ âåñüìà è âåñüìà ïîó÷èòåëåí, ïî-
ñêîëêó ñîäåðæèò ìíîãî òîíêîñòåé, çíàíèå êîòîðûõ ñïîñîáñòâó-
åò âûðàáîòêå íàâûêîâ îáðàùåíèÿ ñ áîëåå ðåàëèñòè÷íûìè çàäà-
÷àìè. Ïîýòîìó åùå íè îäèí ó÷åáíèê îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
íå ïðîøåë ìèìî íèõ.

Çàäà÷à îá îïòèìàëüíûõ áûñòðîäåéñòâèÿõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç ïåðâûõ èç äîøåäøèõ äî íàñ âàðèàöèîííûõ çàäà÷: äîñòà-
òî÷íî âñïîìíèòü çàäà÷ó î áðàõèñòîõðîíå Èîãàííà Áåðíóëëè.
Â íàøè äíè àêòóàëüíîñòü ýòîé çàäà÷è íå ñíèçèëàñü. Áîëåå
òîãî, áûñòðîäåéñòâèÿ â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ îêàçàëèñü âïîëíå
äîñòóïíûìè äëÿ ïîäðîáíîãî è ïðîäâèíóòîãî èçó÷åíèÿ è ïî-
ëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû â èçâåñòíîé ìåðå ïðèãîäíû äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Â �5 äîñòàòî÷íî ïîëíî èçëîæå-
íà îáùàÿ òåîðèÿ òàêèõ çàäà÷, âêëþ÷àþùàÿ â ÷àñòíîñòè ïðî-
ñòåéøóþ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.



�1. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå 129

�1. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
Êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ, �1 íàñòîÿùåé ãëàâû ïîñâÿùåíà

èçó÷åíèþ ïðîñòåéøåé çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ýòà
çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé èç èçâåñòíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷:
óæå óïîìèíàâøàÿñÿ çàäà÷à Äèäîíû ïîÿâèëàñü ãîðàçäî ðàíü-
øå. Âìåñòå ñ òåì, ýòà çàäà÷à äåéñòâèòåëüíî ïðîñòà, äîâîëüíî
òî÷íî îòðàæàåò ïðèíöèïû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ è ñî-
äåðæèò â ñåáå äîñòàòî÷íî ìíîãî òîíêîñòåé, çíàêîìñòâî ñ êîòî-
ðûìè âåñüìà ïîëåçíî ïðè èçó÷åíèè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êàê âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, òàê
è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îïåðèðóþò â îñíîâíîì ñ ôóíêöèî-
íàëàìè, êîòîðûì, âîîáùå ãîâîðÿ, íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòáðàæå-
íèå J ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M íà äåéñòâèòåëüíóþ îñü R.
Òàê, åñëè f � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, òî
ïðîñòåéøèé ïðèìåð ôóíêöèîíàëà èìååò âèä

J(y) =

1∫

0

f(x, y(x)) dx,

ãäå y � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà îò-
ðåçêå [0, 1].

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà â îïðåäåëåíèè ôóíêöèîíàëà òðåáó-
þò, ÷òîáû ìíîæåñòâî M îáÿçàòåëüíî áûëî ôóíêöèîíàëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì. Ïîñëåäíåå èçëèøíå, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê çà-
ìåíå îïðåäåëåíèÿ ïðèìåðîì.

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ çàêëþ÷à-
åòñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(y) =

x1∫

x0

f(x, y(x), y′(x)) dx (1)

â êëàññå C1(x0, x1) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ è íåïðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [x0, x1]. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëíî áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî

y(x0) = x0, y(x1) = x1. (2)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ïðîñòåéøåé çàäà÷è
âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ îò çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìèíèìóì ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè ôóíêöèé,
ïðè÷åì ñïåöèàëüíî îãîâîðåííîãî êëàññà.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî-
íàëà

J(y) =

x1∫

x0

√
1 + y′2 dx. (3)

Ôóíêöèÿ f çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíó êðèâîé y, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êè (2), ò.å. çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
(3) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îá îïðåäåëåíèè êðàò÷àéøåãî ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî-
íàëà

J(y) =

x1∫

x0

√
1 + y′2√
y

dx.

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé èç äîøåäøèõ äî íàñ ïðî-
ñòåéøèõ çàäà÷ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Îíà âîñõîäèò åùå
ê Èîãàííó Áåðíóëëè è íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î áðàõèñòîõðîíå.
Ñìûñë åå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: êàêóþ ôîðìó äîëæíà èìåòü
ïðîâîëî÷êà, ÷òîáû êîëüöî ñîñêàëüçûâàëî ïî íåé ïîääåéñòâè-
åì òîëüêî ñèëû òÿæåñòè èç îäíîé çàäàííîé òî÷êè â äðóãóþ çà
íàèìåíüøåå âðåìÿ.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà. Ïóñòü y è ȳ � äâå ôóíêöèè, îïðå-
ëåíåííûå íà îòðåçêå [x0, x1]. Ðàçíîñòü

δy = y(x)− ȳ(x)

íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé. Ïðè ýòîì ãîâîðÿ î âàðèàöèè ñïåöè-
àëüíî îãîâàðèâàþò êëàññ ôóíêöèé, â êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ y.
Â äàëüíåéøåì, ïîêà îñîáî íå áóäåò îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áó-
äóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ôóíêöèè êëàññà C1(x0, x1). Ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ýòîìó êëàññó ôóíêöèé âàðèàöèÿ δy íàçûâàåòñÿ ñëàáîé
âàðèàöèåé.
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Åñëè δy � íåêîòîðàÿ âàðèàöèÿ, òî âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà
íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü

δJ = J(y + δy)− J(y).

Ôóíêöèþ y áóäåì íàçûâàòü ñëàáîé ìèíèìàëüþ ôóíêöèî-
íàëà J , åñëè äëÿ âñåõ âàðèàöèé δy, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

max
x0≤x≤x1

(|δy(x)|+ |δy′(x)|)
äîñòàòî÷íî ìàëà, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

J(y) ≤ J(y + δy).

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü î ñëàáîì ìèíèìóìå ôóíêöèî-
íàëà J .

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèÿ
ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ
ìèíèìóìàì ôóíêöèè, ââåäåííîãî â �4. È â òîì, è â äðóãîé
ñëó÷àå ãîâîðèòüñÿ î ëîêàëüíîñòè ìèíèìóìà. ×òî êàñàåòñÿ äî-
áàâëåíèÿ ñëîâà �ñëàáûé� â îòíîøåíèè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàë,
òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîêà èññëåäîâàíèå
âåäåòñÿ íà ñëàáûõ âàðèàöèÿõ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îòìåòèòü,
÷òî ñëàáóþ âàðèàöèþ ëåãêî ïåðåïóòàòü ñ äàìîé, ïðèÿòíîé âî
âñåõ îòíîøåíèÿõ: âñå, êàçàëîñü áû, ïðåêðàñíî, îäíàêî ñëàáûé
ìèíèìóì ìîæåò áûòü âåñüìà äàëåê îò ìèíèìóìà âîîáùå (ñì.
ïðèìåð 5).

Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê âûâîäó íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñëàáîãî
ìèíèìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ,
îáîçíà÷èì ÷åðåç y íåêîòîðóþ ìèíèìàëü, à ÷åðåç δy � ñîîò-
âåñòâóþùóþ âàðèàöèþ. Òîãäà èìååì

δJ =

x1∫

x0

[f(x, y + δy, y′ + δy′)− f(x, y, y′)] dx (4)

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî y è y′,
ìîæåì çàïèñàòü

f(x, y + δy, y′ + δy′)− f(x, y, y′) =

= f ′yδy + f ′y′δy
′ + o(

√
(δy)2 + (δy′)2). (5)
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Òîãäà, îáúåäèíèâ ðàâåíñòâà (4) è (5), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî y �
ìèíèìàëü, èìååì íåðàâåíñòâî

x1∫

x0

[f ′yδy + f ′y′δy
′] dx ≥ 0. (6)

Ïðåäïîëîæèâ òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîå
ñëàãàåìîå â (6) ïî ÷àñòÿì. Ïðîäåëàâ ýòî, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2)
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

x1∫

x0

[
fy − d

dx
fy′

]
δy dx ≥ 0. (7)

Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî (7) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ âàðèà-
öèé δy, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

max
x0≤x≤x1

|δy(x)|
äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû Ôåðìà (ñì. �4), èìååì óðàâíåíèå

d

dx

∂f

∂y′x
=

∂f

∂yx
, (8)

êîòîðîìó ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëàáàÿ ìè-
íèìàëü.

Óðàâíåíèå (8) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà. Îòíîñè-
òåëüíî y � ýòî óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, çà-
äà÷à îòûñêàíèÿ ôóíêöèè, ïîäîçðèòåëüíîé íà ìèíèìàëü, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (8), (2).

Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìà-
ëüþ (åñëè óãîäíî, ñëàáîé ýêñòðåìàëüþ). Ïðè ýòîì ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî ýêñòðåìàëü îáðàùàåò â íóëü âàðèàöèþ δJ ôóíêöèî-
íàëà J(y) è îáðàòíî (ñì. óïðàæíåíèå 2).

Çàìå÷àíèå. Ñðàâíèâàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåðìà
è âûâîä óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî èäåÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ èäååé âûâîäà. Ïîñëåäíåå
âåñüìà êðàñíîðå÷èâî ãîâîðèò î öåëåñîîáðàçíîñòè (è âîçìîæ-
íîñòè) åäèíîãî ïîäõîäà ê ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì.
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Ïðèìåðû. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìó-
ìà â çàäà÷àõ î êðàò÷àéøåì ðàññòîÿíèè è áðàõèñòîõðîíå, íàé-
äåì ýêñòðåìàëè â ýòèõ çàäà÷àõ.

Ïðèìåð 3. Ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà (3) íàõîäÿòñÿ ñî-
âñåì òðèâèàëüíî.

Â ñàìîì äåëå, óðàâíåíèå Ýéëåðà â äàííîì ñëó÷àå èìååò
âèä

d

dx

y′√
1 + y′2

= 0

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
y′′ = 0.

Ïîýòîìó
y = C1x+ C2,

÷òî è ñëåäîâàëî îæèäàòü.

Ïðèìåð 4. Îáðàòèâøèñü òåïåðü ê çàäà÷å î áðàõèñòîõðîíå,
ïðåæäå âñåãî, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà â ñëåäóþùåì ðàç-
âåðíóòîì âèäå:

∂f

∂y
− ∂2f

∂x∂y′
− y′

∂2f

∂y∂y′
− y′′

∂2f

∂2y′
= 0

èëè, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî,
∂f

∂y
− y′

∂2f

∂y∂y′
− y′′

∂2f

∂2y′
= 0. (9)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî
d

dx

(
f − y′

∂f

∂y′

)
= y′

∂f

∂y
− y′2

∂2f

∂y∂y′
− y′y′′

∂2f

∂2y′
.

Ïîýòîìó, óìíîæèâ óðàâíåíèå (9) íà y′, âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå
Ýéëåðà çäåñü ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

d

dx

(
f − y′

∂f

∂y′

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

f − y′
∂f

∂y′
= C. (10)
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Äëÿ óäîáñòâà íàïðàâèì îñü Ox ïëîñêîñòè R2 êàê îáû÷íî, à
îñüOy � âåðòèêàëüíî âíèç. Òîãäà â ñèëó (10) óðàâíåíèå Ýéëåðà
â çàäà÷å î áðàõèñòîõðîíå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ√

1 + y′2√
y

− y′2√
y(1 + y′2)

= C

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
1√

y(1 + y′2)
= C.

Ïîýòîìó
y(1 + y′2) = C1. (11)

Ïîëîæèì
y′ = ctg t. (12)

Òîãäà èç (11) ñëåäóåò, ÷òî

y =
C1

1 + ctg2 t
= C1 sin2 t =

C1

2
(1− cos 2t). (13)

Äåéñòâóÿ ôîðìàëüíî, çàïèøåì

dx =
dy

y′
,

îòêóäà â ñèëó (12) è (13) èìååì

dx =
2C1 sin t cos t

ctg t
dt.

Ïîýòîìó
x =

C1

2
(2t− sin 2t) + C2. (14)

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (13), (14) äàþò óðàâ-
íåíèÿ ñåìåéñòâà öèêëîèä. Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëÿìè â çà-
äà÷å î áðàõèñòîõðîíå ÿâëÿþòñÿ öèêëîèäû.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé. Ñëåäóÿ [28], ïîçâîëèì ñåáå
ïðèâåñòè íåáîëüøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ øóòêó.

Ïàðàäîêñ Ïåððîíà. ÏóñòüN � íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëü-
íîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ N 6= 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
N2 > N . Ïîñëåäíåå, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñëà
N êàê íàèáîëüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, N = 1.
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Íåñêîëüêî ðàíåå ïî ýòîìó ïîâîäó âåëèêèé Êóí-öçû çàìå-
òèë: �Î÷åíü ñëîæíî èñêàòü ÷åðíóþ êîøêó â òåìíîé êîìíàòå.
Îñîáåííî, åñëè òàì åå íåò.� Â ãëàâàõ 1 è 2 íåîäíîêðàòíî ãîâî-
ðèëîñü î òîì, ÷òî ïðåæäå ÷åì èñêàòü ÷åðíóþ êîøêó, ñëåäóåò
ïîçàáîòèòüñÿ î åå ñóùåñòâîâàíèè (ïî êðàéíåé ìåðå â òåìíîé
êîìíàòå). Â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòüñÿ
åùå áîëåå æåñòêîé. Â ÷àñòíîñòè, ýêñòðåìàëè ìîãóò íå èìåòü ê
ìèíèìóìó ôóíêöèîíàëà íèêàêîãî îòíîøåíèÿ.

×òîáû ïîÿñíèòü ýòó ìûñëü, ïðîöåòèðóåì òåïåðü À. Ëåáåãà
(ñì. [28]):

�Âñå ìîè ñòàòüè [ïî ýòîìó ïðåäìåòó] ñâÿçàíû ñ îäíîé
øêîëüíîé �øóòêîé�. Â êîëëåäæå Áîâå ìû ÷àñòî äîêàçûâà-
ëè, ÷òî â òðåóãîëüíèêå îäíà ñòîðîíà ðàâíà ñóììå äâóõ äðó-
ãèõ. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC (ñì. ðèñ. 1). Åñëè òî÷êè
A1, B1, C1 � ñåðåäèíû ñòîðîí ýòîãî òðåóãîëüíèêà, òî

BA+AC = BC1 + C1A1 +A1B1 +B1C.

Ñ êàæäûì èç òðåóãîëüíèêîâ BC1A1, A1B1C ïîñòóïèì òàê æå,
êàê ñ òðóåãîëüíèêîì ABC. Ìû ïîëó÷èì ëîìàííóþ ëèíèþ, îá-
ðàçîâàííóþ âîñåìüþ îòðåçêàìè è ðàâíóþ BA + AC. Ïðîäîë-
æàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîìàíûõ
ëèíèé, êîòîðûå âñå ìåíüøå è ìåíüøå óäàëÿþòñÿ îò ñòîðîíû
BC è èìåò äëèíó, ðàâíóþ ñóììå äâóõ ñòîðîí ïåðâîíà÷àëüíî
âçÿòîãî òðåóãîëüíèêà. Ó÷åíèêè êîëëåäæà Áîâå çàêëþ÷àëè îò-
ñþäà, ÷òî îòðåçîê BC, ÿâëÿþùèéñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåäåëîì
ëîìàíûõ ëèíèé, èìååò äëèíó, ðàâíóþ ñóììå äëèí äâóõ äðóãèõ
ñòîðîí BA+AC.�

Äàííàÿ èñòîðèÿ íåïîñðåäñòâåííî ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëè-
íà íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó óæå ñåé÷àñ
äîâîëüíî íàèâíî áûëî áû óòâåðæäàòü, ÷òî óðàâíåíèå Ýéëå-
ðà ÿâëÿåòñÿ òèïè÷åñêèì ïðèåìîì ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷.
Íî ãîðàçäî áîëåå âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî íà ãîðèçîíòå ïîÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìåëêèé çèãçàã, çíà÷å-
íèå êîòîðîãî äëÿ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ òðóäíî ïåðåîöåíèòü.
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Ïðèìåð 5. Ñëåäóÿ [28], ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçà-
öèè ôóíêöèîíàëà

J(y) =

1∫

0

(1 + y2)(1 + (y′2 − 1)2) dx (15)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
y(0) = y(1) = 0. (16)

Âäîëü îñè Ox ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] íà ÷åòíîå ÷èñëî îò-
ðåçêîâ äëèíû ε è ïîñòðîèì íà [0, 1] ëîìàíóþ, ïîî÷åðåäíî ïðè-
íÿâ ëèáî y′ = 1, ëèáî y′ = −1 (ñì. ðèñ. 2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ y ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [0, ε]. Ïîýòîìó çíà-
÷åíèå èíòåãðàëà (15) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 1 + ε2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé
íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèè y, óäîâëåòâîðÿþùåé óëîâèÿì (16),
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0 ≤ x ≤ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(1 + y2(x))(1 + (y′2(x)− 1)2) ≥ 1,

ãäå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî-
âðåìåííî

y(x) = 0 (17)
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è
y′(x) = ±1. (18)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü èíòåãðàëà (15) ðàâ-
íà åäèíèöå è ÷òî äîñòèãàåòñÿ îíà íà ëîìàíîé y, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèÿì (17) è (18), ïðè ε→ 0.

Îïèñàííàÿ â ïðèìåðå 5 êðèâàÿ y ñîáñòâåííî è íàçûâàåò-
ñÿ áåñêîíå÷íî ìåëêèì çèãçàãîì. Î÷åâèäíî, ÷òî äàæå â ïðî-
ñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ êëàññ äîïóñòèìûõ
ôóíêöèé äîëæåí ñîäåðæàòü òàêîé çèãçàã. Íî êàê áûòü òîãäà
ñ óðàâíåíèåì Ýéëåðà?

Óïðàæíåíèÿ.
(1) Äîêàæèòå ëåììó Äþáóà � Ðàéìîíà:

Åñëè äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè η

x1Z

x0

ϕ(x)η(x) dx = 0,

ãäå ϕ � íåêîòîðàÿ ôóêíöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ
íà îòðåçêå [x0, x1], òî

ϕ(x) ≡ 0

íà ýòîì îòðåçêå.
(2) Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îáðàùàåò â íóëü âàðèàöèþ δJ
ôóíêöèîíàëà J(y).
Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå ëåììó Äþáóà � Ðàéìîíà.
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(3) Ïóñòü y = (y1, . . . , yn) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî
ïåðìåííîãî x. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà äëÿ çàäà÷è (1), (2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó

d

dx

∂f

∂yi
x
′ =

∂f

∂yi
x

, i = 1, . . . , n,

íàçûâàåìóþ ñèñòåìîé Ýéëåðà.

�2. Âàðèàöèîííûå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, Äèäîíà óìåëà ðåøàòü çàäà÷ó áîëåå

ñëîæíóþ, ÷åì ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Áîëåå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à, êîòîðóþ íà ñàìîì äåëå ðå-
øàëà Äèäîíà, áûëà åùå ñëîæíåé (÷åì óïîìÿíóòàÿ â ïðåäè-
ñëîâèè), ïîñêîëüêó òèðèéöû �ñòîëüêî êóïèëè çåìëè, ... ñêîëü-
êî âîëîâüåé øêóðîé ìîãëè îêðóæèòü íà ïðèáðåæüè� èñõîäÿ èç
òîãî, ÷òî ïîñòðîåííûé íà ýòîé çåìëå Êàðôàãåí äîëæåí ëåæàòü
íà áåðåãó ìîðÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è, ñîäåðæàùåé â ñåáå çà-
äà÷ó Äèäîíû, Ëàãðàíæ ïðåäëîæèë ñâîé çíàìåíèòûé ìåòîä
ìíîæèòåëåé, îïèñàíèå êîòîðîãî ïðèâîäèòñÿ íèæå. Êðîìå òîãî,
íèæå îãîâàðèâàþòñÿ äåòàëè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî è â ãëàâå 2, à òàêæå äðóãèå,
áîëåå òîíêèå.

Çàäà÷à Ëàãðàíæà. Ïîñêîëüêó çàäà÷à Ëàãðàíæà óæå ñî-
âñåì áëèçêà ê ñîâðåìåííîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
áóäåì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ.

Ïóñòü t � íåçàâèñèìîå äåéñòâèòåëüíîå ïåðåìåííîå, èìå-
þùåå, âîîáùå ãîâîðÿ, ôèçè÷åñêèé ñìûñë âðåìåíè, è ïóñòü
x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) � n-ìåðíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ t.
Â ïðîöåññå ñâîåãî äâèæåíèÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn)
îïèñûâàåò â ïðîñòðàíñòâå Rn íåêîòîðóþ êðèâóþ, íàçûâàåìóþ
òðàåêòîðèåé. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç ẋ, ïîíèìàÿ, åñòåñòâåííî, ÷òî

ẋ =
dx

dt
.
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Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî Rn áóäåì íàçûâàåòü ôàçîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, à êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn) � ôàçîâûìè êîîðäèíà-
òàìè.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷à Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(x) =

t1∫

t0

f(t, x, ẋ) dt (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
g(t, x, ẋ) = 0 (2)

è
t1∫

t0

h(t, x, ẋ) dt = α, (3)

ãäå g = (g1, . . . , gm) è h = (h1, . . . , hr) � ñîîòâåòñòâóþùèå âåê-
òîðíûå ôóíêöèè, à α � çàäàííûé âåêòîð.

Åñëè îãðàíè÷åíèå (2) îòñóòñòâóåò, òî çàäà÷à Ëàãðàíæà
ïðåâðàùàåòñÿ â èçîïåðèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó, ÿâëÿþùóþñÿ
òðèâèàëüíûì îáîáùåíèåì çàäà÷è Äèäîíû. Â ëþáîì ñëó÷àå ðå-
øåíèå çàäà÷è (1)�(3) áóäåì èñêàòü â êëàññå C1(t0, t1) âåêòîð-
íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ è íåïðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
íà îòðåçêå [t0, t1]. Ïðè ýòîì (êàê è ðàíåå) äîïîëíèòåëüíî áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî

x(t0) = x0, x(t1) = x1. (4)

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1)�(3) Ëàãðàíæ ñîáñòâåííî è ââåë ñâîé ìåòîä ìíîæèòåëåé, êî-
òîðûé, êàê îí ñ÷èòàë, ìîæåò ñâåñòè çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè ê
çàäà÷å áåç òàêîâûõ. Òðóäíî ñêàçàòü, î ÷åì äóìàë Ëàãðàíæ, íî
ðàññóæäåíèÿ çäåñü íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàññóæäåíèé â çàäà÷å íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Äåéñòâóÿ êàê è â �1 ãë. 2 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ
ôóíêöèþ

I(y) = f(t, x, ẋ) + 〈λ(t), g(t, x, ẋ)〉+ 〈κ, h(t, x, ẋ)− ϕ̇(t)〉,
â êîòîðîé λ = (λ1, . . . , λm) è ϕ = (ϕ1, . . . , ϕr) � äåéñòâèòåëüíûå
âåêòîðíûå ôóíêöèè âðåìåíè t, à κ = (κ1, . . . , κr) � r-ìåðíûé
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äåéñòâèòåëüíûé âåêòîð. Îïðåäåëåííóþ òàêèì îáðàçîì ôóíê-
öèþ L áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì âåêòîðà
λ è κ çäåñü èãðàþò ðîëü ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, à ôóíêöèÿ ϕ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ϕ(t0) = 0, ϕ(t1) = α.

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáñòâà ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(t, x, ẋ, λ, κ, ϕ) =

= f(t, x, ẋ) + 〈λ(t), g(t, x, ẋ)〉+ 〈κ(t), h(t, x, ẋ)− ϕ̇(t)〉
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ðàñøèðåííîì äîáàâëåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íîâûõ ïåðåìåííûõ, ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíè-
åì

κ̇ = 0 (5)
è ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ,
çàêëþ÷àþùóþñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

t1∫

t0

L(t, x, ẋ, λ, κ, ϕ) dt.

Åñäè â ïîñëåäíåé çàäà÷å íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå îãðà-
íè÷åíèÿ, òî, êàê çàìåòèë Ëàãðàíæ, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ
ýòîé çàäà÷è äàäóò ñèñòåìó

d

dt

∂L

∂ẋi
=
∂L

∂xi
, i = 1, . . . , n,

d

dt

∂L

∂λ̇i

=
∂L

∂λi
, i = 1, . . . ,m,

d

dt

∂L

∂κ̇i
=
∂L

∂κi
, i = 1, . . . , r,

d

dt

∂L

∂ϕ̇i
=

∂L

∂ϕi
, i = 1, . . . , r,

íàçûâàåìóþ ñèñòåìîé Ýéëåðà � Ëàãðàíæà (ñì. �1, óïðàæíå-
íèå 3). Ïðè ýòîì â ñèñòåìå Ýéëåðà � Ëàãðàíæà ïîñëåäíèå òðè
óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì (2), (5) è

ϕ̇ = h(t, x, ẋ).
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Çàìå÷àíèå. Åñëè âûâîä óðàâíåíèÿ Ýéëåðà àíàëîãè÷åí
(ïî êðàéíåé ìåðå èäåéíî) äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ôåðìà, òî
âíåøíèé âèä ñèñòåìû Ýéëåðà � Ëàãðàíæà âåñüìà íàïîìèíàåò
îäèí èç âàðèàíòîâ çàïèñè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ â çàäà÷å íà
óñëîâíûé ýêñòðåìóì â ñëó÷àå, êîãäà â òî÷êå ìèíèìóìà âûïîë-
íåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè.

Ïðèìåð 6. Ïîìíÿ î ïàðàäîêñå Ïåððîíà è ÷åðíîé êîøêå,
ïî÷åìó-òî óáåæàâøåé èç òåìíîé êîìíàòû, ðàññìîòðèì çàäà÷ó
î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (1) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2) è (4) â
ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (ñì. [28]).

Ïóñòü ðàçìåðíîñòü n ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ðàâíà
äâóì. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ïåðåìåííûõ (t, x1, x2) îñü Ox2 ðàñ-
ïîëîæèì âåðòèêàëüíî, à îñè Ot è Ox1 � ãîðèçîíòàëüíî. Âîçü-
ìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P = (t0, x1

0, x
2
0) ïðîñòðàíñòâà R3

è ðàññìîòðèì êðèâóþ x(t) = (x1(t), x2(t)), ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç P , èìåþùóþ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ẋ(t) =
(ẋ1(t), ẋ2(t)), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

ẋ2 =
√

1 + (ẋ1)2. (6)

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè P ëþáóþ òàêóþ êðèâóþ ìîæ-
íî îïðåäåëèòü, åñëè èçâåñòíà åå ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü (t, x1).
Ïðè ýòîì â ñèëó (6) íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòü êîîðè-
íàò x2 â êîíöàõ ýòîé êðèâîé ñîâïàäàåò ñ äëèíîé åå ïðîåêöèè
(ñì. ïðèìåð 1). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïðîåêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, òî ÷åðåç âòîðîé êîíåö Q = (t1, x1

1, x
2
1) ýòîé

êðèâîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (6), íåëüçÿ ïðîâåñòè íèêà-
êóþ äðóãóþ êðèâóþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ (6).

Ïîëîæèì
g(t, x1, x2, ẋ1, ẋ2) = ẋ2 −

√
1 + (ẋ1)2.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f â ôóíêöèîíàëå (1) ôóíê-
öèþ Ëàãðàíæà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â ñëå-
äóþùåì âèäå:

L(t, x1, x2, ẋ1, ẋ2, λ) = (7)

= f(t, x1, x2, ẋ1, ẋ2) + λ(t)
(
ẋ2 −

√
1 + (ẋ1)2

)
.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî îäíà êðèâàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2) è
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ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (4). Â ñèëó åäèñòâåííîñòè ýòîé êðèâîé
èìåííî íà íåé è òîëüêî íå íåé è äîëæåí äîñòè÷àòüñÿ ìèíèìóì.
Ïîýòîìó ìîæíî áûëî áû óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè f ñ ôóíêöèåé L, çàäàíîé ðàâåíñòâîì (7), ñ íåîáõîëè-
ìîñòüþ âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà � Ëàãðàíæà. Ïîñëåä-
íåå, îäíàêî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå, ÷åì ñîìíèòåëüíûì.

Â ñàìîì äåëå, çàìåòèì, ÷òî
∂g

∂x1
=

∂g

∂x2
= 0,

∂g

∂ẋ1
= − ẋ1

√
1 + (ẋ1)2

è
∂g

∂ẋ2
= 1.

Ïîýòîìó êðèâàÿ x(t) = (x1(t), x2(t)), ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà
ïëîñêîñòü (t, x1) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
Ýéëåðà

d

dt

∂g

∂ẋi
=

∂g

∂xi
, i = 1, 2,

äëÿ ôóíêöèè g, íî íå äëÿ ôóíêöèè L.
Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ôóíêöèÿ f

îêàçûâàåòñÿ íå ó äåë, ÷òî âåñüìà êðàñíîðå÷èâî ãîâîðèò î êîð-
ðåêòíîñòè ôîðìàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ìíîæèòåëåé.

Ïîíÿâ òåïåðü (êàçàëîñü áû), ÷òî íóæíî ñäåëàòü ïðåæäå,
÷åì èñêàòü ÷åðíóþ êîøêó â òåìíîé êîìíàòå, çàïèøåì ìîäè-
ôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L̃ â ñëåäóþùåì âèäå

L̃(t, x, ẋ, λ, κ, ϕ) =

= λ0f(t, x, ẋ) + 〈λ(t), g(t, x, ẋ)〉+ 〈κ(t), h(t, x, ẋ)− ϕ̇(t)〉,
ãäå λ0 � óæå çíàêîìîå íàì ïî ãëàâå 2 äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,
ïðèíöèïèàëüíî òàêîå, ÷òî ëèáî λ0 = 0, ëèáî λ0 = 1. Ïðè ýòîì â
ñèëó óðàâíåíèÿ (5) è ÷åòâåðòîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû Ýéëåðà
� Ëàãðàíæà ìîæåì ââåñòè â ðàññìîòðåíèå áîëåå åñòåñòâåííóþ
ìîäèôèêàöèþ L̄ ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L̄(t, x, ẋ, λ, κ, ϕ) = (8)

= λ0f(t, x, ẋ) + 〈λ(t), g(t, x, ẋ)〉+ 〈κ, h(t, x, ẋ)〉,
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ãäå λ0 èìååò ïðåæíèé ñìûñë, à κ � íåêîòîðûé âåêòîð â ïðî-
ñòðàíñòâå Rr.

Îïðåäåëåííóþ òàêèì ñïîñîáîì ôóíêöèþ L̄ áóäåì íàçû-
âàòü ðàñøèðåííîé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Òåïåðü ìîæíî áûëî
áû ñôîôìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèå äëÿ çàäà÷è Ëàãðàí-
æà, èñïîëüçóþùèå êàê ìîäèôèöèðîâàííóþ, òàê è ðàñøèðåí-
íóþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà è àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 1 ãëàâû 2.
Ýòîãî, îäíàêî, çäåñü äåëàòü íå áóäåì ïîòîìó, ÷òî (ê ñîæàëå-
íèþ) íå âñå åùå ÿñíî ñ ÷åðíîé êîøêîé.

Îáùàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Êàê óæå
ôàêòè÷åñêè îòìå÷àëîñü ðàíåå, îãðàíè÷åíèå (3) â çàäà÷å Ëà-
ãðàíæà íå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó îíî
ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèÿì

ϕ̇ = h(t, x, ẋ)

è
ϕ(t0) = 0, ϕ(t1) = α.

Ïîýòîìó åñòåñòâåíûì îáîáùåíèåì çàäà÷è Ëàãðàíæà ìîæ-
íî ñ÷èòàòü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(x) =

t1∫

t0

f(t, x, ẋ) dt (9)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
g(t, x, ẋ) = 0 (10)

è
h(t, x, ẋ) ≤ 0, (11)

ãäå g = (g1, . . . , gm) è h = (h1, . . . , hr) � ñîîòâåòñòâóþùèå âåê-
òîðíûå ôóíêöèè. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â êëàñ-
ñå C1(t0, t1) êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ îòðåçêå [t0, t1]. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíîå óñëî-
âèå

x(t0) = x0, x(t1) = x1 (12)
ìîæåì îïóñòèòü, âêëþ÷èâ åãî (åñëè ýòî íåîáõîäèìî) â îãðàíè-
÷åíèå (10).

Ñôîðìóëèðîâàííóþ òàêèì îáðàçîì çàäà÷ó áóäåì íàçû-
âàòü îáùåé çàäà÷åé âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïî ñðàâíåíèþ
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ñ çàäà÷åé Ëàãðàíæà ýòà çàäà÷à èìååò äâà ïðèíöèïèàëüíûõ
îòëè÷èÿ:

(1) Èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå (11).
(2) Êëàññ ôóíêöèé C1(t0, t1) çàìåíåí êëàññîì C1(t0, t1).

Ïåðâîå èç ýòèõ îòëè÷èé îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííî ðàññìàò-
ðèâàåìóþ çàäàó. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âòîðîå îòëè÷èå
íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ ïåðâûì.

Â ñàìîì äåëå, êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå (ñì. ïðèìåð 5),
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà äàæå â ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîí-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ ñîâñåì íå îáÿçàí äîñòèãàòüñÿ íà ñëàáûõ âàðè-
àöèÿõ. Â ýòîì ñìûñëå âòîðîå îòëè÷èå îçíà÷àåò åñòåñòâåííûé
îòêàç îò îáÿçàòåëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñëàáûõ âàðèàöèé. Ãî-
ðàçäî áîëåå ñóùåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî íàëè÷èå îãðàíè÷åíèÿ (11) â çàäà÷å (9)�(12) ôàêòè÷åñêè
òðåáóåò îòêàçà îò ñëàáûõ âàðèàöèé. Èìåííî, åñëè ôóíêöèÿ x,
ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèîíàë (9) ïðè êàêîì-ëèáî çíà÷åíèè
t0 ≤ τ ≤ t1 óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç óñëîâèé

hi(τ, x(τ), ẋ(τ) = 0, i = 1, . . . , n,

òî èñïîëüçîâàíèå ñëàáûõ âàðèàöèé çäåñü ñòàíîâèòüñÿ íåâîç-
ìîæíûì.

Ðàññìîòðåòü çàäà÷ó (9)�(12) íà âñåì ìíîæåñòâå âîçìîæ-
íûõ âàðèàöèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî,
íåóäàëîñü. Îäíàêî óæå ê ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà áûëà îïèñà-
íà íåêîòîðàÿ âàðèàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ñâîáîäíî îïåðèðîâàòü ñ
îãðàíè÷åíèÿìè âèäà (11) è íàçâàííàÿ âïîñëåäñòâèè âàðèàöèåé
Ìàê-Øåéíà.

Ïîñòðîåíèå âàðèàöèè Ìàê-Øåéíà îïèøåì íà ñëåäóþùåì
òðèâèàëüíîì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî-
íàëà (9) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

x0 ≤ x ≤ x1

è (12).
Ïóñòü x(t) � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ è ïóñòü δx(t) � âàðèàöèÿ,

îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì
δx(t) = x(t)− x̄(t),



�2. Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè 145

6

-

s

s

t0 t1 t

x0

x1

x

x(t)

x̄(t)

Ðèñ. 3

â êîòîðîì x̄(t) � êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ èç x(t) �ïðîòûêàíèåì�
ïîñëåäíåé èãîëêîé äî äîñòèæåíèÿ åþ îãðàíè÷åíèÿ (ñì. ðèñ.
3). Òàêàÿ âàðèàöèÿ è íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé Ìàê-Øåéíà. Ïðè
ýòîì î âåëè÷èíå ìàëîñòè âàðèàöèè Ìàê-Øåéíà ñóäÿò ïî ìà-
ëîñòè èíòåãðàëà

t1∫

t0

|δx(t)| dt.

Â îáùåì ñëó÷àå âàðèàöèÿ Ìàê-Øåéíà ïîëó÷àåòñÿ èìåí-
íî �ïðîòûêàíèåì� àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè èãîëêàìè,
ïðè÷åì îáÿçàòåëüíî äî îãðàíè÷åíèÿ. Ïîýòîìó ýòó âàðèàöèþ
èíîãäà íàçûâàþò òàêæå èãîëü÷àòîé âàðèàöèåé.

Ôîðìóëèðîâêà íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å
(9)�(12) çäåñü îïóñêàåòñÿ, ïîñêîëüêó åå âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê
çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èçó÷åíèþ êîòîðîé ïîñâÿùà-
åòñÿ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãëàâû 3.

Óïðàæíåíèÿ.
(1) Âûâåäèòå àíàëîã ñèñòåìû Ýéëåðà � Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è

(1)�(4), âçÿòîé ñ ðàñøèðåííîé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà (8).
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(2) Ðåøèòå çàäà÷ó Äèäîíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî:
(a) Êàðôàãåí ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü â ïóñòûíå;
(b) Êàðôàãåí ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü íà áåðåãó ìî-

ðÿ (óðàâíåíèå ëèíèè áåðåãà ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, à óñëî-
âèå (4) � çàäàííûì).
Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà 4.

(3) Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (1) ïðè
îãðàíè÷åíèÿõ

g(t, x) = 0 (13)

è (4). Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ìåòîäå ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà:

Ïóñòü x∗(t) ìèíèìàëü â çàäà÷å (1), (13), (4) è ïóñòü
âåêòîðà

∇gi(t, x∗(t)), i = 1, . . . , m

ëèíåéíî íåçàâèñèìû äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t ∈ [t0.t1]. Òîãäà
x∗(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå Ýéëåðà � Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂ẋi
=

∂L

∂xi
, i = 1, . . . , n,

d

dt

∂L

∂λ̇i

=
∂L

∂λi
, i = 1, . . . , m,

ãäå
L(t, x, ẋ, λ) = f(t, x, ẋ) + 〈λ(t), g(t, x)〉.

Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè.
(4) Äîêàæèòå òåîðåìû 2 è 4 ãëàâû 2 ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðå-

ìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.

�3. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñî-

âðåìåííûé âàðèàíò îáùåé çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Èçíà÷àëüíî ýòà çàäà÷à âîçíèêëà èç ïîòðåáíîñòåé èíæåíåðîâ
è âîåííûõ è òîëüêî ïîòîì, êîãäà óæå áûëà çàëîæåíû îñíîâû
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, áûëî óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ýòî çàäà÷è èìåííî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Â îñíîâå òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëåæèò çíàìå-
íèòûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà, âûñêàçàííûé â ñåðåäèíå ïðîøëî-
ãî âåêà àêàäåìèêîì Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì â êà÷åñòâå ãèïîòåçû.
Íèæå â �3 èçëàãàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó S, ñîñòîÿíèå êîòîðîé â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t õàðàêòåðè-
çóåòñÿ òî÷êîé x(t) ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû S ïðîèñõîäèò âî âðåìåíè ïîä
äåéñòâèåì óïðàâëåíèé u(t), ïðèëàãàåìûõ ê S â ìîìåíò âðåìå-
íè t. Ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíòñâî
óïðàâëåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî Rm.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû S îïèñû-
âàåòñÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, âåêòîðíàÿ çàïèñü êîòîðîé èìååò âèä

ẋ = f(t, x, u), (1)

ãäå f = (f1, . . . , fn) � íåêîòîðàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ. Çàäà÷à
óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé S çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöè-
îíàëà

J(u) =

t1∫

t0

f0(t, x, u) dt, (2)

â êîòîðîì f0 � çàäàííàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âñå ôóíêöèè f0, f1, . . . , fn îïðå-

äåëåíû è íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñî
ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

∂f i

∂t
, i = 0, 1, . . . , n

è
∂f i

∂xj
, i = 0, 1, . . . , n, j = 1, . . . , n.

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå U ïðîñòðàíñòâà Rm.

Â òàêèõ óñëîâèÿõ ôîðìóëèðîâàííóþ âûøå çàäà÷ó áóäåì
íàçûâàòü çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ôîðìå Ë.Ñ.
Ïîíòðÿãèíà, à ìíîæåñòâî U � äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì. Íà
ïðàêòèêå ìíîæåñòâî U ÷àùå âñåãî áûâàåò êîìïàêòíûì ìíîæå-
ñòâîì, íàïðèìåð, m-ìåðíûì êóáîì; îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî
ôèçè÷åñêè îáû÷íî U � øêàëà óïðàâëåíèÿ íà ïóëüòå êàêîãî-
ëèáî ïðèáîðà.
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ïðåæäå âñåãî, åùå
ðàç êîðîòêî îáñóäèì âîïðîñ î ïðåáûâàíèè ÷åðíîé êîøêè â òåì-
íîé êîìíàòå.

Ïóñòü U(t0, t1) � ìíîæåñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [t0, t1] è ïðèíèìàþùèõ çíà-
÷åíèÿ â ìíîæåñòâå U . Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî U(t0, t1) �
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, åñëè êàæäîé ôóíêöèè
u ∈ U(t0, t1) ñîîòâåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1),
ïðèíàäëåæàùåå ê êëàññó C1(t0, t1) è óäîâëåòâîðÿþùåå íåêîòî-
ðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèÿþ

x(t0) = x0.

Îïðåäåëåííóþ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèþ u áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèåé óïðàâëåíèÿ, à ñîîòâåñòâóþùóþ åé êðèâóþ x � òðà-
åêòîðèåé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé x ∈
C1(t0, t1) çàäà÷è (1), (2) ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî U(t0, t1) íåïóñòî, ÷òî è ïðåäïîëàãàåòñÿ.
Ýòîãî, îäíàêî, íåäîñòàòî÷íî.

Ôóíêöèÿ u∗ êëàññà U(t0, t1) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì
óïðàâëåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîé äðóãîé ôóíêöèè u ∈ U(t0, t1)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

J(u∗) ≤ J(u).

Ïðè ýòîì òðàåêòîðèþ x∗, ñîîòâåòñâóþùóþ îïòèìàëüíîìó óï-
ðàâëåíèþ u∗, áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèåé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ãîâîðèò î ãëîáàëü-
íîì ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà (2), ÷òî ãîâîðèò î åùå îäíîì
ïðèíöèïèàëüíîì îòëè÷èè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îò
çàäà÷è Ëàãðàíæà.

Åñëè ìíîæåñòâî U(t0, t1) íåïóñòî, îíî, î÷åâèäíî, ñîâñåì
íå îáÿçàíî ñîäåðæàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u∗. ×òîáû ãà-
ðàíòèðîâàòü ýòî, íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ ðàññìàòèâàåìîé
çàäà÷è òåîðåìó, àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå 7 ãëàâû 1. Ïîñëåäíåå,
îäíàêî, äàëåêî âûõîäèò çà ðàìêè ââîäíîãî êóðñà. Ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì íåêîòîðîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ u∗.
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Íàðÿäó ñ ôàçîâûì âåêòîðîì x ââåäåì âåêòîð êàíîíè÷å-
ñêèõ ïåðåìåííûõ ψ = (ψ1, . . . , ψn), ñîïðÿæåííûõ ê x. Äëÿ ýòî-
ãî ïîëîæèì

H(t, x, ψ0, ψ, u) =
n∑

i=0

ψif
i(t, x, u), (3)

ãäå ψ0 � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à ψ1, . . . , ψn (êàê
ôóíêöèè âðåìåíè t) óäîâëåòâîðÿþò ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå

ψ̇i = −∂H
∂xi

, i = 1, . . . , n.

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì ñïîñîáîì ôóíêöèÿ H íàçûâàåòñÿ óðàâëÿ-
åìîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà. Ïðè ýòîì ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ H, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

H(t, x, ψ0, ψ) = max
u∈U

H(t, x, ψ0, ψ, u),

ãäå ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷-
êå u∗ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà U .

Â ñèëó ðàâåíñòâà (3) íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè x è
ψ óäîâëåòâîðÿþò êàíîíî÷åñêîé èëè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå

ẋi =
∂H

∂ψi
, ψ̇i = −∂H

∂xi
, i = 1, . . . , n. (4)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà). Åñëè u∗ �
îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (1), (2) è

x∗(t) = (x∗1(t), . . . , x∗n(t))

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ, òî íàéäåòñÿ òàêîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî ψ∗0 ≤ 0 è òàêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

ψ∗(t) = (ψ∗1(t), . . . , ψ∗n(t)),

÷òî:
(1) Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤ t ≤ t1 âñå âåëè÷èíû ψ∗0 è

ψ∗1(t), . . . , ψ∗n(t) íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî.
(2) Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤ t ≤ t1

H(t, x∗(t), ψ∗0 , ψ
∗(t), u∗(t)) = H(t, x∗(t), ψ∗0 , ψ

∗(t)).
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(3) Ôóíêöèè x∗ è ψ∗ óäîâëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêîé ñè-
ñòåìå (4).

(4) Íà êîíöàõ òðàåêòîðèè x∗ âûïîëíåíî óñëîâèå òðàíñ-
âåðñàëüíîñòè

[
n∑

i=1

ψ∗i δx
∗i −Hδt

]t1

t0

= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñîâñåì íåòðèâèàëüíî è, ïîòîìó,
çäåñü îïóñêàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [18]). Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â
ëþáîì ñëó÷àå îíî (äîêàçàòåëüñòâî) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì âàðèàöèé Ìàê-Øåéíà. Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèå
âàæíåéøèå îáñòîÿòåëüñòâà.

A) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 âåëè÷èíà ψ∗0 íå îïðåäåëåíà è,
åñëè ïðèíöèïèàëüíî íåëüçÿ ïðèíÿòü

ψ∗0 = −1,

òî
ψ∗0 = 0.

B) Åñëè êîíöû P = (t0, x0) è Q = (t1, x1) òðàåêòîðèè x∗

çàêðåïëåíû, òî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè çàìåíÿåòñÿ óñëîâè-
ÿìè

x∗(t0) = x0

è
x∗(t1) = x1.

C) Åñëè òî÷êè x0 è x1 çàêðåïëåíû, à âðåìÿ ïåðåõîäà èç
êîíöà P â êîíåö Q ñâîáîäíî, òî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè
ïðèíèìàåò âèä

[Hδt]t1t0 = 0.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè êîíåö P çàêðåïëåí, à êîíåö Q � íåò, òî

H(t1, x∗(t1), ψ∗0 , ψ
∗(t1)) = 0.

D) Åñëè êîíåö P çàêðåïëåí, à â êîíöå Q âðåìÿ t1 ñâîáîä-
íî è òî÷êà x1 ëåæèò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè M , èìåþùåé â x1

êàñàòåëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü Tx1M , òî
H(t1, x∗(t1), ψ∗0 , ψ

∗(t1)) = 0,
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à âåêòîð ψ∗(t1) îðòîãîíàëåí ê Tx1M .
E) Åñëè êîíåö P çàêðåïëåí, à â êîíöå Q òî÷êà x1 ñâîáîäíà

è âðåìÿ t1 çàêðåïëåíî, òî
ψ∗(t1)) = 0.

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî-
íàëà

J(u) =

t1∫

t0

f0(t, x1, x2, u) dt (5)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû S õàðàêòåðèçó-
åòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ1 = u (6)

è
ẋ2 =

√
1 + (u)2. (7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíöû P è Q â çàäà÷å (5)�(7) çàêðåï-
ëåíû. Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, îïèñàííîé ðàíåå â ïðèìåðå 6. Ïîýòîìó
çäåñü, âîîáùå ãîâîðÿ,

ψ∗0 = 0.

Â ñàìîì äåëå, óïðàâëÿåìàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà â çàäà÷å
(5)�(7) èìååò âèä

H(t, x1, x2, ψ0, ψ1, ψ2, u) =

= ψ0f
0(t, x1, x2, u) + ψ1u+ ψ2

√
1 + (u)2,

ãäå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ψ1 è ψ2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèÿì

ψ̇1 = −ψ0
∂f0

∂x1
(8)

è
ψ̇2 = −ψ0

∂f0

∂x2
. (9)

Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤ t ≤ t1, x
1, x2, ψ1 è ψ2 îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå u∗ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
∂H

∂u
= 0
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â ðàçâåðíóòîì âèäå èìåþùåìó âèä

ψ0
∂f0

∂u
+ ψ1 + ψ2

u√
1 + (u)2

= 0. (10)

Ñîãëàñíî ïðèìåðó 6 ïðè çàêðåïëåííûõ êîíöàõ P è Q ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u, äëÿ
êîòîðîé êðèâàÿ x(t) = (x1(t), x2(t)) ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (6), (7). Ïîýòîìó ñèñòåìà (8), (9) òàê-
æå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ(t) = (ψ1(t), ψ2(t)), ñîîòâåò-
ñòâóþùåå âñåì âîçìîæíûì u(t) è x(t), ïåðåâîäÿùèì ñèñòåìó
èç òî÷êè P â òî÷êó Q. Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤ t ≤ t1

ψ0
∂f0

∂u
= η(t), (11)

ãäå η � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ
íà îòðåçêå [t0, t1].

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ t0 ≤ t ≤ t1 ðàâåíñòâî (11) âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèåé f0 è ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèåé η. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ
ïðèíÿòü

ψ0 = 0.

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíûé àíàëèç ïðèìåðà 8 ïîêàçûâàåò,
÷òî çàìåíà

ẋ = u

âñåãäà ïîçâîëÿåò ñâåñòè îáùóþ çàäà÷ó âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëå-
íèÿ ê íåêîòîðîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòà çàäà÷à
(â îòëè÷èå îò çàäà÷è (1), (2)), âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ñîäåð-
æàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôàçîâûå êîîðäèíàòû è
óïðàâëåíèÿ. Ïîäîáíûå çàäà÷è, íàçûâàåìûå çàäà÷àìè îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ÷ðåç-
âû÷àéíî ñëîæíû è, ïîòîìó, çäåñü òîëüêî óïîìèíàþòñÿ (ñì.,
íàïðèìåð, [7]).

Çàäà÷à î îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè. Ðàññìîòðèì
÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé
ïðîáëåìà âûáîðà ψ∗0 îòñóòñòâóåò. Äëÿ ýòîãî, ïðåæäå âñåãî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ôóíêöèè f0 è f ÿâíî íå çàâèñÿò îò t



�3. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà 153

è áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó (1), (2) àâòîíîì-
íîé.

Îäíà èç îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé àâòîíîìíûõ çàäà÷ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ëåâûé êîíåö P çàêðåïëåí, à âðåìÿ
ðàáîòû ñèñòåìû ñâîáîäíî

H(x∗(t), ψ∗0 , ψ
∗(t)) ≡ 0. (12)

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
H(x∗(t1), ψ∗0 , ψ

∗(t1)) = 0

è òîãî ôàêòà, ÷òî çäåñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà íåèçáåæíî ïîÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî

H(x∗(t), ψ∗0 , ψ
∗(t)) ≡ const

(ñì., íàïðèìåð, [18]).
Çàìå÷àíèå. Ïðèíÿòîå âûøå òðåáîâàíèå àâòîíîìíîñòè íå

íàêëàäûâàåò íà íàñ êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé,
ïîñêîëüêó ââåäåíèå íîâîãî ïðåìåííîãî

ẋn+1 = 1, xn+1(0) = t0

âñåãäà ïðèâîäèò íåàâòîíîìíóþ çàäà÷ó ê àâòîíîìíîé. Áîëåå òî-
ãî, áîëüøèíñòâî âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå çàäà÷ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àâòîíîìíûìè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â àâòîíîìíîé çàäà÷å ñ çàêðåï-
ëåííûì ëåâûì êîíöîì è ñâîáîäíûì âðåìåíåì ïåðåõîäà

f0(x(t), u(t)) ≡ 1.

Ëþáóþ òàêóþ çàäà÷ó íàçûâàþò çàäà÷åé îá îïòèìàëüíîì áû-
ñòðîäåéñòâèè. Ñìûñë òàêîãî íàçâàíòÿ âïîëíå ïîíÿòåí, ïî-
ñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ôóíöêèîíàë (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðå-
ìÿ ïåðåõîäà èç òî÷êè P â òî÷êó Q, à ïðîñòåéøèì (è äðåâíåé-
øèì) ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ óæå óïîìèíàâøàÿñÿ
ðàíåå çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â ýòîé çàäà÷å
ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (12), à âåëè-
÷èíû ψ∗0 , ψ

∗
1(t), . . . , ψ∗n(t) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî.

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤ t ≤ t1

|ψ∗(t)| 6= 0, (13)
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òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðÿäó ñ ðàâåíñòâîì
|ψ∗(t)| = 0

âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ðàâåíñòâî
ψ∗0 = 0.

Ïîýòîìó óäàëèì èç çàäà÷è ψ0 (è, ñîîòâåòñòâåííî, ψ∗0), ïîëîæèâ
H̃(x, ψ, u) = H(x, ψ0, ψ, u)− ψ0

è
H̃(x, ψ) = H(x, ψ0, ψ)− ψ0.

Òîãäà â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1 èìååò ìå-
ñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Åñëè u∗ � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å
áûñòðîäåéñòâèè è

x∗(t) = (x∗1(t), . . . , x∗n(t))

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ âåê-
òîðíàÿ ôóíêöèÿ

ψ∗(t) = (ψ∗1(t), . . . , ψ∗n(t)),

÷òî:
(1) Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤ t ≤ t1 âûïîëíåíî óñëîâèå

(13).
(2) Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤ t ≤ t1 èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî
H̃(x∗(t), ψ∗(t), u∗(t)) = H̃(x∗(t), ψ∗(t)).

(3) Ôóíêöèÿ H̃ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
H̃(x∗(t), ψ∗(t)) ≡ const ≥ 0.

(4) Ôóíêöèè x∗ è ψ∗ óäîâëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêîé ñè-
ñòåìå

ẋi =
∂H̃

∂ψi
, ψ̇i = −∂H̃

∂xi
, i = 1, . . . , n.

(5) Åñëè òî÷êà x1 ëåæèò íà ãèïåðïîâåðõíîñòèM , èìå-
þùåé â x1 êàñàòåëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü Tx1M , òî
âåêòîð ψ∗(t1) îðòîãîíàëåí ê Tx1M .
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Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 2 âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò òåîðåìû 1
â òîì ñìûñëå, ÷òî åå óñëîâèÿ äàþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó îòíî-
ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ u∗, x∗, ψ∗ è t1.

Óïðàæíåíèÿ.
(1) Äîïîëíèòå ÷àñòíûå ñëó÷àè B)�E) ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà.
(2) Ïîêàæèòå, ÷òî çàìåíà

ẋi+n = u, i = 1, . . . , m,

ôîðìàëüíî ïðèâîäèò çàäà÷ó (1), (2) ê îáùåé çàäà÷å âàðè-
àöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

(3) Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ðåøèòå çà-
äà÷ó Äèäîíû è çàäà÷ó î áðàõèñòîõðîíå.

�4. Äâå ïðîñòåéøèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì
áûñòðîäåéñòâèè

Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
íåìíîãèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü áîëåå èëè ìåíåå ïðîäâèíóòûå ðåçóëüòàòû. Âìåñòå
ñ òåì, ýòà çàäà÷à ïîçâîëÿåò âûðàáîòàòü äîñòàòî÷íî òèïè÷å-
ñêèå íàâûêè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñî ñâîáîäíûì âðåìåíåì ïåðåõîäà è
èìååò îãðîìíîå ñàìîñòîÿòåëüíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Â �4
ïðèâåäåíû äâà ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ çàäà÷è î áûñòðî-
äåéñòâèè, âñåãäà âõîäèâøèõ â �äæåíòëüìåíñêèé íàáîð� ëþáî-
ãî, èçó÷àþùåãî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Êàê áóäåò ïîêàçàíî,
ýòè ÷àñòíûå çàäà÷è, õîòÿ è íîñÿò ÿðêî âûðàæåííûé ó÷åáíûé
õàðàêòåð, âïëîòíóþ ïîäâîäÿò íàñ ê ðåøåíèþ óæå ðåàëüíûõ
çàäà÷.

Óïðàâëåíèå óñêîðåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ðàñ-
ñìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè Ox ïîä
äåéñòâèåì óïðàâëåíèÿ u, óäîâëåòâîðÿþùåãî îãðàíè÷åíèþ

|u| ≤ 1. (1)

Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ
çàäàííûìè. Òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëåíèå, ïåðåîäÿùåå òî÷êó â
íà÷àëî êîîðäèíàò ïëîñêîñòè R2 ñ êîîðäèíàòàìè (x, ẋ) çà íàè-
ìåíüøåå âðåìÿ.



156 Ãë. 3. Îñíîâû îïòèìàëüíîãî óïðàëåíèÿ

Íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, èìåþùåãî íà ïåðâûé
âçãëÿä èñêëþ÷èòåëüíî ó÷åáíûé õàðàêòåð.

Ïðèìåð 9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè èìååò âèä

ẍ = u. (2)

Ïîëîæèì
x1 = x (3)

è
x2 = ẋ, (4)

÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (2) â âèäå ñèñòåìû
{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = u.

(5)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî óïðàâëÿåìàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H̃
äëÿ ñèñòåìû (5) èìååò âèä

H̃(x1, x2, ψ1, ψ2, u) = ψ1x
2 + ψ2u,

ãäå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ψ1 è ψ2 óäîâëåòâîðÿþò ñîïðÿ-
æåííîé ñèñòåìå {

ψ̇1 = 0,
ψ̇2 = −ψ1.

(6)

Ïîñêîëüêó
H̃(x1, x2, ψ1, ψ2) = max

|u|≤1
H̃(x1, x2, ψ1, ψ2, u),

òî â ñèëó òåîðåìû 2 âèäèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå t íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèè u∗

u∗(t) = +1, (7)

åñëè ψ2(t) > 0,
u∗(t) = −1, (8)

åñëè ψ2(t) < 0, è u∗(t) íå îïðåäåëåíî, åñëè åñëè ψ2(t) = 0.
Ïîñëåäíåå áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

u∗(t) = signψ2(t), (9)

èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî îáîçíà÷åíèå ñèãíóì-ôóíêöèè.
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666 ? ? ?

A) B)

Ðèñ. 4

Äëÿ îòûñêàíèÿ óïðàâëåíèÿ u∗ ïî ôîðìóëå (9) çàìåòèì,
÷òî ñîãëàñíî ñèñòåìå (6)

ψ2(t) = C1 + C2t,

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîýòîìó u∗(t) ìîæåò
ïåðåêëþ÷àòü ñâîå çíà÷åíèå ñ +1 íà −1 èëè îáðàòíî íå áîëåå
îäíîãî ðàçà.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, â êîòîðûõ óïðàâëåíèå u∗(t) îïðå-
äåëåíî u∗(t).

A) Ïóñòü u∗(t) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (7). Òîãäà ñèñòåìà
(5) ïðèíèìàåò âèä {

ẋ1 = x2,
ẋ2 = +1. (10)

Ðàçäåëèâ ôîðìàëüíî ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (10) íà âòî-
ðîå, çàïèøåì

dx1

dx2
= x2,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

x1 = (x2)2 + C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíîå ïîñòîÿííîå.
Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (10) ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàáîëû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 4, A), ãäå
ñòðåëêè ïîêàçûâàþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ âî âðåìåíè t.
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B) Ïóñòü òåïåðü u∗(t) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (8). Òîãäà
ñèñòåìà (5) ïðèíèìàåò âèä

{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −1. (11)

Òîãäà, ðàññóæäàÿ êàê è ðàíåå, èìååì
x1 = −(x2)2 + C,

ò.å. ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïà-
ðàáîëû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 4, B).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî èç âñåãî ñåìåéñòâà ïàðàáîë, èçîáðà-
æåííûõ íà ðèñ. 4, òîëüêî äâå ïðîõîäÿò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ

x1 = 0, x2 = 0

ñèñòåìû (5), ïðè÷åì òîëüêî îäíà äóãà êàæäîé èç íèõ âåäåò ê
öåëè. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû äóãà AO, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâ-
ëåíèþ (7), è äóãà BO, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëåíèþ (8), êîòî-
ðûå âåäóò â íà÷àëî êîîðäèíàò áåç ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, òîëüêî ñ êðèâîé AOB ìîæíî ïîïàñòü â íà-
÷àëî êîîðäèíàò íåïîñðåäñòâåííî. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
íóæíî ñíà÷àëà ïîïàñòü íà AOB è ïåðåêëþ÷èòü ïðè ïåðåõî-
äå íà ýòó êðèâóþ óïðàâëåíèå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå êðèâóþ AOB
íàçûâàþò ëèíèåé ïåðåêëè÷åíèÿ.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî (êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå) â ñèñòå-
ìå (5) ïðè èñïîëüçîâàíèè îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ
óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà
íåñëîæíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî âûøå êðèâîé AOB ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü óïðàâëåíèå (8), à íèæå � óïðàâëåíèå (7).

Çàìå÷àíèå. Îïèñàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ î áûñòðî-
äåéñòâèè äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà âñåãäà äàåò îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå êàê ôóíêöèþ ôàçîâûõ êîîðäèíàò. Çíà÷åíèå òàêî-
ãî ïðèíöèïà ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ, èçâåñòíîãî êàê ïðèíöèï
îáðàòíîé ñâÿçè, òðóäíî ïåðåîöåíèòü.

Óïðàâëÿåìàÿ îñòàíîâêà îñöèëÿòîðà. Äåéñòâóÿ êàê è
ðàíåå, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó, ñâÿçàí-
íóþ ñ óïðàâëåíèåì îñöèëÿòîðîì.
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Ïðèìåð 10. Óðàâíåíèå äèíàìèêè óïðàâëÿåìîãî îñöèëÿ-
òîðà èìååò âèä

ẍ+ x = u. (12)

Åñëè u(t) ≡ 0, òî óðàâíåíèþ (12) ñîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå
íåóïðàâëÿåìîãî îñöèëÿòîðà

ẍ+ x = 0. (13)

Íà ïëîñêîñòè R2 ñ êîîðäèíàòàìè (x, ẋ) ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ
óðàâíåíèåì (13), èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

x = 0, ẋ = 0. (14)

Ïîñêîëüêó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) èìååò âèä

x(t) = C1 sin t+ C2 cos t,

ïðè âûâîäå âíåøíåé âîçìóùàþùåé ñèëîé ñèñòåìû èç ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ (14) â íåé âîçíèêàþò íåçàòóõàþùèå ïåðèîäè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ò.å. çàäà÷à óïðàâëåíèÿ îñöèëÿòîðîì çàêëþ-
÷àåòñÿ áûñòðåéøåì �ãàøåíèè� êîëåáàíèé ïîñðåäñòâîì ïåðåâî-
äà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (14). Ïðè ýòîì
íà óïðàâëåíèå u ïî ïðåæíåìó íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ (1).
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Èñïîëüçóÿ çàìåíó (3), (4), ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (12) â âè-
äå ñèñòåìû {

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1 + u.

(15)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî óïðàâëÿåìàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H̃
äëÿ ñèñòåìû (5) èìååò âèä

H̃(x1, x2, ψ1, ψ2, u) = ψ1x
2 + ψ2(−x1 + u),

ãäå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ψ1 è ψ2 óäîâëåòâîðÿþò ñîïðÿ-
æåííîé ñèñòåìå {

ψ̇1 = ψ2,

ψ̇2 = −ψ1.
(16)

Ïîñêîëüêó
H̃(x1, x2, ψ1, ψ2) = max

|u|≤1
H̃(x1, x2, ψ1, ψ2, u),

òî â ñèëó òåîðåìû 2 âèäèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå t íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèè u∗

u∗(t) = signψ2(t), (17)

ãäå îáîçíà÷åíèå ñèãíóì-ôóíêöèè èìååò òîò-æå ñìûñë, ÷òî è â
ïðèìåðå 9.

Äëÿ îòûñêàíèÿ óïðàâëåíèÿ u∗ ïî ôîðìóëå (17) ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèå

ψ̈ + ψ = 0. (18)

Ïîñêîëüêó çàìåíà
ψ1 = ψ, ψ2 = ψ̇,

ïðèâîäèò óðàâíåíèå (18) ê ñèñòåìå (16), ìîæåì çàïèñàòü
ψ2(t) = S1 sin t+ S2 cos t,

ãäå S1 è S2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ñëåäîâàòåëüíî, u∗(t)
ìîæåò ïåðåêëþ÷àòü ñâîå çíà÷åíèå ñ +1 íà −1 èëè îáðàòíî êî-
íå÷íîå ÷èñëî ðàç, çàâèñÿùåå îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñèñòå-
ìû (15). Ïðè ýòîì, îäíàêî, åñëè óïðàâëåíèå u∗(t) îïðåäåëåíî,
òî ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ åãî ïîñòîÿíñòâà ðàâíî π.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, â êîòîðûõ óïðàâëåíèå u∗(t) îïðå-
äåëåíî.
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A) Ïóñòü
u∗(t) = +1. (19)

Òîãäà ñèñòåìà (15) ïðèìåò âèä
{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1 + 1. (20)

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (20) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìó
{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,

(21)

ê êîòîðîé çàìåíà (3), (4) ïðèâîäèò óðàâíåíèå (13). Ñèñòåìà
(20) îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû (21) òåì, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ ñèñòåìû (20) íàõîäèòñÿ â òî÷êå

x1 = +1, x2 = 0, (22)

à ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (21) � â òî÷êå
x1 = 0, x2 = 0. (23)

Åñëè x1 6= 0, òî ðàçäåëèâ ôîðìàëüíî ïåðâîå èç óðàâíåíèé
ñèñòåìû (21) íà âòîðîå, çàïèøåì

dx1

dx2
= −x

2

x1
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
(x1)2 + (x2)2 = (C)2, (24)

ãäå C � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
åñëè x2 6= 0, òî ðàçäåëèâ ôîðìàëüíî âòîðîå èç óðàâíåíèé ñè-
ñòåìû (21) íà ïåðâîå, çàïèøåì

dx2

dx1
= −x

1

x2
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â è ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ðàâíåñòâî
(24).

Òàêîì îáðàçîì, íà ïëîñêîñòè R2 ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2)
òðàåêòîðèè ñèñòåìû (21), îòëè÷íûå îò ïîëîæåèÿ ðàâíîâåñèÿ
(23), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (23) è
ðàäèóñîì C. Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî âèäåòü, íàïðàâëåíèå äâèæå-
íèÿ ïî ýòîì îêðóæíîñòÿì ñîâïàäàåò ñ äâèæåíèåì ïî ÷àñîâîé
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ñòðåëêå. Ïîýòîìó óðàâíåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (22) èìååò
âèä

(x1 − 1)2 + (x2)2 = (C)2, (25)
ãäå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïðè C 6= 0 ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëå-
íèåì äâèæåíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

B) Ïóñòü òåïåðü
u∗(t) = −1. (26)

Òîãäà ñèñòåìà (15) ïðèìåò âèä
{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1 − 1. (27)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (27)
íàõîäèòñÿ â òî÷êå

x1 = −1, x2 = 0. (28)

Ïîýòîìó äåéñòâóÿ êàê è ïðè âûâîäå ðàâåíñòâà (25), íåñëîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (22) çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

(x1 + 1)2 + (x2)2 = (C)2, (29)
â êîòîðîì íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïðè C 6= 0 òàêæå ñîâïàäàåò
ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (17) òîëüêî äâå òðàåêòîðèè ìîãóò ïðî-
õîäèò ÷åðåç òî÷êó (23) (ñì. ðèñ. 6). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó
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x1

x2

-
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-

¾

q q qPPPPPPPPO

A A1

B

P

Q

Ðèñ. 7

ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ u∗(t) (åñëè u∗(t)
îïðåäåëåíî) ðàâíî π, òî îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ (19) ñî-
îòâåòñòâóåò äóãà AO, à îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ (26) � äóãà
BO ñîîòâåñòâóþùèõ òðàåêòîðèé. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
òîëüêî ñ êðèâîé AOB ìîæíî ïîïàñòü â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
íåïîñðåäñòâåííî áåç ïåðåêëþ÷åíèé. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îáùåé êàðòèíû íóæíî ïðîäîëæèòü îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè
ñ ýòîé êðèâîé â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì íàïðàâëåíèþ äâèæå-
íèÿ ïî òðàåêòîðèÿì.

Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà äóãè BO (ñì. ðèñ. 7). Êàê
óæå îòìå÷àëîñü, èñïîëüçîâàíèå â ýòîé òî÷êå óïðàâëåíèÿ (26)
ïðèâîäèò ñèòåìó â íà÷àëî êîîðäèíàò áûñòðåéøèì îáðàçîì.
Âîçüìåì òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

x1 = +3, x2 = 0, (30)

è ïîñòðîèì äóãó AA1 îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (30) ðà-
äèóñà, ðàâíîãî åäèíèöå. ×åðåç òî÷êó P è òî÷êó, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ (22) ïðîâåäåì ïðÿìóþ äî ïåðå-
ñå÷åíèÿ åå ñ òî÷êîé Q äóãè AA1.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ âäîëü äóãè PQ ïî
çàìêíóòîé òðàåêòîðèè èç òî÷êè P â ñåáÿ ðàâíî 2π. Ïîñêîëü-
êó ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ u∗(t) (åñëè,
êîíå÷íî, u∗(t) îïðåäåëåíî) ðàâíî π, à ïî ïîñòðîåíèþ äóãà PQ
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Ðèñ. 8

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðîâíî ïîëîâèíó ñîîòâåòñòâóþùåé îêðóæ-
íîñòè, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè íà ýòîé äóãå îïòèìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå îïðåäåëåíî è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (19). Ïðè ýòîì
ïðîäîëæåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â íàïðàâëåíèè, ïðîòè-
âîïîëîæíîì íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, îò òî÷êè Q òðåáóåò ïðå-
êëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ ñ (19) íà (26) ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç
Q. Íî òàê êàê òî÷êà P íà äóãå âûáèðàëàñü BO ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì, èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïåðåêëþ÷åíèå îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç äóãó AA1

êàæäîé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè.
Âîçüìåì òåïåðü òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè

x1 = −3, x2 = 0, (31)

è
x1 = −5, x2 = 0. (32)

Ïîñòðîèì äóãè BB1 è B1B2 îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â òî÷êå
(31) è (32) ñîîòâåòñòâåííî; ïðè ýòîì ðàäèóñ êàæäîé èç ýòèõ
îêðóæíîñòåé îñòàâèì ðàâíûì, åäèíèöå (ñì. ðèñ. 8). Äåéñòâóÿ
êàê è ïðè ïîñòðîåíèè òî÷êè Q íà ðèñ. 7, íà ðèñ. (ñì. ðèñ. 8)
ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè (28) è Q; ïåðåñå÷åíèå ýòî
ïðÿìîé ñ äóãîé B1B2 îáîçíà÷èì ÷åðåç R.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ âäîëü äóãè RQ ïî
çàìêíóòîé òðàåêòîðèè èç òî÷êè R â ñåáÿ ðàâíî 2π. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ïîñòî-
ÿíñòâà óïðàâëåíèÿ u∗(t) (åñëè, êàê è ðàíåå, u∗(t) îïðåäåëåíî)
ðàâíî π, à äóãà ïî ïîñòðîåíèþ QR ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðîâíî
ïîëîâèíó ñîîòâåòñòâóþùåé îêðóæíîñòè, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
íà ýòîé äóãå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îïðåäåëåíî è çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé (26). Áîëåå òîãî, ïðîäîëæåíèå îïòèìàëüíîé òðàåê-
òîðèè â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèþ äâèæå-
íèÿ, îò òî÷êè R òðåáóåò ïðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ óæå ñ (26)
íà (19) ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç Q. Íî òàê êàê âûáîð òî÷êè
P , à, ñëåäîâàòåëüíî, è òî÷åê Q è R âûøå ïî ñóùåñòâó íå èã-
ðàë íèêàêîé ðîëè, òî ïåðåêëþ÷åíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ïðîèñõîäèò âñÿêèé ðàç, êîãäà ëþáàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç äóãó B1B2.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîñòðîèì äóãó A1A2 è
ïðîäîëæèì êðèâóþ B2OA2 íà âñþ îñü Ox1 (ñì. ðèñ. 9). Ïî-
ñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ïðîäîëæåíèå ñîñòîèò èç ïîëóîêðóæ-
íîñòåé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà è ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü R2 íà äâå
ïîëóïëîñêîñòè, îáëàäàþùèìè ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïðè
äâèæåíèè ïî ëþáîé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, íàõîäÿùåéñÿ â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, èñïîëüçóåòñÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
(26), à ïðè äâèæåíèè ïî ëþáîé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, íàõî-
äÿùåéñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
(19).

Òàêèì îáðàçîì, ëèíèåé ïåðåêëþ÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå êðèâîé B2OA2 íà îñü Ox1. Ïðè
ýòîì âðåìÿ ìåæäó ïåðåêëþ÷åíèÿìè íå ïðåâîñõîäèò π, à äâè-
æåíèå ïî ñàìîé ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèñõîäèò òîëüêî ïî äó-
ãàì AO è BO, âåäóùèì íåïîñðåäñòâåííî â íà÷àëî êîîðäèíàò.
Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà äóãå AO îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (19), à ïî äóãå BO � ïî ôîðìóëå (26). Îáùåå æå ÷èñëî
ïåðåêëþ÷åíèé çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî çäåñü (êàê è â
ïðèìåðå 9) îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîñòðîåíî ïî ïðèíöèïó
îáðàòíîé ñâÿçè.

Óïðàæíåíèÿ.
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(1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðèìåðà 9 óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ ñèñòåìû èìååò âèä

a0ẍ + a1ẋ + a2x = u. (33)

Ðåøèòå çàäà÷ó î áûñòðîäåéñòâèè äëÿ ñèñòåìû (33) â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

a0λ
2 + a1λ + a2 = 0

äåéñòâèòåëüíû, ðàçëè÷íû è
(a) îòðèöàòåëüíû;
(b) ïîëîæèòåëüíû.
Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå ñòàíäàðòíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû
ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [17]).

(2) Ðåøèòå çàäà÷è ïðèìåðîâ 9 è 10 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñè-
ñòåìó ñëåäóåò ïåðåâåñòè íå â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, à íà
îêðóæíîñòü

(x)2 + (ẋ)2 = C2

èçâíå.
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�5. Ëèíåéíûå îïòèìàëüíûå áûñòðîäåéñòâèÿ
Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè, â êîòîðîé óïðàâ-

ëÿåìàÿ ñèñòåìà ëèíåéíà, èìååò îãðîìíîå èñòîðè÷åñêîå çíà÷å-
íèå, ïîñêîëüêó èìåííî ñ íåå ôàêòè÷åñêè è íà÷èíàëîñü îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå (ñì. [18]). Áîëåå òîãî, êàê óæå îòìå÷à-
ëîñü, ýòà çàäà÷à âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò ìåòîäû ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ñî ñâîáîäíûì âðåìåíåì ïåðåõîäà è, ïîòîìó, èìååò òàêæå
îãðîìíîå ìåòîäè÷åñêîå çíà÷åíèå. È, íàêîíåö, íåñìîòðÿ íà êà-
æóùóþñÿ âíåøíþþ ïðîñòîòó äàííàÿ çàäà÷à è â íàøè äíè ïðî-
äîëæàåò èìåòü îãðîìíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè êîíñòðó-
èðîâàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Òàê, çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè
âîçíèêàåò âñÿêèé ðàç, êîãäà ñèñòåìó, ïîäâåðãøóþñÿ âíåøíåìó
âîçìóùåíèþ ñëåäóåò áûñòðåéøèì îáðàçîì âåðíóòü â íåêîòî-
ðîå æåëàåìîå ñîñòîÿíèå. Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî òðàäèöèîííîãî
ïðèìåðà îòìåòèì òàêæå çàäà÷ó î áûñòðåéøåì ïåðåõâàòå öåëè,
äâèæóùåéñÿ ïî èçâåñòíîé òðàåêòîðèè.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî, ïðèâåäåì
íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî
èçëîæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ôèêñèðîâàííóþ (n× n)-ìàòðèöó, ýëå-
ìåíòàìè êîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî
ðàç äèôôåðåíöèðóåìûå ïî âðåìåíè t ôóíêöèè ai

j . Äàëåå, ïóñòü
A′ � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ϕ̇ = Aϕ, (1)

ψ̇ = −A′ψ, (2)
â êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ψ(t) íå ðàâíî íóëþ òîæäå-
ñòâåííî. Ñ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (1), (2) ñâÿæåì ïðîñòðàíñòâà
Ψ è Π, êîòîðûå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðîñòðàíñòâî Ψ ÿâëÿåòñÿ (n − 1)-ìåðíûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì, çàâèñÿùèì îò t è ñîñòîÿùèì èç âåêòîðîâ n-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíûõ ê ψ(t). Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íàçîâåì ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òàêæå çàâèñÿùåå îò t è ñîñòîÿ-
ùåå èç òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñèñòåìû
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íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîðîâ. Åñëè ðàçìåðíîñòü
ïîñëåäíåãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n − 1 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t, òî
áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç Π. Ïðè ýòîì áóäåì ïèñàòü v ∈ Π
è ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð v ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå Π, åñëè îí
ëåæèò â Π ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t. Ïîäïðîñòðàíñòâî Π íàçîâåì
êîâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîãî âåêòîðà v ∈ Π

v̇ −Av ∈ Π.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïîäïðîñòðàíñòâî Π êîâàðèàíòíî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì Ψ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà

v(t) =
n−1∑

k=1

αk(t)ϕk(t), (3)

ãäå αk � ñêàëÿðíûå ôóíêöè, à ϕ1, . . . , ϕn−1 � ñèñòåìà ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1), îðòîãîíàëüíûõ ê ψ(t) ïðè
íåêîòîðîì çíà÷åíèè t = t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî êàæäîå
ïîäïðîñòðàíñòâî Ψ êîâàðèàíòíî. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðà v ∈ Ψ ñïðàâåäëèâà öå-
ïî÷êà ðàâåíñòâ

0 =
d

dt
〈v, ψ〉 = 〈v̇, ψ〉 − 〈v,A′ψ〉 = 〈v̇ −Av, ψ〉.

Ïîýòîìó
v̇ −Av ∈ Π.

Äàëåå, äëÿ ëþáîé ïàðû ôóíêöèé (ϕ,ψ), óäîâëåòâîðÿþùåé
ñèñòåìå (1), (2)

d

dt
〈ϕ,ψ〉 = 〈Aϕ,ψ〉 − 〈ϕ,A′ψ〉 = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ðàâåíñòâî
〈ϕ(t), ψ(t)〉 = 0

ñïðàâåäëèâî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè t = t0, òî îíî ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî ðåøåíèå
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ñèñòåìû (1), (2). Ïîýòîìó ϕ ∈ Ψ è, çíà÷èò, êàæäîå èç n−1 ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ϕk(t) ñèñòåìû (1) (òàêèå ðåøåíèÿ,
êàê èçâåñòíî, âñåãäà ñóùåñòâóþò) ïðèíàäëåæèò Ψ. Ñêàçàííîå,
î÷åâèäíî, îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Ψ äîëæíî ñîñòîÿòü
èç âåêòîðîâ âèäà (3). Âåðíî òàêæå è îáðàòíîå: åñëè âåêòîðà
ϕ1(t), . . . ϕn−1(t) ïîäîáðàíû òàê, ÷òî îíè òàêæå îðòîãîíàëüíû
ê ψ(t) ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè t = t0, îíè îðòîãîíàëüíû ê ψ(t)
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (1), (2), ò.å. ñèñòåìà âåêòîðîâ (3) îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî
Ψ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Π êîâàðèàíò-
íî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç $ íîðìàëüíûé ê íåìó åäèíè÷íûé âåêòîð.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðà v ∈ Π

〈v̇, $〉+ 〈v, $̇〉 =
d

dt
〈v,$〉 = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,
0 = 〈v̇ −Av,$〉 = −〈v, $̇〉 − 〈Av,$〉 = −〈v, $̇ +A′$〉.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîð 〈$ + A′$〉 îðòîãîíàëåí ê êàæäîìó
äèôôåðåíöèðóåìîìó âåêòîðó v ∈ Π. Ïîýòîìó ýòîò âåêòîð îð-
òîãîíàëåí ê ïîäïðîñòðàíñòâó Π è, çíà÷èò, îòëè÷àåòñÿ îò íîð-
ìàëüíîãî âåêòîðà $ òîëüêî ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì q.

Ïîäáåðåì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ λ âðåìåíè t òàê, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

d

dt
(λ$) +A′λ$ = (λ̇+ qλ)$ = 0;

ýòî, î÷åâèäíî, ìîæíî ñäåëàòü âñåãäà. Òîãäà âåêòîð λ$ ðàâåí
íåêîòîðó âåêòîðó ψ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî Π ñîâ-
ïàäàåò ñ ñîîòâåñòâóþùèì Ψ. ¤

Åñëè ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè t = t1 âåêòîð v ïðèíàæëå-
æèò ê ïîäïðîñòðàíñòâó Ψ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðè t = t1
âåêòîð v ïåðåñåêàåò Ψ, ÷òî îáîçíà÷èì ÷åðåç

v ∈ (t1)Ψ.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè çàäàíî íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k,
òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðè t = t1 âåêòîð v èìååò ïåðåñåñå÷åíèå
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ïîðÿäêà k ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì Ψ èëè êàñàíèå ïîðÿäêà (k − 1)
ñ ýòèì ïîäïðîñòðàíñòâîì, è ïèñàòü

v =k (t1)Ψ,

åñëè ïðè t = t1 âåêòîð v (k − 1) ðàç äèôôåðåíöèðóåì ïî t è
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈v, ψ〉 ðàâíî íóëþ âìåñòå ñî ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè ïî t äî ïîðÿäêà (k − 1). Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè ïîëîæèì

v ∈k (T )Ψ,

ãäå T � ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé tα, äëÿ êîòîðûõ íàòóðàëüíûå
÷èñëà kα óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

v ∈kα (tα)Ψ

è ∑
α

kα ≥ k.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (n−1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìûé âåêòîð
v ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè íå ñóùåñòâóåò
òàêîãî çíà÷åíèÿ t0 âðåìåíè t è òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Ψ, äëÿ
êîòîðûõ v èìååò ïåðåñå÷åíèå ïîðÿäêà n ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì
Ψ ïðè t = t0.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû (n−1) ðàç äèôôåðåí-
öèðóåìûé âåêòîð v áûë âåêòîðîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 âåêòîðà

(
d

dt
−A

)k

v, k = 0, . . . , n− 1 (4)

áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè t = t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî âåêòîðà ψ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(
d

dt

)k

〈v, ψ〉 =

〈(
d

dt
−A

)k

v, ψ

〉
. (5)

Â ñàìîì äåëå, ïðè k = 1 ýòî î÷åâèäíî. Ïðè ëþáîì æå
äðóãîì çíà÷åíèè k ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (5) ïðîâåðÿåòñÿ
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íåïîñðåäñòâåííî ïî èíäóêöèè. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü ïðåä-
ëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåê-
òîðîâ (4) ïðè êàêîì-ëèáî çíà÷åíèè t = t0 ýêâèâàëåíòíà òðå-
áîâàíèþ èõ îðòîãîíàëüíîñòè ê íåêîòîðîìó âåêòîðó ψ ïðè
t = t0. ¤

Çíà÷åíèå âåêòîðà îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ çàäà÷è îá îï-
òèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèèè òðóäíî ïåðåîöåíèòü, ïîñêîëüêó
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè T � îãðàíè÷åííîå áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âðåìåíè t, òî ñîîòíîøåíèå

v ∈∞ (T )Ψ

íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âåêòîðîâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïðèâåäåì

ýòî ïðåäïîëîæåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Åñëè

óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 íåâåðíî, òî èç ìíîæåñòâà T ìîæíî
âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé

t1, t2, . . . , tl, . . . ,

ïðè l →∞ ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó
t∗. Âäîëü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî îïðåäåëåíèþ

〈v, ψ〉 = 0. (6)

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (6) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè t = t∗.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ

çíà÷åíèÿìè tl è tl+1 íàõîäèòñÿ íóëü ïðîèçâîäíîé
d

dt
〈v, ψ〉. (7)

Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé (7) ïîñëåäíÿÿ
ðàâíà íóëþ è ïðè t = t∗. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðè t = t∗

ðàâíû íóëþ òàêæå âñå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêîâ äî n − 1 âêëþ-
÷èòåëüíî, ò.å. âåêòîð v íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ. ¤

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðåäëîæåíèå 3 ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé
ãîðàçäî áîëåå òîíêèé âèä.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñ
äåéñòâèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè è v � ïîñòîÿííûé
âåêòîð. Òîãäà ñîîòíîøåíèå

v ∈n (T )Ψ

íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè äëÿ êàêîãî ìíîæåñòâà T , åñëè íå
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå v ∈ Ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ñîîòíî-
øåíèå v ∈ Ψ ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

〈v, ψ〉 = 0. (8)

Äàëåå, ìàòðèöó A ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â âûðîæäåííóþ, ïî-
ëîæèâ

Ã = A− λE,

ãäå λ � ëþáîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A è E � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà. Òîãäà, åñëè ïðèíÿòü

ψ̃ = ψeλt,

òî (
d

dt
+ Ã′

)
ψ̃ = eλt

(
d

dt
+A′

)
ψ = 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñêàçàííîå äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïî-
ëîæèì òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà A âûðîæäåíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð a, òàêîé, ÷òî aA′ = 0 è, ñëåäî-
âàòåëüíî,

aψ̇ = −aA′ψ̇ = 0.
Ïîâåðíóâ, åñëè ýòî òðåáóåòñÿ, îñè ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî
íàïðàâëåíèå âåêòîðà a ñîâïàëî ñ íàïðàâëåíèåì îñè x1. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç v1 è A1 ñîîòâåòñòâåíî (n − 1)-ìåðíûé âåêòîð è
(n−1)× (n−1)-ìàòðèöó, ïîëó÷åííûå âû÷åðêèâàíèåì èç v è A
âû÷åðêèâàíåèì ïåðâîé êîìïîíåíòû è ïåðâîé ñòðîêè è ñòîëá-
öà. Òîãäà âåêòîð ψ îêàæåòñÿ â (n−1)-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå,
îðòîãîíàëüíîì ê îñè x1. Ïîýòîìó(

d

dt
+A′1

)
ψ = 0 (9)

è (
d

dt
+A′

)
ψ = 0. (10)
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Ïîñêîëüêó
d

dt
〈v, ψ〉 = 〈v, ψ̇〉,

òî óñëîâèå (8) âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = 1. Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâ
(9) è (10) ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 4 íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ïî èíäóêöèè. ¤

Çàäà÷à î ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ áûñòðîäåéñòâèÿõ.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ = Ax+Bu, (11)

ãäå A è B � ïîñòîÿííûå ñîîòâåòñòâåííî (n × n)- è (n × m)-
ìàòðèöû. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî U
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé ìíîãîãðàíèê, ïðè÷åì íà÷àëî
êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Rm ÿâëÿåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé.
Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè âðåìåíè t1 − t0 ïåðåõîäà
ñèñòåìû (11) èç çàäàííîé òî÷êè

x(t0) = x0 (12)

â íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Rn; ìèíèìèçàöèÿ, êàê è ðà-
íåå, îñóùåñòâëÿåòñÿ â ìíîæåñòâå U(t0, t1) êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Ïî âïîëíå ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì ñôîðìóëèðîâàííóþ âûøå
çàäà÷ó íàçûâàþò çàäà÷åé î ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ áûñòðî-
äåéñòâèÿõ. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë äàííîé çàäà÷è òàêæå ïðîçðà-
÷åí: ñèñòåìó (11) òðåáóåòñÿ áûñòðåéøèì îáðàçîì ïåðåâåñòè â
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

ẋ = Ax; (13)

ïðè ýòîì îáà óðàâíåíèÿ (11) è (13) êàê ïðàâèëî ÿâëÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè â âàðèàöèÿõ.

Áóäåì íàçûâàòü ðåáðîì ìíîãîãðàííèêà U êàæäóþ èç åãî
1-ìåðíûõ ãðàíåé. Îñíîâíîå äîïóùåíèå, êîòîðîå îáû÷íî ïðè-
íèìàþò â çàäà÷àõ î ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ áûñòðîäåéñòâèÿõ,
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Êàæäûé âåêòîð v, îïðåäåëÿìûé ðàâåí-
ñòâîì

v = Bw, (14)
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ãäå w � íàïðàâëåíèå îäíîãî èç ðåáåð ìíîãîãðàííèêà U , ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêòîðîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ýòî äîïóùåíèå, î÷åâèä-
íî, îòíîñèòñÿ òîëüêî ê êîíå÷íîìó ÷èñëó âåêòîðîâ. È, õîòÿ, íà
ïðàêòèêå âûïîëíåíèÿ äàííîãî äîïóùåíèÿ âñåãäà ìîæíî äî-
áèòüñÿ ñëåãêà ïîâåðíóâ ìíîãîãðàííèê, ïîñëåäíåå (êàê ýòî íè
ïå÷àëüíî) ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò èñïîëüçîâàíèå ïðèâåäåí-
íûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî (14) áó-
äåò âåêòîðîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî íàïðàâëå-
íèÿ w âåêòîðà

Bw,ABw, . . . , An−1Bw (15)
áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äëÿ ÷åãî íóæíà ëèíåéíàÿ íåçàâè-
ñèìîñòü âåêòîðîâ (15), ñòàíåò ÿñíî ÷óòü íèæå. Ïîêà ïåðåéäåì
ê âûÿñíåíþ ñòðóêòóðû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî,
ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî çäåñü ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èìååò
âèä

ψ̇ = −A′ψ, (16)
à óïðàâëÿåìàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà �

H̃(x, ψ, u) = 〈ψ,Ax+Bu〉.
Ïóñòü u∗ � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé çà-

äà÷å è ïóñòü x∗ � ñîîòâåòñâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ. Òîãäà ñîãëàñíî
òåîðåìå 2 íàéäåòñÿ òàêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

ψ∗(t) = (ψ∗1(t), . . . , ψ∗n(t)),

÷òî:
(1) Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤ t ≤ t1 âûïîëíåíî óñëîâèå

|ψ∗(t)| 6= 0.

(2) Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤ t ≤ t1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
〈ψ∗(t), Ax∗(t) +Bu∗(t)〉 = H̃(x∗(t), ψ∗(t)),

ãäå
H̃(x, ψ) = max

u∈U
〈ψ,Ax+Bu〉.

(3) Ôóíêöèÿ H̃ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
H̃(x∗(t), ψ∗(t)) ≡ const ≥ 0.
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(4) Ôóíêöèè x∗ è ψ∗ óäîâëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêîé ñèñòå-
ìå

ẋ = Ax+Bu, ψ̇ = −A′ψ.
(5) Â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t1 âûïîëíåíî óñëîâèå

x(t1) = 0. (17)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ u∗ òðåáóåòñÿ, ïðåæäå âñåãî,
î ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè

〈ψ,Ax+Bu〉 (18)

ïðè îãðàíè÷åíèè
u ∈ U. (19)

Çàäà÷à (18), (19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ çàäà÷ó ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàèÿ. Êàê îòìå÷àëîñü â ãëàâå 2, ýòà çàäà÷à
(ñ çàìåíîé ìàêñèìóìà íà ìèíèìóì è îáðàòíî) èìååò ðåøåíèå,
íàïðèìåð, åñëè ìíîãîãðàííèê U îãðàíè÷åí è èìååò íåïóñòóþ
âíóòðåííîñòü. Áîëåå òîãî, ðåøåíèå âñåãäà ëåæèò â îäíîé èç
âåðøèí ìíîãîãðàííèêà U , ò.å. ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t çíà÷å-
íèå u∗(t) ëåæèò â îäíîé èç âåðøèí U . Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ èìåííî â ýòîé âåðøèíå, åñëè òîëüêî
íè íà îäíîì èç ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåå ðåáåð ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå

〈ψ∗(t), Ax∗(t) +Bu∗(t)〉
íå ðàâíî ïîñòîÿííîé.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðèíÿòü ïðîòèâíîå, òî âû÷èòàíèåì
íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî íàïðàâëåíèå w òàêîãî ðåáðà óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ

〈ψ(t), Bw〉 = 0. (20)

Äàëåå, òàê êàê Bw � âåêòîð îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 3 ðàâåíñòâî (20) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî äëÿ
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà T çíà÷åíèé âðåìåíè t, ëåæàùèõ ìåæäó
t0 è t1. Ñëåäîâàòåëüíî, äîïîëíåíèå ê T íà (t0, t1) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåð-
âàëîâ

∆1, . . . ,∆k. (21)
Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ψ ðåøåíèå çàäà÷è
(18), (19) ëåæèò òîëüêî â îäíîé âåðøèíå, êîãäà t ïðèíàäëåæèò
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ê êàæäîìó èç èíòåðâàëîâ ìíîæåñòâà (21). Ïðè ýòîì, î÷åâèä-
íî, âñå ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u∗

ëåæàò â ìíîæåñòâå T .
Çàìå÷àíèå. Åñëè ìàòðèöà A èìååò òîëüêî äåéñòâèòåëüíå

ñîáñòâåíûå ÷èñëà, òî ñîëãàñíî ïðåäëîæåíèþ 4 îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå u∗ èìååò íå áîëåå ÷åì (n − 1) ìîìåíòîâ ïåðåêëþ-
÷åíèÿ, â êîòîðûå çíà÷åíèÿ u∗(t) ôóíêöèè u∗ ïåðåñêàêàâàþò
ñ îäíîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà U íà äðóãóþ âáîëü ðåáðà,
ñîåäèíÿþùåãî ýòè âåðøèíû è èìåþùåãî ôèêñèðîâàííîå íà-
ïðàâëåíèå w.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé íå ïðåâûøàåò
ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà (n − 1) íà ÷èñëî íåïàðàëåëëüíûõ ðåáåð
ìíîãîãðàííèêà U . Â ÷àñòíîñòè, åñëè U � êóá, òî ÷èñëî ïåðå-
êëþ÷åíèé íå ïðåâîñõîäèò m · (n− 1). Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü
ââèäó, ÷òî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóà-
öèé ïðèâåäåííàÿ âûøå îöåíêà ÷èñëà ïåðåêëþ÷åíèé îêàçûâà-
åòñÿ âåñüìà çàâûøåííîé. Ïîëó÷èòü æå áîëåå òîíêèå îöåíêè
(íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî) ïîêà íå óäàëîñü.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî óï-
ðàâëåíèÿ. Ëþáîå óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå òåîðåìàì 1
è 2, áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü ïîäîçðèòåëüíûì. Äëÿ óñòà-
íîâëåíèÿ áîëåå òîíêîé ñâÿçè ìåæäó ïîäîçðèòåëüíûìè è îïòè-
ìàëüíûìè óïðàâëåíèÿìè, ïðåæäå âñåãî, ñôîðìóëèðóåì è äî-
êàæåì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü u � ïîäîçðèòåëüíîå â çàäà-
÷å î ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ áûñòðîäåéñòâèÿõ óïðàâëåíèå è
ïóñòü ũ � ïðîèçâîëüíîå óïðàâëåíèå êëàññà U(t0, t1), ïåðåâîäÿ-
ùåå ñèñòåìó (11) èç òî÷êè (12) â òî÷êó (17). Òîãäà

u(t) = ũ(t) (22)

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t0 ≤ t ≤ t1 çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü,
íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì
v(t) = Bu(t)

è
ṽ(t) = Bũ(t)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(t) � (n×n)-ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ âðåìåíè,
îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå [t0, t1], ðàâíóþ åäèíè÷íîé ìàòðèöå
ïðè t = t0, è óäîâëåòâîðÿþùóþ ìàòðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ

Φ̇ = −ΦA.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷åðåç Φ′(t) îáîçíà÷èì (n× n)-ìàòðè÷-
íóþ ôóíêöèþ âðåìåíè, òàêæå îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå [t0, t1],
òàêæå ðàâíóþ åäèíè÷íîé ìàòðèöå ïðè t = t0, íî óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ ìàòðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Φ̇′ = AΦ′.

Òîãäà ïîñêîëüêó
d

dt
(ΦΦ′) = (−ΦA)Φ′ + ΦAΦ′

è Φ(t0)Φ′(t0) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t0 ≤
t ≤ t1 ìàòðèöà Φ′(t) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ Φ(t).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû
ϕ̇ = Aϕ̇

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ϕ(t0) = x0

èìååò âèä
ϕ(t) = Φ′(t)x0. (23)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðèíÿòûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåïè-
øåì ñèñòåìó (11) â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå

ẋ = Ax+ v(t) (24)

Òîãäà â ñèëó ìåòîäà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîãî ïîñòîÿííîãî è
ðàâåíñòâà (23) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
(12) áóäåì èñêàòü â âèäå

x(t) = Φ′(t)ξ(t),

ãäå
ξ(t0) = x0

è
Φ′ξ̇ = v. (25)
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Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (25) íà G(t) ñëåâà, ïîëó÷èì
ξ̇(t) = Φ(t)v(t),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (24) ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì (12) èìååò âèä

x(t) = Φ′(t)


x0 +

t∫

t0

Φ(τ)v(τ) dτ


 . (26)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ (26) ðåøåíèå ñèñòåìû
˙̃x = Ax̃+ v(t)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x̃(t0) = x0

èìååò âèä

x̃(t) = Φ′(t)


x0 +

t∫

t0

Φ(τ)ṽ(τ) dτ


 .

Íî òàê êàê ïî óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 5
x(t1) = x̃(t1)

îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
t1∫

t0

Φ(t)v(t) dt =

t1∫

t0

Φ(t)ṽ(t) dt. (27)

Óìíîæèì ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (27) íà ïîñòîÿí-
íûé âåêòîð ψ0. Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî
êàæäîå ðåøåíèå ψ(t) ñèñòåìû (16) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ψ(t0) = ψ0

èìååò âèä
ψ(t) = ψ0Ψ(t),

ïîëó÷èì
t1∫

t0

[〈ψ(t), v(t)〉 − 〈ψ(t), ṽ(t)〉] dt = 0. (28)
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Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ u � ïîäîçðèòåëüíîå óïðàâ-
ëåíèå, îíî ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ (18) ïðè îãðàíè÷åíèè (19).
Ïîýòîìó âîçüìåì â êà÷åñòâå ψ(t) âåêòîðíóþ ôóíêöèþ, ñîïðÿ-
æåííóþ ê òðàåêòîðèè x(t), çàäàâàåìîé ðàâåíñòâîì (26); â ýòîì
ñëó÷àå

H̃(x(t), ψ(t), u(t)) = 〈ψ(t), Ax(t) +Bu(t)〉 = H̃(x(t), ψ(t)),

ãäå
H̃(x, ψ) = max

u∈U
〈ψ,Ax+Bu〉.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (28)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

H̃(x(t), ψ(t), u(t))− H̃(x(t), ψ(t), ũ(t)), (29)

ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ
H̃(x(t), ψ(t), u(t))− H̃(x(t), ψ(t), ũ(t)) ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (22) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó íà
[t0, t1]. Ïðè ýòîì íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé âðåìåíè t, äëÿ êîòî-
ðîãî ðàçíîñòü (29) îáðàùàåòñÿ â íóëü, à

u(t) 6= ũ(t),

ìàêñèìóì â (18) ïðè îãðàíè÷åíèè (19) äîñòèãàåòñÿ íå â îäíîé
òî÷êå. Áîëåå òîãî, äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé t ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(20). Ïîñëåäíåå, îäíàêî, âîçìîæíî òîëüêî ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà çíà÷åíèé t. ¤

Òåïåðü â çàäà÷å î ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ áûñòðîäåéñòâè-
ÿõ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì î÷åðòèòü ñèòóàöèþ, êîãäà äîñòà-
òî÷íî óñåðäíûå ïîèñêè ÷åðíîé êîøêè â òåìíîé êîìíàòå ìîãóò
ïðèâåñòè óñïåõó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü u � ïîäîçðèòàåëüíîå óïðàâëåíèå, ïå-
ðåâîäÿùåå ñèñòåìó (11) èç òî÷êè (12) â òî÷êó (17). Òîãäà u
� îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ïðè÷åì åäèíñòâåííîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî â ôîðìó-
ëèðîâêå òåîðåìû 3 îòîæäåñòâëÿþòñÿ âñå óïðàâëåíèÿ, îòëè÷à-
þùèåñÿ ëèøü íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé âðå-
ìåíè t.
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Ïóñòü ũ � ïðîèçâîëüíîå óïðàâëåíèå, îïðåäåëåííîå íà îò-
ðåçêå [t0, t2], êîòîðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó (11) èç òî÷êè (12) â
òî÷êó

x(t2) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t2 ≤ t1, ò.å. ÷òî óïðàâëåíèå ũ ïåðåâîäèò
ñèñòåìó (11) â íà÷àëî êîîðäèíàò íå ìåäëåííåå, ÷åì óïðàâëå-
íèå u. Ïðîäîëæèì, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, óïðàâëåíèå ũ íà îòðåçîê
[t0, t1], ïîëîæèâ

ũ(t) = 0

ïðè t2 ≤ t ≤ t1; ïîñëåäíåå äåéñòâèå âïîëíå êîððåêòíî, ïî-
ñêîëüêó ìíîæåñòâî U ïî óñëîâèþ ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò
ïðîñòðàíñòâà Rm. Òîãäà ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5 äàííîå ïðî-
äîëæåíèå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t0 ≤ t ≤ t1 (çà èñêëþ÷åíèåì,
ìîæåò áûòü, íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (22). ¤

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 3 äàåò îäíî èç ïðîñòåéøèõ óñëî-
âèé ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà, êîòîðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
è óñëîâèåì åãî åäèíñòâåííîñòè. Çäåñü íåâîëüíî âñïîìèíàåòñÿ
óìèëèòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íåêàÿ ñòàðóøêà íåóâåðåííûìè
øàðêàþùèìè øàãàìè ñïóñêàåòñÿ â òåìíûé ïîäâàë, ïûòàÿñü
íàéòè ñâîåãî íåíàãëÿäíîãî óãîëüíîãî-÷åðíîãî Ïóøêà. Åñëè â
ïîäâàëå åùå îñòàëàñü ñìåòàíà, âåñüìà âîçìîæíî, ÷òî Ïóøîê
îêàæåòñÿ åäèíñòâåííûì åãî îáèòàòåëåì, èáî, êàê ïîåòñÿ â èç-
âåñòíîé ïåñåíêå, óæå â òå ñòàðîäàâíèå âðåìåíà �... êîòà íåíà-
âèäåë âåñü äîì�.1

Åñëè æå ïîäõîäèòü ê îáñóæäåíèþ ýòîãî âîïðîñà áîëåå
ôîðìàëüíî, òî î ñèëå òåîðåìû 3 äîñòàòî÷íî êðàñíîðå÷èâî ãî-
âîðèò âåñü �4, îñîáåííî óïðàæíåíèå 1 (ñì. òàêæå ïðèâîäèìîå
íèæå óïðàæíåíèå 2).

Óïðàæíåíèÿ.
(1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîãðàííèê U çàäàåòñÿ ñèñòåìîé

íåðàâåíñòâ

|ui| ≤ 1, i = 1, . . . , m.

1Çà èñêëþ÷åíèåì, ðàçóìååòñÿ, ñòàðóøêè!
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Ðàññìàòðèòå çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè, çà-
êëþ÷àþùóþñÿ â ïåðåâîäå ñèñòåìû

ẋ = f(x) + G(x)u

èç òî÷êè (12) â òî÷êó (17); çäåñü f = (f1, . . . , fn) � íåêîòî-
ðàÿ âåêòîðíàÿ, à G � äåéñòâèòåëüíàÿ (n ×m)-ìàòðè÷íàÿ
ôóíêöèè, ïðè÷åì è f , è G, ñ÷èòàþòñÿ îïðåäåëåííûìè è
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè â ïðîñòðàíñòâå Rn.

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å î ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ áû-
ñòðîäåéñòâèÿõ âñå ñîáñòâåíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èìåþò
íåîòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Ïîêàæèòå, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ Rn îïòèìàëüíîå ïî
áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèå ñóùåñòâóåò.
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