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Исследование проблем прочности и разрушения твердых тел и в настоя-
щее время представляется важной как в теоретическом, так и в прикладном
плане задачей. В каждой отдельной отрасли механики деформируемого твердо-
го тела (имеются в виду теория упругости, теория пластичности, теория вязко-
упругости и ползучести) созданы основополагающие концепции и разработаны
эффективные методы оценки прочности и условий разрушения. Неоспорим су-
щественный вклад российских ученых в эту область механики. Следует однако
признать, что со времени выхода в свет классических монографий, посвящен-
ных механике разрушения, минуло почти тридцать лет, и не было бы большим
преувеличением сказать, что мы ощущаем потребность в издании книг, в ко-
торых с современных позиций были бы изложены и классические основы ме-
ханики разрушения, и новейшие достижения в этой области, особенно в части,
касающейся нелинейных связанных моделей и задач механики разрушения.

При создании данной монографии перед авторами возникла сложная про-
блема. С одной стороны, читатель в условиях огромного количества публикаций
по механике разрушения, разбросанных по разным статьям и монографиям,
часто вообще недоступных для прочтения, с целью устранения трудностей по
переработке гигантского массива информации предпочел бы иметь универсаль-
ную книгу—пособие. С другой стороны, понятно желание авторов более подроб-
но обсудить ключевые положения, методы и результаты нелинейной механики
разрушения и представить результаты собственных научных исследований. В
связи с этим представляемая монография может рассматриваться как компро-
мисс между указанными двумя факторами. Именно поэтому в книге читатель
может найти современное видение механики разрушения как единой науки, все
основные ее достижения, и, кроме того, новейшие результаты в этой области,
комплексное изложение которых в рамках научной монографии осуществляет-
ся, по-видимому, впервые. Именно по этой причине издание книги было поддер-
жано Российским фондом фундаментальных исследований.

Новые результаты, которые авторы сочли нужным включить в данное изда-
ние, группируются вокруг следующих вопросов: решение нелинейных краевых
задач о локализации необратимых деформаций и концентрации напряжений
методом годографа; численный анализ проблемы влияния удаленной зоны ло-
кализации необратимых деформаций на состояние трещины; асимптотический
анализ напряжений и деформаций у вершины растущей в процессе ползучести
трещины; постановка и решение связанных задач (в связках пластичность—по-
врежденность, ползучесть—поврежденность), в том числе и с учетом возмож-
ной анизотропии распределения поврежденности по ориентациям.

Особенно необходимо акцентировать внимание читателя на этой последней
группе результатов. Известно, что важность связанного анализа для механики
разрушения была в свое время осознана Ю. Н. Работновым, им же анализи-
ровались связанные уравнения теории ползучести и поврежденности, представ-
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ленной скалярным параметром — параметром поврежденности. Не требует осо-
бых комментариев тот факт, что связанные задачи механики деформируемого
твердого тела на порядок сложнее, нежели таковые в несвязанной постановке.
Проявление и изучение эффектов связности есть основной предмет заключи-
тельной главы книги. В этой области авторами монографии, принадлежащими
школе Ю. Н. Работнова, получен ряд важных и многообещающих результатов.

Возьму на себя смелость утверждать, что монография — единственное в сво-
ем роде издание, содержащее оригинальные методы связанного анализа, с по-
мощью которых удалось получить оценки влияния поврежденности на напря-
женно-деформированное состояние кончика трещины и скорость развития уста-
лостных трещин, а также трещин, развивающихся в процессе ползучести, и
исследовать геометрию поврежденной зоны.

Заключая свое предисловие, хочу выразить свою уверенность в том, что
представляемая монография займет достойное место в ряду книг, посвящен-
ных механике разрушения, и будет высоко оценена как специалистами в этой
области, так и университетской средой, для которой оригинальность, ясность и
последовательность изложения возможно будет определяющим фактором.

Москва, сентябрь 2000 г. Чл.-корр. РАН С. А. Шестериков
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Предисловие

Представляемая работа1 возникла на базе исследований, выполненных в по-
следнее десятилетие в Самарском государственном университете по проблемам
разрушения и накопления повреждений в твердых телах. Кроме результатов
оригинальных исследований мы сочли целесообразным изложить также и со-
временное видение классических разделов механики разрушения.

Интерес к проблемам разрушения не ослабевает ввиду их огромного при-
кладного значения. В настоящее время подавляющее число публикаций по ме-
ханике деформируемого твердого тела в той или иной степени касается проблем
разрушения и развития повреждений. На русском языке имеется ряд прекрас-
но зарекомендовавших себя монографий по механике разрушения [63], [175],
[117], [26], [155], [120], [98], подробный для времени своего написания обзор ра-
бот [114] и известный семитомник ”Разрушение” под редакцией Г. Либовица.
Однако большинство книг 70-х и 80-х годов по механике разрушения следует
признать по вполне понятным причинам в значительной мере устаревшими.
Именно поэтому мы решились на переизложение практически всего основного
массива той ветви механики твердого тела, которую принято называть механи-
кой разрушения.

Работа отражает почти тридцатилетний опыт преподавания механики раз-
рушения и накопления повреждений кафедрой механики сплошных сред. В
рамках единой схемы приводится практически полное изложение как линей-
ной, так и нелинейной механики разрушения, включая как традиционные, так
и новые идеи, методы и результаты этой науки. Современная нелинейная меха-
ника разрушения отличается исключительным динамизмом развития, поэтому
подобные работы просто необходимы для лиц, профессионально исследующих
проблемы разрушения твердых тел. Мы также надеемся, что монография ока-
жется полезной и для изучающих механику разрушения в рамках дисциплин
специализации на механико-математических факультетах классических универ-
ситетов, и для тех, кто впервые знакомится с основами механики разрушения
и накопления повреждений в твердых телах в рамках программы технических
университетов по механике деформируемого твердого тела.

Несколько слов о форме представления излагаемого материала. Книга состо-
ит из большого количества разделов, объединенных, если они связаны между
собой с точки зрения содержания и логики изложения, в более крупные эле-
менты. Для идентификации разделов использованы три номера и в некоторых
случаях— литера: первый — указывает на номер главы, второй — на порядко-
вый номер цикла разделов внутри главы, третий — представляет номер разде-
ла, литера— на часть раздела, оформленную как отдельная проблема, часто
представляющая и самостоятельный интерес— теоретический или прикладной.

Для идентификации формул используются два номера: первый— указывает

1E-версия располагается на сервере Самарского государственного университета и может быть найдена по
web-адресу: http://www.ssu.samara.ru/˜radayev/fracture.html
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на порядковый номер раздела (и в точности совпадает с третьим идентифици-
рующим раздел номером), содержащего формулу, второй — на номер формулы
внутри раздела. Поэтому при указании на формулу из другого раздела книги
всегда приводится и полный тройной идентификатор того раздела, на формулу
из которого дается ссылка.

Для удобства пользования в конце книги помещается список важнейших
обозначений, устанавливаются система обозначения и правила оперирования с
индексами, а также определения дифференциальных операторов, специальных
тензоров и символов.

Нумерация уравнений— двойная: первый номер указывает на порядковый
номер раздела, второй — на порядковый номер уравнения внутри раздела.

Нумерация рисунков — сквозная по всему тексту книги.
Несколько слов о структуре работы: она разделена на четыре главы:

— Введение в механику разрушения;
— Основные понятия и уравнения механики разрушения;
— Нелинейная механика разрушения: основные методы и результаты;
— Связанные задачи нелинейной механики разрушения.

Для облегчения восприятия книги мы сочли целесообразным включить че-
тыре приложения, в которые вынесен вспомогательный материал, помещенный
отдельно, чтобы не прерывать ход основного изложения.

Добавление к книге содержит основные сведения о высокоточных интер-
ференционных методах измерения деформаций твердых тел, применяемых в
современной механике деформируемого твердого тела, в частности, для экспе-
риментальной проверки теоретических положений и результатов механики раз-
рушения. Приводимые там экспериментальные данные получены в лаборатории
лазерной интерферометрии кафедры механики сплошных сред Самарского го-
сударственного университета.

В первой главе —Введение в механику разрушения—рассмотрены раз-
личные аспекты проблемы концентрации напряжений в твердых телах около
вырезов различной формы.

Мы не ограничились здесь только двумерными задачами о концентрации на-
пряжений. Приводится (1.2) также метод Эшелби (J. D. Eshelby), позволяющий
расчитывать возмущение упругого поля в теле с эллипсоидальным вырезом.
Этот классический метод был развит Эшелби в ряде работ и в настоящее вре-
мя признан самым эффективным для оценки влияния эллипсоидальных дефек-
тов на напряженно-деформированнное состояние линейно упругих изотропных
сред. Схема Эшелби проста и допускает тензорную формализацию. Ясно, что
с помощью эллипсоидов поддаются моделированию и иглообразные, и дискооб-
разные, и порообразные дефекты. Поэтому расчетная схема Эшелби и сейчас
привлекает к себе внимание.

Достаточно подробно в разделе 1.2.3 исследована проблема взаимодействия
дефектов и включений с внешним упругим полем. Рассмотрение подобных за-
дач естественно приводит к необходимости вычисления энергии взаимодействия
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включения с упругим полем и позволяет ввести понятие о конфигурационной
силе, характеризующей воздействие внешнего поля на включение или дефект,
не прибегая при этом к аппарату инвариантных интегралов теории упругости,
которые, как известно, являются в теоретическом аспекте основой механики раз-
рушения. Несколько позже (1.4) рассматривается вопрос об энергии взаимодей-
ствия сферических (или эллипсоидальных) дефектов, помещенных в сингуляр-
но возмущенное их присутствием внешнее упругое поле. Основным результатом
здесь является асимптотическая зависимость энергии парного взаимодействия
сферических включений в изотропной упругой среде по закону шестой степени
расстояния между центрами этих включений.

Применение граничных интегральных представлений упругих полей обсуж-
дается в разделе 1.3, где дано решение проблемы нахождения асимптотики
дальнего поля в теле с дефектом. Эта проблема в некотором смысле противо-
положна проблеме оценки концентрации напряжений, поскольку интерес пред-
ставляет не локальное поле вблизи дефекта, а асимптотика упругого поля на
значительном удалении от области концентрации напряжений.

Во второй главе —Основные понятия и уравнения механики разру-
шения, — которая по существу является вводной в собственно механику раз-
рушения, мы воспроизводим классические результаты по анализу напряжен-
но-деформированного состояния вблизи вершины трещины каждого из трех
основных типов. Здесь также помимо двумерных задач (см. разделы 2.1.1 и
2.1.2) и прямолинейных трещин в 2.1.3 даны асимптотики пространственных
упругих полей при приближении к криволинейному краю трещины. Общий ре-
зультат здесь состоит в следующем: исследование особенностей решений уравне-
ний теории упругости в окрестности криволинейного края дефекта или трещи-
ны сводится к анализу двух двумерных задач в плоскости, нормальной краю,
о плоской деформации и антиплоском сдвиге. При этом в уравнениях теории
упругости, сформулированных в естественной локальной координатной систе-
ме, связанной с краем трещины, нужно удерживать лишь главные члены, не
влияющие на характер особенности решения, которая в случае трещины с кри-
волинейным краем сохраняет свою традиционную корневую структуру.

Приоритет при анализе двумерных задач теории трещин мы отдаем двум
методам: методу комплексных потенциалов и методу разложений по собствен-
ным функциям. Ключевое понятие и основной характерный параметр механики
разрушения— коэффициент интенсивности напряжений— определяется с помо-
щью асимптотик поля напряжений при приближении к вершине трещины в
2.1.1 и 2.1.2. Формулы расчета коэффициентов интенсивности напряжений
для трещин трех основных типов в неограниченной упругой среде получены
на основании решения смешанной задачи теории аналитических функций для
верхней полуплоскости и обсуждаются в разделе 2.1.4.

Далее в разделе 2.1.5 приводятся выражения для коэффициентов интенсив-
ности напряжений в ряде практически важных случаев. Однако приводимые
здесь сведения по необходимости минимальны. Так, например, анализ влияния
трещин на распределение напряжений в телах в условиях деформации круче-
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ния ограничивается лишь небольшим количеством примеров, поскольку исчер-
пывающее изложение этого круга вопросов дано в монографии [4], которая с
момента своего издания в 1963 г. рассматривается как энциклопедическое руко-
водство по предмету и к настоящему времени остается непревзойденной по коли-
честву собранного материала, обработке идей, методов и результатов (особый
интерес представляют исторический обзор и комментарии, сопровождающие
изложение). Вообще вычислению и оценке коэффициентов интенсивности на-
пряжений посвящена обширная литература, в которой приводятся результаты
для огромного количества конфигураций трещин в телах различной геометрии
и в условиях разнообразных состояний их деформации2.

Ряд классических результатов по исследованию динамического распростра-
нения трещин в упругой среде рассматривается в 2.2.

В частности, в разделе 2.2.2 с помощью метода разложения по собственным
функциям получены асимптотики локально стационарного поля напряжений у
вершины распространяющейся с постоянной скоростью трещины каждого из
трех основных типов и определены динамические коэффициенты интенсивно-
сти напряжений. Исследование локально стационарного динамического упруго-
го поля с успехом может быть реализовано на базе комплексного представления
Л. А. Галина, рассмотренного в 2.2.3.

В разделе 2.2.4 мы кратко обсуждаем результаты, относящиеся к поведению
нестационарного упругого поля у вершины динамически распространяющейся
трещины. Решение двумерной задачи о распространении в упругом теле пря-
молинейной полубесконечной трещины с переменной скоростью получено Б.
В. Костровым в 1974 г. методом интегральных преобразований. Оказывается,
что асимптотическая структура поля напряжений у вершины прямолинейной
трещины, распространяющейся с постоянной скоростью по прямолинейной тра-
ектории, проанализированная в 2.2.2, обладает достаточной общностью в том
плане, что если рассматривать динамическое развитие трещины по криволи-
нейной плоской траектории с переменной скоростью, не превышающей скорость
волн Рэлея (J. W. Rayleigh), то, вводя локальную систему координат, связанную
с вершиной трещины, можно показать, что угловое распределение сингулярных
асимптотик напряжений не отличается от таковых при стационарном распро-
странении прямолинейной трещины. Следовательно, асимптотики напряжений,
приведенные в разделе 2.2.2, можно применять и для нестационарного разви-
тия трещины, не забывая при этом о том, что теперь динамические коэффи-
циенты интенсивности напряжений зависят от мгновенного значения скорости
движения вершины трещины.

Заканчивается вторая глава расчетом (2.3.1) скорости освобождения упру-
гой энергии, обусловленной развитием трещины в упругом теле, и доказатель-
ством эквивалентности энергетического и силового критериев хрупкого разру-
шения (2.3.2).

Несмотря на многообразие процессов, происходящих у вершины трещины,
процесс роста макротрещины может быть описан количественно более или ме-

2См., например, двухтомный справочник по коэффициентам интенсивности напряжений [160].
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нее точно на основе уравнения виртуального энергетического баланса, сформу-
лированного для виртуального изменения длины трещины. Этот подход восхо-
дит к классическим работам А. А. Гриффитса (A. A. Griffith), который по праву
может считаться основоположником механики разрушения. Гриффитс записал
уравнение энергетического баланса для упругого тела с трещиной, когда энер-
гия при распространении трещины расходуется только на образование новых
свободных поверхностей. Ясно, что учет локализации необратимых деформа-
ций перед вершиной трещины неизбежно приводит к изменению соотношений
баланса энергии и требует формулировки иных критериев разрушения. Тем не
менее разрушение металлов часто тоже можно считать практически хрупким
(квазихрупким), если размер пластической зоны мал по сравнению с длиной
трещины.

Вторая глава, как это можно заключить ознакомившись с ее содержани-
ем, содержит все основные классические концепции механики разрушения и
уравнения, необходимые для формулировки и решения ее прикладных задач.
По существу ее можно рассматривать как краткое изложение основ механики
разрушения, вполне пригодное для первоначального их изучения. С точки зре-
ния логики изложения эта глава имеет, конечно же, вспомогательный характер:
главная цель ее написания— установить общую концептуальную основу, единую
терминологию и привести все результаты, составляющие фундамент механики
разрушения.

Третья глава книги—Нелинейная механика разрушения: основные
методы и результаты— открывается (3.1) выводом законов сохранения для
тел с трещинами, реализованным в наиболее общем варианте, т.е. с учетом
конечности деформаций и возможного динамического развития трещин. Мы
избрали здесь каноническую форму записи законов сохранения, терминологию
и обозначения, предложенные в монографии [284].

Преимущества подобного выбора очевидны: вполне строгий вывод законов
сохранения импульса и энергии в геометрически нелинейном случае, ясное опре-
деление конфигурационной силы, действующей со стороны внешнего упругого
поля на трещину, и, наконец, естественный вывод основных инвариантных инте-
гралов статической и динамической нелинейной теории упругости. Мы отдаем
себе отчет в том, что в литературе на русском языке, посвященной механике
разрушения, канонический формализм [284] вообще не применяется, хотя пре-
имущества его, на наш взгляд, очевидны и неоспоримы. С его помощью удает-
ся достаточно быстро прийти к обобщению большинства классических резуль-
татов механики разрушения на случай конечных деформаций и нелинейных
определяющих законов, и при этом выявить то базовое уравнение, из которо-
го выводятся все энергетические соотношения и линейной, и нелинейной тео-
рии— уравнение баланса полной энергии внутри фиксированной области про-
странства Эйлеровых переменных, сформулированного с помощью Лагранже-
вых переменных (см. раздел 3.1.4, уравнение (4.10)). Именно по этой причине
обратное Лагранжево описание деформации тела и каноническая формализа-
ция законов сохранения оказываются идеально приспособленными для целей
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нелинейной механики разрушения и позволяют наиболее рациональным спосо-
бом вывести инвариантные интегралы, которые вне всякого сомнения являются
не только ее теоретическим базисом, но и важным (а иногда и единственным)
инструментом решения многих прикладных задач.

Мы сочли целесообразным посвятить специальный и довольно большой раз-
дел 3.2 нелинейной теории упругости, переизложив ее как физическую теорию
поля в духе классического курса [77]. Такая необходимость продиктована жела-
нием более подробно осветить смысл инвариантных интегралов как одного из
проявлений инвариантности функционала действия по отношению к тем или
иным группам преобразований пространственно-временного многообразия.

В формальном плане все традиционные, не зависящие от пути интегриро-
вания инварианты механики разрушения могут быть получены прямым при-
менением теоремы Нетер (E. Noether) (см. 3.2.4) к функционалу действия для
упругой среды.3 Линейно упругий случай рассматривается отдельно в 3.2.2, све-
дения по нелинейной теории даны в 3.2.5, 3.2.6 и 3.2.7. В принципе, формально
возможен вывод всех инвариантных интегралов и построение всей нелинейной
механики разрушения на основе анализа групп инвариантности и обобщенных
симметрий функционала действия, но такой путь мы считаем менее предпо-
чтительным, чем тот, который изложен в 3.1. Тем не менее включение этого
материала в книгу оправдано тем, что в русскоязычной литературе по механи-
ке разрушения существует значительный пробел в анализе этой проблематики,
который мы надеемся восполнить.

Расчет инвариантного J-интеграла— важнейшего параметра механики раз-
рушения— является предметом рассмотрения в 3.3. Мы сочли уместным вклю-
чить помимо традиционного J-интеграла некоторые его обобщения. В этом раз-
деле, а также в последующем изложении (особенно 3.8 и 3.10) читатель найдет
большое количество расчетных формул и примеров применения инвариантных
интегралов к статическим и динамическим задачам о трещинах.

Анализ напряженно-деформированного состояния у вершины трещины в
идеально упругопластическом теле и все относящиеся к этой тематике резуль-
таты отражены в разделе 3.4.

Раздел 3.4.3 целиком посвящен скорее нетрадиционным для механики раз-
рушения вопросам, связанным с анализом предельного равновесия тел, что ха-
рактерно для теории пластичности. С точки зрения механики разрушения здесь
наибольший интерес представляет собой расчет разрушающей нагрузки для тел
с вырезами различной формы и возможный кинематический механизм разру-
шения.

Отдавая дань традиции, в 3.4.4 рассматривается классическая схема Ирви-
на (G. R. Irwin) приближенного расчета зоны локализации пластических дефор-
маций перед вершиной трещины.

Затем (3.4.5–3.4.9) приводятся решения статических уравнений теории пла-
3До недавнего времени теорема Нетер служила единственным общим методом нахождения законов сохра-

нения уравнений, следующих из вариационного принципа. В настоящее время развиты более общие методы,
основанные не теориях высших и обобщенных симметрий. Современное изложение этого круга вопросов дано
в монографии [154].
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стичности, как правило, без исследования вопроса о возможности продолжения
поля напряжений в пластической зоне в жесткие (или упругие) зоны и построе-
ния согласованного совместного поля деформаций. Поэтому все решения этого
раздела следует классифицировать как неполные. Большая коллекция резуль-
татов, связанных с анализом напряжений и деформаций у вершины трещины
в упругопластическом теле, приводится в известной монографии Б. Д. Аннина
и Г. П. Черепанова [1].

Отметим также результаты, приведенные в 3.5, по применению метода го-
дографа для вычисления концентрации напряжений для тел с симметричными
вырезами в условиях плоской пластической деформации. Локализация пласти-
ческих деформаций и концентрация напряжений в условиях плоского дефор-
мированного состояния могут быть проанализированы на основе метода годо-
графа, применение которого позволяет получить распределение напряжений в
аналитической форме. Сущность этого метода заключается в преобразовании
уравнений плоской задачи к криволинейным координатам, подобранным таким
образом, что координатные линии совпадают с траекториями главных напряже-
ний. Соотношения плоской задачи могут быть проинтегрированы вдоль линий
главных напряжений, в результате чего может быть получено каноническое
(сохраняющее площадь любого элемента пластической зоны) отображение фи-
зической плоскости течения на вспомогательную плоскость, причем геометрия
течения и форма образа пластической зоны при этом становятся чрезвычайно
простыми. Каноническое преобразование определяется через посредство произ-
водящей функции, которая в свою очередь является интегралом одного точно
линеаризуемого нелинейного уравнения в частных производных. Оказывается,
что в зоне локализации пластических деформаций в самом узком месте по-
лосы с вырезами нормальные напряжения превосходят предел текучести при
растяжении, т.е. действительно имеет место концентрация напряжений во всем
наиболее узком сечении. Этот же эффект наблюдается и в зоне локализации
пластических деформаций внутри осесимметричной шейки.

Модель трещины Леонова—Панасюка—Дагдейла и целый спектр результа-
тов анализа состояния трещины нормального отрыва в условиях плоского на-
пряженного состояния приводятся в 3.6. Помимо классических результатов,
включены и новые [308], [310] — оценка остаточных напряжений в пластине с
трещиной нормального отрыва после разгрузки, локализация пластических де-
формаций при повторном нагружении (двухзонное пластическое течение) и вы-
числение параметров локализации, оценка величины раскрытия трещины при
повторном нагружении.

Искажение внешнего упругого поля, обусловленное наличием в теле трещи-
ны, может моделироваться и как его возмущение скоплением винтовых или
краевых дислокаций, непрерывно распределенных вдоль отрезка, представля-
ющего трещину. В итоге расчет возмущенного упругого поля сводится к реше-
нию хорошо изученного сингулярного интегрального уравнения. Поэтому все
классические результаты механики разрушения могут быть получены метода-
ми теории дислокаций. Этот круг вопросов обсуждается в 3.7. Дислокационная
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модель трещины Билби—Котрелла—Свиндена (B. A. Bilby, A. H. Cottrell, K. H.
Swinden) и схема расчета зон локализации пластических деформаций перед вер-
шиной трещины обсуждаются в 3.7.3. Эта модель, как известно, является аль-
тернативой подходу Дагдейла, предложившего удобную и эффективную схему
расчета геометрии вытянутой вдоль линии трещины узкой зоны локализации
пластических деформаций перед вершиной трещины.

В разделе 3.8 мы рассмотрели влияние физической нелинейности (несжи-
маемая среда и степенной определяющий закон, связывающий интенсивность
касательных напряжений и интенсивность деформации сдвига) на равновесие
трещины в упругом теле. Ясно, что в рамках геометрически линейной теории
отклонения от закона Гука при сравнительно больших значениях деформаций
приводят к перераспределению напряжений и деформаций в окрестности вер-
шины трещины. Асимптотика напряжений и деформаций для полубесконечной
трещины в неограниченной плоскости в условиях плоского напряженного со-
стояния (или плоской деформации) в случае степенного определяющего закона
была получена в работах Хатчинсона, Райса и Розенгрена (J. W. Hutchinson, J.
R. Rice, G. F. Rosengren). Этот классический результат мы приводим в разделе
3.8.1. Численный метод, позволяющий найти угловые распределения, входя-
щие в указанную асимптотику, достаточно подробно излагается в 3.8.2. Здесь
же приводятся результаты численного анализа.4 Случай наклонной трещины
исследуется в 3.8.3.

Метод годографа Нейбера—Райса (H. Neuber, J. R. Rice) и его применение к
анализу трещины антиплоского сдвига в упрочняющемся упругопластическом
теле читатель может найти в разделе 3.9. Формально метод Нейбера—Райса
пригоден и для расчета в условиях установившейся ползучести. Мы приво-
дим соответствующий результат для трещины антиплоского сдвига при дробно-
линейном определяющем законе ползучести в 3.9.4.

Разделы 3.10.1–3.10.5 посвящены исследованию трещин, развивающихся в
условиях ползучести. Необходимо отметить, что обсуждаемые здесь вопросы
и результаты не нашли своего отражения в русскоязычной литературе. Так,
к сожалению, до сих пор не переведена монография Риделя (H. Riedel) [322],
предметом которой является разрушение при высоких температурах. В насто-
ящее время данная монография представляет собой, по-видимому, единствен-
ную полную коллекцию решений и подходов к исследованию трещин в условиях
ползучести. Поэтому мы сочли необходимым остановиться на известных реше-
ниях задач определения напряженно-деформированного состояния в окрестно-
сти вершины как стационарной, так и растущей трещины в упругом нелиней-
но вязком теле. Так, установлено, что в окрестности вершины неподвижной
трещины в упругом нелинейно вязком теле (при учете лишь второй стадии
ползучести — установившейся ползучести и использовании степенного опреде-
ляющего соотношения) скоростями упругих деформаций можно пренебречь по
сравнению со скоростями деформаций ползучести (для всех показателей сте-
пеней, строго больших единицы), и, следовательно, асимптотика напряжений

4Численный анализ по нашей просьбе был заново произведен А. Н. Крутовым.
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вблизи вершины трещины представляется хорошо известным решением Хатчин-
сона—Райса—Розенгрена и определяется не зависящим от пути интегрирования
C∗-интегралом.

Дальнейшее изложение касается асимптотического исследования напряжен-
но-деформированного состояния вблизи вершины подвижной трещины в упру-
гом нелинейно вязком материале. Показывается, что в окрестности растущей
трещины в рассматриваемом материале скоростями упругих деформаций пре-
небрегать нельзя, что ведет к новой асимптотике полей деформаций и напря-
жений, впервые установленной в [250].

Раздел 3.10.4 этого цикла посвящен подобию в задачах о трещинах в упру-
гих нелинейно вязких телах, где на основе введения автомодельной переменной
удается связать два предельных случая состояния трещины в данном материа-
ле под нагрузкой: случай коротких времен после приложения нагрузки и слу-
чай достаточно больших времен, когда наблюдаются обширные области, заня-
тые деформациями ползучести. Следует отметить, что изучение названных пре-
дельных случаев и переходного режима имеет непосредственное практическое
значение, поскольку оно связано с выделением набора параметров, характери-
зующих скорость роста трещины, которая, в свою очередь, определяет время
до разрушения и, следовательно, долговечность конструкции.

С помощью автомодельной переменной может быть исследовано не толь-
ко стационарное состояние трещины, но и ее докритический рост в упругом
нелинейно вязком материале, что осталось за пределами наших рассмотрений.
Заинтересованному читателю укажем, например, работу [251].

Мы также сочли необходимым включить в раздел 3.11 результаты, полу-
ченные в последние годы и касающиеся сравнительно нового типа определяю-
щих соотношений — дробно-линейного закона ползучести, введенного в [180] на
основе анализа большого количества экспериментальных данных. Приведены
решения задач о трещинах типа I и типа III для дробно-линейного опреде-
ляющего соотношения методом разложения по собственным функциям. Для
данного класса задач характерно дискретное изменение показателя сингуляр-
ности скоростей деформаций ползучести у вершины трещины в зависимости от
полярного угла.

Последняя глава книги —Связанные задачи нелинейноймеханики раз-
рушения— содержит решения ряда связанных задач о трещинах в связках
упругость—поврежденность, ползучесть—поврежденность.

Необходимо отметить, что именно это направление в механике разрушения
и механике поврежденности является наиболее динамично развивающимся. По-
является множество работ, посвященных изучению влияния поврежденности
на поля напряжений и деформаций в телах с трещинами, находящихся под
действием различных систем нагрузок и в различных условиях. Этот факт сви-
детельствует о том, что решения обсуждаемых проблем не получили пока пол-
ной теоретической завершенности и исчерпывающего математического обосно-
вания. Поэтому мы не преследовали цель изложить и привести все разнообразие
методов и подходов, ограничившись ссылками на статьи в периодических изда-
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ниях. В представляемой книге читатель найдет решения задач о трещинах в
связанной постановке, которые обладают достаточной общностью, а именно: у
вершины трещины существует область полностью поврежденного материала, в
которой все компоненты тензора напряжений и параметр сплошности обраща-
ются в нуль [14], [15], [343]; показано, что учет влияния поврежденности при-
водит либо к устранению характерной для линейной механики разрушения и
для степенных определяющих соотношений в нелинейной механике разрушения
сингулярности [14], [15], либо в значительном ее ослаблении [343].

Попытка исследовать напряженно-деформированное состояние в окрестнос-
ти вершины трещины в условиях ползучести в среде с поврежденностью на
основе введения автомодельной переменной, предложенной в [322], предпринята
в 4.2, где построены разложения компонент тензора напряжений, скоростей
деформаций и скалярного параметра сплошности по собственным функциям и
численно определена геометрия области полностью поврежденного материала.

В разделе 4.3 развивается так называемый геометрический подход механи-
ки поврежденности, изложенный впервые в работе Мураками (S. Murakami)
[294]. Следуя [305], [100], приводится определение новой тензорной меры ани-
зотропной поврежденности (тензора поврежденности второго ранга), которая
обладает фундаментальным свойством симметрии. Одним из главных преиму-
ществ этого подхода к описанию и представлению анизотропного состояния
поврежденности является возможность достаточно простого и естественного
представления эффекта возрастания внутренних напряжений в среде с повре-
ждениями с помощью понятия эффективного напряжения, что открывает воз-
можность применения механики поврежденности в классических разделах ме-
ханики деформируемого твердого тела: теории упругости, пластичности и пол-
зучести.

Математическая модель трехмерного анизотропного состояния поврежден-
ности [305], [100] (см. также [138], [139]) с тензором поврежденности второго ран-
га может быть синтезирована с классическими соотношениями теории пластич-
ности и ползучести с целью получения связанных постановок краевых задач.
В разделе 4.4 геометрический подход выступает в качестве основы для вывода
связанных уравнений теории пластичности и поврежденности. Этот раздел це-
ликом посвящен общему анализу связанных уравнений теории пластичности и
поврежденности.

Соотношения статики и кинематики пластического течения, искаженного по-
лем микроповреждений, сформулированные вдоль линий главных напряжений
(изостат), приводятся специально с тем расчетом, чтобы использовать их при
численном анализе связанных краевых задач, и особенно задач о локализации
пластических деформаций и повреждений у вершины трещины. Так как в дву-
мерных задачах свободные берега трещины сами являются линиями главных
напряжений, то исключительно удобно привязать разностную схему к счету
вдоль линий главных напряжений от свободных от напряжений берегов тре-
щин и пор различной формы.

Несколько слов о библиографическом списке, включенном в книгу. Литера-
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тура по механике разрушения обширна. При ее отборе мы руководствовались,
во-первых, возможностью с помощью того или иного источника получить по-
следовательное, ясное и современное представление о существе затрагиваемой
проблематики, а во-вторых, — доступностью литературного источника. Послед-
нее обстоятельство является актуальным, поскольку многие из классических
монографий по специальности сейчас превратились в недоступные раритеты.5
Поэтому нередко указание на принадлежность того или иного результата в мо-
нографии дается через посредство более доступных изданий. В любом случае
с помощью списка литературы могут быть установлены и приоритетность, и
принадлежность результатов, включенных в настоящую работу.

Работа над монографией распределилась между авторами следующим обра-
зом: глава I, разделы 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.7, 3.8.1, 4.3, 4.4 написаны д-ром
физ.-мат. наук, проф. Ю. Н. Радаевым; глава II, разделы 3.9, 3.10, 3.11, 4.1,
4.2, написаны канд. физ.-мат. наук Л. В. Степановой; раздел 3.6 монографии
написан совместно Ю. Н. Радаевым и Л. В. Степановой. Добавление к книге
написано канд. физ.-мат. наук М. Н. Осиповым.

Большую помощь при подготовке рукописи к публикации на всех ее этапах
оказала М. Е. Федина. Авторы считают своим долгом поблагодарить ее за эту
неоценимую помощь.

Мы считаем своим приятным долгом выразить благодарность научному ре-
дактору книги, чл.-корр. РАН, проф. С. А. Шестерикову и рецензенту проф. Е.
М. Морозову за ценные замечания и внимательный просмотр рукописи.

Поскольку при издании новой книги неизбежны недостатки, мы будем при-
знательны читателям за критические замечания.

Самара, сентябрь 2000 г. В. И. Астафьев
Ю. Н. Радаев

Л. В. Степанова

5Недавно была предпринята беспрецедентная попытка свести все основные сведения, касающиеся меха-
ники разрушения, в один том энциклопедии [228]. В этот же том включены переиздания всех классических
работ по механике разрушения А. А. Гриффитса, Дж. Ирвина, Дж. Эшелби, Дж. Райса, Г. П. Черепанова.
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Введение

Механика разрушения— ветвь механики деформируемого твердого тела, ко-
торая изучает закономерности нарушения сплошности твердых тел.

Механика деформируемого твердого тела в настоящее время должна рас-
сматриваться как единая наука, объединяющая ряд научных дисциплин, кото-
рые по сложившейся исторически традиции излагаются и изучаются в соответ-
ствии со следующей схемой: теория напряжений и деформаций сплошных тел,
основные физические законы сохранения, термодинамика сплошных сред, тео-
рия упругости, теория пластичности, теория вязкоупругости и наследственной
упругости, теория ползучести и механика разрушения твердых тел.

Под разрушением в механике деформируемого твердого тела понимается
макроскопическое нарушение сплошности тела в результате воздействия на него
внешнего окружения. Разрушение обычно развивается параллельно с упругой
или пластической деформацией твердого тела, или в условиях ползучести. Раз-
личают две формы разрушения: скрытое разрушение— зарождение и развитие
микродефектов, рассеянных по объему тела, и полное разрушение— разделение
тела на части. Кроме того, различают несколько видов разрушения в зависимо-
сти от того, какие из свойств тела играют определяющую роль в наблюдаемом
процессе разрушения: хрупкое (без заметных пластических деформаций),6 пла-
стическое (вязкое),7 усталостное8 и длительное.9

Исследование скрытого разрушения в настоящее время уже не является
предметом механики разрушения, а осуществляется с помощью методов и тео-
рий только что сложившейся новой науки —механики поврежденности. Повре-
жденность чаще всего трактуется как сокращение упругого отклика тела вслед-
ствие сокращения эффективной площади составляющих его элементов, переда-
ющей внутренние усилия от одной части тела к другой его части, обусловлен-
ного, в свою очередь, появлением и развитием рассеянного поля микродефек-
тов (микротрещины— в упругости, дислокации— в пластичности, микропоры—
при ползучести, поверхностные микротрещины— при усталости). О современ-
ном состоянии этой ветви механики деформируемого твердого тела читатель
может судить по учебникам и монографиям [263], [277], [269].

Основная область приложения механики деформируемого твердого тела —
оценка прочности элементов конструкций. Под прочностью обычно понимают
свойство тела в определенных условиях и пределах, не разрушаясь, сопротив-
ляться воздействиям со стороны внешнего окружения (термическим, силовым,

6При хрупком разрушением деформации тела обратимы вплоть до его разрушения. Образовавшиеся в
результате хрупкого разрушения части тела обычно можно сложить, восстановив исходное тело.

7Этот вид разрушения характеризуется значительными необратимыми деформациями тела, приводящи-
ми к существенному искажению его геометрии и исчерпанию его несущей способности. При пластическом
разрушении величина упругих деформаций тела обычно пренебрежимо мала.

8Усталостное разрушение —финальная стадия процесса развития дефектов, сопровождающего цикличе-
ское пластическое деформирование тела.

9Длительное разрушение является результатом прогрессивного накопления внутренних повреждений, ра-
зупрочнения и характерно для металлов в условиях ползучести.
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электромагнитным, химическим). Современные теории прочности опираются
на развитые физико-химические модели, отражающие сущность протекающих
в твердых деформируемых телах процессов. Традиционными мерами механиче-
ской прочности являются предел пропорциональности, предел текучести, пре-
дел прочности, предел длительной прочности.

Уменьшение прочности твердых тел10 часто может быть объяснено скрытым
разрушением и микродефектной структурой тела. В этом смысле механика по-
врежденности и теории прочности направлены в конечном счете на исследова-
ние одной и той же проблемы. Если учесть, что повреждения тела существенно
влияют на характер его разрушения, то становится очевидной взаимосвязь всех
трех указанных наук.

Таким образом, механика разрушения, механика поврежденности и теории
прочности в комплексе образуют науку, которая призвана решить главную при-
кладную задачу об оценке запаса прочности твердого тела.

ВПредисловии довольно подробно было описано содержание представляе-
мой работы. Здесь нам представляется уместным лишь обсудить отличительные
особенности монографии и те новые результаты, которые нашли отражение в
этой книге.

Значительное внимание уделяется применению двух наиболее эффективных
методов решения задач нелинейной механики: методу годографа и методу раз-
ложения по собственным функциям. Мы даем большое количество примеров
их применения к анализу локализации пластических деформаций у трещин и
вырезов, а также ряд важных результатов связанного анализа, полученных с
их помощью.

Метод разложения по собственным функциям в основе своей доступен и тех-
нически реализуется достаточно просто. В конце концов, с его помощью нели-
нейные краевые задачи для уравнений в частных производных можно свести к
нелинейной задаче на собственные знвчения для нелинейной системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений, которая затем разрешается численно.

Метод годографа гораздо сложнее концептуально и применяется к задачам
с неизвестной свободной границей. Необходимо знать эффективную замену пе-
ременных, позволяющую отобразить свободную границу на кривую достаточно
простой геометрии и переформулировать краевую задачу в новых переменных.
Однако очень часто он оказывается единственным эффективным средством ана-
литического анализа нелинейных задач механики. Применение метода годогра-
фа к задачам механики деформируемого твердого тела восходит к известной
работе Треффтца (E. Trefftz) 1922 г., в которой исследовалась задача о сложном
сдвиге упругопластического тела уголкового профиля. В механике разрушения
этот метод позволяет провести аналитическое решение упругопластической за-
дачи о сложном сдвиге трещины в упрочняющемся (по произвольному закону)
теле (J. R. Rice, 1967 г.). Метод годографа в сочетании с канонической заменой

10Изменение прочности твердого тела может проявляться как уменьшение его жесткости (под жесткостью
обычно понимается свойство твердого тела сопротивляться образованию и развитию деформации), твердо-
сти (способность сопротивляться местной пластической деформации), долговечности (остаточного времени
жизни до разрушения).
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переменных оказывается эффективным инструментом анализа уравнений тео-
рии пластичности, сформулированных для ребра поверхности текучести, общих
соотношений плоской и осесимметричной задачи [134], [135].

Значительное место в книге (3.1) мы отводим каноническим законам сохра-
нения нелинейной упругости и конфигурационным силам; вычисление послед-
них выводит на сцену инвариантные интегралы механики разрушения. Здесь
мы привели предельно общие формулировки: геометрически нелинейный вари-
ант и учет динамического вклада.

При написании монографии мы отдавали себе отчет в том, что современное
видение механики разрушения не будет полным без указания на место законов
сохранения для нелинейно упругого сингулярного поля в ряду других физиче-
ских теорий поля. Компактное математическое представление поля осуществ-
ляется с помощью функционала действия, из которого могут быть выведены
как уравнения поля, так и естественные граничные условия. Поэтому в книгу и
был включен раздел 3.2, в котором, в частности, приводится вывод инвариант-
ных интегралов (и их далеко идущих обобщений) нелинейной упругости путем
применения теоремы Нетер [296] к функционалу действия.

Применение симметрий к проблеме интегрирования уравнений аналитиче-
ской механики было блестяще продемонстрировано Якоби (K. Jacobi) в 1884 г.
в его ”Лекциях по динамике”.11 Теорема Нетер (1918 г.), в которой в полной
общности были сформулированы представления о группе вариационных сим-
метрий, и установлена их связь с законами сохранения, безусловно является
одним из самых выдающихся результатов математической физики уходящего
столетия. Однако вплоть до недавнего времени эта теорема практически не
имела новых существенных приложений.12

Исторически инвариантные интегралы в теории упругости появились впер-
вые в работах Эшелби (1951 г.). Они были найдены с помощью специальной
техники и никак вплоть до работы [242] (1962 г.) не связывались с вариационны-
ми симметриями энергетического функционала теории упругости. Обобщение
инвариантных интегралов на динамический случай произошло еще позднее— в
[186], [229], [175]. В работах [297], [298] были найдены новые, не обнаруженные
ранее, симметрии уравнений теории упругости и соответствующие им законы
сохранения.

В разделе 3.2.6 мы обсуждаем различные виды вариаций, определение кото-
рых приводится на основе обобщения понятия группы инвариантности функци-
онала действия. Это позволяет обнаружить новые законы сохранения и соответ-
ствующие им инвариантные интегралы. Можно даже пойти дальше и построить
математическое представление поля с помощью обратного описания деформа-
ции тела, развитого в работах Маженна (G. A. Maugin), которые подытожены
в монографии [284] и обзорной статье [285]. Обратное описание деформации
сплошной среды и соответствующая вариационная формулировка нелинейной

11Имеется русский перевод: Якоби К. Лекции по динамике. М., Л.: ОНТИ, 1936. 272 с.
12Краткий исторический обзор по проблематике, связанной с применением теоремы Нетер, читатель может

найти в [111], с. 362-365.
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теории упругости13 неожиданно оказываются удобными для исследования син-
гулярного упругого поля и позволяют с иных позиций взглянуть на энергети-
ческие соотношения нелинейной механики разрушения.

Ряд новых результатов, посвященных влиянию удаленной пластической зо-
ны на равновесие трещины Дагдейла, приводится в третьей главе книги. Схема
Леонова—Панасюка—Дагдейла [85], [214]14 неизменно привлекает к себе вни-
мание, благодаря сравнительно простой расчетной схеме и широкому кругу
приложений. Указанная схема позволяет дать оценку влияния удаленной зо-
ны локализации пластических деформаций на трещину в условиях плоского
напряженного состояния.

В 3.6 исследуется влияние очага локализации пластических деформаций
и поврежденности, удаленного от кончика трещины нормального отрыва, на
трещину в условиях плоского напряженного состояния. Удаленные локализо-
ванные зоны пластического течения, сопровождаемого развитием в этих зонах
повреждений, могут зарождаться в процессе циклического нагружения, хими-
ческого или температурного воздействия. На основании [308], [310] мы даем
в 3.6.3 метод вычисления раскрытия трещины нормального отрыва в зависи-
мости от геометрических параметров двухзонной локализации пластических
деформаций и приводим соответствующие численные результаты.

Циклическое нагружение трещины с локализованной у ее вершины пласти-
ческой зоной активизирует процесс освобождения скрытой свободной энергии,
связанной с микронеоднородным в пределах пластической зоны полем напря-
жений. Освобождающаяся энергия является основным источником развития
поврежденности в зонах локализации пластических деформаций. Поврежден-
ность, в свою очередь, искажая поле напряжений и геометрию локализованных
зон, влияет на состояние трещины. Одной из характеристик подобного влия-
ния может служить изменение раскрытия трещины, обусловленное перераспре-
делением напряжений и изменением зон локализации пластических деформа-
ций вследствии роста поврежденности. Удается получить точную формулу для
вычисления раскрытия трещины при двухзонно локализованных пластических
деформациях. Асимптотический анализ величины раскрытия трещины для слу-
чая, когда линейный размер удаленной пластической зоны мал по сравнению
с длиной трещины, приводит к заключению, что влияние удаленной пласти-
ческой зоны на трещину проявляется в форме ее дополнительного закрытия.
Последнее обстоятельство является проявлением эффекта перераспределения
энергетического ландшафта вследствие оттока энергии из вершины трещины

13Сам автор этого подхода называет обратное описание деформации описанием Пиола (G. Piola) и отмечает,
что обратная вариационная формулировка в сущности совпадает с использованной еще в XIX в. (и затем
забытой) формулировкой [304]. Ясно, что и два традиционных способа описания деформации сплошного тела
(в духе Лагранжа и Эйлера), и возможность расширения понятия группы инвариантности функционала
действия и обобщенного варьирования— следствия универсального принципа двойственности и тотальной
равноправности отсчетной и актуальной конфигураций тела в состоянии его деформации, пронизывающих
всю механику деформируемых тел.

14Близкая по форме модель была предложена Г. И. Баренблаттом [18], [19], [20]. Моделирование узкой
зоны локализации пластических деформаций может быть реализовано также методами теории дислокаций.
Соответствующая модель была развита в [193].
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в удаленную зону локализации необратимых деформаций и последующего ее
освобождения при развитии микроповреждений в этой зоне.

Следует отметить, что проблема расчета двухзонно локализованного пласти-
ческого течения представляет значительные трудности как при аналитическом
подходе, так и при численном анализе, поскольку, например, в последнем слу-
чае сопряжена со значительными затратами времени вычислений.

Большое количество оригинальных результатов, включенных в книгу, свя-
зано с анализом развития трещин в условиях ползучести, особенно в связке
ползучесть—поврежденность.

Под поврежденностью обычно понимается сокращение упругого отклика те-
ла вследствие сокращения эффективной площади, передающей внутренние уси-
лия от одной части тела к другой его части, обусловленного, в свою очередь,
появлением и развитием рассеянного поля микродефектов (микротрещины— в
упругости, дислокации— в пластичности, микропоры— при ползучести, поверх-
ностные микротрещины— при усталости).

В ряду важнейших разделов механики деформируемого твердого тела меха-
ника континуума с внутренним распределением повреждений— по-прежнему,
один из наиболее динамично развивающихся. Круг потенциальных приложений
континуальной механики поврежденных тел чрезвычайно широк. Проникая в
классические разделы механики твердого тела — такие как теория упругости,
пластичности, ползучести —механика трещин и разрушения, механика повре-
жденности не только обогащается новыми концепциями и методами, свойствен-
ными этим ветвям механики твердого тела, но и заставляет переосмыслить тра-
диционные для классических теорий подходы и постановки задач при расчетах
напряженно-деформированных состояний твердых тел.

Согласно сложившейся традиции, основополагающими для континуальной
механики поврежденности следует считать известные статьи Л. М. Качанова
(1958 г.) и Ю. Н. Работнова (1959 г.). Ценность этих первых работ, признанных
ныне классическими, заключается в возможности применения единой схемы,
пригодной для описания поврежденности в упругих и упругопластических те-
лах, а также ее развития в условиях ползучести. Сущность нового подхода за-
ключалась в использовании новой переменной— параметра поврежденности, —
отражающей присутствие в теле поврежденности (или различных видов повре-
ждений).

В конце 70-х годов были предложены первые теоретические модели роста
трещин в металлах в условиях ползучести с явным учетом деградации прочност-
ных свойств металла. Моделирование роста трещины основывалось на пред-
положении, что рост трещины происходит в том случае, если некоторая ме-
ра поврежденности достигает своего критического значения на некотором рас-
стоянии от вершины трещины. В [8], [270] при моделировании роста трещин
использовался скалярный параметр поврежденности Качанова—Работнова. В
[319] параметр поврежденности связывался с величиной пористости материала
и предполагалось, что процесс накопления повреждений обусловлен совмест-
ным действием диффузионного и вязкого механизмов роста пор в условиях
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высокотемпературной ползучести. В [207] в качестве меры поврежденности ма-
териала принималась величина интенсивности накопленных деформаций пол-
зучести. Модель, описывающая рост трещин в условиях ползучести, в более об-
щей постановке, была предложена в [12]. В рамках этой модели предполагалось,
что величина критической поврежденности материала не является постоянной,
зависит от уровня напряжений и убывает при возрастании интенсивности на-
пряжений.

Асимптотическое решение для поля напряжений у вершины трещины в
упрочняющейся упругопластической среде, формально пригодное и для случая
установившейся ползучести, было исследовано в работах [253], [314]. В рабо-
те [318] проанализировано напряженно-деформированное состояние для случая
неподвижной трещины в упруго нелинейно вязкой среде. В условиях ползуче-
сти происходит перераспределение напряжений у вершины подрастающей тре-
щины. Новый тип сингулярности поля напряжений для растущей в условиях
ползучести трещины был определен в [250].

Однако наиболее существенное влияние на перераспределение напряжений
и деформаций в окрестности вершины трещины несомненно оказывает величи-
на накопленной поврежденности. Первые теоретические модели, учитывающие
процесс накопления рассеянных повреждений, основывались на несвязанной по-
становке задачи теории ползучести и механики поврежденности. В несвязанной
постановке накопленная поврежденность определялась посредством интегриро-
вания кинетического уравнения после определения поля напряжений. Таким об-
разом, величина накопленной поврежденности не влияет на напряженно-дефор-
мированное состояние в окрестности вершины трещины. Немногочисленные ра-
боты [246], [247] были посвящены конечноэлементному анализу процесса роста
трещины в условиях ползучести на основе связанной постановки задачи тео-
рии ползучести с поврежденностью, предложенной впервые Ю. Н. Работновым
[130].

В связанной постановке задачи теории ползучести и механики поврежден-
ности параметр поврежденности входит в определяющие соотношения задачи
и, следовательно, процесс накопления рассеянных повреждений влияет на на-
пряженно-деформированное состояние.

Проблема моделирования роста трещин в связанной постановке представ-
ляет собой одну из важных задач механики деформируемого твердого тела,
и к настоящему времени предприняты попытки рассмотреть распространение
трещины в связанной постановке. Так, в [14] дано решение задачи о росте тре-
щины антиплоского сдвига в среде с поврежденностью в связанной постановке.
Исследование показало, что у вершины трещины отсутствует характерное для
теории трещин сингулярное поле напряжений: эффективные напряжения огра-
ничены, сами напряжения и сплошность линейно спадают до нуля, к свободным
от нагрузок берегам трещины вблизи ее вершины примыкают области полно-
стью разрушенного материала, в которых все напряжения и сплошность равны
нулю.

Таким образом, связанность постановки задачи проявляется прежде всего
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в исчезновении традиционной для механики разрушения сингулярности напря-
жений у вершины трещины.

В [15] рассмотрена задача о растущей в процессе ползучести трещины нор-
мального отрыва в среде с поврежденностью. Результаты показывают, что к
берегам растущей трещины примыкает область полностью поврежденного мате-
риала. Такое поле напряжений принципиально отличается от соответствующего
сингулярного поля напряжений в несвязанной постановке задачи.

В [343] изучен усталостный рост трещины в среде с поврежденностью. Уста-
новлено, что принципиально невозможно удовлетворить граничным условиям
на берегах трещины, что, в свою очередь, приводит к необходимости модифи-
кации постановки задачи: введения области, в которой все компоненты тензора
напряжений и сплошность равны нулю.

Наряду с построением асимптотик полей напряжений и сплошности в окрест-
ности вершины прорастающей трещины, как это было сделано в работах [14],
[15], [343], в [322] введены автомодельные переменные для задачи о росте тре-
щины в среде с поврежденностью при использовании степенных соотношений,
связывающих скорости деформаций ползучести и эффективные напряжения.
Однако даже полная постановка данной задачи в [322] отсутствует.

Поэтому в настоящей книге мы приводим результаты исследования полей
напряжений и скоростей деформаций у вершины трещины антиплоского сдви-
га для степенного определяющего закона на основе введения автомодельной
переменной. Трудности, возникающие при решении этой задачи, обусловлены
существованием области полностью поврежденного материала, в которой все
компоненты тензора напряжений и параметр сплошности обращаются в нуль.
Эта задача — задача с неизвестной границей, поэтому необходимо разработать
технику, позволяющую определить конфигурацию области полностью повре-
жденного материала.

Для разыскания напряженно-деформированного состояния использовался
метод разложения компонент тензора напряжений и параметра сплошности по
собственным функциям в новой системе координат, смещенной относительно
старой на расстояние, равное характерному линейному размеру области полно-
го поврежденного материала. Установлено, что свойственная для рассматрива-
емого класса несвязных задач сингулярность полей напряжений и скоростей де-
формаций отсутствует. Компоненты тензора напряжений и параметр сплошно-
сти линейно падают до нуля при приближении к границе полностью поврежден-
ного материала. Также изучены компоненты тензора напряжений и параметр
сплошности на расстояниях, больших по сравнению с характерным линейным
размером области полностью поврежденного материала, но все еще малых по
сравнению с теми, для которых можно пренебречь влиянием поврежденности:
получена так называемая промежуточная асимптотика, что позволило оценить
геометрию области полностью поврежденного материала.

В разделе 4.3 представляемой монографии развивается так называемый гео-
метрический подход механики поврежденности, изложенный впервые в работе
[294] (см. также статьи [305], [100], [138], [139]), где на основе представления об
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эквивалентной конфигурации континуума как собрания элементов, поврежден-
ность которых некоторым воображаемым образом элиминирована, приводится
определение новой тензорной меры анизотропной поврежденности (тензора по-
врежденности второго ранга), которая обладает фундаментальным свойством
симметрии. Эквивалентная конфигурация может быть корректно определена
только как трехмерное риманово многообразие, при этом тензор поврежденно-
сти выступает как изометрический инвариант указанного многообразия. Мож-
но даже пойти дальше и трактовать эквивалентную конфигурацию как мно-
гообразие с кривизной и кручением, тем более что такого рода пространства
(с неевклидовой внутренней геометрией) уже давно применяются механиками
для моделирования дефектных структур— дислокаций, дисклинаций и точеч-
ных дефектов, — начиная с классических работ 50-х годов Кондо (K. Kondo)
[266] и Билби (B. A. Bilby) [192].

Применение методов дифференциальной геометрии для построения пара-
метров состояния тела с полем повреждений и в настоящее время представляет-
ся актуальной задачей, несмотря на то, что, по-видимому, уже сформировались
основные принципы соответствия между аффинно-метрическими теориями и
дефектными структурами.

Из всего сказанного можно заключить, что геометрическая модель [305],
[100] с тензором поврежденности второго ранга может и дальше с успехом раз-
виваться в плане учета микроструктуры тела с помощью методов дифферен-
циальной геометрии. Однако одним из главных преимуществ этого подхода к
описанию и представлению анизотропного состояния поврежденности являет-
ся возможность достаточного простого и естественного учета эффекта возрас-
тания внутренних напряжений в среде с повреждениями с помощью понятия
эффективного напряжения, что открывает возможность применения механики
поврежденности в классических разделах механики деформируемого твердого
тела: теории упругости, пластичности и ползучести. В разделе 4.4 геометри-
ческий подход выступает в качестве основы для вывода связанных уравнений
теории пластичности и поврежденности. Математическая модель трехмерного
анизотропного состояния поврежденности с тензором поврежденности второ-
го ранга может быть синтезирована с классическими соотношениями теории
пластичности и ползучести с целью получения связанных постановок краевых
задач.

Общему анализу связанных уравнений теории пластичности и поврежденно-
сти целиком посвящен раздел 4.4, в котором приводятся результаты работ [141],
[142], [143]. Насколько нам известно, связанные уравнения теории пластичности
(в связке с поврежденностью) до последнего времени вообще не подвергались
анализу и результаты в этой области, за исключением указанных работ, отсут-
ствуют.

Соотношения статики и кинематики пластического течения, искаженного по-
лем микроповреждений, сформулированные вдоль линий главных напряжений,
приводятся специально с тем расчетом, чтобы использовать их при численном
анализе связанных краевых задач, и особенно задач о локализации пластиче-
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ских деформаций и повреждений у вершины трещины. Так как, например, в
плоских задачах свободные берега трещины сами являются линиями главных
напряжений, то исключительно удобно привязать разностную схему к счету
вдоль линий главных напряжений от свободных от напряжений берегов тре-
щин, пор и дефектов различной формы. Важными с этой точки зрения пред-
ставляются инвариантные отношения, приведенные в 4.4.4, поскольку это —
конечные отношения, сохраняющие неизменными свои значения при продвиже-
нии вдоль траекторий главных напряжений, связывающие главные напряжения
и главные поврежденности с элементами внутренней геометрии линий главных
напряжений и позволяющие уменьшить число неизвестных величин, подлежа-
щих определению.

Механика разрушения продолжает динамично развиваться не только в сво-
ей прикладной части, но и в плане развития и совершенствования своих об-
щетеоретических основ. За последние десять лет многие факты и концепции
разрушения получили совершенно иную интерпретацию. В связи с этим следу-
ет еще раз отметить метод обратного описания упругого поля и оригинальную
трактовку энергетических теорем и инвариантных интегралов механики разру-
шения, предложенные в [285]. В основе нового канонического подхода к иссле-
дованию твердых деформируемых тел лежит представление о материальных
силах и канонических законах сохранения. Эффективность этого подхода бле-
стяще продемонстрирована в обзорной статье [285], в частности, в применении
к механике разрушения.

Заключая введение, необходимо отметить, что требования к уровню специ-
алистов в области механики разрушения постоянно повышаются. В настоящее
время в связи с быстрым развитием вычислительной техники, созданием ком-
пьютерных методов анализа экспериментальных данных и программного обес-
печения по моделированию механического поведения твердых деформируемых
тел к этим требованиям добавляются новые, главное из которых — свободное
владение компьютерными технологиями и пакетами программного обеспечения
и поддержки механики разрушения. Мы надеемся, что монография будет спо-
собствовать достижению этих целей.
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Глава 1
Введение в механику разрушения

1.1. Концентрация напряжений

Из экспериментов и инженерной практики известно, что вблизи существен-
ных изменений формы поверхности тела значительно изменяется и ”местное”
напряженное состояние, которое быстро затухает по мере удаления от границы
тела. В некоторых случаях уровень ”местных” напряжений может быть очень
высоким. При этом говорят о концентрации напряжений. В механике деформи-
руемого твердого тела определение ”местных” напряжений вблизи значитель-
ных изменений формы поверхности тела выделяют в отдельную проблему—
проблему концентрации напряжений. Задачам теоретического и эксперимен-
тального исследования концентрации напряжений посвящено большое число
работ. Упомянем здесь монографию [105], в которой дается систематическое
изложение вопроса с позиций механики деформируемого твердого тела.

Особенно значимые результаты получены по расчету концентрации напря-
жений в упругих телах. Концентрация напряжений в условиях пластичности и
ползучести исследована в меньшей степени. Ряд результатов численного анали-
за локализации пластических деформаций и деформаций ползучести, а также
концентрации напряжений в элементах конструкций приведены в [89].

Ниже приводится ряд простейших примеров концентрации напряжений у
вырезов. В плоских задачах теории упругости все компоненты тензора напря-
жений являются бигармоническими функциями, следовательно максимальные
значения компоненты напряжений достигаются на границах вырезов.

Разрушение твердых тел нередко обусловлено образованием и развитием
макроскопических трещин. В механике разрушения эту ситуацию схематизиру-
ют, заменяя трещину разрезом нулевой толщины. Трещина-разрез может быть
получена предельным переходом от эллипсоидального выреза. Ясно, поэтому,
что исследование локального напряженного состояния вблизи эллипсоидаль-
ных вырезов представляет исключительный интерес. Мы сочли необходимым
изложить метод Эшелби, позволяющий эффективно расчитывать напряженное
состояние вблизи эллипсоидальных дефектов и включений в упругой среде.
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1.1.1. Концентрация напряжений при всестороннем растяжении пла-
стины с круговым отверстием

Пусть упругая неограниченная пластинка с круговым отверстием радиуса
a всесторонне растягивается постоянными напряжениями T∞ = σ∞11 = σ∞22, при-
ложенными на бесконечности (рис. 1).

σ22
∞

σ11
∞

σ11
∞

σ22
∞

x1

x2

σ11
∞ = σ22

∞

a

Рис. 1. Всестороннее растяжение упругой пластины с круговым отверстием

Принимая предположение о реализации плоского напряженного состояния
в рассматриваемой пластине, можно показать (см., например, [167], с. 354, 355),
что распределение напряжений представляется формулами

σrr = T∞

(
1− a2

r2

)
, σθθ = T∞

(
1 +

a2

r2

)
, σrθ = 0, σzz = 0.

Ясно, что тангенциальное напряжение σθθ возрастает при приближении к
контуру отверстия вдоль луча θ = const. Максимальное значение σθθ достигает
на контуре отверстия и этот максимум достигает удвоенного значения напря-
жения ”дальнего поля” T∞.15

Приведенное распределение ”местных” напряжений хорошо подтверждается
экспериментально до тех пор, пока на контуре отверстия не возникают пласти-
ческие деформации.

15Можно ввести понятие о коэффициенте концентрации напряжений, чтобы количественно выразить дан-
ный эффект. По понятным причинам в рассматриваемом случае он равен двум.
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1.1.2. Концентрация напряжений при одноосном растяжении пласти-
ны с круговым отверстием

Снова рассмотрим упругую неограниченную пластинку с круговым отвер-
стием радиуса a, которая находится под действием напряжений ”дальнего поля”
σ∞22 (см. рис. 2).

σ22
∞

σ22
∞

x2

x1a

Рис. 2. Одноосное растяжение упругой пластины с круговым отверстием

Поле напряжений в этом случае описывается формулами (см., например,
[167], с. 352, 353)16

σrr =
1

2
σ∞22

[(
1− a2

r2

)
−
(

1 +
3a4

r4 −
4a2

r2

)
cos 2θ

]
,

σθθ =
1

2
σ∞22

[(
1 +

a2

r2

)
+

(
1 +

3a4

r4

)
cos 2θ

]
,

σrθ = −1

2
σ∞22

(
1− 3a4

r4 +
2a2

r2

)
sin 2θ.

16Приводимое ниже решение известно как решение Кирша (G. Kirsch, 1898 г.). В книгах [167], [169] имеется
ссылка на его оригинальную работу.
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Эпюра тангенциального напряжения σθθ на контуре отверстия может быть
построена, исходя из распределения

σθθ = σ∞22(1 + 2 cos 2θ).

Замечательной особенностью распределения тангенциального напряжения
σθθ по контуру отверстия является то, что оно может принимать отрицательные
значения.

Местные напряжения, возникающие у края кругового отверстия, превыша-
ют номинальные напряжения в три раза:

(σθθ)max = 3σ∞22.

Эта формула дает теоретическое обоснование найденному эксперименталь-
но сильному повышению напряжений в просверленном образце. Распределение
напряжений в пластинке с круговым вырезом изучалось экспериментально ме-
тодом фотоупругости.

В книге [169] построены изоклины и изостатические траектории, наблюдае-
мые при одноосном растяжении пластинки с одним и двумя круглыми отверсти-
ями (с. 194-196, 226), а также распределение главных напряжений (с. 244-247).

1.1.3. Концентрация напряжений при всестороннем растяжении пла-
стины с эллиптическим вырезом

Рассмотрим всестороннее растяжение напряжением ”дальнего поля” T∞ не-
ограниченной упругой пластины с эллиптическим вырезом. Пусть a и b— соот-
ветственно большая и малая полуоси эллипса.

Введем эллиптические координаты r, θ, связанные с декартовыми коорди-
натами x1, x2 соотношениями

x1 =
a+ b

2

(
r +

m

r

)
cos θ, x2 =

a+ b

2

(
r − m

r

)
sin θ,

где 0 < m = (a− b)/(a+ b) < 1.
Распределение напряжений вычисляется в форме:

σ<rr> + σ<θθ> = 2T∞
r4 −m2

r4 − 2mr2 cos 2θ +m2 ,

σ<rr> − σ<θθ> + 2iσ<rθ> =

=
2T∞r

2

(ς̄2 −m)(ς2 −m)2

[
(1 +m2)(ς2 +m) − 2ςm

(
ς̄ +

m

ς

)]
,

где

z =
a+ b

2

(
ς +

m

ς

)
, ς = reiθ.
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В частности, на контуре эллиптического отверстия тангенциальное напря-
жение есть

σ<θθ> = T∞
2(1−m2)

1− 2m cos 2θ +m2 .

Тангенциальное напряжение достигает максимума у большой полуоси эл-
липса:

(σ<θθ>)max = 2T∞
a

b
.

При b→ 0, когда эллиптический вырез вырождается в прямолинейный раз-
рез нулевой толщины, коэффициент концентрации напряжений обращается в
бесконечность.

Приведем также формулы для распределения напряжений на продолжении
большой полуоси эллипса (x1 > a, x2 = 0):

σ11 =
T∞x1(x2

1 − a2)

(x2
1 − a2 + b2)3/2 , σ12 = 0,

σ22 =
T∞x1(x

2
1 − a2 + 2b2)

(x2
1 − a2 + b2)3/2 .

Здесь мы впервые сталкиваемся с характерной чертой линейной механики
разрушения: у края (x1 = a, x2 = 0) прямолинейного разреза−a < x1 < a, x2 =
0, который можно рассматривать как предельное положение эллипса при b →
0, напряжения сингулярны, причем, как следует из только что приведенных
формул, напряжения σ11 и σ22 имеют корневую по расстоянию от края разреза
особенность:

σ11 =
T∞
√
a√

2
√
x1 − a

+ . . . , σ22 =
T∞
√
a√

2
√
x1 − a

+ . . . .

Это свойство является важнейшей для механики разрушения характеристи-
кой поля напряжений у края разреза нулевой толщины произвольной геомет-
рической формы.

1.1.4. Концентрация напряжений при одноосном растяжении пласти-
ны с эллиптическим вырезом

Рассмотрим пластинку с эллиптическим отверстием, которая растягивается
на бесконечности усилиями T∞, направленными под углом θ0 к оси x1 (рис. 3).17

На контуре эллипса поле напряжений определяется формулами (см. [101],
с. 318-320):

σ<rr> = σ<rθ> = 0, σ<θθ> = T∞
1−m2 + 2m cos 2θ0 − 2 cos 2(θ + θ0)

1− 2m cos 2θ +m2 ,

17Решение этой задачи впервые было дано Инглисом (C. E. Inglis) в 1913 г., [255]. Частный случай этой
задачи (растяжение в направлении большой оси выреза) решен Г. В. Колосовым в 1909 г. По этой причине
приводимое ниже решение обычно называют решением Колосова—Инглиса.
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x1

x2

θ 0

a

T∞

T∞

b

Рис. 3. Одноосное растяжение пластины с эллиптическим отверстием

где 0 < m = (a − b)/(a + b) < 1; a, b—полуоси эллипса; r, θ —по-прежнему,
эллиптические координаты, связанные с декартовыми координатами x1, x2 со-
отношениями

x1 =
a+ b

2

(
r +

m

r

)
cos θ, x2 =

a+ b

2

(
r − m

r

)
sin θ.

Если растяжение происходит вдоль вертикальной оси, то на контуре выреза
распределение тангенциального напряжения есть

σ<θθ> = 2σ∞22
1−m2 − 2m + 2 cos 2θ

1− 2m cos 2θ +m2 .

Максимум тангенциального напряжения оказывается равным

(σ<θθ>)max = σ∞22

(
1 + 2

a

b

)
.

Как и в предыдущем случае, при b→ 0, когда эллиптический вырез вырож-
дается в прямолинейный разрез нулевой толщины, коэффициент концентрации
напряжений обращается в бесконечность.
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Задача о концентрации напряжений у края эллиптического выреза в анизо-
тропной пластинке решена С. Г. Лехницким [82], [84]18 с помощью комплексного
представления упругоанизотропных напряжений и перемещений.19

Оценка коэффициента концентрации напряжений у края эллиптического
выреза в пластинке по соотношениям моментной теории упругости дана в [57],
с. 285-291.

1.1.5. Концентрация напряжений у сферической полости в поле од-
ноосного растяжения

Рассмотрим неограниченную изотропную упругую среду со сферической по-
лостью радиуса R. В бесконечно удаленной точке напряженное состояние пред-
ставляет собой одноосное растяжение σ33 = σ∞33. Напряженное состояние в среде
есть суперпозиция напряжений дальнего поля и местного напряженного состо-
яния σ∗ij .

Упругие смещения, соответствующие местному напряженному состоянию,
имеют следующий вид (см. [24], с. 468-470):20

u∗ =
(1 + ν)σ∞33R

3

2(7− 5ν)Er3

{
2

[
5(1− 2ν) +

3R2

r2

]
x3k+

+

[
−6 + 5ν + 15

x2
3

r2 + 3
R2

r2

(
1− 5

x2
3

r2

)]
r

}
.

Полученная формула позволяет вычислить местные напряжения:

σ∗ = σ∞33k⊗ k +
σ∞33R

3

2(7− 5ν)r3

{
2

[
5(1− 2ν) + 3

R2

r2

]
k⊗ k+

+3

[
−2 + 5ν + 5(1− 2ν)

x2
3

r2 +

(
1− 5

x2
3

r2

)
R2

r2

]
I+

+3

[
6− 5ν − 25

x2
3

r2 − 5

(
1− 7

x2
3

r2

)
R2

r2

]
r⊗ r

r2 +

+30

(
ν − R2

r2

)
x3

r2 (k⊗ r + r⊗ k)

}
.

18См. также перевод на английский язык [276] со второго издания этой книги.
19Им же ([83], с. 197-203) исследовался вопрос о концентрации напряжений у края сфероидальной полости

в закрученном ортотропном цилиндре.
20Решение этой задачи впервые было получено Леоном (A. Leon) в 1908 г. Проблема определения напряжен-

ного состояния у края сферической полости при заданных напряжениях ”дальнего поля” σ∞ij была полностью
решена А. И. Лурье [87], с. 261, 262. Вектор перемещения, соответствующий местному напряженному состо-
янию, находится по формуле:

u∗ =
1

4G
R3

[
r · σ∞
r3

+
1
3
r×

(
∇× r · σ∞

r3

)
− 4− 10ν

7− 5ν
r∇ · r ·σ

∞

r3
+

+
5ν − 1

3(7− 5ν)
r2∇∇ · r · σ

∞

r3
+
r2 − R2

7− 5ν
∇∇ · r ·σ

∞

r3

]
.
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Физические компоненты тензора напряжений в сферической системе коор-
динат есть:

σrr = σ∞33 cos2 θ +
σ∞33R

3

(7− 5ν)r3

{
6

(
1− R2

r2

)
−
[
5(5− ν)− 18

R2

r2

]
cos2 θ

}
,

σθθ = σ∞33 sin2 θ +
σ∞33R

3

(7− 5ν)r3

{
4− 5ν + 9

R2

r2 +

[
5(1− 2ν)− 21

R2

r2

]
cos2 θ

}
,

σϕϕ =
3σ∞33R

3

(7− 5ν)r3

[
−2 + 5ν +

R2

r2 + 5

(
1− 2ν − R2

r2

)
cos2 θ

]
,

σrθ = −σ∞33

{
1

2
+

R3

2(7− 5ν)r3

[
5(1 + ν)− 12

R2

r2

]}
sin 2θ.

Отличные от нуля компоненты на границе полости

σθθ =
3σ∞33

2(7− 5ν)
(9− 5ν − 10 cos2 θ),

σϕϕ =
3σ∞33

2(7− 5ν)
(−1 + 5ν − 10ν cos2 θ)

достигают максимума на экваторе:

(σθθ)max =
3(9− 5ν)

2(7− 5ν)
σ∞33,

(σϕϕ)max =
3(−1 + 5ν)

2(7− 5ν)
σ∞33.

Для меридиональных тангенциальных напряжений σθθ имеет место концен-
трация напряжений. При этом они могут вдвое превосходить напряжения ”даль-
него поля” σ∞33. Эффект концентрации напряжений— существенно ”местный”:
на расстояниях порядка утроенного радиуса полости возмущения напряженно-
го состояния практически исчезают.

1.1.6. Концентрация напряжений у сферической полости в поле чи-
стого сдвига

Рассматривается изотропная неограниченная упругая среда со сферической
полостью радиуса R. В бесконечно удаленной точке напряженное состояние
представляет собой чистый сдвиг σ12 = σ∞12. Напряженное состояние в среде есть
суперпозиция напряжений дальнего поля и местного напряженного состояния
σ∗ij .

Упругие смещения, соответствующие местному напряженному состоянию,
имеют следующий вид ([86], с. 460-462):
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u∗ =
σ∞12R

3

4G

[
Q +

1

3
r× rotQ− 4ν−1 − 10

7ν−1 − 5
rdivQ+

+
5− ν−1

3(7ν−1 − 5)
r2grad divQ + (r2 − R2)

ν−1

7ν−1 − 5
grad divQ

]
,

где

Q =
1

r3 (x2i + x1j).

Производя необходимые вычисления, находим

u∗1 =
σ∞12R

3

2G(7ν−1 − 5)

x2

r5

[(
20ν−1 − 10− 12ν−1R

2

r2

)
x2

1+

+

(
5ν−1 − 10 + 3ν−1R

2

r2

)
(x2

2 + x2
3)

]
,

u∗2 =
σ∞12R

3

2G(7ν−1 − 5)

x1

r5

[(
20ν−1 − 10− 12ν−1R

2

r2

)
x2

2+

+

(
5ν−1 − 10 + 3ν−1R

2

r2

)
(x2

1 + x2
3)

]
,

u∗3 =
σ∞12R

3ν−1

2G(7ν−1 − 5)

15x1x2x3

r5

(
1− R2

r2

)
.

Полученные формулы позволяют вычислить местные напряжения σ∗ij , скла-
дывая которые с напряжениями дальнего поля, можно получить результирую-
щее распределение напряжений и найти коэффициент концентрации напряже-
ний. Так для сдвиговых напряжений у северного полюса x1 = 0, x2 = 0, x3 = R
сферического дефекта имеет место концентрация напряжений:

σ12 = σ∞12
15(ν−1 − 1)

7ν−1 − 5
.

1.2. Метод Эшелби

Серия работ Эшелби (J. D. Eshelby) [223], [224], [225] посвящена развитию
изящного метода определения напряженно-деформированного состояния в неогра-
ниченной упругой среде с эллипсоидальным включением. С помощью этого ме-
тода может быть решена, в частности, проблема концентрации напряжений у
эллипсоидального дефекта и затем путем предельного перехода решение для
эллиптического в плане разреза.

Аналогичная задача может быть решена и многими другими методами.21

21Впервые проблема концентрации напряжений у эллипсоидального дефекта была исследована в [331].
В этой работе использовались эллиптические координаты, и решение было выражено через эллиптические
функции. Оригинальный и более простой метод решения был предложен А. И. Лурье (см. [87], с. 292-306).
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Непосредственное переизложение работ Эшелби довольно затруднительно,
поскольку стиль автора в значительной мере ориентирован на физическую ин-
туицию, поэтому мы будем в основном следовать варианту этого метода, пред-
ложенному в [240], pp. 184-220.

1.2.1. Тензорная формализация метода Эшелби

Метод Эшелби допускает тензорную формализацию и в связи с этим доста-
точно ясную схему изложения. Ковариантность всех уравнений метода Эшелби
лишний раз демонстрирует и его довольно широкую общность, и возможность
достаточно компактного и замкнутого изложения.

Рассмотрим неограниченную изотропную упругую среду с дефектом в фор-
ме эллипсоида Ω, которая деформируется под действием напряжений ”дальнего
поля” σ∞ij .22

Согласно Эшелби, поле перемещений следует искать в форме

ui = kijxj + gτij∂jϕ+ g∗τjk∂i∂j∂kϕ
∗,

где симметричный тензор kij определяется из уравнения

σ∞ij = λkssδij + 2µkij ;

g = − 1

4πµ
, g∗ =

1

16πµ(1− ν)
;

ϕ(xk) =

∫
Ω

dx′1dx
′
2dx

′
3

||x− x′|| ,

ϕ∗(xk) =

∫
Ω

||x− x′||dx′1dx′2dx′3

— соответственно Ньютонов и бигармонический потенциалы эллипсоида.23

22Оригинальное изложение метода также имеется в книге [184] (см. Эшелби Дж. Определение поля упругих
напряжений, создаваемого эллипсоидальным включением, и задачи, связанные с этой проблемой).

23В декартовой системе координат, связанной с главными осями эллипсоида, потенциалы вычисляются как

ϕ(xk) = πa1a2a3

∞∫
r

U(q)dq
D(q)

,

ϕ∗(xk) = −1
4
πa1a2a3

∞∫
r

U2(q)dq
D(q)

+ const,

где as — полуоси эллипсоида (a1 > a2 > a3),

D(q) =
√

(a2
1 + q)(a2

2 + q)(a2
3 + q),

U(q) = 1− x2
1

a2
1 + q

− x2
2

a2
2 + q

− x2
3

a2
3 + q

,

r— наибольший корень уравнения U(r) = 0.
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Известно, что в случае эллипсоида внутренние потенциалы ϕ и ϕ∗ есть по-
линомы второй и четвертой степеней, следовательно, внутри эллипсоида Ω

−Nij = ∂i∂jϕ −Mijkl = ∂i∂j∂k∂lϕ
∗
,ijkl

с постоянными компонентами Nij и Mijkl.24

Вычисляя компоненты тензора напряжений, находим

σij = λkssδij + 2µkij + λδij(g + 2g∗)τkl∂k∂lϕ+

+2µg∂l∂(iϕτj)l + 2µg∗τlm∂i∂j∂l∂mϕ
∗,

где по индексам, заключенным в круглые скобки, производится симметризация.
Прямым подсчетом можно показать, что

∂jσij = [λ(g + 2g∗) + µ(g + 4g∗)] τkl∂i∂k∂lϕ,

и так как

λ(g + 2g∗) + µ(g + 4g∗) = 0,

то уравнения равновесия удовлетворяются.
Тензор τij определяется из граничных условий на поверхности эллипсоида

и удовлетворяет уравнению

τklPklij = −λkssδij − 2µkij ,

где тензор четвертого ранга Pklij вычисляется по формуле

Pklij = −δkiδlj +
λ

4π(λ + 2µ)
Nklδij +

1

2π
δk(iNj)l −

λ+ µ

4π(λ + 2µ)
Mijkl.

Проще всего вычислить компоненты тензоров Mijkl и Nkl в декартовой си-
стеме координат, связанной с главными осями эллипсоида. Будем использовать
прописные латинские буквы для записи индексов у этих тензоров в указанной
системе координат. Можно показать, что

24 Нетрудно проверить, опираясь на свойства потенциалов ϕ и ϕ∗, что справедливы следующие равенства:

Nss = 4π, Msskl = 2Nkl, Mssll = 8π.
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NII = 2πa1a2a3

∞∫
0

dq

(a2
I + q)D(q)

,

NIJ = 0 (I 6= J),

MIIII = 6πa1a2a3

∞∫
0

dq

(a2
I + q)2D(q)

,

MIIJJ = MIJIJ = MIJJI =

= 2πa1a2a3

∞∫
0

dq

(a2
I + q)(a2

J + q)D(q)
(I 6= J).

Все не выписанные компоненты равны нулю; по индексам I, J суммирование
в приведенных выше формулах отсутствует. Фигурирующие в этих формулах
квадратуры приводятся к эллиптическим. Окончательно имеем:

N11 =
4πa1a2a3

(a2
1 − a2

2)
√
a2

1 − a2
3

{F (ϑ, k) − E(ϑ, k)} ,

N33 =
4πa1a2a3

(a2
2 − a2

3)
√
a2

1 − a2
3

{
a2(a

2
1 − a2

3)

a1a3
− E(ϑ, k)

}
,

где

F (ϑ, k) =

ϑ∫
0

dω√
1− k2 sin2 ω

, E(ϑ, k) =

ϑ∫
0

√
1− k2 sin2 ωdω

есть неполные эллиптические интегралы Лежандра первого и второго рода со-
ответственно,

ϑ = arcsin

√
1− a2

3

a2
1
, k =

√
a2

1 − a2
2

a2
1 − a2

3
,

и, кроме того,

N22 = 4π −N11 −N33,

MIIJJ =
NIIa

2
I −NJJa

2
J

a2
I − a2

J

(I 6= J ; по I, J не суммировать) ,

MIIII = 2NII −MIILL −MIIJJ

(I 6= J, I 6= L, J 6= L; по I, J, L не суммировать) .

Введем тензор Qmnij , обратный к Pklij:
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QmnijPklij = δmkδln, QklmnPklij = δimδjn.

Тензор τij тогда вычисляется как

τij = −Qijkl(λkssδkl + 2µkkl).

Если тензор Qmnij известен, то решение задачи можно считать завершен-
ным.

1.2.2. Иглообразный и дискообразный дефекты в упругой среде

Рассмотрим иглообразный дефект25 (a1 = a2 << a3) в неограниченной упру-
гой среде. Если вектор lk характеризует ориентацию иглы (в данном случае этот
вектор направлен вдоль оси x3), то можно показать, что

Nij = 2π(δij − lilj),

Mijkl = π(δijδkl + δikδjl + δilδjk)− π(liljδkl + lilkδjl+

+lillδjk + ljlkδil + ljllδik + lkllδij) + 3πliljlkll.

Тензор Qmnij находится в форме

Qmnij = A1δmn(δij − lilj) + A2δmiδnj + A3(δmjδni − δmilnlj−
− δnilmlj) + A4(δnjlmli + δmjlnli) + A5δijlnlm + A6liljlnlm,

где константы As (s = 1, ..., 6) определены следующими равенствами

A1 =
(λ + 2µ)(2λµ− µ(λ+ µ))

2hµ
, A2 =

µ(3λ + 5µ)

2h
,

A3 =
µ(λ + 3µ)

2h
, A4 =

λµ− µ2

2h
,

A5 =
µ2

h
, A6 = −2A4 − A5,

h = −µ(λ + µ).

Как показывают расчеты, напряжения и смещения оказываются невозму-
щенными наличием иглообразного дефекта.

В случае дискообразного дефекта (a1 = a2 >> a3, ε = πa3/a1 → 0) имеем

N11 = N22 =
2πa2

1a3

(a2
1 − a2

3)
3/2

{
arccos

a3

a1
− a3

a1

√
1− a2

3

a2
1

}

и тензор Qmnij имеет вид

Qmnij = A1nj(nmδjn + nnδim) + A2nmnnninj + A3δmnninj + o(1),

25Под иглообразным дефектом мы понимаем вырез, граница которого есть сильно вытянутый сфероид.
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где

A1 = −4(λ + 2µ)

3λ + 4µ
ε−1, A2 = (λ+ 2µ)

(
8

3λ + 4µ
− 2

λ+ µ

)
ε−1,

A3 = −λ(λ + 2µ)

µ(λ+ µ)
ε−1

и nk —нормаль к плоскости диска.
Перемещения верхнего берега дискообразного дефекта определяются фор-

мулами

u+
i = kijxj +

2µ

3λ + 4µ
kjknkniδljxl + b

8(λ+ 2µ)

3λ + 4µ
(kiknk − kklnknlni) +

+
1

4(λ+ µ)
(−λkss − 2µkklnknl)

(
xi − 4bni

λ+ 2µ

µ

)
,

где b ≡ nkxkε
−1.

Расчет по приведенным формулам показывает, что при растяжении напря-
жениями ”дальнего поля” упругого тела с дискообразным разрезом в направле-
нии, перпендикулярном плоскости разреза, сам разрез раскрывается в направ-
лении растяжения и одновременно сжимается в двух других направлениях.

Приведем еще выражения для упругих перемещений местного поля при
растяжении вдоль оси x3 пространства с дисковидной трещиной x3 = 0, r =√
x2

1 + x2
2 < a. Эти выражения в цилиндрических координатах r, z имеют вид

Gu∗r = −σ
∞
33

π

[
1− 2ν

2
r

(
arcctgs− s

1 + s2

)
− rz

s3(1 + s2)2ω

]
,

Gu∗z =
σ∞33

π

[
(1− 2ν)z

(
1

s
− arcctgs

)
− z3

s5(1 + s2)ω

]
,

где

ω =
r2

(1 + s2)2 +
z2

s4

и переменная s связана с r, z соотношением

r =
√

1 + s2
√
a2 − s2z2.

Нормальные напряжения в плоскости трещины (r > a) вычисляются как

σ∗zz = −σ
∞
33

π

[
(1− ν)

(
arcctgs− s

1 + s2

)
− 2ν

(
1

s
− arcctgs

)
+

ν

s(1 + s2)

]
,

где r = a
√

1 + s2.
При приближении к краю трещины r → a напряжения сингулярны. Главный

член асимптотики имеет вид

σ∗zz =
2σ∞33

π

a√
a2 − r2

+ . . . .
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1.2.3. Конфигурационная сила, действующая на точечный дефект со
стороны упругого поля

Пусть в неограниченной упругой среде имеется единственный сферически
симметричный точечный дефект (точнее, неоднородность объема vd, проявля-
ющаяся через изменение жесткости среды), локализованный в месте xk = x̃k —
геометрическом центре дефекта.26 Упругие константы неоднородного включе-
ния обозначим через λ+λ, µ+µ. Если λ = −λ, µ = µ, то дефект представляет
собой дырку. Точечные дефекты типа дырок используются при моделировании
вакансий в кристаллической решетке твердого тела, пор и пустот.

Пусть среда подвергается деформации. Поле деформации в среде, очевидно,
искажается27 наличием дефекта и результирующие смещения, деформации и
напряжения можно представить как суперпозицию упругих полей в отсутствие
дефекта (так называемые внешние поля) и полей, определяющих возмущение,
обусловленное присутствием дефекта:

uk = u0
k + u∗k, εjk = ε0

jk + ε∗jk, σjk = σ0
jk + σ∗jk.

Поэтому плотность упругой энергии W можно представить в виде суммы
плотности энергии поля W0 в отсутствие дефекта и плотности энергии взаимо-
действия W ∗ дефекта с внешним полем.

С целью вычисления энергии взаимодействия W ∗ дефекта с внешним полем
воспользуемся схемой Эшелби и заметим, что внешнее поле ε0

jk(xs) для дефекта,
локализованного в точке x̃s, играет роль ”дальнего поля”. Согласно решению
Эшелби, W ∗ можно представить в форме

W ∗ = −1

2
ε0
jk(x̃s)Sjkilε

0
il(x̃s),

где тензор Sjkil имеет симметрию тензора упругих модулей (в данном случае
изотропной упругой среды).28

Ясно, что энергия взаимодействия зависит от положения дефекта, что и
позволило Эшелби в конечном счете естественным образом ввести понятие силы

26Точечными дефектами типа включений обычно моделируют атомы азота или водорода, проникающие
при кристаллизации в решетку металла, атомы внедрения легирующих элементов, специально растворяемых
в металле для придания ему тех или иных свойств.

27Мы ограчиваемся случаем статического упругого равновесия.
28Метод Эшелби позволяет вычислить компоненты тензора Sjkil с помощью эллиптических квадратур,

которые в случае сферической симметрии дефекта упрощаются и выражаются в элементарных функциях.
Не останавливаясь на деталях, заметим лишь, что для изотропной среды указанные компоненты имеют
следующую структуру:

Sjkil = −vd
3

(s1 − s2)δjkδil − vds2(δklδji + δkjδli).

Здесь vd —объем дефекта, s1, s2 — константы, которые можно выразить через упругие постоянные среды и
включения:

s1 =
1

3(λ+ 2µ)
+

1
3λ̄+ 2µ̄

,

s2 =
1
15

(
2

λ + 2µ
+

3
µ

)
+

1
2µ̄
.
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f inh
m , с которой внешнее упругое поле действует на дефект:

f inh
m = −∂W

∗

∂x̃m
= Sjkilε

0
il(x̃s)

∂

∂x̃m
ε0
jk(x̃s),

где ε0
jk(x̃s) —деформация, создаваемая внешним упругим полем в месте x̃s.

Эффективное вычисление силы f inh
m , с которой внешнее упругое поле дей-

ствует на дефект, может быть реализовано с помощью инвариантных интегра-
лов теории упругости (см. раздел 3.2.2). В приближении линейной теории упру-
гости сила f inh

m вычисляется по формуле

f inh
k =

∮
Σ

(Wnk + σijnj∂kui)dΣ,

где Σ — замкнутая поверхность, охватывающая дефект.
Несложный расчет показывает, что энергия взаимодействия W ∗ дефекта с

внешним полем вычисляется по формуле

W ∗ = vd

[s1

6
(ε0
kk(x̃s))

2 +
s2

2
e0
il(x̃s)e

0
il(x̃s)

]
,

в которой e0
il —девиатор тензора ε0

il.
Отсюда сила, действующая на дефект, равна

f inh
m = −vds1

3
ε0
kk(x̃s)

∂

∂x̃m
ε0
kk(x̃s) − vds2e

0
il(x̃s)

∂

∂x̃m
e0
il(x̃s).

Конфигурационная сила f inh
m не является силой в традиционном смысле это-

го слова: согласно определению, величина f inh
m указывает изменение δW ∗ упру-

гой энергии возмущения при перемещении центра дефекта на δx̃s.
Конфигурационная сила f inh

m отлична от нуля только если внешнее поле
неоднородно в месте локализации дефекта, т.е.

∂

∂x̃m
ε0
ij(x̃s) 6= 0.

Можно доказать и более общий результат: если внешнее упругое поле од-
нородно вблизи локализации дефекта, то сила, действующая на дефект произ-
вольной формы, равна нулю.29

1.3. Применение граничных интегральных представлений

Решение уравнений теории упругости внутри некоторой области может быть
выражено через интегралы от значений напряжений и перемещений по поверх-
ности, ограничивающей эту область. Поэтому речь можно вести о граничных

29Этот результат аналогичен парадоксу Даламбера—Эйлера в гидродинамике.
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представлениях упругих напряжений и перемещений, не забывая при этом о
том, что в корректно поставленных задачах теории упругости граничные зна-
чения напряжений и перемещений одновременно никогда не задаются. Тем не
менее граничные представления часто оказываются полезными при решении
самых разных задач. Мы рассмотрим одно из применений граничных представ-
лений для вывода асимптотики ”дальнего поля” распределения напряжений в
неограниченной упругой среде с трещиной, берега которой расклиниваются нор-
мальными усилиями.

1.3.1. Тензор Кельвина–Сомильяны

Рассмотрим известные из теории упругости граничные представления на-
пряжений и перемещений.30

Для удобства изложения введем следующие операторы:

Lu = µ∆u +
µ

1− 2ν
∇∇ · u,

T(n)u = 2µ(n ·∇)u + λn(∇ · u) + µn× (∇× u).

Оператор L называется оператором Ламе, а оператор T— оператором на-
пряжений.

С помощью оператора L уравнение равновесия изотропного упругого тела
(в случае отсутствия массовых сил) записывается как Lu = 0. Оператор T паре
n, u сопоставляет вектор напряжений t в среде, деформированной полем пере-
мещений u, действующий на площадке, ориентированной нормально вектору
n.

Поле перемещений u(k), индуцированное в месте xs единичной сосредоточен-
ной силой, направленной вдоль орта ik и приложенной в точке x′s изотропной
упругой среды, удовлетворяет уравнению

Lu(k) = −δ3(xs − x′s)ik.

Компоненты тензора Кельвина—Сомильяны (Kelvin, C. Somigliana) опреде-
ляются соотношением

Gik = u
(k)
i

и вычисляются, как известно,31 в виде:

Gik =
1

16πµ(1 − ν) ‖x− x′‖

{
(3− 4ν)δik +

(xi − x′i)(xk − x′k)
‖x− x′‖2

}
.

30См., например, [195], pp. 97-107. Систематическое изложение имеется в [74]. См. также [87], c. 173-176;
[115], с. 123-135.

31Приводимая ниже формула впервые была получена Кельвином в 1846 г. Этот результат воспроизводится
во многих руководствах по теории упругости (см., например, [280], pp. 183-185; [330], pp. 484-485; [87], с. 175). В
1900 г. Фредгольмом (I. Fredholm) был предложен метод, который в принципе позволяет найти перемещения,
индуцированные сосредоточенной силой в упругой среде, обладающей любым типом симметрии. Однако с
помощью этого метода удалось получить лишь два новых аналитических решения (Кренером в 1953 г. для
гексагонального кристалла и Эшелби также в 1953 г. для кубического кристалла (двумерный случай)).
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С целью вычисления u(m)
i сначала заметим, что u(m)

i (xi, x
′
i) = u

(m)
i (xi−x′i), следовательно

можно перенести источник в начало координат и искать решение уравнения

Lu(m) = −δ3(xs)im.

Применяя преобразование Фурье

u(m)∗(k) =
1

(2π)3/2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

u(m)(x)eik·xdx1dx2dx3,

находим образ этого уравнения в следующем виде:

−µk2u(m)∗ − µ(1− 2ν)−1(k · u(m)∗)k + (2π)−3/2im = 0,

где k2 = k · k, откуда получаем, что

u(m)∗ =
1

(2π)3/2µ

im
k2
− 1

2(1− ν)(2π)3/2µ

km
k4

k.

Поле перемещений u(m) можно восстановить, применяя обратное преобразование Фурье:

u(m)(x) =
1

(2π)3/2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

u(m)∗(k)e−ik·xdk1dk2dk3.

Покажем, что (
1

‖x‖

)∗
=

√
2

π

1

k2
.

Для этого воспользуемся обратным преобразованием Фурье и вычислим интеграл

J =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−ik·x

k2
dk1dk2dk3.

В силу сферической симметрии32

J = 2π

∞∫
0

π∫
0

e−ik‖x‖ cos θ∗ sin θ∗dθ∗dk =
4π

‖x‖

∞∫
0

sinω

ω
dω =

2π2

‖x‖ ,

что и доказывает требуемое.
Учитывая следующие свойства преобразования Фурье(

∂f

∂xs

)∗
= −iksf∗, (ixsf)∗ =

∂f∗

∂ks
,

можно найти (
δlm
‖x‖ −

xlxm

‖x‖3
)∗

=
23/2

π1/2

klkm
k4

.

Таким образом, перемещения u(m)
l восстанавливаются как

u
(m)
l =

1

16(1− ν)πµ ‖x‖

(
(3− 4ν)δlm −

xlxm

‖x‖2

)
.

32По поводу преобразования Фурье радиальных функций см.: Лере Ж. Гиперболические дифференциаль-
ные уравнения. М.: Наука, 1984. с. 24-26.
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Тензор Gik часто называют тензором Грина (или тензором перемещений
Грина) неограниченной изотропной упругой среды.

Заметим, что тензор Кельвина—Сомильяны симметричен:

Gik(xs, x
′
s) = Gki(xs, x

′
s).

Кроме того справедливо равенство

Gik(xs, x
′
s) = Gik(x

′
s, xs).

Обозначим через t(k) вектор напряжения в точке xs, действующего на пло-
щадку, ориентированную нормально вектору n, индуцированного единичной
сосредоточенной силой, направленной вдоль орта ik и приложенной в точке x′s.
Вектор t(k) определяется по формуле ([87], с. 175):

t(k) = T(n)u(k) = − 1− 2ν

8π(1− ν) ‖x− x′‖3

{
− (xk − x′k)n + (xh − x′h)nhik+

+nk(x− x′) +
3

1− 2ν
(xh − x′h)(xk − x′k)nh(x− x′)

1

‖x− x′‖2

}
.

Определим тензор второго ранга Pik(xs, x′s), полагая

Pik(xs, x′s) = t
(k)
i ,

т.е.

Pik(xs, x′s) = − 1− 2ν

8π(1 − ν) ‖x− x′‖3

{
− (xk − x′k)ni + (xh − x′h)nhδik+

+nk(xi − x′i) +
3

1− 2ν
(xh − x′h)(xk − x′k)nh(xi − x′i)

1

‖x− x′‖2
}
.

Заметим, что
Pik(xs, x′s) = Pki(x′s, xs).

Граничное представление поля перемещений имеет форму (n— единичный
вектор нормали к границе области, направленный во внешность области)

uk(x
′
s) =

∫∫
©
S

{
u(k) · (T(n)u)− u · (T(n)u(k))

}
dS,

или
uk(x

′
s) =

∫∫
©
S

{Gik(xl, x
′
l)ti(xl)− ui(xl)Pik(xl, x′l)} dS,

где интегрирование производится по поверхности S, содержащей внутри себя
точку x′s. Приведенную только что формулу часто называют формулой Соми-
льяны (C. Somigliana, 1889).33

33См., например, [330], pp. 492-497; [115], c. 123-135; [87], с. 179-181.
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Граничное представление поля напряжений имеет форму

σkh(x
′
s) =

∫∫
©
S

{
Dkh
i (xl, x

′
l)ti(xl)− ui(xl)Skhi (xl, x

′
l)
}
dS,

где

2Dkh
i = Lkhlm

{
∂

∂x′m
Gil +

∂

∂x′l
Gim

}
,

2Skhi = Lkhlm

{
∂

∂x′m
Pil +

∂

∂x′l
Pim
}
,

Lkhlm = λδkhδlm + µ(δklδhm + δkmδhl).

Несложные вычисления показывают, что

Dkh
i =

1

8πµ(1− ν)

{
1− 2ν

‖x− x′‖3 [λδkh(xi − x′i) + µ (δik(xh − x′h) + δih(xk − x′k))]−

−µδkh(xi − x
′
i)

‖x− x′‖3 +
3µ(xi − x′i)(xk − x′k)(xh − x′h)

‖x− x′‖5

}
,

−Skhi =
1− 2ν

8π(1− ν)

{
(λ + 2µ)δkhni − 2µ(δiknh + δihnk)

‖x− x′‖3
+

+
3µ(xi − x′i)[nk(xh − x′h) + nh(xk − x′k)]

‖x− x′‖5 −

−3ni[λ ‖x− x′‖2 δkh + 2µ(xk − x′k)(xh − x′h)]

‖x− x′‖5 +

+
3(xj − x′j)nj[2λ(xi − x′i)δkh + µ(δik(xh − x′h) + δih(xk − x′k))]

‖x− x′‖5 −

− 3µ

1− 2ν

(xj − x′j)nj(δhi(xk − x′k) + δik(xh − x′h)) + (xi − x′i)(nh(xk − x′k) + nk(xh − x′h))
‖x− x′‖5 +

+
6µ

1− 2ν

(xj − x′j)nj(xi − x′i)
[
−‖x− x′‖2 δkh + 5(xk − x′k)(xh − x′h)

]
‖x− x′‖7

}
.

Граничные представления теории упругости сохраняют свою силу и для
бесконечных областей, если потребовать, чтобы перемещения убывали на бес-
конечности как r−1, а напряжения — r−2.

1.3.2. Асимптотика поля напряжений на значительном удалении от
плоского разреза

Пользуясь граничными представлениями для напряжений, нетрудно полу-
чить34 асимптотики ”дальнего поля” для распределения напряжений в неограни-
ченной упругой среде с дискообразной трещиной S, расположенной в плоскости

34См., например, [34], с. 86-91.
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x3 = 0, берега которой расклиниваются нормальными усилиями. Контур края
трещины L = ∂S можно считать произвольной плоской кривой.

Прежде всего заметим, что нормали на верхнем S+ и S− нижнем берегу
трещины различаются знаком. Далее, очевидно, что

t+3 = −t−3 , t±1 = 0, t±2 = 0.

Пользуясь определениями тензоров Dkh
i и Skhi , заключаем, что

Dkh+
i = Dkh−

i , Skh+
i = −Skh−i .

Наконец, замечая, что берега разреза не сдвигаются друг относительно дру-
га, получаем

σij(x
′
s) = −

∫
S+

[u3]Sij+3 dS.

Учитывая, что величина Sij+3 при ||x′|| >> ||x|| (положения xk находятся на верхнем
берегу разреза) асимптотически вычисляется как

Skh+
3 =

1− 2ν

4π(1− ν)

{
(µ− λ)δkh − 2µδ3kδ3h

‖x′‖3 − 3
µx′kx

′
h − λδkhx′

2
3 − µx′3(δ3kx

′
h + δ3hx

′
k)

‖x′‖5 −

− 3µ

1− 2ν

x′3(δ3kx
′
h + δ3hx

′
k)

‖x′‖5
+

3µ

1− 2ν

x′23
[
5x′kx

′
h − ‖x′‖

2 δkh
]

‖x′‖7

}
,

выполняя интегрирование и заменяя x′k на xk, приходим к следующей асимптотической фор-
муле:

σkh =
−κvc
2π

{
(µ− λ)δkh − 2µδ3kδ3h

‖x‖3
− 3

µxkxh − λδkhx2
3 − µx3(δ3kxh + δ3hxk)

‖x‖5 −

− 3µ

1− 2ν

x3(δ3kxh + δ3hxk)

‖x‖5 +
3µ

1− 2ν

x2
3

[
5xkxh − ‖x‖2 δkh

]
‖x‖7

}
.

где

vc =

∫
S+

[u3]dΣ ([u3] = u+
3 − u−3 )

есть объем трещины,

κ =
1− 2ν

2(1− ν)
.

Интересно отметить, что главный член асимптотики непосредственно не за-
висит ни от геометрии разреза, ни от распределения нормальных нагрузок на
его берегах: существенным для характера затухания упругого поля напряжений
оказывается лишь объем трещины.

В плоскости трещины x3 = 0 асимптотика ”дальнего поля” для нормального
напряжения σ33 имеет вид

σ33|x3=0 =
µvc

4π(1− ν)(x2
1 + x2

2)
3/2 .
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Напряжение σ33 на линии, нормальной берегам трещины, асимптотически
вычисляется как

σ33|x1=0, x2=0 =
−2µvc

π(1− ν)x3
3
.

1.4. Различные дополнения и обобщения

1. Рассмотренные выше примеры напряженных состояний у края разрезов
в упругих телах характеризуются одним замечательным свойством: при подхо-
де к краю разреза поле напряжений сингулярно и характер сингулярности —
корневой по расстоянию вдоль нормали к краю разреза.

Рассмотрим разрез нулевой толщины, расположенный в плоскости x3 = 0,
край разреза L—некоторая замкнутая кривая. Предположим, что у края раз-
реза осуществляется напряженное состояние, которое можно охарактеризовать
как нормальный отрыв: на продолжении трещины возникают только нормаль-
ные растягивающие напряжения.

Для анализа ”местных” напряжений введем локальную декартову систему
координат, как показано на рис. 4, направив две оси по нормали и касательной
к контуру L, а третью — нормально плоскости разреза.

L

ξ1

ξ2

ξ
3

rθ

Рис. 4. Локальная система координат ξ1, ξ2, ξ3 у края трещины

Оказывается, что компоненты тензора напряжений у края разреза относи-
тельно локальных координатных осей представляются асимптотическими фор-
мулами:

σj3 =
KI√
2πr

σj3(θ) + ... ,
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где коэффициент KI , имеющий фундаментальное значение для механики раз-
рушения, называется коэффициентом интенсивности напряжений. Эти асимп-
тотики устанавливают характер сингулярности напряжений у края разреза —
корневой. Здесь коэффициент интенсивности напряжений KI , вообще говоря,
зависит от кривизны края трещины. Заметим, что σ13(θ = 0) = σ23(θ = 0) = 0.

2. Вычислим энергию взаимодействия ”дальнего” упругого поля, деформа-
ция которого однородна и задана компонентами ε∞ij , с эллипсоидальной поло-
стью.35

Энергия взаимодействия W ∗ может быть вычислена по формуле:

W ∗ = −1

2
ε∞ij Sijklε

∞
kl ,

где компоненты тензора Sijkl выражаются через эллиптические квадратуры.
Более точно: тензор S представим в форме

S = −vd(C + A−1),

где vd— объем эллипсоида, C— тензор упругих модулей изотропной среды

Cjkil = µ(δklδji + δkjδli) + λδjkδil,

тензор A имеет симметрию эллипсоида и в системе координат, связанной с
главными осями эллипсоида, имеет девять отличных от нуля компонент, три из
которых приводятся ниже:

A1111 = g∗ [3I11 + (1− 4ν)I1] ,

A1122 = g∗(I21 − I1),

A1111 =
1

2
g∗ [I12 + I21 + (1− 2ν)(I1 + I2)] ,

Is =
3

2
vd

∞∫
0

dξ

(ξ + a2
s)D(ξ)

, Iss′ =
3

2
vda

2
s

∞∫
0

dξ

(ξ + a2
s)(ξ + a2

s′)D(ξ)
,

g∗ =
1

16πµ(1 − ν)
,

а остальные отличные от нуля компоненты получаются циклической переста-
новкой индексов 1, 2, 3.

В частности, если вырез имеет форму сфероида с осью вращения x3 и нахо-
дится в поле дилатации ε∞ij = ε∞δij, то энергия взаимодействия есть

W ∗ =
vd(ε

∞)2

2g∗∆
(3p⊥ + p3),

где
35Решение этой проблемы приводится в книге [73], с. 343-344.
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p⊥ = (5− 4ν)I3 − 3I13 − 8π(1− ν),

p3 = 2(1− 2ν)(I1 − I3),

∆ = [4(1− ν)I3 − 2I13 + 8π]×
× [(3− 4ν)I1 − I31 + 8π(1 + ν)]−

− 2 [−I3 + I13 + 8πν]2 .

3. Весьма интересным представляется вычисление энергии взаимодействия
точечных сферически симметричных дефектов между собой.36

Для энергии взаимодействия дефектов с внешним упругим полем и между
собой можно получить выражение:

W ∗ = −1

2

∑
p′,p′′

ε0
ij(x̃

(p′)
s )K

(p′p′′)
ijkl ε0

kl(x̃
(p′′)
s ),

где x̃(p)
s —место локализации дефекта, занумерованного как p. Компоненты тен-

зора K(p′p′′)
ijkl зависят от разностей x̃(p′′)

s − x̃(p′)
s .

Сравнительно легко могут быть установлены асимптотические формулы для
тензора K(p′p′′) в том случае, когда имеется два точечных дефекта, удаленных
друг от друга на значительное расстояние ρ12 =

∣∣r̃(1) − r̃(2)
∣∣:37

K(11) = S(1) + O(ρ−6
12 ), K(22) = S(2) + O(ρ−6

12 ),

K(12), K(21) = O(ρ−3
12 ) + O(ρ−9

12 ).

4. Следуя [73], можно вычислить энергию взаимодействия двух эллипсо-
идальных полостей с упругим полем и между собой. В частности, для двух
сфероидов с общей осью вращения x3 в поле дилатации ε∞ij = ε∞δij можно
найти:

W ∗ = W ∗(1)
+W ∗(2)

+W ∗(12)
ρ−3

12 + ... ,

где

W ∗(i) =
v

(i)
d (ε∞)2

2g∗∆(i)
(3p

(i)
⊥ + p

(i)
3 ),

W ∗(12)
=

2v
(1)
d v

(2)
d

g∗∆(1)∆(2)
((1− 2ν)(p

(1)
⊥ p

(2)
3 + p

(1)
3 p

(2)
⊥ )− 2(1− ν)p

(1)
⊥ p

(2)
⊥ ),

p
(i)
⊥ = (5− 4ν)I

(i)
3 − 3I

(i)
13 − 8π(1− ν),

p
(i)
3 = 2(1− 2ν)(I

(i)
1 − I

(i)
3 ),

36Решение этой проблемы и оригинальный метод приводятся в книге [73]. В настоящее время продолжают
появляться публикации, посвященные выводу асимптотических формул для напряженно-деформированно-
го состояния и потенциальной энергии деформации упругого поля, сингулярно возмущенного присутствием
трещин, полостей и включений. Укажем на одну из последних публикаций подобного рода [103].

37Последнее означает, что ρ12 >> r̄, где r̄— радиус дырки. Практически достаточно считать, что ρ12 > 4r̄.
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∆(i) =
[
4(1− ν)I

(i)
3 − 2I

(i)
13 + 8π

]
×

×
[
(3− 4ν)I

(i)
1 − I

(i)
31 + 8π(1 + ν)

]
−

− 2
[
−I (i)

3 + I
(i)
13 + 8πν

]2
.

Если оба эллипсоида— сферы, то W ∗(12)
= 0 и асимптотика энергии взаи-

модействия дефектов между собой имеет более высокий порядок, чем куб рас-
стояния между их центрами. Можно показать,38 что энергия взаимодействия
двух изотропных сферических вырезов имеет порядок ρ−6

12 по расстоянию меж-
ду центрами вырезов.39

38См. Лифшиц И. М., Танатаров Л. В. Об упругом взаимодействии атомов примеси в кристалле// Физика
металлов и металловедение. 1961. Т. 12. Вып. 3. С. 331-337.

39Можно рассчитать также с помощью инвариантного интеграла механики разрушения конфигурационную
силу, действующую на сферическую дырку радиуса r̄2, помещенную в упругое поле одноосного растяжения
напряжением σ∞33, сингулярно возмущенного другим дефектом типа дырки радиуса r̄1. Не останавливаясь
здесь на деталях, приведем лишь результат вычислений ([176], с. 33):

f inh
<r> =

45λ(σ∞33)2r̄3
1 r̄

3
2

2(7− 5ν)Er4
2

(−1 + 2ν − 6ν cos2 θ2 + 5 cos2 θ2),

f inh
<θ> =

15λ(σ∞33)2r̄3
1r̄

3
2

(7− 5ν)Er4
2

sin 2θ2(−1 − ν + 5 cos2 θ2),

где r2, θ2 — сферические координаты дырки радиуса r̄2, причем центр сферической системы координат поме-
щен в центр дырки радиуса r̄1.
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Глава 2
Основные понятия и уравнения
механики разрушения

2.1. Поля напряжений и перемещений у вершины трещи-
ны в упругой среде

Для исследования напряжений и перемещений в линейно упругих телах в на-
стоящее время обычно используются три метода: метод комплексных потенциа-
лов Колосова—Мусхелишвили [101], метод интегральных преобразований (см.,
например, [166]) и метод разложения по собственным функциям [342].40

Метод комплексных потенциалов пригоден только для анализа плоских за-
дач, но отличается высокой эффективностью. Метод интегральных преобразо-
ваний может применяться для анализа трехмерных статических и динамиче-
ских задач линейной механики разрушения, однако требует владения сложны-
ми математическими методами. Метод разложения по собственным функциям
имеет более широкую область применимости, нежели линейная теория упруго-
сти (известны приложения этого метода к анализу напряжений и деформаций
у вершины трещины в упрочняющихся телах и в условиях ползучести, в том
числе и с учетом поля рассеянных повреждений). Мы полагаем, что метод раз-
ложения по собственным функциям, будучи, пожалуй, единственным общим
методом анализа прикладных задач нелинейной механики разрушения, заслу-
живает того, чтобы акцентировать на нем внимание и в линейном случае.

Ниже, в 2.1.1, рассматривается метод комплексных потенциалов и его при-
менение к анализу напряженно-деформированного состояния у вершины тре-
щины. Затем, в 2.1.2, та же самая проблема изучается методом разложения по
собственным функциям. Мы, таким образом, предоставляем читателю судить
о достоинствах и недостатках каждого из них.

Ключевое для линейной механики разрушения понятие о коэффициенте ин-
тенсивности напряжений и общие формулы для его вычисления в плоских за-
дачах о трещинах в неограниченных средах обсуждаются в 2.1.4 с помощью

40Обзор методов и результатов линейной теории упругости дан в статье: Каландия А. И., Лурье А. И. и др.
Линейная теория упругости/ В кн.: Механика в СССР за 50 лет. Т. 3. Механика деформируемого твердого
тела. М.: Наука, 1972. С. 5-70.
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комплексного представления.
Дополнительные результаты, некоторые замечания и обобщения приводятся

в 2.1.5, где читатель может найти коэффициенты интенсивности напряжений
для важнейших частных конфигураций трещин и нагрузок.

2.1.1. Полубесконечная трещина в упругой среде. Метод комплекс-
ных потенциалов

Рассмотрим случаи, когда все компоненты напряжений и деформаций зави-
сят от двух декартовых координат x1 и x2. Будем исследовать однородные и
изотропные упругие материалы.41

2.1.1A. Плоская деформация и плоское напряженное состояние
Допустим, что u3 = 0, u1 = u1(x1, x2), u2 = u2(x1, x2). Это деформирован-

ное состояние, в котором ε3i = 0, называется состоянием плоской деформации.
Уравнения равновесия и совместности принимают вид

∂σij
∂xj

= 0 (i, j = 1, 2),

2
∂2ε12

∂x1∂x2
=
∂2ε11

∂x2
2

+
∂2ε22

∂x2
1
.

Уравнения равновесия удовлетворяются, если выразить компоненты напря-
жения через функцию напряжений Эри F = F (x1, x2) (G. B. Airy, 1862 г.):

σij = − ∂2F

∂xi∂xj
+ δij∆F (i, j = 1, 2),

где ∆ = ∂k∂k — оператор Лапласа.
Выражая деформации через напряжения с учетом условия ε3i = 0, полу-

чаем, что для выполнения уравнения совместности функция U должна быть
бигармонической:

∆2F = 0.

Такие же уравнения получаются для плоского напряженного состояния тон-
ких пластин, если σij и εij рассматривать как средние по толщине значения
и допустить, что среднее по толщине значение σ33 пренебрежимо мало. Бигар-
монические функции на основании теоремы Гурса (E. Goursat, 1898 г.) также
могут быть представлены через две аналитические функции комплексного пе-
ременного z:

F = Re

[
zϕ(z) +

∫
ψ(z)dz

]
,

41Изложение в основном следует [148], где дан анализ для случая полубесконечной прямолинейной трещи-
ны. В случае криволинейного разреза асимптотики напряжений и перемещений у его вершин также без труда
определяются (см., например, [150], с. 18-24, где вывод осуществляется методом сингулярных интегральных
уравнений).
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где ϕ(z) и ψ(z) —комплексные потенциалы Колосова—Мусхелишвили, а черта
означает комплексное сопряжение. Напряжения при этом выражаются следую-
щим образом:42

σ11 + σ22 = 4Re[ϕ′(z)],
σ22 − σ11 + 2iσ12 = 2[zϕ′′(z) + ψ′(z)].

В случае плоской деформации σ33 = ν(σ11 + σ22), а в случае плоского напря-
женного состояния σ33 = 0.

Для смещений имеем следующее комплексное представление:

2G(u1 + iu2) = κϕ(z)− zϕ′(z)− ψ(z),

где κ = 3 − 4ν в случае плоской деформации и κ = (3 − 4ν)/(1 + ν) в случае
плоского напряженного состояния.

2.1.1Б. Антиплоский сдвиг
Предположим, что u1 = u2 = 0 и u3 = u3(x1, x2). Тогда только напряжения

σ31, σ32 и деформации

ε31 =
1

2

∂u3

∂x1
, ε32 =

1

2

∂u3

∂x2

будут отличны от нуля. В данном случае должно удовлетворяться единственное
уравнение равновесия

∂σ31

∂x1
+
∂σ32

∂x2
= 0,

а соотношение между напряжениями и деформациями имеет вид σ3i = 2Gε3i (i =
1, 2). Таким образом, u3 является гармонической функцией: ∆u3 = 0. Гармони-
ческая функция от x1 и x2 может быть представлена как действительная или
мнимая часть некоторой аналитической функции от z = x1 + ix2:

u3 = G−1Im [ω(z)],

где функция ω(z) является аналитической.
Тогда напряжения можно представить в виде:

σ32 + iσ31 = ω′(z).

Таким образом осуществляется комплексное представление напряжений и
перемещений в теории антиплоской деформации.

2.1.1В. Характер особенности распределения напряжений у вер-
шины трещины

Можно обнаружить важные особенности распределения напряжений у вер-
шины трещины, установив общую форму решений двумерных задач. Рассмот-
рим трещину, расположенную на части отрицательной полуоси x1, вершина

42Приводимые ниже формулы (также, как и комплексное представление перемещений) были впервые по-
лучены Г. В. Колосовым в 1909 г. Генезис комплексного представления соотношений двумерной упругости
обсуждается в [162].
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которой расположена в начале координат. Обозначим через R малую область
плоскости x1x2, которая не содержит особых точек, за исключением вершины
трещины в начале координат, и в которой функции напряжений аналитичны
всюду, кроме линии трещины. Компоненты напряжений, входящие в граничное
условие на свободной от нагрузок поверхности трещины, можно представить в
виде

σ22 − iσ12 = ϕ′(z) + Ω′(z) + (z − z)ϕ′′(z),

где новая аналитическая функция Ω определена соотношением

Ω(z) = zϕ′(z) + ψ(z).

Далее индексы плюс и минус означают предельные значения аналитических
функций при приближении к линии трещины из областей x2 > 0 и x2 < 0
соответственно. Для точек на линии трещины принято обозначение z = t, где
t вещественно и отрицательно. Тогда требование отсутствия напряжений на
берегах трещины σ+

j2 = σ−j2 = 0 приводит к заключению

ϕ′(t)+ + Ω′(t)− = 0, ϕ′(t)− + Ω′(t)+ = 0.

Вычитая из первого уравнение второе, получаем

[ϕ′(t)− Ω′(t)]+ = [ϕ′(t)−Ω′(t)]−.

Таким образом,
ϕ′(z)− Ω′(z) = 2g(z),

где функция g(z) аналитична в R. Таким образом, получается задача Гильберта
(D. Hilbert) с краевыми условиями

[ϕ′(t) + Ω′(t)]+ + [ϕ′(t) + Ω′(t)]− = 0.

Одно из решений, очевидно, имеет вид z−1/2, т.к. (t−1/2)+ + (t−1/2)− = 0,
если разрез проведен вдоль трещины. Поскольку все решения, за исключением
решений с особенностями более высокого порядка, исключаемых требованием
конечности смещений, могут быть представлены в виде произведения z−1/2 на
аналитическую в R функцию, имеем

ϕ′(z) + Ω′(z) = 2z−1/2f(z),

где f(z) аналитична в R. В результате получаются соотношения для напряже-
ний:

σ11 + σ22 = 4Re[z−1/2f(z) + g(z)],

σ22 − σ11 + 2iσ12 = −4iz−1/2Im[f(z)]− 4Re[g(z)]−

−4ix2
d

dz
[z−1/2f(z) + g(z)],
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где f(z) и g(z) аналитичны в окрестности вершины трещины. Аналогичный вы-
вод показывает, что при антиплоской деформации напряжения представляются
в виде

σ32 + iσ31 = z−1/2h(z) + ik(z),

где функции h(z) и k(z) аналитичны в окрестности вершины трещины и веще-
ственны на оси x1.

Из приведенных формул видно, что компоненты поля напряжений имеют
вблизи вершины трещины особенность типа квадратного корня в знаменателе.
Коэффициенты интенсивности напряжений определяются при плоской дефор-
мации значением f(z) в начале координат, а при антиплоской — значением h(z).

Удобно выделить три основных формы разрушения в зависимости от возни-
кающих смещений (рис. 5): раскрытие трещины (нормальный отрыв, тип I),
скольжение поверхностей трещины одна относительно другой в плоской дефор-
мации (поперечный сдвиг, тип II) или антиплоское их скольжение (продольный
(антиплоский) сдвиг, тип III).

x1

x2

x3

III

O

II

x1

x2

x3I

O

x1

x2

x3

O

Рис. 5. Три основные формы разрушения: I—нормальный отрыв, II—поперечный сдвиг,
III—продольный сдвиг

В случае трещины нормального отрыва значение f(0) вещественно. Поло-
жим его равным f(0) = KI/(2

√
2π), где постоянная KI —коэффициент интен-

сивности напряжений для трещины нормального отрыва. Для трещин типа
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II (трещин поперечного сдвига) значение f(0) чисто мнимое. Положим его рав-
ным f(0) = −iKII/(2

√
2π), где KII — коэффициент интенсивности напряжений

для трещины поперечного сдвига. Если в соотношениях для напряжений в слу-
чае трещины антиплоского сдвига положить h(0) = KIII/

√
2π, то получится

соответствующее сингулярное распределение напряжений для трещины типа
III.

Распределения напряжений σij и перемещений ui, соответствующих ком-
плексным потенциалам двумерной задачи о полубесконечной трещине, имеют
вид (r, θ—полярные координаты с полюсом в вершине трещины):

Нормальный отрыв:

 σ11
σ12
σ22

 =
KI√
2πr

cos
θ

2


1− sin

θ

2
sin

3θ

2

sin
θ

2
cos

3θ

2

1 + sin
θ

2
sin

3θ

2


=

KI√
2πr

σ̂ij(θ),

{
u1
u2

}
=
KI

2G

√
r

2π


cos

θ

2
[κ− 1 + 2 sin2 θ

2
]

sin
θ

2
[κ+ 1− 2 cos2 θ

2
]

 =
KI

2G

√
r

2π
ûi(θ),

где κ = 3 − 4ν для плоской деформации и κ = (3 − ν)/(1 + ν) для плоского
напряженного состояния.

Поперечный сдвиг:

 σ11
σ12
σ22

 =
KII√
2πr


− sin

θ

2
[2 + cos

θ

2
cos

3θ

2
]

cos
θ

2
[1− sin

θ

2
sin

3θ

2
]

sin
θ

2
cos

θ

2
cos

3θ

2


=

KII√
2πr

σ̂ij(θ),

{
u1
u2

}
=
KII

2G

√
r

2π


sin

θ

2
[κ + 1 + 2 cos2 θ

2
]

− cos
θ

2
[κ− 1− 2 sin2 θ

2
]

 =
KII

2G

√
r

2π
ûi(θ).

Продольный (антиплоский) сдвиг:

{
σ13
σ23

}
=

KIII√
2πr


− sin

θ

2

cos
θ

2

 =
KIII√

2πr
σ̂ij(θ),
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u3 = 2
KIII

G

√
r

2π
sin

θ

2
= 2

KIII

G

√
r

2π
û3(θ).

Для полей первых двух классов σ33 = ν(σ11 +σ22) для плоской деформации
и σ33 = 0 в случае плоского напряженного состояния.

Существенное значение имеет то, что двумерные распределения напряжений
и перемещений вблизи вершины трещины всегда имеют одну и ту же структуру,
т.е. одну и ту же функциональную зависимость в полярных координатах r, θ с
началом в вершине трещины, независимо от формы тела, геометрии трещины
и приложенных нагрузок.43

2.1.2. Метод разложения по собственным функциям

Для исследования сингулярного поля напряжений вблизи вершины полубес-
конечной трещины x1 ≤ 0 можно воспользоваться следующей схемой [342].

Комплексное представление перемещений и напряжений в полярной системе
координат z = reiθ имеет вид

2G(ur + iuθ) = e−iθ
[
κϕ(z)− zϕ′(z)− χ′(z)

]
,

σrr + σθθ = 2
[
ϕ′(z) + ϕ′(z)

]
,

σθθ − σrr + 2iσrθ = 2e2iθ [z̄ϕ′′(z) + χ′′(z)] .

Вблизи вершины трещины комплексные потенциалы разложим в ряды:

ϕ(z) =

∞∑
n=0

Anz
λn, χ(z) =

∞∑
n=0

Bnz
λn+1,

где λn есть вещественные числа, имеющие смысл собственных значений.
Сформулируем далее граничное условие на берегах трещины:

σθθ + iσrθ = 0 (θ = ±π).

Подставляя разложения комплексных потенциалов в граничные условия,
находим
∞∑
n=0

λnr
λn−1

{
λne

i(λn−1)θAn + e−i(λn−1)θAn + (λn + 1)ei(λn+1)θBn

}
= 0 (θ = ±π).

Характеристическое уравнение

sin 2πλn = 0

приводит к ряду собственных значений (характеристических чисел): λn =
n/2 (n = 1, 2, ...).

43По поводу строгого доказательства см. [150], с. 18-24.
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Отрицательные λn не подходят, поскольку приводят к бесконечным переме-
щениям при r→ 0.

Значение λn = 0 также не подходит, так как в этом случае напряжения и
деформации при r → 0 порядка r−1, и поэтому упругая энергия любой области,
примыкающей к вершине трещины, будет иметь бесконечно большое значение,
что нереалистично. Следовательно, наименьшее собственное значение есть λ1 =
1/2.

Так как

λnAn + (−1)nAn + (λn + 1)Bn = 0 (n = 1, 2, ... ),

то при n = 1 и λ1 = 1/2 находим асимптотики

ϕ(z) = A1z
1/2, χ(z) = B1z

3/2,

где 3B1 = 2A1 − A1.
Таким образом, напряжения и перемещения вблизи вершины трещины опре-

деляются в виде

σrr =
1

4
√
r

[
a1

(
5 cos

θ

2
− cos

3θ

2

)
+ a2

(
−5 sin

θ

2
+ 3 sin

3θ

2

)]
,

σθθ =
1

4
√
r

[
a1

(
3 cos

θ

2
+ cos

3θ

2

)
+ a2

(
−3 sin

θ

2
− 3 sin

3θ

2

)]
,

σrθ =
1

4
√
r

[
a2

(
cos

θ

2
+ 3 cos

3θ

2

)
+ a1

(
sin

θ

2
+ sin

3θ

2

)]
;

ur =

√
r

4G

[
a1

[
(2κ− 1) cos

θ

2
− cos

3θ

2

]
+ a2

[
−(2κ − 1) sin

θ

2
+ 3 sin

3θ

2

]]
,

uθ =

√
r

4G

[
a1

[
−(2κ + 1) sin

θ

2
+ sin

3θ

2

]
+ a2

[
−(2κ+ 1) cos

θ

2
+ 3 cos

3θ

2

]]
,

где A1 = a1 − ia2.
Выделяя симметричные и антисимметричные (по отношению к оси x1) чле-

ны и обозначая
KI − iKII =

√
2π(a1 − ia2),

получим асимптотики для трещин типов I и II:

σrr =
1

4
√

2πr
KI

(
5 cos

θ

2
− cos

3θ

2

)
,

σθθ =
1

4
√

2πr
KI

(
3 cos

θ

2
+ cos

3θ

2

)
,

σrθ =
1

4
√

2πr
KI

(
sin

θ

2
+ sin

3θ

2

)
;
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ur =

√
r

4G
√

2π
KI

[
(2κ− 1) cos

θ

2
− cos

3θ

2

]
,

uθ =

√
r

4G
√

2π
KI

[
−(2κ + 1) sin

θ

2
+ sin

3θ

2

]
;

σrr =
1

4
√

2πr
KII

(
−5 sin

θ

2
+ 3 sin

3θ

2

)
,

σθθ =
1

4
√

2πr
KII

(
−3 sin

θ

2
− 3 sin

3θ

2

)
,

σrθ =
1

4
√

2πr
KII

(
cos

θ

2
+ 3 cos

3θ

2

)
;

ur =

√
r

4G
√

2π
KII

[
−(2κ − 1) sin

θ

2
+ 3 sin

3θ

2

]
,

uθ =

√
r

4G
√

2π
KII

[
−(2κ + 1) cos

θ

2
+ 3 cos

3θ

2

]
.

Заметим, что члены разложений, соответствующие собственным числам λ =
1, 3/2, 2, ... , дают конечные при r → 0 вклады в напряжения.

Ясно, что с помощью метода разложения по собственным функциям могут
быть найдены все последующие (несингулярные) члены разложений напряже-
ний и перемещений у вершины трещины.

2.1.3. Асимптотика пространственного поля перемещений и напряже-
ний у заостренного входящего края произвольного очертания

Установленные выше асимптотические формулы для полей напряжений и
перемещений у вершины трещины трех основных типов могут быть обобщены
на случай трещины, край которой представляет собой произвольную гладкую
кривую.

Выберем локальную систему координат, направив ее оси по трем естествен-
ным направлениям репера Френе: ось ξ1 будет иметь направление, противопо-
ложное направлению главной нормали, ось ξ2 направим по касательной к краю,
ось ξ3 — вдоль бинормали.

Параметризуем край с помощью натурального параметра s. Известно, что
уравнение края в локальных естественных координатах имеет вид

ξ1 = −κ1(∆s)
2

2
+ O((∆s)3),

ξ2 = ∆s+ O((∆s)3),

ξ3 = −κ1κ2(∆s)
3

6
+ ... .

Здесь κ1 и κ2 соответственно кривизна и кручение пространственной кривой
L, представляющей край трещины.
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Проекции кривой L на плоскости естественного трехгранника в окрестности
его вершины задаются соответствующими парами этих уравнений и в случае,
когда и кривизна, и кручение одновременно отличны от нуля, изображены на
рис. 6.

L

ξ1

ξ2

ξ3

r

n

t

θ

b

ξ1

ξ2

ξ1

ξ3

ξ3

ξ2

Ä)

Å)

Ç)

Рис. 6. Локальная система координат у края трещины и проекции края на грани естествен-
ного трехгранника Френе

Особенна интересна проекция на плоскость, опирающуюся на главную нор-
маль и бинормаль к краю: конфигурация края действительно представляет со-
бой входящее заострение. Развитие трещины, поэтому, следует ожидать в со-
прикасающейся плоскости (плоскости, опирающейся на касательный вектор и
вектор главной нормали).

Рассмотрим поведение напряжений и перемещений вблизи края L. Общий
результат здесь состоит в следующем: исследование особенностей решений урав-
нений теории упругости в окрестности края трещины сводится к анализу двух
двумерных задач в плоскости, нормальной краю L, о плоской деформации и
антиплоском сдвиге. При этом в уравнениях теории упругости, сформулиро-
ванных в локальной координатной системе, нужно удерживать лишь главные
члены, не влияющие на характер особенности решения.44

С учетом сказанного, можно воспользоваться асимптотическими формула-
ми для плоской и антиплоской деформации у вершины трещины, приведенны-
ми в 2.1.1. Асимптотики пространственного распределения напряжений и пе-
ремещений у края произвольного очертания находятся в виде (r, θ —полярные

44Исследование этой интересной проблемы приводится, например, в монографии [116], с. 305-325, где мож-
но найти также указания на оригинальные работы. Отметим также работу [6], которая посвящена анали-
зу напряженно-деформированного состояния вблизи вершины плоских и пространственных пикообразных
включений и края вырезов.
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координаты в нормальной плоскости (см. рис. 6)):

σ<11> =
KI

4
√

2πr

(
3 cos

θ

2
+ cos

5θ

2

)
− KII

4
√

2πr

(
7 sin

θ

2
+ sin

5θ

2

)
+ ... ,

σ<22> =
KI√
2πr

2ν cos
θ

2
− KII√

2πr
2ν sin

θ

2
+ ... ,

σ<33> =
KI

4
√

2πr

(
5 cos

θ

2
− cos

5θ

2

)
− KII

4
√

2πr

(
5 sin

θ

2
− sin

5θ

2

)
+ ... ,

σ<23> =
KIII

4
√

2πr
cos

θ

2
+ ... ,

σ<13> = − KI

4
√

2πr

(
sin

θ

2
− sin

5θ

2

)
+

KII

4
√

2πr

(
3 cos

θ

2
+ cos

5θ

2

)
+ ... ,

σ<12> = − KIII√
2πr

sin
θ

2
+ ... ;

u<1> =
KI

G

√
r

2π
cos

θ

2

[
1− 2ν + sin2 θ

2

]
+
KII

2G

√
r

2π
sin

θ

2

[
2(1− ν) + cos2 θ

2

]
+... ,

u<2> =
2KIII

G

√
r

2π
sin

θ

2
+ ... ,

u<3> =
KI

G

√
r

2π
sin

θ

2

[
2(1− ν)− cos2 θ

2

]
−KII

2G

√
r

2π
cos

θ

2

[
1− 2ν − sin2 θ

2

]
+... ,

где значения KI , KII , KIII зависят кроме всего прочего еще и от кривизны и
кручения края трещины.

2.1.4. Коэффициенты интенсивности напряжений

В 2.1.1, 2.1.3 было показано, что в самом общем случае нагружения тела
с трещиной для компонент тензора напряжений в окрестности края трещины
справедливо асимптотическое представление (α = I, II, III ; i, j = 1, 2, 3):

σij(r, θ) =
1√
2πr

∑
α

Kαf
(α)
ij (θ) + ... ,

где KI , KII , KIII —коэффициенты интенсивности напряжений, зависящие от
приложенной к телу нагрузки, геометрии тела и трещины. Поэтому в рамках
линейной теории упругости изотропного тела напряженно-деформированное со-
стояние в окрестности вершины трещины может быть представлено с помощью
линейной суперпозиции трех независимых состояний, соответствующих трем
основным типам трещин.
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Конкретный вид зависимости коэффициентов интенсивности напряжений
от приложенных нагрузок, геометрических характеристик тела и трещины опре-
деляется из решения соответствующих задач теории упругости. Оказывается,
что в случае плоского напряженного или плоского деформированного состо-
яния коэффициенты интенсивности напряжений для конкретного нагружения
тела заданной геометрии с прямолинейной трещиной данной длины могут быть
определены из общих формул для трех основных типов нагружения.

С целью выявления основных закономерностей рассмотрим растяжение тон-
кой упругой пластинки с трещиной нормального отрыва (тип I).

Пусть бесконечная тонкая пластина имеет сквозную трещину |x1| ≤ l, нахо-
дящуюся в однородном поле растягивающего напряжения σ∞22. Берега трещины
свободны от нагрузок.

Граничные условия рассматриваемой краевой задачи имеют следующий вид:

σ22 = 0 (x2 = 0, |x1| < l),
u2 = 0 (x2 = 0, |x1| > l),
σ22 → σ∞22 (|x1 + ix2| → ∞).

Решение сформулированной задачи можно представить в виде суперпози-
ции решений двух задач: растяжения пластины без трещины напряжением σ∞22,
приложенным на бесконечности, и нагружение пластины с трещиной длины 2l
напряжениями, действующими на берегах трещины так, чтобы суммарно выпол-
нялись граничные условия исходной задачи. Поля напряжений и перемещений,
соответствующие задаче с нулевыми граничными данными на бесконечности и
представляющей основной интерес, обозначим σ∗ij и u∗i .

Для затухающих на бесконечности полей справдливо классическое представ-
ление Колосова—Мусхелишвили [101]:

σ∗11 + σ∗22 = 4Re[ϕ∗′(z)],
σ∗22 − σ∗11 + 2iσ∗12 = 2[zϕ∗′′(z) + ψ∗′(z)],

2µ(u∗1 + iu∗2) = κϕ∗(z)− zϕ∗′(z)− ψ∗(z),

где ϕ∗(z) и ψ∗(z) —комплексные потенциалы, которые являются аналитически-
ми функциями комплексного переменного z = x1+ix2 в верхней полуплоскости,
черта сверху является знаком комплексного сопряжения, µ—модуль сдвига.
Для плоского напряженного состояния κ = (3− ν)/(1 + ν), где ν —коэффици-
ент Пуассона.

Так как σ∗12 = 0 всюду на оси x1, то

Im [zϕ∗′′(z) + ψ∗′(z)] = 0

при x2 = 0. Этому условию можно удовлетворить, положив

ψ∗(z) = ϕ∗(z)− zϕ∗′(z).

Таким образом, задача сводится к отысканию одной неизвестной функции
ϕ∗(z).
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Из последних формул получаются следующие выражения для компонент
тензора напряжений

σ∗11 = 2Re[ϕ∗′(z)]− 2x2Im[ϕ∗′′(z)],
σ∗22 = 2Re[ϕ∗′(z)] + 2x2Im[ϕ∗′′(z)],

σ∗12 = −2x2Re[ϕ∗′′(z)].

Для компонент вектора перемещений справедливы формулы

2µu1 = (κ− 1)Re[ϕ∗(z)]− 2x2Im[ϕ∗′(z)],
2µu2 = (κ+ 1)Im[ϕ∗(z)]− 2x2Re[ϕ∗′(z)].

Поэтому для определения функции ϕ∗′(z) можно сформулировать следую-
щую краевую задачу: на отрезке |x1| < l задана действительная часть функции
ϕ∗′(z)

Re[ϕ∗′(z)] = −σ
∞
22

2
(|x1| < l),

а на оставшейся части оси x1 известна мнимая часть этой функции

Im[ϕ∗′(z)] = 0 (|x1| > l).

Решение сформулированной задачи можно получить, если использовать об-
щие формулы смешанной задачи теории аналитических функций для полуплос-
кости [181].

Пусть на вещественной оси имеются n отрезков

(a1, b1), (a2, b2), ..., (an, bn),

на которых заданы значения σ∗22 (что означает задание на отрезках действитель-
ной части потенциала ϕ∗′(z)), вне этих отрезков u2 = 0 (что означает равенство
нулю мнимой части потенциала ϕ∗′ вне указанных отрезков). На бесконечности
напряжения и перемещения исчезают. Необходимо отметить, что если напряже-
ния обращаются в нуль на бесконечности, то

ϕ∗′(z) = O(z−2) (z →∞).

Общее представление решения смешанной задачи теории упругости для по-
луплоскости имеет вид [181]:

ϕ∗′(z) =

n∑
m=1

(−1)n−m
bm∫

am

√√√√∣∣∣∣∣
n∏

m=1

(t− am)(t− bm)

∣∣∣∣∣σ∗22(t)dt

t− z + Pn−1(z)

2π

√√√√ n∏
m=1

(z − am)(z − bm)

,

где полином Pn−1(z) = c0 + c1z + c2z
2 + ... + cnz

n имеет вещественные коэффи-
циенты.

Нелинейная механика разрушения



2.1. Поля напряжения и перемещений у вершины трещины 67

Приведенная основная разрешающая формула смешанной задачи теории
упругости в случае единственного отрезка на вещественной оси принимает вид

ϕ∗′(z) =
1

2π
√
z2 − l2

l∫
−l

σ∗22(t)
√
l2 − t2dt

t− z ,

где коэффициенты полинома обращаются в нуль вследствие условий на беско-
нечности. Таким образом решение задачи полностью определяется последней
формулой.

Для выяснения поведения напряжений вблизи вершины трещины тради-
ционно вводят полярную систему координат с центром в вершине трещины
z − l = reiθ, r � l. Тогда для z, близких к l, можно получить, что

ϕ∗′(z) =
KI

2
√

2π(z − l)
+ ... ,

где KI —коэффициент интенсивности напряжений для трещины типа I, кото-
рый определяется равенством

KI = − 1√
πl

l∫
−l

σ∗22

√
l + t

l − tdt,

или

KI =
1√
πl

l∫
−l

σ∞22

√
l + t

l − tdt.

Соответствующую формулу для общего случая тела с трещиной, берега ко-
торой находятся под действием усилий T2, можно получить в форме

KI =
1√
πl

l∫
−l

T2(t)

√
l + t

l − tdt.

Применяя аналогичные рассуждения, можно получить следующие выраже-
ния для коэффициентов интенсивности напряжений для трещин типа II и ти-
па III:

KII =
1√
πl

l∫
−l

T1(t)

√
l + t

l − tdt

и

KIII =
1√
πl

l∫
−l

T3(t)

√
l + t

l − tdt,

где T1 и T3 —приложенные к берегам трещины нагрузки.
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Полученные формулы для коэффициентов интенсивности напряжений но-
сят общий характер и позволяют определить коэффициент интенсивности на-
пряжений для тела с трещиной, если известна его геометрия и приложенная
нагрузка.

Для трех основных типов трещин коэффициенты интенсивности напряже-
ний, как показывают простые вычисления, есть

KI = σ∞22

√
πl (рис. 7A), KII = τ∞12

√
πl (рис. 7Б),

KIII = τ∞23

√
πl (рис. 7В).

x1 x1

x1

x2 x2

x2

− l − l

− l

l

l

l

σ22
∞

σ22
∞

τ12
∞

τ12
∞

τ 23
∞

τ 23
∞

sd sd sd sd sd sd sd

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⊕

Ä) Å)

Ç)

Рис. 7. Изолированная трещина в поле одноосного растяжения, поперечного и продольного
(антиплоского) сдвига

Существуют справочники по коэффициентам интенсивности напряжений,45

45Одно из последних изданий такого рода на русском языке — двухтомный справочник [160].
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в которых приводятся их значения для тел с трещинами различной геометрии
и различных конфигурациях внешних нагрузок.

2.1.5. Различные замечания и результаты

1. В упругой плоскости с прямолинейной трещиной, берега которой свобод-
ны от нагрузок, нагруженной в точке (x′1, x

′
2) сосредоточенной силой с компонен-

тами (P1, P2, P3) и моментом M3 = M (рис. 8), коэффициенты интенсивности
напряжений на правом конце трещины будут следующими:

KI − iKII ==
1

2
√
πl(1 + κ)

(P1 + iP2)

 l + z′√
z′2 − l2

− κ(l+ z′)√
z′

2 − l2
− 1 + κ

+

+
l(P1 − iP2)(z′ − z′) + il(1 + κ)M

(z′ − l)
√
z′

2 − l2

,

KIII =
P3

2
√

2πl

|z′ + l|
|z′ − l|

√
1− 1

2

(z′ − l)(z′ + l) + (z′ − l)(z′ + l)

|z′ + l| |z′ − l| ,

или

KI + iKII =
1

2
√
πl(κ+ 1)

×

×
[
(P2 − iP1)

{
κ− 1 +

√
ρB
ρA

[
ei(θA−θB)/2 − κe−i(θA−θB)/2

]}
+

+
1

√
ρAρB

{2x′2(P1 − iP2) + i(κ+ 1)M}
{
ei(θA+θB)/2−

− ρB
ρA
e−i(3θA−θB)/2 +

l

ρA
e−i(3θA+θB)/2

}]
,

KIII =
P3

2
√
πl

√
ρB
ρA

sin
θA − θB

2
,

где z′ = x′1 + ix′2, z
′ = x′1 − ix′2, корень

√
x2

1 − l2 положителен при |x1| > l, κ—
постоянная плоской задачи теории упругости, ρA и ρB — расстояния от точки
приложения силы до правого и левого концов трещины, θA и θB —углы между
линией трещины и прямыми, соединяющими точку приложения силы с правым
и левым концом трещины.

В случае полубесконечной трещины x1 < 0 и сосредоточенной нагрузки
P1, P2, приложенной в точке x′1, x′2, коэффициенты интенсивности напряжений
вычисляются по формуле
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KI − iKII =
1√

2π(κ+ 1)

{
(P1 + iP2)

(
1√
z′
− κ√

z′

)
+

+
1

2
(P1 − iP2)

z′ − z′

(z′)3/2

}
.

Полученные выражения можно использовать в качестве функции Грина при
определении коэффициентов интенсивности напряжений в случае изолирован-
ной трещины при любом распределении объемных и поверхностных нагрузок.

x1

x2

P2

− l l

P1′x1

′x2

M

P3

θAθB AB

ρB ρA

Рис. 8. Трещина в упругом силовом поле, создаваемом сосредоточенной силой и моментом,
приложенными на некотором удалении от трещины

2. Если сосредоточенная сила (P1, P2, P3 = 0) и моментM3 = M приложены
к верхнему берегу трещины, т.е. z′ = x′1 + i0, то коэффициенты интенсивности
напряжений определяются выражениями

KI =
(κ− 1)P1

2(κ+ 1)
√
πl

+
1

2
√
πl(l2 − x′21 )

[
P2(l+ x′1) +

Ml

l − x′1

]
,

KII = − (κ− 1)P2

2(κ + 1)
√
πl

+
P1(l + x′1)

2
√
πl(l2 − x′21 )

,

KIII = 0.
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3. Для сосредоточенной силы (P1, P2, P3), приложенной симметрично в верх-
ней и нижней полуплоскости (рис. 9), коэффициенты интенсивности напряже-
ний имеют вид

KI =
P2√
πl

√
l + x′1
l − x′1

, KII =
P1√
πl

√
l + x′1
l − x′1

, KIII =
P3√
πl

√
l + x′1
l − x′1

.

x1

x2

sd
P1

P2

P3

⊕
P1

P2

P3

− l l

′x1

′x2

Рис. 9. Трещина в поле упругих напряжений, создаваемых сосредоточенными силами, при-
ложенными симметрично на некотором удалении от трещины

4. Если сосредоточенная сила (P1, P2, P3) и момент M приложены симмет-
рично к верхнему и нижнему берегам трещины (рис. 10), то коэффициенты
интенсивности напряжений вычисляются по формулам

KI =
1√

πl(l2 − x′21 )

[
P2(l + x′1) +

Ml

l − x′1

]
, KII =

P1(l + x′1)√
πl(l2 − x′21 )

,

KIII =
P3√
πl

√
l + x′1
l − x′1

.

5. Для произвольных симметрично распределенных нагрузок плотностью
T1(x1), T2(x1), T3(x1) и момента плотностью m(x1) на берегах изолированной
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x1

x2

P2

− l l

P1

M

P1

P2

M

′x1

P3

P3

Рис. 10. Равновесие трещины под действием сосредоточенных сил (P1, P2, P3) и момента M ,
симметрично приложенных к берегам трещины

трещины коэффициенты интенсивности напряжений определяются выражени-
ями

KI =
1√
πl

 l∫
−l

T2(x1)

√
l + x1

l − x1
dx1 + l

l∫
−l

m(x1)dx1

(l − x1)
√
l2 − x2

1

 ,

KII =
1√
πl

l∫
−l

T1(x1)

√
l + x1

l − x1
dx1,

KIII =
1√
πl

l∫
−l

T3(x1)

√
l + x1

l − x1
dx1.

6.При постоянных нагрузках σ22 = −T2, σ12 = −T1, приложенных на некото-
ром участке верхнего берега трещины (рис. 11), коэффициенты интенсивности
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напряжений можно найти по формулам

KI =
T2
√
l

2
√
π

[
arcsin

c

l
− arcsin

b

l
−
√

1− c2

l2
+

√
1− b2

l2

]
+
T1(c− b)

2
√
πl

κ− 1

κ + 1
,

KII =
T1
√
l

2
√
π

[
arcsin

c

l
− arcsin

b

l
−
√

1− c2

l2
+

√
1− b2

l2

]
+
T2(c− b)

2
√
πl

κ− 1

κ+ 1
.

x1

x2

− l l

T2

T1

b

c

Рис. 11. Равновесие трещины под действием усилий, равномерно распределенных на участке
верхнего берега трещины

7. Если трещина находится в равновесии под действием равномерно распре-
деленных симметричных нагрузок, расклинивающих вершины трещины (см.
рис. 12), то коэффициент интенсивности напряжений вычисляется по формуле:

KI = T2
√
πl

(
1− 2

π
arcsin

a

l

)
.

8. Трещиновидный разрез в пластине больших размеров нагружается рас-
клинивающей силой интенсивности P2 на единицу толщины пластины (рис. 13).
Коэффициент интенсивности напряжений в этом случае равен

KI = P2/
√
πl.
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x1

x2

T2

a

T2

T2

T2

-l l

Рис. 12. Равновесие трещины под действием равномерно распределенных нагрузок, раскли-
нивающих вершины трещины

9.1. Функция напряжений Φ при кручении призматического тела

σ13 =
∂Φ

∂x2
, σ23 = − ∂Φ

∂x1
,

удовлетворяет уравнению Пуассона

∆Φ = −2Gω,

где G—модуль сдвига, ω— крутка (угол закручивания в расчете на единицу
длины вдоль оси кручения), всюду внутри области Ω (Ω —поперечное сечение
скручиваемого призматического тела), и граничному условию Φ = 0 на границе
области Ω.

В полярной системе координат приведенные формулы приобретают следую-
щий вид:

σrz =
1

r

∂Φ

∂ϕ
, σzϕ = −∂Φ

∂r
;

∂2Φ

∂r2 +
1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2

∂2Φ

∂ϕ2 = −2Gω.

9.2. Рассмотрим область Ω с выходящим углом раствора α (рис. 14).
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x1

x2

P2

P2

− l l

Рис. 13. Трещина под действием симметрично приложенных расклинивающих сил

α

r

ϕ

ϕ= α

ϕ= 0

Ω

Рис. 14. Выбор полярной системы координат при анализе поля напряжений в окрестности
выходящего угла контура поперечного сечения призматического тела (деформация круче-
ния)

Выбирая полярные координаты, как показано на рис. 14, можно установить,
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что функция напряжений Φ имеет разложение

(Gω)−1Φ(r, ϕ) =
r2

2

[
cos(α− 2ϕ)

cosα
− 1

]
+

∞∑
k=0

rkπ/α
[
Ak sin

kπϕ

α
+Bk cos

kπϕ

α

]
+

+

∞∑
k=0

r−kπ/α
[
Ck sin

kπϕ

α
+Dk cos

kπϕ

α

]
.

9.3. Функция напряжений Φ ограничена вплоть до границы Ω и в ее разло-
жении следует принять Ck = 0, Dk = 0.

9.4. При α > π (входящий угол)

lim
r→0

σ13 =∞, lim
r→0

σ23 =∞

и главные члены асимптотик напряжений есть:

σrz =
πGω

α
A1r

π/α−1 cos
πϕ

α
, σzϕ = −πGω

α
A1r

π/α−1 sin
πϕ

α
.

Следовательно, в случае трещины, когда α = 2π, имеем для компонент
тензора напряжений особенности корневого типа.

9.5. Круговой цилиндр, надрезанный в радиальном направлении вдоль об-
разующей (рис. 15), подвергается кручению.46

Функция напряжений Φ может быть вычислена в виде

Φ(ρ, ϑ) =
a2Gω

2

(
1− ρ2

a2

)
+

1

2π

a∫
b

S(r)G(r, θ; ρ, ϑ)|θ=0dr,

где

G(r, θ; ρ, ϑ) =
1

2
ln
a2 + r2ρ2/a2 − 2rρ cos(ϑ− θ)
r2 + ρ2 − 2rρ cos(ϑ− θ)

есть функция Грина для круга (без трещины), а функция S(r) есть решение
интегрального уравнения

a∫
b

S(r) ln

∣∣∣∣a(1− rρ/a2)

r − ρ

∣∣∣∣ dr = −πGω(a2 − ρ2) (b < ρ < a).

Функция напряжений, в соответствующим образом подобранных биполяр-
ных координатах, может быть найдена в форме ряда [79], с. 230, 231.

46Решения большого количества задач по кручению упругих призматических тел, содержащих пазы, зубцы,
выточки и трещины, может быть найдено в известной монографии [4]. В этой монографии, в частности,
приводится численный анализ задачи кручения эллиптического цилиндра, надрезанного вдоль образующей с
противоположных сторон. Коэффициент интенсивности напряженийKIII при кручении цилиндра с внешним
кольцевым надрезом вычислен в [116], с. 521-528. Задача кручения цилиндрического тела с радиальной
трещиной рассмотрена в [107], и настоящее изложение следует [107], с. 441-449.
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x2

x1

a

r

b a
θ

Рис. 15. Поперечное сечение цилиндрического тела, радиально надрезанного вдоль образую-
щей

9.6. В случае b = 0 функция S(r) при r = 0 обладает традиционной особен-
ностью вида r−1/2. Функцию напряжений в этом случае можно вычислить как
сумму ряда (см. [79], с. 123, 124)

Φ(r, θ) =
32a2Gω

π

∞∑
n=0

a−
2n+1

2 r
2n+1

2 − a−2r2

(2n+ 1)[16− (2n+ 1)(2n+ 1)2]
sin

2n+ 1

2
θ.

9.7. Если сечение представляет собой эллипс с полуосями a и b, надрезанный
вдоль большой полуоси двумя надрезами, доходящими до его фокусов x1 = c, то
в эллитических координатах α, β (x1 + ix2 = cch(α+ iβ)) функция напряжений
вычисляется суммированием следующего ряда [79], с. 223, 224:

(Gω)−1Φ(α, β) = −c2sh2α sin2 β +
8b2

π

∞∑
n=0

ch(2n+ 1)α

ch(2n+ 1)α0
×

× sin(2n+ 1)β

(2n + 3)(1− 4n2)
,

где thα0 = b/a.

10. Пусть в пластине достаточно больших размеров имеется трещина, ко-
торая находится в поле растягивающих усилий ”дальнего поля”, действующих
под углом α к линии трещины.

Для коэффициентов интенсивности напряжений справедливы следующие
выражения:

KI = T∞
√
πl sin2 α, KII = T∞

√
πl sinα cosα.
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11. Для расчета траектории распространения трещины обычно применяют
теорию разрушения, основанную на критерии максимальных нормальных на-
пряжений.47

Данная теория приводит к следующему уравнению для определения ориен-
тации прорастания трещины

∂σθθ
∂θ

= 0

(
∂2σθθ
∂θ2 < 0

)
,

или

[KI sin θ +KII(3 cos θ − 1)] cos(θ/2) = 0,

откуда следует

θ1 = ±π, KI sin θ2 +KII(3 cos θ2 − 1) = 0.

Здесь значения θ1 соответствуют условию σ12 = 0 на свободных берегах
трещины, а значения θ2 —углу, при котором тангенциальное напряжение σθθ
максимально.48 Угол θ2 является функцией от коэффициентов интенсивности
напряжений KI и KII .

В случае наклонной трещины, расположенной в поле одноосных растягиваю-
щих напряжений, можно исключить коэффициенты интенсивности напряжений
KI и KII на основании равенств

KI = T∞
√
πl sin2 α, KII = T∞

√
πl sinα cosα.

После исключения коэффициентов интенсивности напряжений уравнение
для определения угла θ2 приобретает вид

sin θ2 + (3 cos θ2 − 1) ctgα = 0 (α 6= 0).

Проблема определения траектории квазистатического развития трещины
анализировалась в ряде работ (см., например, [117], с. 139-147; [150], с. 67-72).

2.2. Динамическое распространение трещин

Динамическое распространение трещины в упругом теле — одна из важней-
ших задач динамической механики разрушения. Процесс разрушения в заклю-
чительной его стадии характеризуется либо быстрым распространением маги-
стральной трещины, либо ветвлением трещины и лавинообразным развитием
всего семейства трещин. Ясно, что подобные процессы являются существенно

47В данной теории предполагается, что трещина развивается вдоль площадки, на которую действует наи-
большее нормальное растягивающее напряжение, таким образом, что напряжение сдвига на линии ожидае-
мого распространения трещины равно нулю [218].

48Точнее главная часть тангенциального напряжения σθθ достигает максимального (по всем ориентациям)
значения.
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динамическими и требуют отдельного исследования. К динамической механике
разрушения относятся также задачи ветвления и расчета траектории распро-
странения трещин. Методы и результаты динамической механики разрушения с
достаточной полнотой изложены в монографиях [118], [119], [155], [231]. Эффек-
ты, сопровождающие динамическое деформирование и разрушение металлов,
освещаются в книге [147].

При анализе динамического распространения трещины, когда нельзя пре-
небрегать силами инерции, необходимо рассматривать динамическую задачу
теории упругости для тела с движущейся трещиной. Учет сил инерции приво-
дит к перераспределению напряжений и деформаций в окрестности вершины
трещины. Наиболее просто эти эффекты анализируются в следующих случаях,
являющихся предельными случаями общего динамического роста трещины: на
тело действует ударная нагрузка и фронт трещины распространяется в упру-
гом теле с большой скоростью, сравнимой со скоростью звука, причем упругое
поле стационарно в малой окрестности вершины трещины в движущейся систе-
ме координат, связанной с концом трещины; гармоническое упругое поле, когда
край трещины неподвижен, внешние нагрузки, помимо постоянной составляю-
щей, имеют компоненту, которая изменяется во времени с большой частотой.
Гармонические задачи о трещинах можно разделить на два класса: в первом
классе задач гармонические нагрузки прикладываются к берегам трещины, во
втором — сингулярное поле напряжений образуется вследствие дифракции вол-
ны, падающей на трещину.

Ниже, в разделе 2.2.1, приводятся основные уравнения динамической тео-
рии упругости в трехмерном случае и для случая плоской деформации.49 Далее,
в 2.2.2, рассматривается структура полей напряжений и перемещений в вер-
шине распространяющейся с постоянной скоростью прямолинейной трещины
каждого из трех основных типов и вводятся динамические коэффициенты ин-
тенсивности напряжений. Мы использовали здесь комплексное представление
локально стационарного поля [30], [311] и разыскивали комплексные потенциа-
лы в виде суперпозиции собственных функций. В 2.2.3 решается аналогичная
2.2.2 задача о локальном стационарном поле у вершины трещины, но уже с
помощью потенциалов Галина,50 и определяются напряжения и деформации у
вершины трещины. Некоторые важные факты, связанные с неустановившимся
распространением трещины, обсуждаются в 2.2.4. Здесь мы не будем в пол-
ной мере приводить решения краевых задач о динамическом распространении
трещин, отсылая читателя к специальным публикациям (см., например, [124]).

49Систематическое изложение динамической теории упругости имеется в монографии [124].
50Комплексное представление локально стационарного упругого поля было дано Л. А. Галиным в 1953 г.

[30] в связи с исследованием задачи о давлении на упругую полуплоскость движущегося штампа. В этой же
монографии вводятся новые потенциалы, более приспособленные для решения этой задачи.
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2.2.1. Основные соотношения динамической теории упругости

Уравнения динамической теории упругости в общем трехмерном случае

u1 = u1(x1, x2, x3, t), u2 = u2(x1, x2, x3, t), u3 = u3(x1, x2, x3, t)

имеют вид

(λ+ µ)∇∇ · u + µ∇ ·∇u = ρ
∂2u

∂t2
, (1.1)

где ρ—плотность, ∇— оператор Гамильтона:

∇ = i
∂

∂x1
+ j

∂

∂x2
+ k

∂

∂x3
;

∆ — оператор Лапласа:

∆ =∇ ·∇ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3
.

Решение уравнения (1.1) разыскивается в виде суммы потенциальной и вих-
ревой части

u =∇ϕ+∇×ψ, (1.2)

где ϕ—потенциал продольных волн, ψ—потенциал поперечных волн.
Подставляя приведенные выше представления в уравнение движения, полу-

чаем, что введенные потенциалы удовлетворяют волновым уравнениям

c2
1∆ϕ−

∂2ϕ

∂t2
= 0, c2

2∆ψ −
∂2ψ

∂t2
= 0, (1.3)

где

c1 =

√
λ+ 2µ

ρ
=

√
G

ρ

2− 2ν

1− 2ν
, c2 =

√
G

ρ

есть скорости распространения продольных и поперечных волн соответственно.

Уравнения динамической теории упругости для случая плоской деформации

u1 = u1(x1, x2, t), u2 = u2(x1, x2, t), u3 = 0

имеют вид

(λ+ µ)
∂

∂x1

(
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x2

)
+ µ∆u1 = ρ

∂2u1

∂t2
,

(λ+ µ)
∂

∂x2

(
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2

)
+ µ∆u2 = ρ

∂2u2

∂t2
.

(1.4)

Решение рассматриваемой системы уравнений разыскивается в виде

u1 =
∂ϕ

∂x1
+
∂ψ

∂x2
, u2 =

∂ϕ

∂x2
− ∂ψ

∂x1
, (1.5)

Нелинейная механика разрушения



2.2. Динамическое распространение трещин 81

где ϕ = ϕ(x1, x2, t) —потенциал продольных волн, ψ = ψ(x1, x2, t) —потенциал
поперечных волн.

Подставляя приведенные выше представления в уравнения движения, полу-
чаем, что введенные потенциалы также удовлетворяют волновым уравнениям

c2
1∆ϕ−

∂2ϕ

∂t2
= 0, c2

2∆ψ −
∂2ψ

∂t2
= 0. (1.6)

Компоненты тензора напряжений определяются по формулам

σ11 = G

[
κ2
(
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2

)
− 2

∂u2

∂x2

]
,

σ22 = G

[
κ2
(
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2

)
− 2

∂u1

∂x1

]
,

σ12 = G

(
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2

)
,

σ33 = ν(σ11 + σ22),

(1.7)

или через скалярные волновые потенциалы ϕ и ψ— в виде

σ11 = G

(
2ν

1− 2ν
∆ϕ+ 2

∂2ϕ

∂x2
1

+ 2
∂2ψ

∂x1x2

)
,

σ22 = G

(
2ν

1− 2ν
∆ϕ+ 2

∂2ϕ

∂x2
2
− 2

∂2ψ

∂x1x2

)
,

σ12 = G

(
2
∂2ϕ

∂x1x2
+
∂2ψ

∂x2
2
− ∂2ψ

∂x2
1

)
,

σ33 = ν(σ11 + σ22).

(1.8)

2.2.2. Структура локально стационарных полей напряжений и пере-
мещений у вершины трещины. Динамические коэффициенты
интенсивности напряжений

Упругое поле вблизи вершины распространяющейся трещины может быть
локально стационарным.51

Рассмотрим динамическую задачу о распространение полубесконечной пря-
молинейной трещины с постоянной скоростью V в линейно упругой изотропной
среде.52

Пусть x1, x2 — система неподвижных декартовых координат так, что трещи-
на развивается в направлении оси x1. Примем, что поля упругих перемещений

51Под термином ”локально стационарное поле” понимается упругое поле перед вершиной трещины, когда
трещина распространяется в упругом теле с большой скоростью, сравнимой со скоростью звука, однако упру-
гое поле является стационарным в малой окрестности вершины трещины в движущейся системе координат,
связанной с вершиной трещины.

52Впервые распределение напряжений у вершины движущейся с постоянной скоростью трещины исследо-
валось Иоффе (E. H. Yoffe) в 1951 г.
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и напряжений не зависят от x3. Введем подвижную систему координат ξ1, ξ2, ξ3
с началом в некоторой точке, которая остается неподвижной для наблюдателя,
находящегося в вершине трещины, т. е. примем ξ1 = x1 − V t, ξ2 = x2, ξ3 = x3.

В движущейся системе координат напряжения и перемещения стационарны
и могут быть представлены при помощи комплексных потенциалов в следую-
щем виде [311]:

σξ1ξ1 = −Re[(1 + 2β2
1 − β2

2)ϕ′1(z1) + ϕ′2(z2)],

σξ2ξ2 = Re[(1 + β2
2)ϕ′1(z1) + ϕ′2(z2)],

σξ1ξ2 = Im[2β1ϕ
′
1(z1) + 1 + β2

2β
−1
2 ϕ′2(z2)],

σξ1ξ3 = Re[ϕ′3(z2)], σξ2ξ3 = −Im[β2ϕ
′
3(z2)],

σξ3ξ3 =

{
0 (плоское напряженное состояние),
ν(σξ1ξ1 + σξ2ξ2) (плоская деформация);

µuξ1 = −Re[ϕ1(z1) + ϕ2(z2)], µuξ2 = Im[β1ϕ1(z1) + β−1
2 ϕ2(z2)],

µuξ3 = Re[ϕ3(z2)].

(2.1)

Здесь ϕ1(z1), ϕ2(z2), ϕ3(z2) —комплексные потенциалы, являющиеся функ-
циями комплексных переменных zj = ξ1 + iβjξ2 = rje

iθj (j = 1, 2), где β2
j =

1 − V 2/c2
j . Потенциалы ϕ1 и ϕ2 описывают плоскую деформацию, потенциал

ϕ3 — продольный сдвиг.
Общее решение для всех трех основных типов трещин будем разыскивать в

виде суперпозиции собственных функций так же, как это было проделано выше
в разделе 2.1.2 применительно к статической задаче.

Комплексные потенциалы представим сначала в форме разложений

ϕ1(z1) =
∑
n
Anz

λn
1 , ϕ2(z2) =

∑
n
Bnz

λn
2 , ϕ3(z2) =

∑
n
Cnz

λn
2 , (2.2)

где An, Bn, Cn—неопределенные комплексные константы; собственные значе-
ния определяются из условия существования нетривиального решения прямой
подстановкой этих разложений в граничные условия на берегах трещины; они
оказываются равными λn = n/2 (n = 0, 1, 2, ... ).

Собственному значению λ1 = 1/2 отвечает сингулярное поле напряжений с
характерной для механики разрушения корневой особенностью.

По аналогии со статическим случаем можно ввести динамические коэффи-
циенты интенсивности напряжений

KI = lim
r→0

√
2πrσ22

∣∣∣∣∣
θ=0

, KII = lim
r→0

√
2πrσ12

∣∣∣∣∣
θ=0

,

KIII = lim
r→0

√
2πrσ23

∣∣∣∣∣
θ=0

.

(2.3)

Коэффициенты KI , KII , KIII называются соответственно динамическими
коэффициентами интенсивности напряжений нормального отрыва, поперечного
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и продольного сдвигов. Для стационарного упругого поля эти коэффициенты
не будут зависеть от времени.

Отметим, что справедливы равенства

KI = −
√

2π
4β1β2 − (1 + β2

2)

2(1 + β2
2)

ReA1,

KII =
√

2π
4β1β2 − (1 + β2

2)

4β2
ImA1.

Сингулярные поля напряжений и соответствующие поля перемещений для
трещин трех основных типов определяются формулами (см. [119], c. 17):

Нормальный отрыв:

σ11
σ22
σ12

=
KIBI(V)√

2π



(1+2β2
1−β2

2)
cos(θ1/2)
√
r1

−4β1β2 cos(θ2/2)

(1+β2
2)
√
r2

−(1 + β2
2)

cos(θ1/2)
√
r1

+
4β1β2 cos(θ2/2)

(1 + β2
2)
√
r2

2β1
sin(θ1/2)
√
r1

− 2β1
sin(θ2/2)
√
r2


,

{
u1
u2

}
=
KIBI(V)

µ

√
2

π


√
r1cos(θ1/2)−2β1β2

1+β2
2

√
r2 cos(θ2/2)

−β1
√
r1 sin(θ1/2)+

2β1

1+β2
2

√
r2 sin(θ2/2)

;

(2.4)

Поперечный сдвиг:

σ11
σ22
σ12

=
KIIBII(V)√

2π



−(1+2β2
1−β2

2)
sin(θ1/2)
√
r1

+(1+β2
2)

sin(θ2/2)
√
r2

(1 + β2
2)

sin(θ1/2)
√
r1

− (1 + β2
2)

sin(θ2/2)
√
r2

2β1
cos(θ1/2)
√
r1

− (1 + β2
2) cos(θ2/2)

2β2
√
r2


,

{
u1
u2

}
=
KIIBII(V )

µ

√
2

π


√
r1 sin(θ1/2) − 1+β2

2

2

√
r2 sin(θ2/2)

β1
√
r1cos(θ1/2)−1+β2

2

2β2

√
r2cos(θ2/2)

;

(2.5)

Продольный (антиплоский) сдвиг:
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{
σ13
σ23

}
=
KIIIBIII(V )√

2π


−sin(θ2/2)
√
r2

β2
cos(θ2/2)
√
r2

 ,

u3 =
KIIIBIII(V )

µ

√
2

π

√
r2 sin(θ2/2).

(2.6)

Здесь использованы следующие обозначения:

BI(V ) =
1 + β2

2

R∗(V )
, BII(V ) =

2β2

R∗(V )
, BIII(V ) =

1

β2
,

R∗(V ) = 4β1β2 − (1 + β2
2)2.

Уравнение R∗(V ) = 0 является уравнением Рэлея (Rayleigh), положитель-
ный корень которого V = cR есть скорость поверхностных волн Рэлея (см.,
например, [81]).

Коэффициенты интенсивности напряжений KI , KII , KIII играют исключи-
тельную роль в модели хрупкого разрушения, поскольку в силу универсально-
сти асимптотик напряжений по углу только они определяют сингулярное поле
у вершины трещины.

Альтернативный вывод локально стационарного сингулярного поля напря-
жений у вершины трещины приведен в книге [118], с. 15-20.

Выясним условия локальной стационарности упругого поля у вершины тре-
щины. Для этого обратимся к представлению напряжений (1.8) через волновые
потенциалы, удовлетворяющие волновым уравнениям (1.6).

В системе координат, связанной с вершиной трещины, волновой оператор
может быть записан как

∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2
− 1

c2

∂2

∂t2
=

=
∂2

∂ξ2
1

+
∂2

∂ξ2
2
− V 2

c2

∂2

∂ξ2
1

+
V 2

c2

∂2

∂ξ1∂t
− 1

c2

∂2

∂t2
.

Следовательно, если вторые производные ∂2/∂ξ1∂t и ∂2/∂t2 от волновых
потенциалов ограничены вблизи вершины трещины, то двумя последними чле-
нами в выражении волнового оператора можно пренебречь по сравнению с тре-
мя первыми сингулярными членами, и тогда явная зависимость асимптотик от
времени исчезает.

2.2.3. Комплексное представление Галина локально стационарного
поля у вершины трещины

Исследованная выше, в 2.2.2, задача об определении локально стационар-
ного поля у вершины трещины при ее динамическом распространении может
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быть изучена также с помощью комплексных потенциалов, предложенных Л.
А. Галиным [30]. Представление Галина приводит к значительно более симмет-
ричным формулам.

Начнем с несколько видоизмененного по сравнению с (2.1) комплексного
представления [30]:

uξ1 =
2

1− 2ν
Im[β1ϕ1(z1) + β2ϕ2(z2)],

uξ2 =
2

1− 2ν
Re[β2

1ϕ1(z1) + ϕ2(z2)];

σξ1ξ1 =
2E

(1 + ν)(1− 2ν)
Im[β1β3ϕ

′
1(z1) + β2ϕ

′
2(z2)],

σξ2ξ2 = − 2E

(1 + ν)(1− 2ν)
Im[β1β4ϕ

′
1(z1) + β2ϕ

′
2(z2)],

σξ1ξ2 =
2E

(1 + ν)(1− 2ν)
Re[β2

1ϕ
′
1(z1) + β4ϕ

′
2(z2)].

(3.1)

Здесь использованы обозначения

β1 =

√
1− 1− 2ν

2− 2ν
M 2, β2 =

√
1−M 2,

β3 = 1 +
νM 2

2− 2ν
, β4 = 1− M 2

2
, M =

V

c2
.

Напомним, что c1 и c2 — скорости распространения упругих продольных и
поперечных волн соответственно. Через M обозначено число Маха (E. Mach).

Функции ϕ1(z1) и ϕ2(z2) представляют собой аналитические функции ком-
плексных переменных.

Приведенные представления описывают плоское упругое поле, стационарное
в системе координат ξ1ξ2, движущейся в направлении неподвижной положитель-
ной оси x1 со скоростью V , меньшей c2.

Потенциалы ϕ1(z1) и ϕ2(z2) можно представить через два новых потенциала
по формулам:

ϕ′1(z1) =
(1 + ν)(1− 2ν)[β4w1(z1)− iβ2w2(z1)]

2πER(M,ν)
,

ϕ′2(z2) =
(1 + ν)(1− 2ν)[−β2

1w1(z2) + iβ4β1w2(z2)]

2πER(M,ν)
,

(3.2)

где
R(M,ν) = β2

4β1 − β2β
2
1 =

=

(
1− 1

2
M 2
)2√

1− 1− 2ν

2− 2ν
M 2 −

√
1−M 2

(
1− 1− 2ν

2− 2ν
M 2
)

Нелинейная механика разрушения



86 Глава 2. Основные понятия и уравнения механики разрушения

есть знаменатель Рэлея, w1(z) и w2(z) — аналитические функции (потенциалы
Галина), которые определяются следующими интегралами Коши:

w1(z) =

+∞∫
−∞

σξ2ξ2

∣∣∣∣∣
ξ2=0

dζ

ζ − z , w2(z) =

+∞∫
−∞

σξ1ξ2

∣∣∣∣∣
ξ2=0

dζ

ζ − z .

Если интересоваться упругим полем только в непосредственной близости
от вершины трещины, то можно сформулировать стандартную краевую задачу
на собственные значения и искать главный член асимптотического разложения
упругого поля. Для задачи о динамическом росте прямолинейной трещины нор-
мального отрыва в неограниченном теле краевые условия на берегах трещины
имеют вид

ξ2 = 0, ξ1 < 0 σξ2ξ2 = σξ1ξ2 = 0.

Эти граничные условия позволяют сформулировать следующие граничные
условия для потенциалов Галина:

ξ2 = 0, ξ1 < 0 Imw1(z) = 0, Imw2(z) = 0.

Решение сингулярной краевой задачи получается в виде

w1(z) = −i
√
πKI√
2z

, w2(z) = −i
√
πKII√
2z

. (3.3)

Здесь
√
z есть однозначная аналитическая функция в плоскости z, разре-

занной вдоль положительной полуоси ξ1, причем
√
z > 0 на верхнем берегу

разреза.
После того как определены комплексные потенциалы w1(z) и w2(z), на осно-

вании (3.1) и (3.2) находим

∂uξ1
∂ξ1

=
KI(1+ν)

ER(M,ν)
√

2πr

[
−β1β4cos α1

(cos2 θ+β2
1sin2 θ)1/4

+
β1β2cos α2

(cos2 θ+β2
2sin2 θ)1/4

]
,

∂uξ2
∂ξ1

=
KI(1+ν)

ER(M,ν)
√

2πr

[
β2

1sin α2

(cos2 θ+β2
2sin2 θ)1/4

− β4β
2
1 sin α1

(cos2 θ+β2
1sin2 θ)1/4

]
;

(3.4)

σξ1ξ1=
KI

ER(M,ν)
√

2πr

[
β2β

2
1 cos α2

(cos2 θ+β2
2 sin2 θ)1/4

− β1β3β4 cos α1

(cos2 θ+β2
1 sin2 θ)1/4

]
,

σξ2ξ2=
KI

ER(M,ν)
√

2πr

[
β1β

2
4 cos α1

(cos2 θ+β2
1 sin2 θ)1/4

− β2
1β2 cos α2

(cos2 θ+β2
2 sin2 θ)1/4

]
,

σξ1ξ2=
−KIβ

2
1β4

ER(M,ν)
√

2πr

[
sin α1

(cos2 θ+β2
1 sin2 θ)1/4

− sin α2

(cos2 θ+β2
2 sin2 θ)1/4

]
,

(3.5)

где
α1 =

1

2
arctg (β1tgθ), α2 =

1

2
arctg (β2tgθ).
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2.2.4. Неустановившееся развитие трещины

Решение двумерной задачи о распространении прямолинейной полубеско-
нечной трещины с переменной скоростью получено Б. В. Костровым в 1974 г.
методом интегральных преобразований [69]. Изложение этого результата при-
водится, например, в книге [116], с. 492-502.

Асимптотическая структура поля напряжений у вершины прямолинейной
трещины, распространяющейся с постоянной скоростью по прямолинейной тра-
ектории, проанализированная выше в 2.2.2, обладает достаточной общностью
в том плане, что если рассматривать динамическое развитие трещины по криво-
линейной плоской траектории и с переменной скоростью V (t), не превышающей
скорость волн Рэлея, то, вводя локальную систему координат ξ1, ξ2, связанную с
вершиной трещины, можно показать [230], что угловое распределение сингуляр-
ных асимптотик напряжений не отличается от таковых при стационарном рас-
пространении прямолинейной трещины. Следовательно, асимптотики напряже-
ний, приведенные в разделе 2.2.2, можно применять и для неустановившегося
развития трещины, не забывая о том, что теперь динамические коэффициенты
интенсивности напряжений зависят от t, а V —мгновенное значение скорости
движения вершины трещины.

Если проанализировать распределение в зависимости от ориентации макси-
мального нормального напряжения у вершины трещины, то выявляется одна
интересная закономерность. Трещина типа I при скорости ее распростране-
ния выше некоторой критической будет стремиться разветвиться, поскольку
направление максимального нормального напряжения смещается из плоскости
трещины. Мы отложим исследование этого вопроса до 3.3.2.

2.3. Критерии разрушения

2.3.1. Энергетический критерий хрупкого разрушения Гриффитса.
Скорость освобождения упругой энергии и трещинодвижущая
сила

Энергетический аспект явления хрупкого разрушения начнем, следуя [284],
pp. 150-153, с исследования простейшего модельного примера. Рассмотрим пла-
стину с трещиной нормального отрыва длины 2l. Нижняя кромка пластины
жестко закреплена, на верхней кромке приложена растягивающая нагрузка t2.
Объемные силы отсутствуют. Предполагается, что материал пластины является
линейно упругим и подчиняется закону Гука. Впрочем все эти предположения
не так существенны для последующего анализа.53

Исследуем энергетические аспекты хрупкого разрушения тела с трещиной,
опираясь на соотношение энергетического баланса. Полная диссипация энергии

53Энергетический критерий хрупкого разрушения, а также баланс энергии для тела с распространяющейся
трещиной при наиболее общих предположениях исследованы Б. В. Костровым и Л. В. Никитиным в статье
[268].
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D системы тело + трещина есть мощность приложенных сил (скорость совер-
шения работы внешними силами)54

Pext =

∫
(∂Ω)T

u̇ · (σ·n)ds =

∫
(∂Ω)T

u̇ · tds (1.1)

минус мощность самой системы (скорость совершения работы внутренними си-
лами)

Pint =

∫
Ω

σ : ε̇dx1dx2 =
d

dt

∫
Ω

W (ε)dx1dx2. (1.2)

Заметим, что в приведенных только что формулах и в дальнейшем точка
обозначает частное дифференцирование по времени при фиксированных коор-
динатах x1, x2.

Следовательно, полная диссипация энергии системы определяется выраже-
нием

D =

∫
(∂Ω)T

u̇ · (σ·n)ds− d

dt

∫
Ω

W (ε)dx1dx2. (1.3)

Если трещина не распространяется, то l̇ = 0, дифференцировать по вре-
мени в (1.3) можно под знаком интеграла и второй интеграл в правой части
представляется как

d

dt

∫
Ω

W (ε)dx1dx2 =

∫
Ω

∂W

∂εij
ε̇ijdx1dx2 =

∫
Ω

σij ε̇ijdx1dx2. (1.4)

Если трещина растет l̇ > 0, то этот последний результат не справедлив, по-
скольку интеграл справа в (1.4) расходится. Действительно, в линейно упругом
теле εij ∼ ρ−1/2 и σij ∼ ρ−1/2 (ρ— расстояние от кончика трещины) при прибли-
жении к вершине трещины. Для вычисления производной по времени тензора
деформаций ε̇ij удобно перейти к системе координат, движущейся вместе с вер-
шиной трещины, и учесть, что(

∂εij
∂t

)
x1, x2

=

(
∂εij
∂t

)
X1, X2

− l̇
(
∂εij
∂X1

)
X2, t

, (1.5)

где x1, x2 —неподвижная система координат; X1, X2 —подвижная система ко-
ординат (с началом в вершине трещины);X1 = x1−l(t).55 Поэтому производная
∂εij/∂X1 ∼ ρ−3/2 и интеграл справа в формуле (1.4) в случае растущей трещины
расходится (точка ρ = 0 включается в область интегрирования).

54См., например, [165], с. 145; [283], с. 144. Мы не учитываем здесь массовые силы.
55Заметим, что элементы площади в подвижной и неподвижной системах координат связаны соотношением

dx1dx2 = dX1dX2.
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Таким образом, при вычислении Pint необходимо исключить начало коорди-
нат X1 = 0, X2 = 0 из области интегрирования, а затем совершить предельный
переход, стягивая исключенную область в начало координат. Для этого введем
контур C (рис. 16), охватывающий область VC , окружающую вершину трещи-
ны (в двумерном случае контур охватывает область VC на плоскости x1, x2),
и перемещающийся вслед за вершиной трещины. Тогда скорость совершения

− VC

VC

C

O
X1

X2

l

Ω

Рис. 16. Контур C , окружающий вершину трещины (неподвижный в системе координат
X1, X2)

работы внутренними силами можно вычислить как

d

dt

∫
Ω

W (ε)dx1dx2 =
d

dt

∫
VC

W (ε)dx1dx2 +
d

dt

∫
Ω−VC

W (ε)dx1dx2. (1.6)

Поскольку контур C неподвижен в системе координат X1, X2, то после пе-
рехода к координатам X1, X2 дифференцировать можно под знаком интеграла:

d

dt

∫
VC

W (ε)dx1dx2 =

∫
VC

σ :

(
∂ε

∂t

)
X1 ,X2

dX1dX2, (1.7)

где

σij ∼ ρ−1/2,

(
∂εij
∂t

)
X1, X2

∼ ρ−1/2 (ρ =
√
X2

1 +X2
2 → 0).
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Следовательно, здесь особенность в подынтегральном выражении имеет поря-
док ρ−1 и поэтому является интегрируемой.56

Для оценки второго интеграла в (1.6) можно заметить, используя форму-
лу дифференцирования по времени интеграла, взятого по подвижному объему
[153], [42], что

d

dt

∫
Ω−VC

W (ε)dx1dx2 =

∫
Ω−VC

σ : ε̇dx1dx2 −
∫
C

W (ε)l̇(e1 · n)ds, (1.8)

где e1 — единичный вектор, указывающий направление распространения тре-
щины. Обозначая n1 = e1 · n, можно получить

d

dt

∫
Ω−VC

W (ε)dx1dx2 =

∫
Ω−VC

σ : ε̇dx1dx2 −
∫
C

Wl̇n1ds. (1.9)

Преобразуем первый интеграл в правой части (1.9), учитывая при этом, что
n(C) = −n(∂(Ω− VC)),∫

Ω−VC

σ : ε̇dx1dx2 =

∫
∂(Ω−VC)

u̇ · (σ · n)ds =

∫
∂Ω

u̇ · (σ · n)ds −
∫
C

u̇ · (σ · n)ds. (1.10)

Таким образом, полная диссипация энергии системы тело + трещина может
быть представлена как

D =

∫
C

(
Wl̇n1 + u̇ · (σ · n)

)
ds−

∫
VC

σ :

(
∂ε

∂t

)
X1,X2

dX1dX2, (1.11)

где второй интеграл справа имеет интегрируемую особенность.
Переходя к пределу в последнем выражении приC → 0 (т.е. стягивая контур

C к вершине трещины), получаем

D = lim
C→0

∫
C

(
Wl̇n1 + u̇ · (σ · n)

)
ds. (1.12)

Так как производная по времени при фиксированных x1, x2 от перемещений
в подвижной системе координат X1, X2 определяется выражением(

∂uj
∂t

)
x1, x2

=

(
∂uj
∂t

)
X1, X2

− l̇
(
∂uj
∂X1

)
X2, t

, (1.13)

56Заметим также, что при динамическом распространении трещины на основании 2.2.2 имеем

σij ∼ ρ−1/2,

(
∂εij
∂t

)
X1, X2

∼ ρ−1 (ρ =
√
X2

1 + X2
2 → 0),

т.е. особенность в подынтегральном выражении (1.7) имеет порядок ρ−3/2 и снова является интегрируемой.
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в котором первое слагаемое не имеет особенностей при ρ → 0, то уравнение
(1.12) приобретает вид

D = Gl̇, (1.14)

где

G = lim
C→O

∫
C

(
Wn1 − (n · σ) · ∂u

∂x1

)
ds. (1.15)

Как показывает прямой расчет, величина интеграла

J =

∫
C

(
Wn1 − niσij

∂uj
∂x1

)
ds (1.16)

не зависит от выбора контура C, окружающего вершину трещины. В механи-
ке разрушения этот интеграл принято называть инвариантным J-интегралом
Эшелби—Черепанова—Райса. Ясно, что инвариантность интеграла J относи-
тельно любых путей, охватывающих вершину трещины, означает что J можно
рассматривать как параметр, характеризующий состояние концевой зоны тре-
щины.

Гриффитс (A. A. Griffith) в своей классической работе [238] выдвинул пред-
положение, согласно которому трещина получает возможность распространять-
ся, если скорость освобождения упругой энергии (в расчете на единицу длины
вновь образовавшейся свободной поверхности) достигает своего критического
значения Gc, и поэтому, в силу приведенных рассуждений, критерий разруше-
ния может быть сформулирован как

G = Gc. (1.17)

Если рассмотреть изотропное линейно упругое тело, для которого объемная
плотность энергии деформации естьW = λ (εkk)

2 /2+µεijεij , и в качестве конту-
ра, охватывающего вершину трещины, выбрать окружность радиуса r (r → 0),
а затем использовать асимптотику поля напряжений у вершины трещины нор-
мального отрыва из 2.1.1, то для скорости освобождения упругой энергии57

57Заметим, что скорость освобождения упругой энергии G обычно вводится как производная

G = −∂Э
∂l
,

где Э—потенциальная энергия упругого тела под нагрузкой TΓ
i :

Э =
∫
V

W (εij)dV −
∫
SF

TΓ
i uidS.

Вычисление производной ∂Э/∂l через инвариантный интеграл J , которое снова приводит к уравнению
(1.15),читатель найдет во всех классических монографиях по механике разрушения (см., например, [63], c.
235, 236.).
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G = D/l̇ можно получить [256], [257]

G = lim
r→0

∫
C

(
Wn1 − (n · σ) · ∂u

∂x1

)
ds =

1

E

(
K2
I +K2

II

)
+

1

2µ
K2
III . (1.18)

В частности, для трещины нормального отрыва критерий разрушения Гриф-
фитса представляется формулой

1

E
K2
I = Gc. (1.19)

Если в (1.19) ввести хорошо известный результат KI = σ∞22

√
πl для беско-

нечной пластины с трещиной длины 2l, то приходим к формуле Гриффитса

σ∞22 =

√
EGc

πl
. (1.20)

Соотношение (1.20) характеризует состояние критического равновесия тре-
щины нормального отрыва в упругом теле. Если при данной нагрузке и данной
длине трещины освобождающаяся энергия меньше Gc, то трещина не растет и
поэтому энергетический критерий разрушения Гриффитса может быть сформу-
лирован следующим образом: разрушение начинается и поддерживается, если
освобождающаяся энергия достигает критического значения Gc.

Современные теории хрупкого разрушения были созданы на основе работ
Гриффитса [238], [239], который сформулировал критерий роста трещины в
хрупком теле в терминах баланса механической и поверхностной энергий. Он
рассматривал неограниченную пластину толщины B с центральной трещиной
длины 2l, находящуюся под действием постоянного растягивающего напряже-
ния σ∞22. Гриффитс постулировал, что для образования единицы новой свобод-
ной поверхности под действием приложенной нагрузки уменьшение потенциаль-
ной энергии тела (вследствие подрастания трещины) должно быть равно поверх-
ностной энергии, затраченной на образование новой свободной границы тела
(вследствие приращения длины трещины). Таким образом, согласно Гриффит-
су, трещина растет, если освобождающейся потенциальной энергии достаточно
для преодоления взаимодействия слоев атомов и образования новой свободной
поверхности.

Полное изменение энергии рассматриваемой системы: тело + трещина при
образовании новой свободной поверхности есть сумма δЭ+δП, где δЭ—измене-
ние потенциальной энергии тела при подрастании трещины (т.е. освободившая-
ся потенциальная энергия тела при образовании новой свободной поверхности
трещины), δП—поверхностная энергия, которую необходимо затратить на пре-
одоление межатомных связей соседних атомных слоев для образования новой
свободной поверхности трещины.

Согласно Гриффитсу критическое условие для страгивания трещины и под-
держания ее роста есть δЭ + δП = 0, или

∂ (Э + П)

∂l
= 0. (1.21)
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В общем случае произвольного тела для образования трещины длины l по-
верхностная энергия на единицу толщины тела определяется как

П = 2lγ, (1.22)

где γ, согласно гипотезе Гриффитса, — энергия, затрачиваемая на образование
единицы площади свободной поверхности тела, является постоянной материала
при заданных внешних условиях (температура, внешняя среда и т. п.). Тогда
уравнение энергетического баланса может быть представлено равенством

− ∂Э
∂l

= 2γ. (1.23)

Следует отметить принципиальную для механики хрупкого разрушения осо-
бенность, вытекающую из равенства (1.20): критическое напряжение обратно
пропорционально

√
l и, следовательно, после достижения критического значе-

ния напряжения для поддержания роста трещины не требуется увеличения при-
кладываемой нагрузки— рост трещины является лавинообразным. Такие тре-
щины называются неравновесными, а рост трещины— неустойчивым. Матема-
тическое условие неустойчивого роста трещины имеет вид:

∂2 (Э + П)

∂l2
< 0; (1.24)

противоположное неравенство

∂2 (Э + П)

∂l2
> 0 (1.25)

определяет условие устойчивого роста трещины, когда требуется малое увели-
чение внешней нагрузки для малого увеличения длины трещины. Такие трещи-
ны называются равновесными.

Действительно, условие (1.21) определяет экстремум функции Э+П, а усло-
вия (1.24) и (1.25) разделяют максимумы, когда положение равновесия тела с
трещиной является неустойчивым (условие (1.24)), и минимумы, когда положе-
ние равновесия тела с трещиной является устойчивым (условие (1.25)), этой
функции из всего множества экстремальных точек (рис. 17). Из рис. 17А сле-
дует, что после достижения критического состояния для дальнейшего продви-
жения трещины не требуется дополнительных затрат на преодоление межатом-
ных связей, тогда как из рис. 17Б видно, что для поддержания роста трещины
необходима дополнительная энергия и, следовательно, рост трещины является
устойчивым. Случай, когда вторая производная функции Э + П обращается в
нуль, требует, как это следует из основ дифференциального исчисления, допол-
нительного исследования.

Примером равновесной трещины может служить центральная трещина дли-
ны 2l под действием двух расклинивающих сосредоточенных сил величины P ,
приложенных к верхнему и нижнему берегам трещины (рис. 13).
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Рис. 17. Изменение суммарной энергии системы тело + трещина в случаях:А) неустойчивого
роста трещины; Б) устойчивого роста трещины

Для данной конфигурации (см, например, [63])

Э = −2P 2
2

πE
ln l. (1.26)

В этом случае из условия критического равновесия (1.21) следует, что

P2 =
√

2Eγπl, (1.27)

т.е. P2 ∼
√
l и для поддержания роста трещины следует увеличивать нагрузку.

В формулах (1.22), (1.23) используется константа γ —плотность поверхност-
ной энергии, представляющая собой важную физическую прочностную харак-
теристику материала. В соотношениях (1.17), (1.18) основная характеристика,
входящая в критерий разрушения, есть величина G скорости освобождения в
процессе роста трещины упругой энергии. Очевидно, что γ и Gc связаны между
собой. Действительно, известно (см., например, [63], с. 235, 236), что

G = −∂Э
∂l
. (1.28)

Таким образом, G представляет собой скорость освобождения потенциаль-
ной энергии упругого тела с трещиной. Из (1.28) и (1.23) вытекает, что

Gc = 2γ. (1.29)
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Идеализированный критерий хрупкого разрушения Гриффитса был предло-
жен для острой трещины в линейно упругом теле. В большинстве инженерных
материалах существенны процессы нелинейного деформирования в окрестно-
сти вершины трещины. Поэтому Орован (E. Orowan) [301] обобщил концепцию
Гриффитса на случай металлов, где возникают необратимые деформации у вер-
шины трещины, и ввел работу пластической деформации γp, так что плотность
поверхностной энергии есть сумма γ + γp. В этом случае формула (1.20), обоб-
щенная на случай пластических деформаций принимает форму:

σ∞22 =

√
2E(γ + γp)

πl
. (1.30)

Сформулируем энергетический критерий Гриффитса в терминах трещино-
движущей силы Ирвина (G. R. Irwin) [256], [257]. Мы введем определение тре-
щинодвижущей силы, опираясь на два простейших эксперимента по квазиста-
тическому росту трещины в пластине.58

Пусть нижняя кромка упругой пластины единичной толщины с централь-
ной трещиной длины 2l жестко закреплена, а к верхней кромке приложена
сила F2. Обозначим перемещение точки приложения нагрузки через u2. Можно
сказать, что F2 и u2 есть обобщенная сила и обобщенное перемещение соответ-
ственно. Для возможного перемещения δu2 (трещина остается неподвижной)
изменение удельной (на единицу толщины пластины) энергии упругой дефор-
мации W определяется выражением

δW = F2δu2. (1.31)

Для тела с трещинойW = W (u2, l) и вариация энергии упругой деформации
при одновременном варьировании u2 и l может быть вычислена следующим
образом:

δu2,lW = F2δu2 − Gδl, (1.32)

где

G = − ∂W

∂l

∣∣∣∣
u2=fixed

(1.33)

— трещинодвижущая сила Ирвина.
Следовательно, для трещины фиксированной длины и варьируемого пере-

мещения

δu2
W = F2δu2 (1.34)

или

F2 =
∂W

∂u2

∣∣∣∣
l=fixed

. (1.35)

58Здесь необходимо помнить о том, что квазистатический рост трещины должен осуществляться либо в
изотермических, либо в адиабатических условиях.
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Наряду с удельной энергией упругой деформации W рассмотрим также
удельную дополнительную работу W ∗, которая определяется как преобразова-
ние Лежандра от W по обобщенному перемещению:

W ∗(l, F2) = F2u2 −W (l, u2), (1.36)

где вместо обобщенного перемещения u2 необходимо подставить его выражение
через обобщенную силу F2, обращая уравнение

F2 =
∂W

∂u2

∣∣∣∣
l=fixed

.

Для трещины фиксированной длины l и варьируемого обобщенного усилия
имеем

δF2
W ∗ = u2δF2, (1.37)

т.е.

u2 =
∂W ∗

∂F2

∣∣∣∣
l=fixed

. (1.38)

Ясно, что вариация дополнительной работы W ∗ при одновременном варьи-
ровании F2 и l может быть вычислена следующим образом:

δF2,lW
∗ = u2δF2 + Gδl, (1.39)

G =
∂W ∗

∂l

∣∣∣∣
F2=fixed

. (1.40)

Исследуем далее два случая.
1. На границе пластины, трещина в которой растет, удерживаются постоян-

ными перемещения u2.
Для фиксированного перемещения и изменяющейся длины трещины, оче-

видно, находим

δlW = −Gδl. (1.41)

Таким образом, трещинодвижущая сила G — скорость уменьшения энергии
упругой деформации W при неизменном u2.

2. На границе пластины, трещина в которой растет, удерживаются постоян-
ными усилия F2.

Для фиксированного усилия и изменяющейся длины трещины, очевидно,
находим

δlW ∗ = Gδl. (1.42)
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Таким образом, трещинодвижущая сила G — скорость увеличения дополни-
тельной работы W ∗ при неизменном усилии F2.59

Итак, скорость уменьшения потенциальной энергии упругого тела есть тре-
щинодвижущая сила:

G = −∂Э
∂l
, (1.43)

так как
Э = W

для случая заданных перемещений; скорость уменьшения дополнительной по-
тенциальной энергии упругого тела есть трещинодвижущая сила:

G = −∂Э
∗

∂l
, (1.44)

так как
Э∗ = −W ∗

для случая заданных усилий.
Уравнения (1.43) и (1.44) — проявление одного из важнейших принципов тео-

рии упругости — принципа двойственности.
Учитывая (1.43), критерий Гриффитса может быть переформулирован в

терминах трещинодвижущейся силы Ирвина:

G = 2γ. (1.45)

Необходимо отметить, что в настоящем разделе были приведены различ-
ные формулировки критерия разрушения Гриффитса, основанные на понятиях
трещинодвижущей силы G и скорости освобождения энергии G при образова-
нии новой свободной поверхности. Оба рассмотренных подхода являются, по
существу, лишь различными трактовками одного и того же представления об
энергетическом барьере, который необходимо преодолеть для страгивания и
поддержания роста трещины. Разумеется, справедливо соотношение G = G.

2.3.2. Силовой критерий Ирвина и эквивалентность критериев раз-
рушения

Ирвин установил [256], что для каждого типа трещин существует критиче-
ское значение коэффициента интенсивности напряжений Kαc, по достижении

59Интересно отметить, что для линейно упругого тела

W ∗ = W =
1
2
F2u2,

поэтому при заданных усилиях

G =
1
2
F2

∂u2

∂l

∣∣∣∣
F2=fixed

.

Следовательно, ровно половина работы, совершаемой над пластиной, расходуется на рост трещины. Остав-
шаяся половина расходуется на увеличение энергии деформации.
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которого начинается рост трещины. Действительно, процесс разрушения мате-
риала при распространении трещины обуславливается напряженно-деформиро-
ванным состоянием в окрестности вершины трещины, которое, в свою очередь,
в линейно упругом теле определяется коэффициентом интенсивности напряже-
ний, поскольку

σij(r, ϕ) =
Kα√
2πr

σ̂ij(ϕ) + ... (r→ 0), (2.1)

где α = I, II, III ; угловое распределение σ̂ij(ϕ) не зависит от силовых факто-
ров и универсально. Поэтому естественно предположить, что трещина получа-
ет возможность распространяться при достижении коэффициентом интенсивно-
сти напряжений некоторого критического значения. Этот критерий разрушения
получил название силового критерия разрушения. Математическая формули-
ровка этого критерия для каждого из трех типов трещин имеет вид:

Kα = Kαc (α = I, II, III). (2.2)

Критические значения коэффициентов интенсивности напряжений являют-
ся, подобно плотности поверхностной энергии тела с трещиной, постоянными
материала, характеризующими его трещиностойкость при заданных темпера-
туре, внешней среде и т.п. Чем выше критическое значение коэффициента ин-
тенсивности напряжений, тем лучше сопротивляется материал развитию в нем
трещин и тем выше порог хрупкого разрушения. Текущие значения коэффици-
ентов интенсивности напряжений являются функциями приложенной нагрузки,
геометрии образца, длины трещины, тогда как критическое значение Kαc есть
постоянная материала, подлежащая экспериментальному определению. Наибо-
лее опасными, как правило, являются трещины нормального отрыва, поэтому
особую роль играет критическое значение KIc, которое часто называют вязко-
стью разрушения.

Критерий хрупкого разрушения (2.2) позволяет решить две главные задачи
прикладной механики разрушения: определить критическую нагрузку, которую
может выдержать тело с трещиной заданной характерной длины; вычислить до-
пустимую длину трещины, в конструкции, нагруженной заданными усилиями.

Ясно, что для трещин смешанного типа силовой критерий разрушения дол-
жен представляться уравнением

F (KI,KII ,KIII ,KIc,KIIc,KIIIc) = 0. (2.3)

Хорошо известно [63], [148], что критерии, основанные на понятии критиче-
ского коэффициента интенсивности напряжений и критического значения ско-
рости освобождения энергии, являются эквивалентными.

Действительно, вычисляя скорость освобождения энергии при продвижении
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трещины в упругом теле,60 можно найти, что

G = −∂Э
∂l

=
β

E

(
K2
I +K2

II

)
+

1 + ν

E
K2
III , (2.4)

где β = 1 для плоского напряженного состояния, β = 1 − ν2 для плоского
деформированного состояния.

Таким образом, можно утверждать, что в количественном отношении сило-
вой критерий Ирвина эквивалентен (порознь для трех основных типов трещин)
энергетическому критерию хрупкого разрушения Гриффитса.

Для трещины смешанного типа силовое предельное условие (2.3) может ока-
заться не эквивалентным комбинации коэффициентов интенсивности напряже-
ний, которая устанавливается энергетическим соотношением (2.4). Следователь-
но, о полной эквивалентности силового и энергетического подходов в механике
разрушения речи быть не может. К тому же, согласно энергетическому подходу,
локальное разрушение описывается единственной определяющей константой —
критической скоростью освобождения упругой энергии. В то же самое время
силовой критерий (2.3) определенно указывает на три определяющие констан-
ты.

В механике упругопластического разрушения вводятся иные критерии раз-
рушения, основанные на понятии инвариантного J-интеграла. Дело в том, что
в металлах у вершины трещины практически всегда образуется зона пластиче-
ских деформаций и в процессе роста трещины энергия, ассоциированная с лока-
лизованным полем пластических деформаций, значительно превышает поверх-
ностную энергию, которую необходимо затратить, чтобы образовалась новая
свободная поверхность. Тем не менее разрушение металлов часто тоже можно
считать практически хрупким (квазихрупким), если размер пластической зоны
мал по сравнению с длиной трещины. Инвариантный J-интеграл (1.16), как уже
было отмечено выше, можно рассматривать как параметр, характеризующий
состояние концевой зоны трещины. Ясно, что критерий локального квазихруп-
кого разрушения должен включать интеграл J и его критическое значение Jc.

Следует отметить эквивалентность силового и энергетического критериев
разрушения критерию J-интеграла, по крайней мере для упругих тел.

В самом деле, не зависящий от пути интегрирования J-интеграл определя-
ется как

J =

∫
C

(
Wn1 − (n · σ) · ∂u

∂x1

)
ds. (2.5)

Правая часть последнего выражения полностью совпадает с результатом
(1.15) и, следовательно, представляет собой скорость освобождения в процессе
роста трещины потенциальной энергии упругого тела.

60Вычисление скорости освобождения потенциальной энергии упругого тела при увеличении длины тре-
щины, т.е. значение производной ∂Э/∂l, по традиции воспроизводится во всех учебниках и монографиях,
посвященных механике разрушения (см., например, [63], c. 228-234; [64], c. 43-46).
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В случае линейно упругого тела J-интеграл связан с коэффициентами ин-
тенсивности напряжений

J = −∂Э
∂l

=
β

E

(
K2
I +K2

II

)
+

1 + ν

E
K2
III , (2.6)

где, по-прежнему, β = 1 для плоского напряженного состояния, β = 1− ν2 для
плоского деформированного состояния. Формула (2.6) получается в результате
расчета J-интеграла по сингулярной асимптотике решения линейной механики
разрушения (см. формулы раздела 2.1.1).

Таким образом, силовой критерий разрушения Ирвина, базирующийся на
критическом значении коэффициента интенсивности напряжений, и критерий
разрушения, основанный на критическом значении инвариантного J-интеграла,
в случае линейного упругого тела эквивалентны.

Итак, критерий хрупкого разрушения Гриффитса, сформулированный в тер-
минах J-интеграла, может быть распространен и на упругопластические тела,
тем более, что независимость интеграла J от выбора контура интегрирования
можно строго обосновать и в том случае, когда определяющий закон упругости
нелинеен. Поскольку соотношения деформационной теории пластичности ни-
сколько (при условии, что в процессе развития текучести разгрузка элементов
концевой зоны трещины невозможна) не отличаются от определяющих соот-
ношений нелинейной упругости, инвариантность интеграла J можно считать
доказанной.61

61Заметим, что в рамках теории пластичности типа теории течения обосновать инвариантность
J-интеграла не удается.
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Глава 3
Нелинейная механика разрушения:
основные методы и результаты

3.1. Канонические законы сохранения и силы, действую-
щие на дефекты в нелинейно упругих твердых телах

Канонический формализм нелинейной механики сплошных сред (т.е. пред-
ставление на ассоциированном материальном многообразии) и канонические
законы сохранения (баланс энергии и канонического импульса) позволяют не
только дать вывод инвариантов механики разрушения в геометрически нели-
нейном случае, но и полнее понять и прояснить сущность инвариантных ин-
тегралов механики разрушения и их место в современной нелинейной теории
упругости, рассматриваемой как физическая теория поля (см. ниже 3.2).

Изложение в основном следует [284], [286], [288]. В 3.1.1 излагаются необхо-
димые для дальнейшего исследования сведения из кинематики сплошных сред.
Эти сведения минимальны. Затем, в разделе 3.1.2, для нелинейно упругих сред
(возможно, с внутренними параметрами состояния, и, возможно, с учетом вкла-
да градиентов скрытых переменных состояния в свободную энергию) выводят-
ся канонические законы сохранения энергии и импульса, вводятся тензор на-
пряжений Эшелби и конфигурационная сила Эшелби. Там же устанавливается
инвариантность потока тензора напряжений Эшелби через любую замкнутую
поверхность в отсчетной конфигурации в случае материально однородных и
бездефектных сред, и, таким образом, обосновывается независимость соответ-
ствующего поверхностного интеграла от выбора поверхности интегрирования.
Затем (3.1.3) каноническое уравнение баланса импульса используется для вы-
числения конфигурационной силы, действующей на продвигающуюся трещину
в нелинейно упругом теле. Эта конфигурационная сила вполне аналогична тре-
щинодвижущей силе Ирвина. Наконец, в 3.1.4 вычисляется скорость освобо-
ждения энергии, обусловленного подрастанием трещины, и показывается, что
в приближении линейной упругости конфигурационная сила есть не что иное,
как инвариантный J-интеграл механики разрушения. В этом же разделе 3.1.4
показано, какое энергетическое уравнение служит источником вывода различ-
ных инвариантных интегралов динамической механики разрушения. Уравнения
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раздела 3.1.4 служат основой для вывода инвариантных интегралов динамики,
рассматриваемых в 3.3.3.

Вопросы, которые обсуждаются в этом цикле разделов, следует рассматри-
вать как достаточно компактное введение в собственно нелинейную механику
разрушения, причем с самой широкой степенью общности.

3.1.1. Нелинейная кинематика

Мы будем рассматривать общий нелинейный случай и начнем с краткого
анализа основных соотношений кинематики. Обозначения, используемые далее,
в основном согласуются со схемой рациональной механики [336]. Компактное
изложение теории конечных деформаций, необходимой для понимания данного
раздела книги, читатель может найти в [284] и [137], систематическое — в духе
рациональной механики Нолла—Трусделла (W. Noll, C. Truesdell) — в моногра-
фии [329].

Следуя традиционной схеме рациональной механики, обозначим через x по-
ложение (место) в пространстве в момент времени t материальной частицы X.
Ясно, что места x составляют актуальную конфигурацию тела K, а места X—
отсчетную конфигурацию KR.

Деформация тела, развивающаяся с течением времени, представляется как
достаточно гладкое отображение

x = x(X, t) (1.1)

отсчетной конфигурации на актуальную: KR → K.
Это отображение можно обратить и представить, таким образом, деформа-

цию в виде обратного отображения

X = X(x, t). (1.2)

Здесь важно отдавать себе отчет в том, что уже на этом первоначальном
этапе проявляется характерная для всей нелинейной механики сплошных сред
двойственность: двойственность представления деформации (1.1) и (1.2) (пря-
мое и обратное описания) влияет затем на выбор мер деформации и формули-
ровку законов сохранения.

Градиент деформации
F = (∇R ⊗ x)T (1.3)

является важнейшим конструктивным элементом кинематики континуума и
основным ”строительным материалом” теории конечных деформаций.

Обратный градиент, естественно, определяется как

F−1 = (∇⊗X)T , (1.4)

и, следовательно,
F · F−1 = I, (1.5)
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где I есть единичный тензор.
Вектор скорости (Эйлерова скорость) определяется как частная производ-

ная по времени прямого представления (1.1):

v =

(
∂x

∂t

)
X
. (1.6)

Материальная скорость определяется как частная производная по времени
обратного представления (1.2):

v =

(
∂X

∂t

)
x
. (1.7)

Оба типа скорости связаны соотношением:

v = −F−1 · v. (1.8)

3.1.2. Канонические законы сохранения

Два основных классических закона сохранения (массы и импульса) можно
сформулировать в материальной форме (т.е. по отношению к конфигурации
KR): (

∂ρR

∂t

)
X

= 0, (2.1)(
∂p

∂t

)
X
−∇R · S = 0, (2.2)

где

p = ρR

(
∂x

∂t

)
X

= ρRv (2.3)

есть физический импульс,
ST = JTT · F−T, (2.4)

S—первый тензор напряжений Пиола—Кирхгофа, T — тензор напряжений Ко-
ши, J = detF. Мы подразумеваем отсутствие поля массовых сил и не учитываем
их вклада в баланс импульса.

Баланс энтропии также сформулируем в материальной форме:(
∂s

∂t

)
X

+∇R · J = σth + σintr, (2.5)

где s—плотность (в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии) эн-
тропии, J—материальный вектор потока энтропии. Производство энтропии—
слагаемые в правой части последнего уравнения— складывается из двух ча-
стей: вклад σth, который обычно называют внешним производством энтропии,
обусловлен теплопроводностью и поглощением ”лучистого тепла”, а σintr — внут-
ренним производством энтропии при необратимых изменениях состояния.
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Процесс теплопроводности описывается материальным уравнением притока
тепла:

ϑ

(
∂s

∂t

)
X

+∇R · h = ϑσintr, (2.6)

где ϑ— абсолютная температура, h—материальный вектор потока тепла.
Введем две основные функции, необходимые для представления в рамках

классической теории поля.
Функция Лагранжа

L = K − ψ (2.7)

представляет собой разность кинетической

K =
1

2
ρRv · v (2.8)

и свободной энергии Гельмгольца (в расчете на единицу объема в отсчетном
состоянии)

ψ = ψ(F, ϑ, α,∇Rα,X), (2.9)

где переменная α зарезервирована для внутренних (скрытых) переменных со-
стояния, аргумент∇Rα подразумевает возможность диффузии и локализации
физической величины, представляемой скрытой переменной α, аргумент X ука-
зывает на возможную материальную неоднородность тела.

Полная энергия (в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии)

H = E +K (2.10)

есть сумма внутренней энергии E и кинетической энергии K.
Внутренняя энергия E и свободная энергия ψ связаны соотношением:

E = sϑ+ ψ. (2.11)

Еще одну группу уравнений составляют определяющие уравнения:

ST =
∂ψ

∂F
, (2.12)

s = −∂ψ
∂ϑ

, (2.13)

A = −∂ψ
∂α

, (2.14)

M =
∂ψ

∂(∇Rα)
, (2.15)

h = ϑJ, σth = −J · (∇R ln ϑ), ϑσintr = A
(
∂α

∂t

)
X
, (2.16)

где

A = A+∇R ·M = −δψ
δα

(2.17)
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есть обобщенная термодинамическая сила, сопряженная потоку внутренней пе-
ременной состояния α.

Канонические уравнения баланса импульса и энергии выводятся из урав-
нения баланса импульса (2.2) умножением слева соответственно на FT и v:

(
∂P
∂t

)
X
−∇R ·P− f inh− f th − fα = 0, (2.18)

(
∂H
∂t

)
X
−∇R · Γ = 0. (2.19)

В этих уравнениях
P = −FT · p (2.20)

— канонический импульс (псевдоимпульс),

P = − (LI + S · F +M⊗ (∇Rα)) (2.21)

— тензор напряжений Эшелби (тензор энергии—импульса);62

Γ = γ − h (2.22)

— материальный вектор потока энергии;

γ = S · v +M
(
∂α

∂t

)
X

(2.23)

62 Тензор энергии—импульса был введен в механику Эшелби [221]. В современной литературе по нелиней-
ной механике сплошных сред встречаются (в рамках одной и той же физической интерпретации) различные
определения тензора энергии—импульса (см., например, монографии [284], [329]).
С точки зрения интегральных законов сохранения механики тензор напряжений Эшелби играет роль,

аналогичную тензору S, при формулировке баланса полной энергии внутри фиксированного контрольно-
го объема в физическом пространстве. В этом случае соответствующий объем в отсчетной конфигурации
будет подвижным. С помощью формулы дифференцирования интеграла по подвижному объему нетрудно
проверить ([329], pp. 172, 173), что (мы пренебрегаем здесь внутренними степенями свободы)

∂

∂t

∫
HdτR =

∮
∂

(N · (P̃ · v) − h ·N )dSR,

где тензор
P̃ = HI − S · F

не существенно отличается от тензора напряжений Эшелби P = −LI−S ·F. Тензор P̃, как мы увидим в 3.1.4,
играет главную роль при подсчете скорости освобождения энергии вследствие продвижения края трещины.
Отметим также, что в квазистатическом приближении (ср. [329], p. 172)

PT = −JFT · ∂
∂F

(
ψ

J

)
.

Симметрия тензора напряжений Коши TT = T влечет за собой равенство

C ·P = PT ·C,

где C = FT · F— правый тензор деформации Коши—Грина (A. L. Cauchy, G. Green) согласно терминологии
рациональной механики.
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—материальный вектор Умова—Пойнтинга (Н. А. Умов, J. H. Poynting);63

f th = s(∇Rϑ) (2.24)

— термическая материальная сила, обусловленная неоднородностью распреде-
ления температуры;

fα = A(∇Rα) (2.25)

— материальная сила, обусловленная неоднородностью распределения скрытой
переменной α;

f inh =

(
∂L
∂X

)
expl

(2.26)

— сила, действующая на материальную неоднородность (сила Эшелби).
Заметим также, что

H = sϑ−P · (F−1 · v)− L, (2.27)

P = ρRC · v (C = FT · F), (2.28)

K =
1

2
ρRv ·C · v =

1

2
P · v, (2.29)

f inh =
1

2
(v · v)(∇RρR)−

(
∂ψ

∂X

)
expl

, (2.30)

s =
∂L
∂ϑ

, P =
∂L
∂v

. (2.31)

Следствием канонического уравнения баланса импульса (2.18) является (в
квазистатическом приближении) соотношение

∇R ·P = −f inh, (2.32)

или в случае материально однородного тела —

∇R ·P = 0. (2.33)

Полученный результат устанавливает инвариантность интеграла∮
S

N ·P dSR = 0 (2.34)

(здесь интегрирование производится по любой поверхности S, не содержащей
внутри дефектов) в плане независимости значения интеграла от формы поверх-
ности S в отсчетной конфигурации KR.

63При отсутствии скрытых степеней свободы α имеем γ = S · v. Вектор Умова—Пойнтинга правильнее
было бы определить как γ = −S · v с тем, чтобы согласовать его трактовку как потока энергии внутрь
контрольного объема.
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В приближении малых деформаций инвариантный интеграл (2.34) приобре-
тает вид ∮

S

nk

(
Wδki − σkj

∂uj
∂xi

)
dS = 0. (2.35)

Аналогичный интеграл был использован выше (см. уравнение (1.15) разде-
ла 2.3.1) при вычислении скорости освобождения упругой энергии при росте
трещины.

3.1.3. Глобальный баланс канонического импульса для упругого тела
с трещиной

Рассмотрим отсчетную конфигурацию KR упругого тела с вырезом (трещи-
на— предельный случай выреза при сближении его берегов) (рис. 18).

S

S

′K

′S
S ∗

KR

N

N

I

Рис. 18. Отсчетная конфигурация тела с продвигающейся трещиной—вырезом

Предположим также, что край выреза продвигается в соприкасающейся
плоскости в направлении нормального вектора I (рис. 19).

Обозначим через ∂KR ”видимую” часть границы тела в отсчетной конфи-
гурации,64 S — свободную границу выреза (без концевых частей), S∗ — поверх-
ность концевой части выреза (у продвигающегося конца выреза) или край тре-
щины. Произведем также следующее построение: в нормальной к краю выре-
за плоскости построим кривую C′, охватывающую край выреза, затем перпен-
дикулярно нормальной плоскости проведем образующие высоты δs (δs— эле-
мент длины края трещины—выреза) так, что образуется цилиндрическая по-
верхность, ограничивающая область K′(δs).

64Под ”видимой” частью границы тела мы понимаем поверхность, его ограничивающую, за вычетом той
ее части, которую составляют поверхности дефектов — так называемая ”невидимая” граница.
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S

S

S∗

I

JK

′C

Рис. 19. Локальный базисный триэдр у края трещины в отсчетной конфигурации: −I —
вектор главной нормали, J —касательный вектор, K— вектор бинормали

Пользуясь формулой дифференцирования интеграла с переменной областью
интегрирования, можно получить, что

d

dt

∫
K′(δs)

P · I dτR =

∫
K′(δs)

∂P
∂t
· I dτR +

∮
∂K′(δs)+S(δs)+S∗ (δs)

(P · I)CdSR, (3.1)

где ∂K′(δs) — ”видимая” поверхность рассматриваемого цилиндра,S(δs) — часть
границы цилиндра, приходящаяся на свободные берега выреза, S∗(δs)—часть
концевой поверхности выреза, пересекающая цилиндр, C — скорость распро-
странения граничных поверхностей в направлении внешней по отношению к
области K′(δs) нормали. Ясно, что C = 0 на ∂K′(δs) и S(δs). Если обозначить
через C∗ скорость распространения края выреза S∗(δs) в направлении I, то
C = −C∗.

Учитывая каноническое уравнение баланса импульса(
∂P
∂t

)
X
−∇R ·P = 0, (3.2)

где
P = − (LI + S · F) , (3.3)

а также
N · I = 0 (на поверхности S(δs)), (3.4)

N · S = 0 (на поверхностях S(δs), S∗(δs)), (3.5)
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где N — единичный вектор внешней нормали, приходим к уравнению

d

dt

∫
K′(δs)

PI dτR =

∫
∂K′(δs)

(N ·P)IdSR +

∫
S∗(δs)

L(N · I) dSR −
∫

S∗(δs)

PI C∗ dSR,

(3.6)
где PI —проекция канонического импульса на направление I .

Ясно, что это уравнение может быть также представлено в виде

d

dt

∫
K′(δs)

PI dτR +

∫
S∗(δs)

PI C∗ dSR −
∫

S∗(δs)

L(N · I) dSR =

∫
∂K′(δs)

(N ·P)IdSR.

(3.7)
Обозначая далее черезFI плотность (на единицу длины) конфигурационной

силы,65 действующей на вырез,

FIδs = −
∫

S∗(δs)

(L(N · I)− PI C∗) dSR (3.8)

и переходя в уравнении (3.7) к пределу при δs → 0, предварительно разделив
левую и правую его части на δs, получим

d

dt

∫
A′

PI dA′ +FI =

∫
C′

(N ·P)Ids
′, (3.9)

где A′—плоская область, ограниченная кривой C′, краем и берегами выреза.
Ясно, что контур C′, охватывающий край выреза в отсчетной конфигура-

ции, можно выбрать подвижным. В этом случае последнее уравнение следует
модифицировать:

d

dt

∫
A′

PI dA′ + FI =

∫
C′

((N ·P)I + PIC)ds′. (3.10)

Глобальную конфигурационную силу FI , действующую на все элементы
края, можно, очевидно, вычислить как

65Термин конфигурационная сила в настоящее время общепринят в механике разрушения. Величина FIδs
имеет размерность силы, но не может быть истолкована в духе классической концепции Ньютона. Конфигу-
рационные силы, как будет продемонстрировано ниже в 3.1.4, проявляют себя в форме диссипации энергии
на упругой сингулярности и только в том случае, если перемещение сингулярности действительно произошло.
В механике разрушения компоненты конфигурационной силы обычно интерпретируются как абсолютное зна-
чение отношения изменения упругой энергии тела к величине элементарного перемещения края трещины в
соприкасающейся плоскости по направлению главной нормали к указанному краю. Подробнее вычисление
конфигурационных сил будет также рассмотрено несколько позднее в 3.3.
Понятие о конфигурационных силах широко используется в монографии [284] для обозначения сил, ко-

торые в отличие от сил классической механики Ньютона действуют не в физическом пространстве, а на
материальном многообразии, точки которого представляют тело. Конфигурационные силы несколько (в слу-
чае сингулярного упругого поля) ”подправляют” баланс канонического импульса в плане включения сил,
действующих на дефекты.
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FI =

∫
FIds, (3.11)

где интегрирование производится по всему краю трещины—выреза.
На основании (3.9) и (3.11) заключаем, что

FI =

∫
S′

(N ·P)IdSR −
d

dt

∫
K′

PI dτR. (3.12)

Здесь K′— трехмерная область, складывающаяся из плоских областей A′,
S′— часть границы K′, не включающая поверхности, приходящиеся на S и S∗
и выражение в правой части не зависит от выбора поверхности S′.

Заметим, что к области K′ можно добавить дополнительно области любой
формы, не содержащие края выреза, не нарушая при этом уравнения (3.12).
Поэтому в уравнении (3.12) под областью K′ можно понимать область произ-
вольной формы, содержащую край выреза.

В квазистатическом приближении конфигурационная сила FI вычисляется
по формуле

FI =

∫
S′

(N ·P)IdSR, (3.13)

причем поверхностный интеграл в правой части не зависит от выбора поверх-
ности S′. Таким образом достигается обобщение важнейшего инвариантного
интеграла линейной механики разрушения на случай нелинейно упругого те-
ла.66

Если область K′ связана с кончиком выреза и изменяет свое положение в
отсчетной конфигурации, продвигаясь вслед за вырезом, то уравнение (3.12)
подлежит модификации:

FI =

∫
S′

((N ·P)I + PIC) dSR −
d

dt

∫
K′

PI dτR, (3.14)

где C — скорость распространения поверхности S′ в направлении внешней нор-
мали N .

Последняя формула есть далеко идущее по разным направлениям обобще-
ние классического J-интеграла: нелинейность определяющего закона и геомет-
рическая нелинейность, учет динамического вклада, трансляция области расче-
та инвариантного интеграла вслед за продвигающейся трещиной.

Поскольку аналогичные рассуждения могут быть проведены, если в каче-
стве K′ выбрать все тело KR, то для конфигурационной силы можно получить
выражение:

66Справедливости ради следует заметить, что на возможность подобного обобщения указывалось еще в
ранних исследованиях (см., например, [265]).
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FI =

∫
∂KR

(N ·P)IdSR −
d

dt

∫
KR

PI dτR. (3.15)

Это уравнение выражает также глобальный баланс импульса для нелинейно
упругого тела с трещиной.

3.1.4. Глобальный баланс энергии для упругого тела с трещиной

Мы, по-прежнему, будем рассматривать упругое нетеплопроводящее тело и
изотермический рост трещины—выреза .

Закон сохранения энергии (2.19) в этом случае имеет вид:(
∂H
∂t

)
X
−∇R · (S · v) = 0. (4.1)

Рассуждая также, как и при рассмотрении глобального баланса канониче-
ского импульса, приходим к следующему уравнению:

d

dt

∫
A′

H dA′ +D =

∫
C′

N · (S · v)ds′, (4.2)

где

D =
1

δs

∫
S∗(δs)

HC∗ dSR (4.3)

есть скорость освобождения энергии,67 обусловленного подрастанием элемен-
тарного участка края трещины.

Глобальная диссипация энергии D, обусловленная продвижением края тре-
щины, есть сумма элементарных вкладов:

D =

∫
Dds. (4.4)

Ясно, что уравнение баланса энергии для материальной части тела K′, со-
держащей продвигающийся край выреза, можно представить в форме:

D =

∫
S′

N · (S · v) dSR −
d

dt

∫
K′

H dτR. (4.5)

Если область K′ сопровождает продвигающийся край выреза, то уравнение
(4.5) необходимо модифицировать:

67Величина D может быть названа также диссипацией энергии (в расчете на единицу длины края трещи-
ны), обусловленной ростом участка края трещины, и определена на основании уравнения

D =
∫
C′

N · (S · v)ds′ − d

dt

∫
A′

H dA′.
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D =

∫
S′

(N · (S · v) +HC) dSR −
d

dt

∫
K′

H dτR, (4.6)

где C — скорость распространения поверхности S′ в направлении внешней нор-
мали N .

Еще раз подчеркнем, что разность интегралов в правой части уравнения
(4.6) не зависит от выбора поверхности S′, охватывающей продвигающийся
край трещины. Таким образом, правая часть уравнения (4.6) представляет со-
бой далеко идущее обобщение инвариантных интегралов динамической упруго-
сти [186], [229], [175], [227], [187], [216].

Несколько преобразуем уравнение (4.6), вводя в него вектор материальной
скорости v и предполагая, что поверхность S′ движется с нормальной скоро-
стью v ·N :

D =

∫
S′

{−N · ((S · F) · v) +Hv ·N } dSR −
d

dt

∫
K′

H dτR, (4.7)

или (ср. с уравнением (4.5))

D =

∫
S′

N · (P̃ · v) dSR −
d

dt

∫
K′

H dτR, (4.8)

где тензор
P̃ = HI− S · F (4.9)

в квазистатическом приближении совпадает с тензором напряжений Эшелби P
(см. уравнение (3.3)).

Заметим, что уравнение

d

dt

∫
K′

H dτR =

∫
∂K′

N · (P̃ · v) dSR (4.10)

выражает баланс энергии для фиксированной (Эйлеровой) области простран-
ства, не содержащей дефектов и сингулярностей поля, сформулированный с
помощью переменных отсчетной конфигурации.

Поверхностный интеграл

Π =

∫
S

N · P̃ dSR (4.11)

— инвариантный интеграл установившегося динамического упругого поля. Он
играет исключительную роль при вычислении потока энергии в вершину рас-

Нелинейная механика разрушения



3.1. Канонические законы сохранения 113

тущей с постоянной скоростью трещины, напряженно-деформированное состо-
яние у края которой локально стационарно.68

Покажем, что элементарная диссипация D может быть вычислена по фор-
муле (ср. с уравнением (1.14) раздела 2.3.1):

D = C∗FI. (4.12)

С этой целью зафиксируем некоторую точку X∗, расположенную на поверх-
ности края выреза S∗. Введем новые материальные координаты X′, полагая,
что

X = X∗ + X′,

т.е. X′ есть радиус вектор (в отсчетной конфигурации), отсчитываемый от по-
ложения X∗ на крае выреза. Нас будет интересовать элемент края выреза, ло-
кализованный возле положения X∗.

Дифференцируя по времени соотношение

x = x̃(X′, t),

где

x̃(X′, t) ≡ x(X∗ + X′, t),

и полагая X′ = 0, получим

v = −C∗F · I +

(
∂x̃(X′, t)

∂t

)
X′=0

,

где v и F есть физическая скорость и градиент деформации в месте X = X∗.
Замечая, что для мест X′ на поверхности S∗

68Мы не случайно используем обозначение Π для интеграла (4.11). Этот интеграл для геометрически
линейного случая был введен в монографии [175] (см. с. 228) и трактовался как вектор Π потока энергии
через поверхность S в расчете на единицу длины. В оригинальном определении [175] учитывается возможное
действие на упругое тело массовых сил. В этой же монографии читатель может найти не совсем корректное
доказательство (в геометрически линейном приближении) инвариантности этого интеграла: если поверхности
S′ и S′′ опираются на один и тот же контур, то потоки через эти поверхности совпадают, т.е. Π′ = Π′′. Это
утверждение справедливо только, если упругое динамическое поле установившееся. Формулу (5.21) на с. 229
монографии [175] никак оправдать нельзя.
Ясно, что для любой замкнутой поверхности, не содержащей внутри сингулярностей установившегося

динамического упругого поля, имеем: ∮
∂

N · P̃ dSR = 0.

Последнее соотношение в приближении малых деформаций имеет форму∮
∂

[(W + K)nk − Ti∂kui]ds = 0

не зависимо от выбора контура интегрирования. Это равенство без труда проверяется прямым вычислением
с использованием базовых уравнений линейной теории упругости.
Ниже, в разделе 3.3.3, мы подробно обсудим вопрос об инвариантных интегралах динамического упругого

поля.
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(
∂x̃(X′, t)

∂t

)
X′=0

= 0,

поскольку нет относительного (по отношению к материальной частице с меткой
X∗) движения близкой материальной частицы с меткой X∗ + X′, получим

v = C∗I .

Но в этом случае

C∗FI = − 1

δs

∫
S∗(δs)

(L −P · v)C∗ dSR =
1

δs

∫
S∗(δs)

(ψ −K + 2K)C∗ dSR

и, следовательно,

C∗FI =
1

δs

∫
S∗(δs)

HC∗ dSR = D.

Соотношение между глобальными количествами, очевидно, имеет следую-
щий вид:

D =

∫
C∗FIds.

Применяя полученный результат к трещине, ориентированной вдоль коор-
динатной оси x1, в приближении линейной теории упругости имеем:

C∗ = l̇, F1 = J,

где

J =

∫
Γ

(
Wn1 − niσij

∂uj
∂x1

)
ds

—инвариантный J-интеграл Эшелби—Черепанова—Райса, который впервые по-
является при расчете скорости энергостока в вершину трещины, приведенном
выше в разделе 2.3.1.

Таким образом, устанавливается, что конфигурационная сила FI есть ско-
рость освобождения энергии (в расчете на единицу длины края трещины) вслед-
ствие развития трещины в нелинейно упругой среде.

3.2. Нелинейная теория упругости как физическая теория
поля

Вариационная формулировка как средство математического представления
физической теории часто рассматривается в качестве самого элегантного и эко-
номичного (в духе принципа экономии мышления Маха (E. Mach)) такого пред-
ставления, по крайней мере для физических теорий, не претендующих на описа-
ние диссипативных процессов. Классическая механика Лагранжа и Гамильтона
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является великолепным образцом теории, реализованной с помощью вариацион-
ного описания. Наконец, следует отметить, что вариационные принципы были
положены в основу теории электромагнитного и гравитационного поля в [77].

Механика континуума, являясь классической теорией поля, не может быть
исключением: исследование обобщенных симметрий и инвариантных групп для
функционала действия есть, по-видимому, не только самое мощное средство
проникновения в сущность самой механики континуума, но и регулярный метод
вывода инвариантов, которые часто (как об этом убедительно свидетельству-
ет опыт механики разрушения) могут иметь и важное прикладное значение.
Читатель будет в состоянии сравнить два возможных способа69 вывода инвари-
антных интегралов нелинейной механики разрушения: на основе канонического
формализма и канонических законов сохранения и с помощью вариационных
симметрий. Последний из них несомненно более эффективен в плане поиска
новых законов сохранения и соответствующих им инвариантных интегралов.

Представленный здесь материал70 будет излагаться в следующей последова-
тельности: сначала рассматриваются (в рамках традиционной линейной теории
упругости) три классических закона сохранения (импульса, энергии и момен-
та импульса), затем с помощью теоремы Нетер выводятся (в квазистатическом
приближении) три базовых инвариантных интеграла теории упругости и соот-
ветствующие им дивергентные законы сохранения, далее излагаются элементы
теории поля и канонические определения всех важнейших векторных и тен-
зорных полей нелинейной механики сплошных сред, необходимые для вывода
нетривиальных законов сохранения в общем нелинейном случае (в том числе
с учетом динамического вклада в функционал действия), и ограниченный ва-
риант теории вариационных симметрий, развитый в [300]. В качестве важного
дополнения следует рассматривать раздел 3.2.8, посвященный Лагранжиану
пустого пространства (нулевому Лагранжиану). Добавление Лагранжиана пу-
стого пространства к Лагранжиану физического поля не изменяет условий ста-
ционарности действия, хотя и может изменять выражения для канонических
тензоров. Понятие о Лагранжиане пустого пространства совершенно необхо-
димо для установления степени определенности канонических тензорных по-
лей, входящих в формулировку как классических, так и нетривиальных зако-
нов сохранения. В 3.2.8 приводится полная теория Лагранжиана пустого про-
странства для n-мерного многообразия (включая 4-мерное пространство-время
Минковского). С помощью дивергентного представления Лагранжиана пусто-
го пространства для звездообразной области получено его общее выражение,
содержащее градиенты поля порядка не выше первого, в случае произвольно-
го n-мерного многообразия. Показано, что в случае нелинейно упругого поля в
трехмерном пространстве нулевой Лагранжиан может содержать в общей слож-
ности 15 независимых элементов. Исследован также случай, когда Лагранжиан

69Первый способ подробно обсуждается в 3.1 и связан с расчетом баланса энергии и импульса тела с
трещиной.

70См. также: Радаев Ю.Н. Нелинейная теория упругости как физическая теория поля//Проблемы меха-
ники: Сб. статей. К 90-летию со дня рождения А.Ю. Ишлинского. (Под ред. Д.М. Климова.) М.: Физматлит,
2003. С. 658-684.
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пустого пространства не зависит от сдвигов физических полевых величин. Вы-
числены конфигурационные силы, соответствующие нулевому Лагранжиану и
зависящие линейно или квадратично от первых градиентов поля.

В целом излагаемый в разделе 3.2 материал следует рассматривать как
теоретическую основу нелинейной механики разрушения, поскольку она в зна-
чительной мере базируется в формальном плане на аппарате инвариантных
интегралов, которые по существу представляют собой инвариантную формули-
ровку основных физических законов сохранения в виде интегралов по контуру
или поверхности, не зависящих от пути интегрирования.

Последовательное изложение затрагиваемого круга проблем заинтересован-
ный читатель может найти также в известной монографии [284]. К сожалению,
на русском языке имеется весьма ограниченный набор литературных источни-
ков по проблеме применения вариационных симметрий в нелинейной теории
упругости. Так, в известной монографии [23] вообще нет никаких указаний на
это.

По поводу формализма исчисления вариаций для функционалов с перемен-
ной областью интегрирования и доказательства теоремы Нетер см. [211], [121],
[234], [109], [45]. Систематическое изложение теории вариационных симметрий
и законов сохранения для систем дифференциальных уравнений в частных про-
изводных дано в четвертой главе монографии [111]. Законы сохранения теории
упругости, следующие из теоремы Нетер, обсуждаются в [111], с. 355-358

Изложение теории Лагранжиана пустого пространства в основном следует
[145].

3.2.1. Функционал действия и классические законы сохранения

Теория упругости как физическая полевая теория может быть построена,
исходя из следующих выражений для Лагранжиана упругого тела и функцио-
нала действия:

L =

∫ (
1

2
ρu̇ku̇k −W (∂jui, xj)

)
dV , (1.1)

= =

t2∫
t1

Ldt. (1.2)

Здесь используются следующие обозначения, традиционные для теории упру-
гости: xk —декартовы координаты, uk —компоненты вектора упругого переме-
щения, ∂j — сокращенное обозначение оператора частного дифференцирования
по координате xj , ρ—плотность упругого тела, W — объемная плотность энер-
гии упругой деформации (упругий потенциал), t1, t2 — границы временного ин-
тервала, за который рассчитывается действие.

При этом речь может идти о Лагранжиане и действии как всего тела, так и
любой его части. Именно поэтому мы не будем в дальнейшем явно указывать
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в обозначениях область интегрирования в (1.1).71
Плотность Лагранжиана

L =
1

2
ρu̇ku̇k −W (∂jui, xj)

в самом общем виде можно представить как72

L = L(u̇i, ∂jui, xk, t).

Вариационное уравнение, выражающее виртуальный баланс действия при
варьировании поля упругих перемещений

δ= = −
t2∫
t1

∫
ρFkδukdV dt−

t2∫
t1

∫
∂

tiδukdSdt, (1.3)

где Fk —массовые силы, tk —поверхностные силы, и поверхностное интегриро-
вание, в том случае, если рассматривается действие для всего тела, следует
ограничить той частью его поверхности, на которой заданы поверхностные на-
грузки,73 сводится к

t2∫
t1

∫
(−ṗi + ∂jσij + ρFi) δuidV dt +

t2∫
t1

∫
∂

(ti − σjinj)δuidSdt = 0, (1.4)

где, в свою очередь, физический импульс pi и тензор напряжений σij определя-
ются формулами:

pi =
∂L

∂u̇i
, σji = − ∂L

∂(∂jui)
. (1.5)

В силу произвольности вариаций δui внутри области интегрирования, из
уравнения (1.4) получаем уравнение движения:

− ṗi + ∂jσji + ρFi = 0 (1.6)

и, в случае незакрепленных на границе вариациях перемещений, также — есте-
ственное граничное условие:

ti = σjinj. (1.7)

71Граница неспецифицированной области интегрирования (в данном случае — замкнутая поверхность в
трехмерном пространстве) обозначается через ∂.

72Мы будем предполагать, что плотность Лагранжиана явно не зависит от самих перемещений, так как
в противном случае нарушается традиционная для механики сплошных сред и теории упругости форма
уравнения баланса импульса.

73Если закрепить вариации поля перемещений на границе и полагать, что массовые силы отсутствуют
(или обладают потенциалом, который следует добавить в качестве дополнительного слагаемого в выражение
для плотности Лагранжиана), то правая часть вариационного уравнения обращается в нуль, т.е. выражает
стационарность действия.
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С помощью уравнения движения (1.6) нетрудно получить три классических
уравнения баланса (импульса, энергии и момента импульса):

∂

∂t

∫
pidV =

∫
(∂jσji + ρFi) dV =

=

∮
∂

tidS +

∫
ρFidV ,

(1.8)

∂

∂t

∫
(u̇ipi − L) dV =

∂

∂t

∫ (
1

2
ρu̇ku̇k +W (∂jui, xj)

)
dV

=

∮
∂

tiu̇idS +

∫ (
−∂L
∂t

+ ρFiu̇i

)
dV ,

(1.9)

∂

∂t

∫
εijkxjpkdV =

∫
ρεijkxjFkdV +

∮
∂

εijkxjTkdS+

+

∫
ρεijkMjkdV .

(1.10)

Тензор второго ранга

Mjk = u̇j
∂L

∂u̇k
+ (∂suj)

∂L

∂(∂suk)
(1.11)

симметричен (и соответствующее слагаемое исчезает), если плотность Лагран-
жиана инвариантна при поворотах упругого поля перемещений. Последнее спра-
ведливо для изотропного тела.

Действительно, при повороте поля перемещений

u′i = Rijuj ,

где Rij — ортогональный тензор, плотность Лагранжиана изотропного тела не
изменяется:

L(u̇′i, ∂su
′
i, xj , t) = L(u̇i, ∂sui, xj , t),

следовательно, плотность Лагранжиана должна удовлетворять уравнению

∂

∂Rij
L(Riju̇j , Rij∂suj , xj , t) = 0

при ограничении
φsl = RskRlk − δsl = 0.

Решая задачу на условный экстремум с помощью метода множителей Ла-
гранжа, имеем (Λlm—неопределенные множители Лагранжа):

∂L

∂Rij
+ Λlm∂φlm

∂Rij
= 0,
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или
∂L

∂Rij
Rkj = −(Λik + Λki),

т.е. тензор
∂L

∂Rij
Rkj

симметричен.
Так как

∂L

∂Rij
Rkj =

(
u̇j
∂L

∂u̇′i
+ (∂suj)

∂L

∂(∂su
′
i)

)
Rkj = M ′

ki,

где компоненты M ′
ki построены по полю перемещений u′i, то тензор M ′

ki сим-
метричен. Ясно, что M ′

ki = Mki, если Rij = δij , и поэтому тензор Mki также
симметричен.

Заметим, что уравнение баланса энергии (1.9) приобретает традиционную
форму, если плотность Лагранжиана явно не зависит от времени.

Инвариантность Лагранжиана изотропного тела относительно поворота век-
тора упругого перемещения означает, кроме того, что объемная плотность энер-
гии деформации W зависит на самом деле не от девяти компонент градиента
перемещений, а от шести компонент тензора деформации, который в прибли-
жении малых относительных удлинений и сдвигов есть просто симметричная
часть градиента перемещений:

εij =
1

2
(∂jui + ∂iuj).

Наконец, симметричность тензораMki, как известно, влечет симметрию тен-
зора напряжений σji.

Помимо трех классических законов сохранения (1.8)–(1.10) в теории упру-
гости известны и другие нетривиальные законы сохранения, формулировка ко-
торых в квазистатическом приближении будет рассмотрена ниже.

3.2.2. Инвариантные интегралы теории упругости

Изложение этого круга вопросов читатель может найти в оригинальных ста-
тьях [242], [265], [297], [298], а также монографиях [195] (pp. 58-73), [284] (pp.
100-113). Инвариантные интегралы линейной теории упругости здесь не будут
непосредственно выводиться из теоремы Нетер. Для понимания теории в прин-
ципе необходимо владеть исчислением вариаций для кратных интегралов с пе-
ременной областью интегрирования (см., например, [234]).

Мы начнем с рассмотрения линейно упругого изотропного тела. В этом слу-
чае Лагранжиан (в квазистатическом приближении) имеет вид:

L = −
∫
W (εij)dV . (2.1)
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Плотность Лагранжиана L есть (с точностью до знака) объемная плотность
энергии деформации W :

σij =
∂W

∂εij
.

Уравнение Эйлера—Лагранжа для функционала L есть

∂

∂xj

(
∂W

∂εij

)
= 0

и представляет собой уравнение упругого статического равновесия.
Будем варьировать не только вектор упругого перемещения, но и область ин-

тегрирования. Поэтому наряду с вариациями перемещений (так называемыми
частичными вариациями)

δ̄ui = u′i(xk)− ui(xk),

необходимо варьировать координаты

δxi = x′i − xi.

Полная вариация перемещений

δui = u′i(x
′
k)− ui(xk),

обусловленная как изменением перемещения в данном месте, так и изменением
положения самого места, очевидно, связана с частичной вариацией соотноше-
нием

δ̄ui = δui −
∂ui
∂xk

δxk. (2.2)

Варьируя Лагранжиан на основании формулы для вариации интегрально-
го функционала с переменной областью интегрирования (см., например, [234],
[211]), находим

−δL =

∫
∂W

∂εik

∂

∂xk
δ̄uidV +

∫
∂

∂xk
(Wδxk) dV ,

или после ряда преобразований —

− δL =

∫
∂

∂xk

(
σik δ̄ui

)
dV +

∮
∂

WnkδxkdS. (2.3)

Здесь уже учтены условия стационарности Лагранжиана:

∂

∂xk
σik = 0.
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Воспользуемся далее формулой Остроградского—Гаусса и учтем соотноше-
ние (2.2), связывающее частичную и полную вариации перемещений. В резуль-
тате формула (2.3) приобретает вид

− δL =

∮
∂

(
σik

(
δui −

∂ui
∂xl

δxl

)
+Wδxk

)
nkdS. (2.4)

Из этой важной формулы, исходя из соображений инвариантности Лагран-
жиана любой части тела относительно однопараметрических групп преобразо-
ваний, может быть выведен ряд инвариантных интегралов теории упругости и
установлены новые нетривиальные законы сохранения.

В начале рассмотрим группу трансляций в пространстве, не подвергая при
этом преобразованию упругие перемещения:

x′i = xi + δli, δui = 0. (2.5)

Направление и величина сдвига пространства определяется вектором δli.
Поскольку трансляция области интегрирования, очевидно, не изменяет ве-

личины Лагранжиана (что справедливо, если Лагранжиан не зависит явно от
переменных xi), то δL = 0, следовательно, на основании (2.4) получим

δls

∮
∂

(
−σik

∂ui
∂xs

+Wδks

)
nkdS = 0

для любой замкнутой поверхности, или в силу произвольности δls:

Js =

∮
∂

nkPksdS = 0, (2.6)

где

Pks = Wδks − σik
∂ui
∂xs

(2.7)

есть тензор напряжений Эшелби.74
Соответствующий закон сохранения:

∇ ·P = 0. (2.8)

74Напомним, что, согласно интерпретации Эшелби [221],

Jl =
∮
Σ

nkPkldΣ,

где Σ— замкнутая поверхность, охватывающая дефект, есть сила, действующая на дефект в упругой среде.
Инвариантный интеграл Jl был открыт Эшелби в 1951 г. раньше, чем все остальные нетривиальные инвари-
анты теории упругости. Тензор Pks назывался в работах самого Эшелби тензором энергии—импульса. Ниже,
в разделе 3.3, мы подробно рассмотрим применение этого инвариантного интеграла в нелинейной механике
разрушения.
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Рассмотрим группу преобразований бесконечно малого поворота простран-
ства и вектора упругого перемещения:

x′i = xi + εijkxkδωj ,

δui = εijkukδωj ,
(2.9)

где вектор δωj определяет ось и малый угол поворота.
Поскольку Лагранжиан любой части изотропного упругого тела инвариан-

тен относительно указанной группы преобразований, то δL = 0. Поэтому с
помощью (2.4) можно заключить, что∮

∂

εijk

(
σjsnsuk − σhlnlxk

∂uh
∂xj

+Wnjxk

)
dS = 0 (2.10)

для любой замкнутой поверхности и, таким образом, вывести еще один инвари-
антный интеграл.

Ясно, что соотношение (2.10) можно также представить в форме

Lj =

∮
∂

nkLkjdS = 0, (2.11)

где

Lkj = Wεkjhxh + σks

(
εsjhuh − εljhxh

∂us
∂xl

)
. (2.12)

Этот инвариантный интеграл пока не нашел широкого применения в теории
упругости.

Соответствующий закон сохранения есть:

∇ · L = 0. (2.13)

Наконец, рассмотрим группу преобразований

x′i = (1 + δη)xi,

δui = cuiδη,
(2.14)

действие которой сводится к изменению масштаба в пространстве и изменению
длины вектора упругого перемещения.

Варьируя Лагранжиан (см. (2.4)), находим

− δL = δη

∮
∂

(
−σjk

(
xl
∂uj
∂xl
− cuj

)
+Wxk

)
nkdS. (2.15)

Действие группы (2.14), очевидно, изменяет величину Лагранжиана:

L→ L
′,
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однако можно подобрать значение параметра c так, чтобы Лагранжиан был
инвариантен с точностью до малых, порядка высшего, чем δη:

L′ = L + o(δη).

Действительно, строгая инвариантность Лагранжиана означает, что

WdV = W ′dV ′,

или75
(1 + cδη)2(1 + δη) = 1.

Но это последнее равенство может быть удовлетворено с точностью до ма-
лых, порядка высшего, чем δη, если

2c + 1 = 0.

В этом случае также δL = 0, и на основании (2.15) соответствующий инва-
риантный интеграл получается в форме:76∮

∂

(
−σjknkxl

∂uj
∂xl
− 1

2
σjknkuj +Wxknk

)
dS = 0. (2.16)

Заметим, что инвариантный интеграл этого последнего типа можно также
представить в виде:

M =

∮
∂

nkMkdS = 0, (2.17)

где

Mk = −σjk
(
xl
∂uj
∂xl
− 1

2
uj

)
+Wxk. (2.18)

Закон сохранения, соответствующий группе преобразований изменения мас-
штаба, имеет вид:

∇ ·M = 0. (2.19)

Таким образом могут быть выведены три нетривиальных инвариантных ин-
теграла (2.6), (2.11), (2.17), которым соответствуют три нетривиальных дивер-
гентных закона сохранения. Мы приводим также прямую инвариантную запись
указанных интегралов: ∮

∂

(Wn− t · ε− t× ω)dS = 0,

75С этого момента существенной становится размерность пространства, поскольку преобразование элемен-
та объема dV → dV ′ зависит от размерности пространства.

76Приведем также двумерный аналог:∮
∂

(
−σjknkxl

∂uj
∂xl

+ Wxknk

)
ds = 0.
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∮
∂

[(Wn− t · ε− t× ω)× r + t× u] dS = 0,

∮
∂

[
(Wn− t · ε− t× ω) · r− 1

2
t · u

]
dS = 0,

где
ω =

1

2
(∇× u).

В работах [297], [298] были найдены новые, не обнаруженные ранее симмет-
рии уравнений теории упругости и соответствующие им законы сохранения.

Обобщение рассмотренных в этом разделе законов сохранения на общий
нелинейный случай (в том числе с учетом динамического вклада в Лагранжиан)
мы дадим несколько позже, предпослав этому необходимые сведения из общей
теории поля.

3.2.3. Элементы теории поля

Ниже будут даны необходимые сведения (преимущественно формального
плана) из современной теории поля, с помощью которых на единой основе мо-
гут быть получены уравнения поля, динамические инварианты поля (энергия,
импульс, момент импульса) и инвариантные интегралы. Для понимания изла-
гаемой ниже теории необходимо достаточно свободное владение исчислением
вариаций (например, в рамках замечательного курса вариационного исчисле-
ния [234]). Компактное изложение имеется в [211] (см. pp. 260-264). Можно
рекомендовать также монографию [284], pp. 96-115.

Рассмотрим функционал типа Гамильтонова действия:

= =

∫
D×[t1,t2]

L(ϕk, ∂βϕ
k, ∂γ∂βϕ

k, ..., Xβ)d4X, (3.1)

где ϕk —упорядоченный массив физических полевых величин (или динамиче-
ских переменных); Xβ (β = 1, 2, 3, 4) —пространственно-временные координа-
ты;77 X4 = ct (константа c имеет смысл характерной скорости и ее можно по-
ложить равной единице); d4X — элемент объема; D— область трехмерного про-
странства,78 в пределах которой изменяются координаты X1, X2, X3; t1, t2 —
границы временного интервала.

77Аналогия между пространством и временем была известна еще древним грекам. Аристотель включал
время в число непрерывных величин наряду с линиями, поверхностями и телами. В современной физике рав-
ноправие пространственных координат и времени утверждалось в процессе становления теории относительно-
сти. Пространственно-временное многообразие— неотъемлемый элемент теории относительности. Геометрия
пространства-времени как объект физической теории рассматривается, например, в [183], с. 457-472. С точ-
ки зрения классической механики сплошных сред переменные X1 , X2, X3 вполне аналогичны координатам
Лагранжа, а оперирование с четырехмерным пространственно-временным многообразием исключительно
удобно при описании динамических процессов в деформируемых средах.

78В рамках классической нелинейной механики сплошных сред следует считать, что D = KR (KR— отсчет-
ная конфигурация тела, деформацию которого обычно описывают, сравнивая отсчетную конфигурацию с
актуальной деформированной), либо D— подобласть KR.
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Под d4X мы понимаем ”естественный” элемент объема

d4X = dX1dX2dX3dX4.

Поэтому L— ”естественная” плотность Лагранжиана. Лагранжиан предполага-
ется локальным, т.е. его значение в точке Xβ определяется значениями дина-
мических переменных ϕk и конечного числа их частных производных по про-
странственно-временным координатам, вычисленных в той же самой точке.

Инвариантный элемент объема d4τ пространственно-временного многообра-
зия, параметризованного координатами X̃β, определяется на основании

d4τ =
√
g̃dX̃1dX̃2dX̃3dX̃4,

где g̃— определитель (точнее, его абсолютная величина), составленный из мет-
рических коэффициентов g̃αβ. Поскольку метрика пространства-времени гипер-
болична, то обычно вместо

√
g̃ пишут

√
−g̃,79 ибо в последнем случае величина

под корнем будет положительной.
Итак, инвариант

√
−g̃dX̃1dX̃2dX̃3dX̃4 — величина четырехмерного объема,

измеренного в локальной координатной системе посредством твердых масшта-
бов и часов по принципам специальной теории относительности. Инвариантный
элемент объема следует отличать от ”естественного” элемента объема d4X̃ =
dX̃1dX̃2dX̃3dX̃4, так как координатная система пространственно-временного
многообразия может быть криволинейной, и в этом случае величина

√
−g̃ от-

лична от единицы.
При использовании криволинейной координатной системы в пространствен-

но-временном многообразии функционал действия следует писать в форме

= =

∫
D×[t1,t2]

L(ϕk, ∂βϕ
k, ∂γ∂βϕ

k, ..., Xβ)
√
−gd4X.

Ясно поэтому, что часто характер координатной системы можно вообще не
специфицировать, но тогда в уравнениях поля под функцией Лагранжа следует
понимать не L, а √−gL, что и будет предполагаться в дальнейшем изложении,
и мы, таким образом, возвращаемся к выражению действия в форме (3.1). Сле-
дует однако помнить, что L в этом случае не будет плотностью по отношению
к инвариантному элементу объема пространственно-временного многообразия,
но будет таковой по отношению к ”естественному” элементу объема. Как уже
отмечалось, величину L можно поэтому называть ”естественной” плотностью
Лагранжиана.

Пространство-время является четырехмерным псевдоевклидовым простран-
ством,80 метрика которого задается знаконеопределенной квадратичной фор-
мой

ds2 = εβ(dXβ)2 (β = 1, 2, 3, 4),

79Часто для краткости применяется также обозначение √ (см., например, [41], с. 39).
80Геометрия псевдоевклидовых пространств и пространственно-временного многообразия в деталях изло-

жена в книге: Розенфельд Б. А. Многомерные пространства. М.: Наука, 1966. 648 с.
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где
ε1 = 1, ε2 = 1, ε3 = 1, ε4 = −1.

Определенное подобным образом 4-пространство обычно называют простран-
ством Минковского (H. Minkowski).

В пространстве Минковского может быть с помощью замены Xβ → X̃β

введена криволинейная координатная система; метрика в этом случае опреде-
ляется как

ds2 = g̃αβdX̃
αdX̃β.

Через ∂β здесь и в дальнейшем обозначается оператор частного дифферен-
цирования по пространственно-временным координатам Xβ. Мы будем исполь-
зовать этот оператор (вместо более удобной наблы Гамильтона ∇β) с тем, что-
бы изложение было выдержано в духе классического вариационного исчисле-
ния. Впрочем, все уравнения исчисления вариаций без труда представляются в
прямой инвариантной записи, что позволяет сформулировать их в форме, инва-
риантной относительно преобразований пространственно-временных координат
Xβ. Прямая тензорная запись уравнений поля часто оказывается неудобной,
так как она скрывает природу тензоров: при построении канонических тензо-
ров теории поля заимствуются элементы как пространства-времени (греческий
индекс), так и самих физических полей (латинский индекс).

Большинство современных физических теорий ограничивается градиентами
первого порядка от полей ϕk.

Для классической механики сплошных сред физические поля ϕk — это за-
кон движения (или деформирования) тела, представленный как зависимости
координат Эйлера (т.е. координат в пространстве, которые выбираются наблю-
дателем для представления положений точек сплошной среды в процессе ее
деформации) от координат Лагранжа (координаты Лагранжа, согласно тради-
ционным представлениям механики сплошных сред, индивидуализируют точки
континуума, являясь для каждой из них уникальной меткой81):

xk = xk(X1, X2, X3, X4).

Таким образом, в дальнейшем, интерпретируя развиваемую теорию в ас-
пекте механики деформируемых сред, можно считать, что ϕk есть Эйлеровы
координаты: ϕk = xk.

В принципе деформацию сплошного тела можно описывать обратным отоб-
ражением (так называемое обратное Лагранжево описание):

Xβ = Xβ(x1, x2, x3, t).

Тогда роль физических полевых величин будут играть переменные Лагранжа.
Ни одно из описаний— прямое Лагранжево и обратное Лагранжево — не имеет
никаких преимуществ по сравнению с другим. Исторически сложилось так, что

81Различные представления деформации сплошного тела и теория тензоров конечных деформаций приво-
дятся в известных монографиях [336], [88], [329]. Компактное изложение имеется в [137].
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широкое распространение получило лишь прямое описание. И только в послед-
нее время обратное описание стало проникать в работы по нелинейной теории
упругости (см., например, монографию [284]).

Отправным пунктом для математического описания физических полей слу-
жит принцип Гамильтона (или принцип наименьшего действия), который гла-
сит, что поле реализуется таким образом, что действие оказывается экстремаль-
ным, т.е. первая вариация действия обращается в нуль:

δ= = 0. (3.2)

Осознанное манипулирование с вариацией действия = подразумевает ясное
и строгое определение различных видов варьирования как самих полей ϕk, так
и пространственно-временных переменных Xβ. Поэтому мы начнем с базовых
понятий и определений.

Основным исходным элементом, необходимым для определения понятия ва-
риации, является однопараметрическое семейство (группа) преобразований про-
странственно-временных координат и физических полей:

(Xβ, ϕk)→ (X̃β, ϕ̃k), (3.3)

где
X̃β = X β(Xγ, ε), ϕ̃k(X̃β, ε) = Φk(ϕs(Xγ), X̃β, ε),

причем
X β(Xγ, ε)

∣∣
ε=0 = Xβ, Φk(ϕs,X β, ε)

∣∣
ε=0 = ϕk.

В частности, можно вести речь только о преобразованиях пространствен-
но-временных координат:

X̃β = X β(Xγ, ε), ϕ̃k(X̃β, ε) = ϕk(Xβ). (3.4)

Величина ε—параметр группы, который может быть скалярным, вектор-
ным или тензорным.

Исключительный интерес представляют однопараметрические группы пре-
образований, которые не изменяют функционал действия (или изменение функ-
ционала действия является бесконечно малой величиной, порядка высшего чем
ε) любой 4-области пространственно-временного многообразия. Указанные груп-
пы обычно называют группами инвариантности функционала действия, а так-
же абсолютными симметриями действия по Гамильтону (или просто — вариаци-
онными симметриями действия).

Если изменение функционала действия является бесконечно малой величи-
ной, порядка более высокого чем ε, то говорят об инфинитезимальной инвари-
антности функционала действия под действием группы преобразований (3.3).
Ясно, что инвариантность функционала действия влечет его инфинитезималь-
ную инвариантность.

Следует обратить внимание на тот факт, что пространственно-временные
координаты Xβ и физические поля ϕk входят в группу преобразований (3.3)
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явно не симметрично, ибо закон преобразования (3.3) не допускает трансфор-
мацию переменных Xβ, зависящую от полей ϕk. Впоследствии мы рассмотрим
более широкий спектр преобразований с целью устранения указанной несим-
метричности.

Заметим, что инвариантность функционала действия относительно однопа-
раметрической группы преобразований (3.3) означает, что82

L̃d4X̃ = Ld4X,

где плотность Лагранжиана, выраженная с помощью новых пространствен-
но-временных координат X̃β и физических полей ϕ̃k

L̃ = L̃(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃
k, ∂̃γ∂̃βϕ̃

k, ..., X̃β),

должна совпадать с L:

L̃(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃
k, ∂̃γ∂̃βϕ̃

k, ..., X̃β) = L(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃
k, ∂̃γ∂̃βϕ̃

k, ..., X̃β). (3.5)

Ясно, что в результате преобразования группой (3.3), если только величина
действия не изменяется, плотность Лагранжиана преобразуется (возможно, в
случае, когда речь идет об инфинитезимальной инвариантности функционала
действия относительно группы преобразований (3.3), с точностью до бесконечно
малой величины, порядка высшего, чем ε) как обычная скалярная плотность:

det

(
∂X̃β

∂Xα

)
L̃(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃

k, ∂̃γ∂̃βϕ̃
k, ..., X̃β) = L(ϕk, ∂βϕ

k, ∂γ∂βϕ
k, ..., Xβ). (3.6)

Инвариантность функционала действия относительно группы преобразова-
ний (3.3) дополнительно к (3.6) означает еще, что выполняется (3.5), т.е.

det

(
∂X̃β

∂Xα

)
L(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃

k, ∂̃γ∂̃βϕ̃
k, ..., X̃β) = L(ϕk, ∂βϕ

k, ∂γ∂βϕ
k, ..., Xβ). (3.7)

Инфинитезимальная инвариантность функционала действия (в отличии от
абсолютной инвариантности, выражаемой соотношением 3.7) относительно груп-
пы преобразований (3.3) означает, что условие (3.7) выполняется с точностью
до бесконечно малой величины, порядка высшего, чем ε.

Условие инфинитезимальной инвариантности функционала действия, к со-
жалению, не может быть выражено чисто как условие на ”естественную” плот-
ность Лагранжиана. Ниже условие инфинитезимальной инвариантности будет
выражено как условие на вариации ”естественной” плотности Лагранжиана и
вариации пространственно-временных координат.

82Или в случае, когда речь идет об инфинитезимальной инвариантности функционала действия относи-
тельно группы преобразований (3.3), приводимое ниже равенство должно удовлетворяться с точностью до
бесконечно малой величины, порядка высшего, чем ε.
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Частичная (т.е. при неварьируемых пространственно-временных координа-
тах Xβ) вариация поля ϕk определяется как

δ̄ϕk = ε

(
∂Φk(ϕs(Xγ), Xβ, ε)

∂ε

)
ε=0

.

Поскольку дифференцирования по пространственно-временным координа-
там и параметру ε перестановочны, операторы ∂β и δ̄ также перестановочны:

δ̄∂β = ∂βδ̄.

Вариациям физических полей ϕk, исчезающим как на границе простран-
ственной области интегрирования, так и на границах временного интервала,
отвечает вариация действия

δ= =

∫ {
∂L
∂ϕk

δ̄ϕk +
∂L

∂(∂βϕk)
∂β(δ̄ϕk)

}
d4X,

или
δ= =

∫ {
∂L
∂ϕk
− ∂β

∂L
∂(∂βϕk)

}
δ̄ϕkd4X. (3.8)

Стационарность действия необходимо влечет уравнения Эйлера—Лагранжа
(уравнения поля):

δL
δϕk
≡ ∂L
∂ϕk
− ∂β

∂L
∂(∂βϕk)

= 0. (3.9)

Обобщение уравнений Эйлера—Лагранжа на тот случай, когда плотность
Лагранжиана зависит от производных порядка выше первого, есть:83

δL
δϕk
≡ ∂L
∂ϕk
− ∂β

∂L
∂(∂βϕk)

+ ∂γ∂β
∂L

∂(∂γ∂βϕk)
− · · · = 0. (3.10)

Оператор, определенный согласно (3.10), называется оператором Эйлера
(или вариационной производной Лагранжиана). Вариационная производная Ла-
гранжиана есть 1-ковариантный пространственный вектор.

Уравнения Эйлера—Лагранжа инвариантны относительно группы преобра-
зований (3.4). Действительно, прямой расчет показывает, что84

δL
δϕk

= det

(
∂X̃β

∂Xα

)
δL̃
δϕ̃k

.

Инвариантность оператора Эйлера относительно более широкой группы пре-
образований (см. ниже 6.2) рассмотрена, например, в [111], с. 323-327.

83Мы не будем развивать далее теорию поля для Лагранжиана, зависящего от градиентов полевых величин
ϕk, порядка выше первого. По поводу соответствующего обобщения см., например, [284], pp. 116, 117.

84См., например, [75], с. 215, 216. Инвариантности функционала действия относительно группы преобразо-
ваний (3.4) при этом не требуется.
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Полные вариации пространственно-временных координат Xβ и физических
полей ϕk при их преобразовании согласно (3.3) определены, как это следует
ниже:

δXβ = ε

(
∂X β(Xγ, ε)

∂ε

)
ε=0

, δϕk = ε

(
∂Φk(ϕs(Xγ),X β(Xγ, ε), ε)

∂ε

)
ε=0

,

где (
∂Φk(ϕs(Xγ),X β(Xγ, ε), ε)

∂ε

)
ε=0

=

((
∂Φk(ϕs(Xγ), Xγ, ε)

∂ε

)
expl

)∣∣∣∣∣
ε=0

+

+

(
∂Φk(ϕs(Xγ), X̃γ, ε)

∂X̃λ

)∣∣∣∣∣
X̃γ=Xγ , ε=0

(
∂X λ(Xµ, ε)

∂ε

)
ε=0

.

Здесь мы используем обозначение вида(
∂Φ(·, ·, ε)

∂ε

)
expl

для производной функции Φ(·, ·, ε) по аргументу, который выражает ее явную
зависимость от той переменной, по которой осуществляется дифференцирова-
ние, т.е. для частной производной функции Φ(·, ·, ε) по аргументу ε, считая при
этом фиксированными все остальные аргументы даже несмотря на то, что они
могут в свою очередь также зависеть от ε.

Полная и частичная вариации ϕk связаны соотношением

δϕk = δ̄ϕk +
∂ϕk

∂Xα
δXα. (3.11)

Как уже отмечалось, инфинитезимальная инвариантность функционала дей-
ствия относительно группы преобразований (3.3) означает, что условие (3.7) вы-
полняется с точностью до бесконечно малой величины, порядка высшего, чем
ε. Так как

det

(
∂X̃β

∂Xα

)
= 1 +

∂δXγ

∂Xγ
+ o(ε),

то условие инфинитезимальной инвариантности функционала действия имеет
вид

δL + L∂δX
γ

∂Xγ
= 0, (3.12)

где δL—линейная по ε часть приращения

L(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃
k, ∂̃γ∂̃βϕ̃

k, ..., X̃β)− L(ϕk, ∂βϕ
k, ∂γ∂βϕ

k, ..., Xβ).

Полное варьирование действия (при условии, что ”естественная” плотность
Лагранжиана зависит от градиентов поля, порядка не выше первого) по про-
странственно-временным координатам Xβ и физическим полям ϕk приводит к
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следующему результату ([75], с. 246-248; [234], p. 176):

δ= =

∫ {
∂L
∂ϕk

δ̄ϕk +
∂L

∂(∂βϕk)
∂β(δ̄ϕk) +

∂

∂Xβ
(LδXβ)

}
d4X =

=

∫ {
∂L
∂ϕk
− ∂β

∂L
∂(∂βϕk)

}
δ̄ϕkd4X+

+

∮
∂

{
∂L

∂(∂βϕk)
δ̄ϕk + LδXβ

}
NβdA,

(3.13)

где Nβ — единичная внешняя нормаль к трехмерной гиперповерхности, ограни-
чивающей область интегрирования в четырехмерном пространственно-времен-
ном многообразии, dA— элемент площади указанной гиперповерхности.

Если функционал = инвариантен85 относительно группы преобразований
(3.3), то его первая вариация, соответствующая варьированию координат и по-
лей по закону (3.3), очевидно, будет равна нулю.

Инфинитезимальный критерий инвариантности функционала действия (3.12)
относительно группы преобразований (3.3) может быть заменено более слабым
условием, следуя [190],

δL+ L∂δX
γ

∂Xγ
= ε

∂Bγ

∂Xγ
(3.14)

так, чтобы первая вариация действия, по-прежнему, обращалась в нуль. Здесь
1-контравариантный отсчетный вектор Bγ может зависеть от пространственно-
временных координат и полей (включая и градиенты поля):

Bγ = Bγ(ϕk, ∂βϕ
k, ∂γ∂βϕ

k, ..., Xβ).

Группа преобразований (3.3) в этом случае называется дивергентной симметри-
ей функционала действия (см. [111], с. 358).

Формула (3.13) остается справедливой и для более широкого класса преобра-
зований, в которые пространственно-временные координаты Xβ и физические
поля ϕk входят совершенно симметрично:

X̃β = X β(ϕ̃s, Xγ, ε), ϕ̃k(X̃β, ε) = Φk(ϕs(Xγ), X̃β, ε),

где, по-прежнему,

X β(ϕ̃s, Xγ, ε)
∣∣
ε=0 = Xβ, Φk(ϕs, X̃β, ε)

∣∣∣
ε=0

= ϕk.

Инвариантность функционала действия относительно обобщенных преобра-
зований исследуется ниже, в разделах 3.2.6, 3.2.7.

85Или, делая тем самым более общее предположение, — - инфинитезимально инвариантен.
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3.2.4. Теорема Нетер

Теорема Нетер (по поводу доказательства см. [75], с. 248-250; [234], pp. 176-178;
[109], с. 377-386) устанавливает закон сохранения, соответствующий однопара-
метрической группе преобразований, не изменяющих функционала действия
(или изменяющих его, но на бесконечно малую величину, порядка высшего,
чем ε) любой 4-области пространственно-временного многообразия. Другими
словами, инвариантность функционала действия (вариационная симметрия дей-
ствия) относительно однопараметрической группы преобразований

(Xβ, ϕk)→ (X̃β, ϕ̃k)

порождает некоторый дивергентный закон сохранения.86

Требование инвариантности действия прежде всего выражает основные свой-
ства пространства-времени, хотя отнюдь и не ограничивается лишь этими по-
следними свойствами.

Априорно можно указать следующие преобразования пространства Минков-
ского, относительно которых действие инвариантно, а уравнения поля ковари-
антны:

1. Трансляции начала координат (однородность 4-пространства-времени);
2. Вращения 4-пространства-времени, содержащие как обычные повороты

в пространстве, так и преобразования Лоренца (H. A. Lorentz) в собственном
смысле этого слова (изотропия пространства и специальный принцип относи-
тельности);

3. Зеркальные отражения (инверсии) и обращение времени;
4. Произвольные точечные преобразования координат в пространстве Мин-

ковского, т.е. переход к криволинейным координатам (общий принцип относи-
тельности — отсутствие преимущественных систем отсчета).

Перечисленным преобразованиям, относительно которых уравнения поля
ковариантны, соответствуют фундаментальные законы сохранения, имеющие
смысл сохранения импульса, момента импульса и энергии (всего десять законов
сохранения). Если удается разыскать иные группы инвариантности функцио-
нала действия и получить дополнительный закон сохранения, то его принято
называть нетривиальным.87

Исходным пунктом рассуждений является полученная выше формула для
полной вариации действия.

Поскольку физические полевые величины ϕk в любом случае обеспечивают

86Общая теория законов сохранения для систем дифференциальных уравнений в частных производных,
следующих из вариационного принципа, излагается, например, в [45], с. 227-261. Дивергентный закон сохра-
нения всегда имеет форму ∂βJβ = 0, где Jβ — пространственно-временной 4-вектор. Тривиальность закона
сохранения означает, что уравнение ∂βJβ = 0 удовлетворятся тождественно для любых физических полей
ϕk.

87Часто оказывается невозможным установить физический смысл нетривиальных законов сохранения. Что
касается теории упругости, то уже не поддаются физической интерпретации законы сохранения, следующие
из изотропии пространства и возможности преобразования масштаба координатных осей.
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стационарность действия, то уравнения Эйлера—Лагранжа

∂L
∂ϕk
− ∂β

∂L
∂(∂βϕk)

= 0

должны удовлетворяться и, следовательно, вариацию действия (3.13) можно
вычислить в виде

δ= =

∮
∂

{
∂L

∂(∂βϕk)
δ̄ϕk + LδXβ

}
NβdA, (4.1)

или, учитывая связь (3.11) между частичной и полной вариацией поля ϕk, —

δ= =

∮
∂

{
∂L

∂(∂βϕk)

(
δϕk − ∂ϕk

∂Xα
δXα

)
+ LδXβ

}
NβdA. (4.2)

Вводя четырехмерный вектор

Jβ =
1

ε

{
∂L

∂(∂βϕk)

(
δϕk − ∂ϕk

∂Xα
δXα

)
+ LδXβ

}
, (4.3)

вариацию действия можно также представить в форме

δ= = ε

∮
∂

JβNβdA. (4.4)

Не составляет труда получить для вектора Jβ вместо (4.3) следующее выра-
жение:

Jβ =
1

ε

{
∂L

∂(∂βϕk)
δϕk +

(
Lδβα − (∂αϕ

k)
∂L

∂(∂βϕk)

)
δXα

}
. (4.5)

Воспользуемся теперь предположением об инвариантности функционала дей-
ствия относительно однопараметрической группы преобразований (3.3)88

(Xβ, ϕk)→ (X̃β, ϕ̃k).

Ясно, что
δ= = 0

и соответствующий закон сохранения имеет следующую четырехмерную дивер-
гентную форму:

∂βJ
β = 0. (4.6)

Теорема Нетер в принципе не может дать более общего закона сохранения,
чем (4.6), где четырехмерный вектор Jβ удобно представить в форме

− Jβ =
1

ε

{
Sβ··k δϕ

k + P β·
·α δX

α
}
, (4.7)

88Достаточно, однако, предположить, что функционал действия не изменяет своей величины с точностью
до малых порядка высшего, чем ε.
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обозначив через Sβ··k и P β·
·α противоположные величины коэффициентов при ва-

риациях δϕk и δXα соответственно.
Таким образом, поток 4-вектора Jβ через любую поверхность, замкнутую в

пространстве-времени, равен нулю:∮
∂

JβNβdA = 0.

Из каждого такого соотношения может быть получен инвариант поля, суще-
ствующего в неограниченной среде, не изменяющий своего значения с течением
времени. Действительно, рассмотрим четырехмерную область в форме цилин-
дра, основания которого X4 = C1, X4 = C2 есть гиперплоскости, перпенди-
кулярные оси времени. Поток 4-вектора Jβ через границу этой области равен
нулю. Если физические поля достаточно быстро затухают на бесконечности, то,
удаляя боковую поверхность цилиндра в бесконечность, находим, что∫

X4=C1

JβNβd
3X +

∫
X4=C2

JβNβd
3X = 0.

Поскольку на гиперплоскостях X4 = C1, X4 = C2 компоненты нормали
N1 = 0, N2 = 0, N3 = 0 и соответственно N4 = −1, N4 = 1,∫

X4=C1

J4d3X =

∫
X4=C2

J4d3X,

т.е. интеграл по неограниченному пространству∫
J4d3X

не зависит от времени.
Ясно, что полученный только что результат обобщается на случай произ-

вольной гиперповерхности в пространстве Минковского

X4 = X4(X1, X2, X3),

края которой уходят в бесконечно удаленную точку: интеграл∫
X4=X4(X1,X2,X3)

JβNβ dA (4.8)

не зависит от формы указанной гиперповерхности.
Компоненты вектора Jβ, очевидно, без проблем вычисляются по формуле

(4.3), если известна однопараметрическая группа инвариантности функционала
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действия:89

Jβ = L
(
∂X β(Xµ, ε)

∂ε

)
ε=0

+
∂L

∂(∂βϕk)
×

×
[(

∂Φk(ϕs(Xγ),X β(Xγ, ε), ε)

∂ε

)
ε=0
−
(
∂X α(Xµ, ε)

∂ε

)
ε=0

∂ϕk

∂Xα

]
,

(4.9)

где (
∂Φk(ϕs(Xγ),X β(Xγ, ε), ε)

∂ε

)
ε=0

=

((
∂Φk(ϕs(Xγ), Xγ, ε)

∂ε

)
expl

)∣∣∣∣∣
ε=0

+

+

(
∂Φk(ϕs(Xγ), X̃γ, ε)

∂X̃λ

)∣∣∣∣∣
X̃γ=Xγ , ε=0

(
∂X λ(Xµ, ε)

∂ε

)
ε=0

.

3.2.5. Основные группы инвариантности функционала действия

Мы рассмотрим две основные группы инвариантности Гамильтонова дей-
ствия и формулировку соответствующих законов сохранения. Изложение в фор-
мальном плане будет в основном опираться на материал, представленный в
[234], [77]. Законы сохранения для статического упругого поля, следующие из
теоремы Нетер, обсуждаются также в [111], с. 355-358.

Зафиксируем четыре-индекс α и рассмотрим однопараметрическую группу
трансляций пространства-времени вдоль α-оси:

Xβ → X̃β = X β(Xγ, ε) = Xβ + εδβα. (5.1)

Функционал действия любой 4-области пространственно-временного много-
образия, очевидно, инвариантен относительно группы трансляций простран-
ства-времени, если плотность Лагранжиана явно не зависит от координат Xβ,
следовательно, для направления α 4-вектор Jβ(α) = T β··α , где

T β··α = Lδβα − (∂αϕ
k)

∂L
∂(∂βϕk)

, (5.2)

и канонический закон сохранения, соответствующий группе трансляций прост-
ранства-времени, есть:

∂βT
β·
·α = 0. (5.3)

Полученный канонический закон сохранения может быть найден также с по-
мощью следующего рассуждения. Если Лагранжиан явно не зависит от прост-
ранственно-временных координат Xβ, то, вычисляя полную поизводную, нахо-
дим

∂L
∂Xβ

=
∂L
∂ϕj

∂ϕj

∂Xβ
+

∂L
∂(∂γϕs)

∂

∂Xβ

∂ϕs

∂Xγ

89Т.е. известны функциональные зависимости

X β( · , · ), Φk( · , · , · ).
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и заменяя в этом уравнении производную Лагранжиана по физической полевой
величине согласно уравнениям Эйлера—Лагранжа

∂L
∂ϕj

=
∂

∂Xγ

∂L
∂(∂γϕj)

,

приходим к уравнению

∂L
∂Xβ

=
∂

∂Xγ

((
∂ϕj

∂Xβ

)
∂L

∂(∂γϕj)

)
,

откуда немедленно получаем

∂

∂Xγ

(
Lδγβ − (∂βϕ

j)
∂L

∂(∂γϕj)

)
= 0.

Заметим, что тензор T β··α не симметричен, однако само его выражение (5.2),
обеспечивающее выполнение закона сохранения (5.3), не уникально: трансфор-
мируя тензор T β··α по формуле

T β··α + ∂γT
′γβ·
··α ,

где тензор T ′γβ···α антисимметричен при перестановке контравариантных индек-
сов

T ′
γβ·
··α = −T ′βγ···α ,

также получаем закон сохранения

∂β(T β··α + ∂γT
′γβ·
··α ) = 0.

Указанную трансформацию тензора T β··α можно использовать для построе-
ния симметричного тензора, для которого будет справедлив закон сохранения
вида (5.3).

Если плотность Лагранжиана зависит явно от пространственно-временных
координат Xβ, то свойство инвариантности потока 4-вектора Jβ(α) нарушается:

∂βT
β·
·α =

(
∂L
∂Xα

)
expl

. (5.4)

Для доказательства достаточно заметить, что, с одной стороны,

δ= = ε

∫
∂βJ

β
(α)d

4X, (5.5)

а с другой — непосредственное вычисление вариации действия приводит к

δ= = ε

∫ (
∂L
∂Xα

)
expl

d4X. (5.6)
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Сравнивая (5.5) и (5.6), приходим к (5.4).
Компоненты канонического 4-тензора T β··α имеют размерность плотности энер-

гии.90 Тензор T β··α часто называют тензором энергии—импульса (см., например,
[77], с. 105-109, 345-349), поскольку канонические уравнения баланса энергии
(α = 4) и импульса являются непосредственным следствием канонического за-
кона сохранения (ср. с уравнениями (2.19) и (2.18) из раздела 3.1.2):(

∂H
∂t

)
X
−∇R · Γ = −

(
∂L
∂t

)
expl

, (5.7)

(
∂P
∂t

)
X
−∇R ·P = f inh, (5.8)

где
Γ = S · v, P = − (LI + S · F) .

Действительно, чтобы, например, вывести уравнение (5.8), заметим сначала,
что три первых уравнения (5.4) можно представить как

∂4T
4·
·α − ∂βP β·

·α =

(
∂L
∂Xα

)
expl

(α, β = 1, 2, 3),

где P β·
·α = −T β··α (α, β = 1, 2, 3) — тензор напряжений Эшелби, определенный в

разделе 3.1.2 согласно (2.21). Затем преобразуем последнее уравнение к виду

−ρR∂4(vk∂αx
k)− ∂βP β·

·α = f inh
α (α, β = 1, 2, 3),

обозначая при этом
vk = ∂4ϕ

k,

что означает, что скорость есть 1-контравариантный пространственный вектор,
и на основании определения (2.26) раздела 3.1.2—

f inh
α =

(
∂L
∂Xα

)
expl

(α = 1, 2, 3).

Принимая во внимание далее, что (см. уравнение (2.20) того же раздела
3.1.2)

− Pα = ρRvk∂αϕ
k, (5.9)

приходим к каноническому уравнению баланса импульса

∂tPα − ∂βP β·
·α = f inh

α (α, β = 1, 2, 3).

Уравнение (5.9) ясно указывает на то, что канонический импульс— 1-кова-
риантный отсчетный вектор. Это уравнение можно также представить в виде

Pα = ρRvα,

90Этот тензор называется каноническим тензором энергии ([92], с. 143, 144). Обратим внимание читате-
ля на тот факт, что, согласно определению канонического тензора энергии, его естественное координатное
представление — 1-контравариантное и 1-ковариантное.
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где
vα = −vk∂αϕk

есть вектор материальной скорости, который в силу определения представляет
собой 1-ковариантный отсчетный вектор.91

Опираясь на результаты, изложенные в 3.2.4, заключаем, что 1-ковариант-
ный отсчетный вектор

Pβ = −
∫

X4=X4(X1 ,X2,X3)

T γ··βNγ dA

не зависит от координаты X4. Этот вектор обычно называют полным 4-импуль-
сом поля (или волновым импульсом поля).

Определяя ”естественную” плотность функции Гамильтона как

H = (∂4ϕ
j)

∂L
∂(∂4ϕj)

− L, (5.10)

для компоненты P4 полного 4-импульса поля находим

P4 =

∫
X4=const

Hd3X, (5.11)

т.е. эта компонента представляет собой полную энергию поля и, поскольку зна-
чение интеграла не зависит от положения гиперповерхности X4 = const, полная
энергия поля сохраняется. Здесь d3X — ”естественный” элемент объема трехмер-
ного пространства

На основании (5.10) можно заключить, что

T 4·
·4 = −H.

Рассмотрим далее группу бесконечно малых вращений пространственно-вре-
менного многообразия Xβ. Функционал действия должен быть инвариантен от-
носительно этой группы преобразований.

Поворот прямоугольной системы координат в 4-пространстве Минковского
порождает некоторый псевдоортогональный оператор Λ, представляемый псев-
доортогональной матрицей. Признак псевдоортогональности оператора выра-
жается соотношением:

ΛT · E ·Λ = E,

или
Λναg

αλΛµλ = gνµ.

Псевдоединичный оператор E в прямоугольной системе координат простран-
ства Минковского имеет компоненты (по α не суммировать)

Eαβ = εαδαβ.

91Не следует путать компоненты vk и vα, представляющие различные векторы— пространственную и ма-
териальную скорости соответственно.
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Итак, конечный поворот пространственно-временного многообразия может
быть задан псевдоортогональным тензором второго ранга:92

Xγ → X̃γ = Λγ·
·νX

ν.

Повороты 4-пространства Минковского образуют группу по умножению,93
зависящую от шести независимых вещественных параметров.

Бесконечно малое вращение пространства Минковского можно задать пре-
образованиями

X̃β = Xβ +

4∑
α=1

ωβ··αX
α, (5.12)

где
ωβ··α = gαγω

βγ , ωαβ = −ωβα

есть антисимметричный 4-тензор, компоненты которого выступают как пара-
метры группы.

Двенадцать величин ωαβ (α 6= β) связаны соотношениями ωαβ = −ωβα,
следовательно, среди них имеется лишь шесть независимых.

Ясно, что вариации пространственно-временных координат вычисляются
как

δXβ =

4∑
α=1

ωβ··αX
α

или
δXβ =

∑
γ<α

ωγα(gαλX
λδβγ − gγµXµδβα).

Будем считать, что группа Лоренца действует лишь на пространственно-
временные координаты (которые мы трактуем как переменные, связанные с
отсчетной конфигурацией) и не действует на физические поля ϕk (координат-
ное представление которых осуществляется в Эйлеровой системе координат).
Поэтому можно заключить, что δϕk = 0.

Производя необходимые вычисления, находим компоненты 4-вектора Jβ в
виде

Jβ(γα) =
∂L

∂(∂βϕs)

[
(∂αϕ

s)gγλX
λ − (∂γϕ

s)gαµX
µ
]
+

+L(gαλX
λδβγ − gγµXµδβα).

(5.13)

Определим далее тензор третьего ранга Mβ··
·γα формулами

Mβ··
·γα = Jβ(γα). (5.14)

Тензор Mβ··
·γα называется тензором момента количества движения. Он анти-

симметричен по индексам γ, α. Заметим, что каноническое определение тензора
92Теория псевдоортогональных тензоров второго ранга в многомерном псевдоевклидовом пространстве

изложена, например, в уже цитированной выше книге: Розенфельд Б. А. Многомерные пространства. М.:
Наука, 1966. 648 с.

93Эта группа называется группой Лоренца.
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момента количества движения указывает также и на его естественное коорди-
натное представление — 1-контравариантное и 2-ковариантное.

Заметим, что тензор момента количества движения выражается через тен-
зор энергии—импульса по формуле

Mβ··
·γα = gαλX

λT β··γ − gγµXµT β··α . (5.15)

Соответствующий группе бесконечно малых вращений пространства-време-
ни закон сохранения есть

∂βM
β··
·γα = 0. (5.16)

Группа Лоренца может действовать также и на физические поля ϕk:

ϕ̃k(X̃γ) = ϕk(Xγ) +
∑
α,s6=β

Sk·,·α·s,β·ω
β·
·αϕ

s(Xγ), (5.17)

где тензор четвертого ранга Sk·,·α·s,β· преобразует антисимметричные тензоры вто-
рого ранга снова в антисимметричные.

Вычисляя вариации ϕk, получаем

δϕk =
∑
α,s6=β

Sk·,·α·s,β·ω
β·
·αϕ

s(Xγ).

В этом случае 4-вектор Jβ находится в виде

− Jβ(γα) = gγµX
µT β··α − gαλXλT β··γ −

∑
k,s

Sk·,···s,γαϕ
s ∂L
∂(∂βϕk)

. (5.18)

Величины
Mβ··
·γα = Jβ(γα)

образуют тензор третьего ранга, антисимметричный по индексам γ, α. Тензор
Mβ··
·γα также называется тензором момента количества движения.
Соответствующий закон сохранения также имеет форму, аналогичную (5.16):

∂βM
β··
·γα = 0.

3.2.6. Обобщенные группы преобразований. Стандартные, внутрен-
ние и внешние вариации

Как было отмечено выше, пространственно-временные координаты и физи-
ческие поля входят в группу преобразований

(Xβ, ϕk)→ (X̃β, ϕ̃k)

несимметрично.
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С целью восстановления симметрии расширим определение однопараметри-
ческой группы, допуская преобразования вида:

X̃β = X β(ϕ̃s, Xγ, ε), ϕ̃k(X̃β, ε) = Φk(ϕs(Xγ), X̃β, ε), (6.1)

где, по-прежнему,

X β(ϕ̃s, Xγ, ε)
∣∣
ε=0 = Xβ, Φk(ϕs, X̃β, ε)

∣∣∣
ε=0

= ϕk.

Здесь пространственно-временные координаты Xβ и физические поля ϕs

уже симметрично входят в закон преобразования.94
Ясно, что определяемая подобным образом однопараметрическая группа по-

рождает попутно преобразование пространственно-временной 4-области. Дей-
ствительно, подставляя формулу

ϕ̃k(X̃β, ε) = Φk(ϕs(Xγ), X̃β, ε)

в
X̃β = X β(ϕ̃s, Xγ, ε),

получим уравнение

X̃β = X β(Φs(ϕk(Xγ), X̃β, ε), Xγ, ε),

неявно определяющее зависимость

X̃β = X̃β(Xγ, ε).

Подставив это последнее уравнение в

ϕ̃k = Φk(ϕs(Xγ), X̃β, ε),

получим соотношение
ϕ̃k = Φk(ϕs(Xγ), Xβ, ε),

на основании которого преобразованные физические поля ϕ̃k могут быть пред-
ставлены (правда, уже с помощью иных функций Φk(·, ·, ·), чего мы не отражаем

94Можно построить математическое представление упругого поля с помощью так называемого обратного
описания деформации тела, развитого в работах Маженна (G. A. Maugin), которые подытожены в моногра-
фии [284] (см. также обзорную статью [285]). Обратное описание деформации сплошной среды и соответству-
ющая вариационная формулировка нелинейной теории упругости (когда действие для упругого тела пред-
ставлено на основе Эйлерова описания и варьированию подвергается обратное отображение Xβ = Xβ(xk, t))
неожиданно оказываются удобными для исследования сингулярного упругого поля и позволяют, в частно-
сти, с иных позиций взглянуть на энергетические соотношения нелинейной механики разрушения. Сам автор
этого подхода называет обратное описание деформации описанием Пиола (G. Piola) и отмечает, что обрат-
ная вариационная формулировка в сущности совпадает с использованной Пиола еще в XIX в. [304] (затем
забытой и никогда на деле не применявшейся). Ясно, что и два традиционных способа описания деформации
сплошного тела (в духе Лагранжа и Эйлера), и возможность расширения понятия группы инвариантности
функционала действия и обобщенного варьирования— следствия универсального принципа двойственности
и полной равноправности отсчетной и актуальной конфигураций тела в состоянии его деформации, прони-
зывающих механику деформируемых тел как единую теорию.
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в обозначениях) через исходные — ϕk и пространственно-временные координа-
ты Xβ. Подобное перепредставление ведет также к перепредставлению новых
пространственно-временных координат X̃β:

X̃β = X β(ϕs, Xγ, ε).

В итоге вместо преобразований вида (6.1) достаточно рассмотреть группу
преобразований

X̃β = X β(ϕs, Xγ, ε), ϕ̃k = Φk(ϕs, Xγ, ε). (6.2)

Это позволяет менять ролями зависимые и независимые переменные (или в
физической терминологии— пространственно-временные координаты и поля),
не меняя вариационной природы всей полевой теории.

Действие

= =

∫
D×[t1,t2]

L(ϕk, ∂βϕ
k, Xβ)d4X

в результате обобщенного преобразования

(Xβ, ϕk)→ (X̃β, ϕ̃k)

трансформируется в

=̃ =

∫
D̃×[t̃1,t̃2]

L̃(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃
k, X̃β)d4X̃,

где
L(ϕk, ∂βϕ

k, Xβ)→ L̃(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃
k, X̃β)

есть преобразование плотности Лагранжиана.
Если

L̃(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃
k, X̃β) = L(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃

k, X̃β)

и кроме того95
=̃ = =,

то функционал действия инвариантен относительно обобщенной группы пре-
образований (6.1) и для оценки изменения действия в результате применения
обобщенной группы преобразований имеет место формула

o(ε) = =̃ − = = δ=+ o(ε),

т.е. первая вариация действия равна нулю.
Прежде чем вычислять первую вариацию действия, получим ряд необходи-

мых для дальнейшего изложения формул.
95Приводимое ниже равенство, как и выше, может выполняться не точно, а с невязкой порядка o(ε).
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Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что

−(∂αϕ
k)
δL
δϕk

=

(
∂L
∂Xα

)
expl
− ∂L
∂Xα

+
∂

∂Xβ

(
(∂αϕ

s)
∂L

∂(∂βϕs)

)
,

откуда сразу же следует

∂L
∂Xα

δXα =

(
∂L
∂Xα

)
expl

δXα +

[
∂

∂Xβ

(
(∂αϕ

s)
∂L

∂(∂βϕs)

)]
δXα+

+(∂αϕ
k)
δL
δϕk

δXα

и, таким образом,

∂L
∂Xα

δXα =

(
∂L
∂Xα

)
expl

δXα − (∂αϕ
s)(∂βδX

α)
∂L

∂(∂βϕs)
+ (∂αϕ

k)
δL
δϕk

δXα+

+
∂

∂Xβ

(
(∂αϕ

s)
∂L

∂(∂βϕs)
δXα

)
.

(6.3)
Вычисляя первую вариацию действия согласно (3.13) и учитывая (6.3), на-

ходим

δ= =

∫ {
∂L
∂ϕk

δ̄ϕk +
∂L

∂(∂βϕk)
∂β(δ̄ϕ

k)+

+(∂βϕ
k)
δL
δϕk

δXβ +
∂

∂Xγ

(
(∂βϕ

k)
∂L

∂(∂γϕk)
δXβ

)
+

+

(
∂L
∂Xβ

)
expl

δXβ +

(
Lδαβ − (∂βϕ

k)
∂L

∂(∂αϕk)

)
∂α(δXβ)

}
d4X,

(6.4)

где

δ̄Xβ = ε

(
∂X β(ϕs(Xγ), Xα, ε)

∂ε

)
ε=0

, δ̄ϕk = ε

(
∂ Φk(ϕs(Xγ), Xβ, ε)

∂ε

)
ε=0

—частичные вариации пространственно-временных координат Xβ и физиче-
ских полей ϕs, связанные с соответствующими полными вариациями соотно-
шениями

δXβ = δ̄Xβ +
∂Xβ

∂ϕs
δϕs, δϕk = δ̄ϕk +

∂ϕk

∂Xγ
δXγ, (6.5)

формального различия между которыми (и способами варьирования которых)
уже нет.96

96Иногда используется несколько другая терминология: например, в монографии [284] эти вариации назы-
ваются соответственно Лагранжевой и Эйлеровой элементарными вариациями.
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Дополнительно заметим, что с помощью соотношений (6.5) можно получить
следующие формулы, связывающие частичные вариации пространственно-вре-
менных координат Xβ и физических полей ϕs:

δ̄Xβ + (∂sX
β)δ̄ϕs = 0, δ̄ϕk + (∂γϕ

k)δ̄Xγ = 0.

Если предположить, что частичные вариации полей ϕk и полные вариации
пространственно-временных координат Xβ исчезают на границе рассматривае-
мой 4-области, то очевидно полные вариации δϕk также обращаются в нуль на
границе ∂ и, следовательно, последнюю формулу для вариации действия можно
также представить в виде

δ= =

∫ {(
∂L
∂ϕk
− ∂β

(
∂L

∂(∂βϕk)

))
δϕk+

+

((
∂L
∂Xβ

)
expl
− ∂α

(
Lδαβ − (∂βϕ

k)
∂L

∂(∂αϕk)

))
δXβ

}
d4X,

или в следующей замечательной симметричной форме:

δ= =

∫ {(
∂L
∂ϕk

+ (∂βS
β·
·k )

)
δϕk +

((
∂L
∂Xβ

)
expl

+ (∂αP
α·
·β )

)
δXβ

}
d4X, (6.6)

где

− Sβ··k =
∂L

∂(∂βϕk)
, (6.7)

− P α·
·β = Lδαβ − (∂βϕ

k)
∂L

∂(∂αϕk)
. (6.8)

Таким образом, можно ввести еще два канонических тензора с естественны-
ми 1-контравариантными и 1-ковариантными компонентами.97

Следует еще раз подчеркнуть, что при выводе формулы (6.6) для вариации
действия полные вариации пространственно-временных координат Xβ и полей
ϕk считались нулевыми на границе ∂, для чего в свою очередь в силу соотноше-
ний (6.5) достаточно предполагать, что частичные вариации полей ϕk и полные
вариации пространственно-временных координат Xβ исчезают на границе ∂.

Ясно также, что в применении к классической механике сплошных сред

S4·
·k =

∂L
∂(∂tϕk)

= −ρRvk (vk = ∂tϕ
k),

P 4·
·β = (∂βϕ

k)
∂L

∂(∂tϕk)
= ρRvk∂βϕ

k (β = 1, 2, 3),

P 4·
·4 = H,

97Следует отметить, что канонический тензор Sβ··k 1-контравариантен по ”отсчетному” индексу и 1-ковари-
антен по ”пространственному”.
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где vk — контравариантные компоненты Эйлеровой скорости, ρR —плотность
среды в отсчетном состоянии, H— ”естественная” плотность Гамильтониана,
определенная согласно (5.10).

Заметим, что тензор Sβ··k (β = 1, 2, 3) аналогичен98 отсчетному тензору на-
пряжений (тензору напряжений Пиола—Кирхгофа)

ST = −∂L
∂F

,

а тензор P α·
·β (α, β = 1, 2, 3) — тензору напряжений Эшелби99

P = −(LI + S · F).

Для удобства приведем здесь известные из рациональной механики сплош-
ных сред определения и соотношения: F— градиент деформации,100 ST = JTTF−T —
тензор напряжений Пиола—Кирхгофа, J = detF, L = K−ψ — объемная (в рас-
чете на единицу объема в отсчетной конфигурации) плотность Лагранжиана,
представляющего собой разность кинетической энергии и свободной энергии
Гельмгольца.

Oбобщенноe преобразованиe пространственно-временных координат Xβ и
физических полей ϕs:

(Xβ, ϕk)→ (X̃β, ϕ̃k)

естественно порождает три различных класса преобразований и три класса ва-
риаций, к обсуждению которых мы и переходим.

Класс так называемых стандартных однопараметрических преобразований

(Xβ, ϕk)→ (Xβ, ϕ̃k),

где
ϕ̃k = ϕk(Xβ) + εψk(Xβ)

и функции ψk = ψk(Xβ) исчезают на границе 4-области интегрирования, поз-
воляет ввести стандартные вариации

δXβ = δ̄Xβ = 0, δϕk = δ̄ϕk = εψk.

Опираясь на общую формулу вариации действия, нетрудно заметить, что

δ= =

∫ (
∂L
∂ϕk

+ (∂βS
β·
·k )

)
δϕkd4X (6.9)

98Под аналогией мы понимаем соответствие того или иного объекта традиционным определениям, извест-
ным из механики континуума.

99Дополнительно заметим также, что
−P β··α = T β··α ,

где T β··α — тензор энергии—импульса.
100Градиент деформации в рамках классической теории поля определяется каноническим соотношением

F k··β = ∂βϕ
k

и имеет 1-контравариантные пространственные и 1-ковариантные отсчетные естественные компоненты.
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и на основании стационарности действия, в силу произвольности стандартных
вариаций,— получить уравнения Эйлера—Лагранжа

∂L
∂ϕk

+ (∂βS
β·
·k ) = 0,

которые по-существу выражают баланс импульса при отсчетном (т.е. в прост-
ранственно-временных координатах Xβ) описании физических полей.

Рассмотрим далее преобразования вида (k = 1, 2, 3)

(Xβ, ϕk)→ (Xβ, ϕ̃k),

где
ϕ̃k = ϕk + εωk(ϕs, t).

Мы, по-прежнему, предполагаем, что функции ωk(ϕs(Xβ, t)) исчезают на
границе 4-области интегрирования ∂.

Вариации пространственно-временных координат Xβ и физических полей
ϕs принято в этом случае называть внешними вариациями:

δXβ = δ̄Xβ = 0, δϕk = δ̄ϕk = εωk(ϕs, t).

Введем обозначения
xk = ϕk, x4 = t

и будем трактовать xk по аналогии с переменными Эйлера (пространствен-
но-временные координаты Xβ —переменные Лагранжа).

Для внешней вариации, выраженной через переменные Эйлера, зарезерви-
руем обозначение:

∆ϕk = εωk(xs, x4). (6.10)
Подсчитывая вариацию действия, находим101

δ= =

∫ (
∂L
∂ϕk

+ (∂βS
β·
·k )− ∂4

∂L
∂(∂4ϕk)

)
δϕkd4X,

(β = 1, 2, 3)

или

δ= = ε

∫ (
∂L
∂ϕk

+ (∂βS
β·
·k )− ∂t

∂L
∂(∂tϕk)

)
ωk(ϕs, t)d4X =

= ε

∫ (
J−1 ∂L

∂xk
+ (∂lT

l·
·k)−J−1∂4

∂L
∂(∂4ϕk)

)
ωk(xs, x4)d4x =

=

∫ (
J−1 ∂L

∂xk
+ (∂lT

l·
·k)−J−1∂4

∂L
∂(∂4ϕk)

)
∆ϕkd4x,

(6.11)

101В приводимых ниже формулах следует различать операторы ∂β и ∂l: первый обозначает дифференци-
рование по пространственно-временным координатам Xβ (β = 1, 2, 3), второй—по Эйлеровой координате
xl (l = 1, 2, 3). Греческий индекс всегда ассоциируется с пространственно-временными координатами и от-
счетным представлением векторных и тензорных полей, латинский — с Эйлеровыми координатами и акту-
альным (пространственным) представлением.
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(l, k, s = 1, 2, 3; β = 1, 2, 3)

где J —якобиан преобразования от переменных Лагранжа к переменным Эйле-
ра

J = det(∂βx
s) (β = 1, 2, 3),

T l··k = J−1(∂βϕ
l)Sβ··k = −J−1(∂βϕ

l)
∂L

∂(∂βϕk)
(β = 1, 2, 3). (6.12)

Таким образом может быть найдено каноническое определение еще одного
тензора — T l··k. Ниже будет показано, что 1-контравариантный и 1-ковариантный
пространственный канонический тензор T l··k есть тензор истинных напряжений
(тензор напряжений Коши).

В силу произвольности выбора внешних вариаций ∆ϕk внутри 4-области
интегрирования получим уравнение

− J−1∂4
∂L

∂(∂4ϕk)
+ J−1 ∂L

∂xk
+ ∂lT

l·
·k = 0, (6.13)

выражающее баланс импульса в форме Эйлера. Действительно, так как

∂L
∂(∂4ϕk)

= ρRvk, ρR = ρJ,

то уравнение (6.13) может быть преобразовано к следующему виду:

ρ∂tvk = ∂lT
l·
·k +

∣∣∂sXβ
∣∣ ∂L
∂xk

,

или
ρ∂tv

k = ∂lT
lk. (6.14)

Здесь оператор ∂t есть производная по времени при фиксированных пер-
вых трех координатах Xβ, т.е. —Лагранжева (материальная) производная по
времени. Следует также отметить, что в уравнении баланса импульса в форме
Эйлера не следует пренебрегать слагаемым∣∣∂sXβ

∣∣ ∂L
∂xk

,

поскольку как только пространственное описание ведется в криволинейной ко-
ординатной сетке xk, то, в частности, кинетическая энергия будет явным обра-
зом зависеть от переменных xk, так как метрический тензор gks явно от них
зависит.102

Формулировка вариационного принципа стационарности действия для нели-
нейно упругого тела в переменных Эйлера и вывод уравнения баланса импульса
из него на основе канонического определения тензора напряжений Коши при-
водятся в [23], с. 190-195.
102Напомним также, что в выражение для ”естественной” плотности Лагранжиана входит множитель √g.
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На основании (6.14) нетрудно заключить, что тензор T l··k вполне аналогичен
тензору истинных напряжений Коши:103

T = J−1F · S.

Наконец, рассмотрим однопараметрическую группу преобразований

(Xβ, ϕk)→ (X̃β, ϕk),

где
X̃β = Xβ + εX ′

β
(Xβ)

и функции
X ′

β
= X ′

β
(Xβ)

исчезают на границе 4-области интегрирования.
Вариации пространственно-временных координат Xβ и физических полей

ϕs принято в этом случае называть внутренними вариациями:

δXβ = εX ′
β
(Xβ), δϕk = 0.

Заметим, что для внутренних вариаций будут справедливы соотношения

δXβ = δ̄Xβ, δ̄ϕk = − ∂ϕ
k

∂Xγ
δ̄Xγ.

Варьируя действие, находим

δ= =

∫ ((
∂L
∂Xβ

)
expl

+ (∂αP
α·
·β )

)
δXβd4X.

Пользуясь произвольностью выбора внутренних вариаций внутри 4-области
интегрирования, приходим к уравнениям Эйлера—Лагранжа:(

∂L
∂Xβ

)
expl

+ (∂αP
α·
·β ) = 0, (6.15)

которые представляют собой по сути закон, найденный Эшелби [221].

103Не следует отождествлять тензоры T l··k и T β··α , поскольку это — разные тензоры. Первый из них имеет
естественное пространственное представление, а второй— отсчетное:

T β··α = T βα = Lδβα − (∂αϕk)
∂L

∂(∂βϕk)
, T l··k = −J−1(∂βϕl)

∂L
∂(∂βϕk)

.

В приведенных естественных выражениях ”естественная” плотность Лагранжиана L включает множитель√
g.
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3.2.7. Обобщенные группы инвариантности действия

Расширение класса однопараметрических преобразований позволяет устано-
вить еще более неочевидные законы сохранения.

Мы, по-прежнему, будем рассматривать обобщенные однопараметрические
группы преобразований:

X̃β = X β(ϕ̃s, Xγ, ε), ϕ̃k(X̃β, ε) = Φk(ϕs(Xγ), X̃β, ε),

которые, как было показано в 3.2.6 (см. уравнения (6.2) указанного раздела),
порождают также преобразования вида

X̃β = X β(ϕs, Xγ, ε), ϕ̃k = Φk(ϕs, Xγ, ε).

Если функционал действия (для любой 4-области пространственно-времен-
ного многообразия) инвариантен относительно обобщенной однопараметриче-
ской группы преобразований

=̃ = =,
то такая группа, как указывалось выше, называется обобщенной группой инва-
риантности действия (или вариационной симметрией действия).104

Обобщенная инвариантность функционала действия означает, что∫
D×[t1,t2]

L(ϕk, ∂βϕ
k, Xβ)d4X =

∫
D̃×[t̃1,t̃2]

L(ϕ̃k, ∂̃βϕ̃
k, X̃β)d4X̃,

где преобразование пространственно-временных координат

Xβ → X̃β

определено неявно уравнением

X̃β = X β(Φs(ϕk(Xγ), X̃β, ε), Xγ, ε).

Покажем, что каждая обобщенная группа инвариантности действия позво-
ляет, при условии выполнения уравнений Эйлера—Лагранжа

∂L
∂ϕk

+ (∂βS
β·
·k ) = 0,

(
∂L
∂Xβ

)
expl

+ (∂αP
α·
·β ) = 0, (7.1)

сформулировать нетривиальный закон сохранения

∂βI
β = 0, (7.2)

104Достаточно, как всегда, предположить, что изменение действия имеет порядок более высокий, чем ε:

=̃ − = = o(ε).
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где
Iβ =

1

ε

(
Sβ··k δϕ

k + P β·
·γ δX

γ
)
. (7.3)

Действительно, варьируя действие, находим (см. (6.4))

δ= =

∫ {
∂L
∂ϕk

δ̄ϕk +
∂L

∂(∂βϕk)
∂β(δ̄ϕk) +

(
∂L
∂Xβ

)
expl

δXβ + (∂βϕ
k)
δL
δϕk

δXβ+

+∂γ

(
(∂βϕ

k)
∂L

∂(∂γϕk)
δXβ

)
+

(
Lδαβ − (∂βϕ

k)
∂L

∂(∂αϕk)

)
∂α(δXβ)

}
d4X =

=

∫ {
∂L
∂ϕk

δ̄ϕk − Sβ··k ∂β(δ̄ϕk) +

(
∂L
∂Xβ

)
expl

δXβ − P α·
·β ∂α(δXβ)+

+(∂βϕ
k)
δL
δϕk

δXβ + ∂γ

(
(∂βϕ

k)
∂L

∂(∂γϕk)
δXβ

)}
d4X = 0.

В силу произвольности 4-области интегрирования необходимо

(∂βϕ
k)
δL
δϕk

δXβ − ∂γ((∂βϕk)Sγ··kδX
β) +

∂L
∂ϕk

δ̄ϕk − Sβ··k ∂β(δ̄ϕ
k)+

+

(
∂L
∂Xβ

)
expl

δXβ − P α·
·β ∂α(δXβ) = 0.

(7.4)

Учитывая, что
δϕk = δ̄ϕk + (∂βϕ

k)δXβ,

Sβ··k ∂β(δ̄ϕ
k) = ∂β(Sβ··k δ̄ϕ

k)− (δ̄ϕk)(∂βS
β·
·k ),

P α·
·β ∂α(δXβ) = ∂α(P α·

·β δX
β)− (δXβ)(∂αP

α·
·β ),

уравнение (7.4) представим в виде(
∂L
∂ϕk

+ (∂βS
β·
·k )

)
δϕk +

((
∂L
∂Xβ

)
expl

+ (∂αP
α·
·β )

)
δXβ−

−∂β(Sβ··k δ̄ϕ
k + P β·

·γ δX
γ)− ∂β((∂γϕk)Sβ··k δXγ) = 0.

Таким образом, если уравнения Эйлера—Лагранжа удовлетворяются, то мож-
но сформулировать дивергентный закон сохранения

∂β(S
β·
·k δϕ

k + P β·
·γ δX

γ) = 0. (7.5)

Полученный результат,105 кроме всего прочего, ясно указывает на то, что
тензор напряжений Пиола—Кирхгофа и тензор напряжений Эшелби — основ-
105Приведем также квазистатический аналог:

∇R · (S · δx + P · δX) = 0,

где, по-прежнему, S— тензор напряжений Пиола—Кирхгофа, P— тензор напряжений Эшелби, и соответству-
ющий инвариантный интеграл: ∮

S

(S · δx + P · δX)dS = 0

для любой замкнутой в отсчетной конфигурации поверхности S, внутри которой упругое поле регулярно.
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ные конструктивные элементы, необходимые для построения обобщенных зако-
нов сохранения.

Следует также отметить, что можно еще более расширить класс однопара-
метрических преобразований, допуская их зависимость также и от градиентов
первого порядка (или более высоких порядков) физических полевых величин
ϕk:

X̃β = X β(ϕs, ∂αϕ
k, Xγ, ε), ϕ̃l = Φl(ϕs, ∂αϕ

k, Xγ, ε).

Соответствующая теория приводится в книге [234]. Теория обобщенных сим-
метрий для функционалов в деталях изложена также в [300].

3.2.8. Лагранжиан пустого пространства

Еще одно обобщение теории вариационных симметрий достигается путем
аддитивной трансформации ”естественной” плотности Лагранжиана

L → L + L′

так, чтобы добавок
L′(ϕk, ∂βϕk, Xβ)

не нарушал выполнения уравнений Эйлера—Лагранжа. Другими словами, до-
бавление L′ к Лагранжиану L не оказывает влияния на условия стационарно-
сти действия, хотя, возможно, и приводит к изменению граничных условий.
Эта процедура часто называется калибровкой Лагранжиана. Лагранжианы L
и L+ L′ оказываются физически эквивалентными.

Вообще всякая функция

L′ = L′(ϕk, ∂βϕk, ∂γ∂βϕk, ..., Xβ), (8.1)

для которой уравнения Эйлера—Лагранжа

δL′
δϕk
≡ ∂L′
∂ϕk
− ∂β

∂L′
∂(∂βϕk)

+ ∂γ∂β
∂L

∂(∂γ∂βϕk)
− · · · = 0 (8.2)

тождественно удовлетворяются для любого набора физических полевых вели-
чин ϕk, называется Лагранжианом пустого пространства,106 поскольку любой
подобный аддитивный добавок формально не изменяет вариационного пред-
ставления физических полей и поэтому может быть ассоциирован с простран-
ством, ”вмещающим” поля.

Понятие о Лагранжиане пустого пространства совершенно необходимо для
установления степени определенности канонических тензорных полей, входя-
щих в формулировку как классических, так и нетривиальных законов сохране-
ния. Теория Лагранжиана пустого пространства излагается, например, в [329]
(pp. 224-226). Наше изложение следует [145].
106Или нулевым Лагранжианом. Часто употребляется также термин ”калибровочный Лагранжиан”.
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3.2.8А. Дивергентное представление нулевого Лагранжиана, регу-
лярного в звездообразной области

Основной результат развиваемой теории состоит в том, что Лагранжиан пу-
стого пространства (8.1) всегда представляется (при предположении о звездо-
образности области107 изменения его аргументов) в форме полной дивергенции

L′(ϕk, ∂βϕk, ∂γ∂βϕk, ..., Xλ) =
∂Φα(ϕk, ∂βϕ

k, ∂γ∂βϕ
k, ..., Xλ)

∂Xα
. (8.3)

Представимость Лагранжиана в форме полной дивергенции (8.3) являет-
ся необходимым и достаточным условием того, чтобы он был нулевым. Доста-
точность проверяется прямым вычислением оператора Эйлера в применении
к (8.3). Необходимость также без труда обосновывается. Мы приведем доказа-
тельство, существенно использующее звездообразную геометрию области опре-
деления Лагранжиана, следуя [111], с. 322, 323.

Предположим, что Лагранжиан

L′(ϕk, ∂γϕk, ∂γ∂βϕk, ..., Xβ)

есть Лагранжиан пустого пространства, определенный и регулярный в некото-
рой области изменения аргументов ϕk, ∂γϕk, ∂γ∂βϕk, ... , звездообразной отно-
сительно нулевой точки.

Рассмотрим значения Лагранжиана на лучах, исходящих из нулевой точ-
ки. Для этого введем параметр ε, изменяющийся на отрезке [0, 1]. Пользуясь
звездообразной геометрией области, можно заключить, что функция от ε

L′(εϕk, ε∂γϕk, ε∂γ∂βϕk, ..., Xβ)

корректно определена и регулярна на отрезке [0, 1].
Дифференцирование по параметру ε приводит к

d

dε
L′(εϕk, ε∂γϕk, ε∂γ∂βϕk, ..., Xβ) =

∂L′
∂ϕk

ϕk +

(
∂L′

∂(∂γϕk)

)
(∂γϕ

k)+

+

(
∂L′

∂(∂γ∂βϕk)

)
(∂γ∂βϕ

k) + ... .

(8.4)

107Область многомерного пространства называется звездообразной (или звездной (см. [177], с. 271; [59],
с. 222)) относительно некоторой своей точки, если любую точку области можно соединить с этой точкой
отрезком прямой, целиком расположенным внутри области. Выпуклая область звездообразна относитель-
но любой своей точки. Понятие звездообразности области— обобщение на многомерный случай требования
односвязности плоской области так, чтобы по-прежнему для поля Pγ , удовлетворяющего условиям совмест-
ности ∂βPγ = ∂γPβ, было справедливо заключение о том, что его циркуляция по любому замкнутому контуру
равна нулю: ∮

PγdX
γ = 0.

Требование о звездообразной форме области может быть несколько ослаблено (см., например, [177], с.
144-150). В частности речь может идти об областях, каждая точка которой достижима из некоторой фикси-
рованной точки области по двузвенной ломанной, целиком расположенной внутри области: одно из звеньев
ломанной всегда располагается в некоторой фиксированной гиперплоскости, а второе— перпендикулярно
этой гиперплоскости.
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Замечая, что

(∂γϕ
k)

(
∂L′

∂(∂γϕk)

)
= ∂γ

(
ϕk

∂L′
∂(∂γϕk)

)
− ϕk∂γ

(
∂L′

∂(∂γϕk)

)
,

(∂γ∂βϕ
k)

(
∂L′

∂(∂γ∂βϕk)

)
= ∂γ∂β

(
ϕk

∂L′
∂(∂γ∂βϕk)

)
− ϕk∂γ∂β

(
∂L′

∂(∂γ∂βϕk)

)
−

−2(∂βϕ
k)∂γ

(
ϕk

∂L′
∂(∂γ∂βϕk)

)
,

а также

(∂γ∂βϕ
k)

(
∂L′

∂(∂γ∂βϕk)

)
= ∂β∂γ

(
ϕk

∂L′
∂(∂β∂γϕk)

)
− ∂β

(
2ϕk∂γ

∂L′
∂(∂γ∂βϕk)

)
+

+ϕk∂γ∂β

(
∂L′

∂(∂γ∂βϕk)

)
или, вводя сокращенные обозначения для дифференциальных операторов

∂J = ∂α∂β∂γ... , (−∂J) = (−∂α)(−∂β)(−∂γ)... ,

J = (α, β, γ, ...),

находим формулу

(∂Jϕ
k)

(
∂L′

∂(∂Jϕk)

)
= ϕk(−∂J)

(
∂L′

∂(∂Jϕk)

)
+ ∂βΨβ,

где Ψβ —некоторое векторное поле, также зависящее от полей ϕk, их градиентов
и пространственно-временных координат Xβ.

Ясно, что оператор Эйлера (вариационная производная Лагранжиана L)
вычисляется в форме

δL′
δϕk

= (−∂J)

(
∂L′

∂(∂Jϕk)

)
.

Для производной (8.4), следовательно, находим формулу

d

dε
L′(εϕk, ε∂γϕk, ε∂γ∂βϕk, ..., Xβ) = ϕk

{
∂L′
∂ϕk
− ∂β

(
∂L′

∂(∂βϕk)

)
+

+∂γ∂β

(
∂L′

∂(∂γ∂βϕk)

)
− ...

}
+ ∂βΨ

β.

Принимая во внимание, что L′ есть Лагранжиан пустого пространства, т.е.
для любого поля ϕk его вариационная производная равна нулю, получим, инте-
грируя по ε на отрезке [0, 1],

L′(ϕk, ∂γϕk, ∂γ∂αϕk, ..., Xλ)− L′(0, 0, 0, ..., Xλ) = ∂βΨ̃β,

Нелинейная механика разрушения



154 Глава 3. Нелинейная механика разрушения: основные методы и результаты

где

Ψ̃β =

1∫
0

Ψβ(εϕk, ε∂γϕ
k, ε∂γ∂αϕ

k, ..., Xλ)dε.

Выбирая далее поле Ψ̄β так, чтобы

L′(0, 0, 0, ..., Xα) = ∂βΨ̄β,

что заведомо возможно и многими способами,108 и обозначая

Φβ = Ψ̃β + Ψ̄β,

приходим к дивергентному представлению Лагранжиана пустого пространства:

L′(ϕk, ∂γϕk, ∂γ∂αϕk, ..., Xλ) = ∂βΦ
β(ϕk, ∂γϕ

k, ∂γ∂αϕ
k, ..., Xλ).

Плотность Лагранжиана в 4-пространстве-времени, таким образом, всегда
определяется с точностью до аддитивной полной дивергенции 4-вектора, зави-
сящего от переменных поля, включая и градиенты поля.109 Поэтому приходится
также учитывать то обстоятельство, что в результате подсчета указанная ди-
вергенция на самом деле может зависеть от градиентов поля порядка более
высокого, чем сам 4-вектор Φγ.

3.2.8Б. Вычисление нулевого Лагранжиана нелинейно упругого
поля в трехмерном пространстве

Вычисление нулевого Лагранжиана, зависящего лишь от первых градиентов
статического трехкомпонентного поля в трехмерном пространстве, особенно ин-
тересно в связи с исследованием нелинейно упругого поля в деформируемом
твердом теле.

Если размерность пространства Xβ равна трем и k = 1, 2, 3, то Лагранжиан
пустого пространства, зависящий от градиентов поля порядка не выше первого,
всегда можно разложить в сумму

L′(ϕk, ∂βϕk, Xβ) = A(ϕk, Xβ) + B·βk· (ϕ
k, Xβ)∂βϕ

k+

+Ck·
·β(ϕk, Xβ)J∂kX

β +D(ϕk, Xβ)J,
(8.5)

гдеA(ϕk, Xβ), B·βk· (ϕ
k, Xβ), Ck·

·β(ϕk, Xβ), D(ϕk, Xβ) —некоторые поля, зависящие
от пространственно-временных координат Xα и физических полей ϕk,110 J —
якобиан отображения Xβ → xk = ϕk:

J = det(∂βϕ
k).

108Действительно, поле Ψ̄α по заданной дивергенции можно разыскивать в безвихревом виде. Для опреде-
ления потенциала тогда имеется уравнение Пуассона, разрешимость которого гарантирована, если правая
часть этого уравнения — непрерывная функция пространственно-временных координат Xβ .
109Как следует из (8.3), естественное представление вектора Φγ — 1-контравариантное отсчетное.
110Выражения для A, B·βk· , C

k·
·β , D, как будет показано ниже, не могут быть выбраны произвольно.
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Приведенное только что соотношение может быть переписано в прямую тен-
зорную запись:

L′ = A+ tr(B · (∇X ⊗ ϕ)) + Jtr(C · (∇X ⊗ ϕ)−1) + JD, (8.6)

где
(∇X ⊗ ϕ)·kβ· = ∂βϕ

k.

Непосредственный расчет показывает, что полная дивергенция трехмерного
векторного поля Φγ , зависящего от трех координат Xβ, трех компонент поля ϕk
и их градиентов порядка не выше первого, также будет зависеть от градиентов
поля порядка не выше первого, только если

Φγ(ϕk, ∂βϕ
k, Xβ) = Lγ(ϕs, Xβ) + εγβλ(∂βϕ

k)Kkλ(ϕ
s, Xβ)+

+J(∂kX
γ)Mk(ϕs, Xβ),

(8.7)

где
Lγ = Lγ(ϕk, Xβ), Kkβ = Kkβ(ϕ

k, Xα), M s = M s(ϕk, Xβ)

—произвольные поля.
Прямая запись уравнения (8.7) есть:

Φ = L + ((∇X ⊗ ϕ) ·K)× + J(∇X ⊗ ϕ)−T ·M,

где крестом (крест Гиббса (Gibbsian cross)) обозначается векторный инвариант
тензора второго ранга: (A×)γ = εγβλAβλ.111

С целью обоснования (8.7) вычислим полную дивергенцию поля Φγ(ϕk, ∂βϕ
k, Xβ) как

∂Φγ

∂Xγ
=

(
∂Φγ

∂Xγ

)
expl

+

(
∂Φγ

∂ϕk

)
(∂γϕ

k) +

(
∂Φγ

∂(∂βϕk)

)
∂γ(∂βϕ

k). (8.8)

Полная дивергенция не зависит от частных производных

∂2ϕk

(∂X1)2
,

∂2ϕk

(∂X2)2
,

∂2ϕk

(∂X3)2
,

только если
∂Φ1

∂(∂1ϕk)
= 0,

∂Φ2

∂(∂2ϕk)
= 0,

∂Φ3

∂(∂3ϕk)
= 0 (k = 1, 2, 3). (8.9)

Но это означает, что компонента Φβ не зависит от ∂βϕk (k = 1, 2, 3).
Аналогично должны выполняться условия

∂Φ1

∂(∂2ϕk)
+

∂Φ2

∂(∂1ϕk)
= 0,

∂Φ1

∂(∂3ϕk)
+

∂Φ3

∂(∂1ϕk)
= 0,

∂Φ2

∂(∂3ϕk)
+

∂Φ3

∂(∂2ϕk)
= 0,

(8.10)

111Заметим, что векторный инвариант диадного произведения двух векторов трехмерного пространства
есть векторное произведение векторов, составляющих диаду:

(a ⊗ b)× = a × b.
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чтобы была исключена зависимость от смешанных частных производных

∂2ϕk

∂X1∂X2
,

∂2ϕk

∂X1∂X3
,

∂2ϕk

∂X2∂X3
.

На основании (8.9), (8.10) можно заключить, что компоненты Φβ выражаются через
первые градиенты поля как

Φ1 = ak′k′′(∂2ϕ
k′)(∂3ϕ

k′′) + bk(∂2ϕ
k) + ck(∂3ϕ

k) + h1,

Φ2 = ek′k′′(∂1ϕ
k′)(∂3ϕ

k′′) + fk(∂1ϕ
k) + gk(∂3ϕ

k) + h2,

Φ3 = pk′k′′(∂1ϕ
k′)(∂2ϕ

k′′) + qk(∂1ϕ
k) + sk(∂2ϕ

k) + h3,

(8.11)

где
ak′k′′(ϕ

k, Xβ), ek′k′′(ϕ
k, Xβ), pk′k′′(ϕ

k, Xβ),

bk(ϕ
k, Xβ), fk(ϕ

k, Xβ), qk(ϕ
k, Xβ),

ck(ϕ
k, Xβ), gk(ϕ

k, Xβ), sk(ϕ
k, Xβ), hk(ϕk, Xβ).

Действительно, поскольку, например, компонента Φ2 не зависит от частных производных
∂2ϕ

k, а Φ3 — от ∂3ϕ
k, то два первых уравнения в (8.10) устанавливают, что Φ1 может зависеть

от градиента ∂2ϕ
k только линейно с коэффициентом, линейно зависящим от ∂3ϕ

k, и, наоборот,
Φ1 может зависеть от градиента ∂3ϕ

k только линейно с коэффициентом, линейно зависящим
от ∂2ϕ

k. Учитывая еще, что компонента Φ1 не зависит от градиентов ∂1ϕ
k, сразу же приходим

к представлению (8.11) для Φ1.
Подставляя (8.11) в (8.10), находим, что для любых градиентов поля должны удовлетво-

ряться соотношения
(ekk′′ + akk′′)(∂3ϕ

k′′) + fk + bk = 0,

(ak′′k + pkk′′)(∂2ϕ
k′′) + ck + qk = 0,

(ek′k + pk′k)(∂1ϕ
k′) + gk + sk = 0,

(8.12)

откуда следуют равенства

ekk′ = −akk′, pkk′ = −ak′k, akk′ = −ak′k;

fk = −bk, qk = −ck, sk = −gk,
пользуясь которыми формулы (8.11) представим в виде

Φ1 = ak′k′′(∂2ϕ
k′)(∂3ϕ

k′′) + bk(∂2ϕ
k) + ck(∂3ϕ

k) + h1,

Φ2 = −ak′k′′(∂1ϕ
k′)(∂3ϕ

k′′)− bk(∂1ϕ
k) + gk(∂3ϕ

k) + h2,

Φ3 = ak′k′′(∂1ϕ
k′)(∂2ϕ

k′′)− ck(∂1ϕ
k)− gk(∂2ϕ

k) + h3.

(8.13)

Вводя затем аксиальный вектор as, соответствующий антисимметричному тензору вто-
рого ранга akj согласно 2as = εskjakj, получим

Φ1 = a3((∂2ϕ
1)(∂3ϕ

2)− (∂2ϕ
2)(∂3ϕ

1))− a2((∂2ϕ
1)(∂3ϕ

3)− (∂2ϕ
3)(∂3ϕ

1))+

+a1((∂2ϕ
2)(∂3ϕ

3)− (∂2ϕ
3)(∂3ϕ

2)) + bk(∂2ϕ
k) + ck(∂3ϕ

k) + h1,

Φ2 = −a3((∂1ϕ
1)(∂3ϕ

2)− (∂1ϕ
2)(∂3ϕ

1)) + a2((∂1ϕ
1)(∂3ϕ

3)− (∂1ϕ
3)(∂3ϕ

1))−
−a1((∂1ϕ

2)(∂3ϕ
3)− (∂1ϕ

3)(∂3ϕ
2))− bk(∂1ϕ

k) + gk(∂3ϕ
k) + h2,

Φ3 = a3((∂1ϕ
1)(∂2ϕ

2)− (∂1ϕ
2)(∂2ϕ

1))− a2((∂1ϕ
1)(∂2ϕ

3)− (∂1ϕ
3)(∂2ϕ

1))+

+a1((∂1ϕ
2)(∂2ϕ

3)− (∂1ϕ
3)(∂2ϕ

2))− ck(∂1ϕ
k)− gk(∂2ϕ

k) + h3.

(8.14)

Наконец, учитывая, что∥∥∥∥∥∥
∂1ϕ

1 ∂2ϕ
1 ∂3ϕ

1

∂1ϕ
2 ∂2ϕ

2 ∂3ϕ
2

∂1ϕ
3 ∂2ϕ

3 ∂3ϕ
3

∥∥∥∥∥∥
−1

=

∥∥∥∥∥∥
∂1X

1 ∂2X
1 ∂3X

1

∂1X
2 ∂2X

2 ∂3X
2

∂1X
3 ∂2X

3 ∂3X
3

∥∥∥∥∥∥ ,
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т.е.
2J∂kX

γ = εγαβεklm(∂αϕ
l)(∂βϕ

m),

или в развернутой записи

J∂1X
1 = (∂2ϕ

2)(∂3ϕ
3)− (∂2ϕ

3)(∂3ϕ
2),

−J∂2X
1 = (∂2ϕ

1)(∂3ϕ
3)− (∂2ϕ

3)(∂3ϕ
1),

J∂3X
1 = (∂2ϕ

1)(∂3ϕ
2)− (∂2ϕ

2)(∂3ϕ
1);

−J∂1X
2 = (∂1ϕ

2)(∂3ϕ
3)− (∂1ϕ

3)(∂3ϕ
2),

J∂2X
2 = (∂1ϕ

1)(∂3ϕ
3)− (∂1ϕ

3)(∂3ϕ
1),

−J∂3X
2 = (∂1ϕ

1)(∂3ϕ
2)− (∂1ϕ

2)(∂3ϕ
1);

J∂1X
3 = (∂1ϕ

2)(∂2ϕ
3)− (∂1ϕ

3)(∂2ϕ
2),

−J∂2X
3 = (∂1ϕ

1)(∂2ϕ
3)− (∂1ϕ

3)(∂2ϕ
1),

J∂3X
3 = (∂1ϕ

1)(∂2ϕ
2)− (∂1ϕ

2)(∂2ϕ
1),

и обозначая
hγ = Lγ, as = Ms, bk = Kk3, ck = −Kk2, gk = Kk1,

формулы (8.14) сразу же приводятся к (8.7).
Как следует из проведенных рассуждений Lγ —контравариантный отсчетный вектор,

Ms— аксиальный пространственный вектор,Kkα — 1-ковариантный пространственный и 1-кова-
риантный отсчетный тензор второго ранга.

Вычислим далее полную дивергенцию поля Φγ , определенного согласно (8.7).
Прежде всего находим

∂γΦ
γ = (∂γL

γ)expl + (∂kL
γ)(∂γϕ

k) + εγβλ(∂βϕ
k)(∂γKkλ)expl+

+εγβλ(∂βϕ
k)(∂γϕ

l)(∂lKkλ) + J(∂kX
γ)(∂γM

k)expl+

+
1

2
εγαβεklm(∂nM

k)(∂αϕ
l)(∂βϕ

m)(∂γϕ
n).

Здесь уже учтено, что
εγβλ(∂γ∂βϕ

k) = 0,

и в силу
2J∂kX

γ = εγαβεklm(∂αϕ
l)(∂βϕ

m)

также равенство
∂γ(J∂kX

γ) = 0.

Замечая далее, что112

εγαβ(∂γϕ
n)(∂αϕ

l)(∂βϕ
m) = Jεnlm,

εnlmεklm = 2δnk ,

получим

1

2
εγαβεklm(∂nM

k)(∂αϕ
l)(∂βϕ

m)(∂γϕ
n) =

1

2
εnlmεklmJ(∂nM

k) =

= J(∂kM
k).

112Приводимые ниже формулы читатель может найти, например, в [90], с. 23, 24.
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На основании (см., например, [90], с. 28)

εγβλ(∂βϕ
k)(∂γϕ

l) = εrlk∆λ
r ,

где ∆λ
r — алгебраическое дополнение элемента ∂λϕr в определителе∣∣∣∣∣∣

∂1ϕ
1 ∂2ϕ

1 ∂3ϕ
1

∂1ϕ
2 ∂2ϕ

2 ∂3ϕ
2

∂1ϕ
3 ∂2ϕ

3 ∂3ϕ
3

∣∣∣∣∣∣ ,
и учитывая

∆λ
r = J(∂rX

λ),

имеем
εγβλ(∂βϕ

k)(∂γϕ
l) = εrlkJ(∂rX

λ),

следовательно,

εγβλ(∂βϕ
k)(∂γϕ

l)(∂lKkλ) = εklp(∂lKpβ)(∂kX
β) = −εkpl(∂lKpβ)(∂kX

β),

что сразу же позволяет найти выражение (8.5) для Лагранжиана пустого про-
странства, причем поля A, B·βk· , C

k·
·β, D, фигурирующие в этом представлении,

определяются в следующем виде:

A(xk, Xβ) =

(
∂Lγ(xk, Xβ)

∂Xγ

)
expl

, (8.15)

D(xk, Xβ) =

(
∂M s(xk, Xβ)

∂xs

)
expl

, (8.16)

B·βk· (x
s, Xβ) = εβαγ

(
∂Kkα(xk, Xβ)

∂Xγ

)
expl

+
(
∂kL

β(xs, Xβ)
)

expl , (8.17)

Ck·
·β(xs, Xβ) =

(
∂βM

k(xs, Xγ)
)

expl − ε
kpl

(
∂Kpβ(xs, Xγ)

∂xl

)
expl

. (8.18)

Приведем также прямую запись соотношений (8.15)–(8.18):

A = DivexplL,

D = divexplM,

B = RotexplK + (gradexplL)T,

C = GradexplM− (rotexplK
T)T

и необходимые для понимания формул определения дифференциальных опера-
торов

DivexplL = (∇X · L)expl, divexplM = (∇x ·M)expl,

RotexplK = (K×∇X)expl, (rotexplK
T)T = (KT ×∇x)T

expl,
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gradexplL = (L⊗∇x)expl, GradexplM = (M⊗∇X)expl,

или в координатной записи

DivexplL = (∂γL
γ)expl , divexplM =

(
∂kM

k
)

expl ,

(RotexplK)·βk· = εβαγ
(
∂Kkα(xk, Xβ)

∂Xγ

)
expl

,

((rotexplK
T)T)k··β = εkpl

(
∂Kpβ(x

s, Xγ)

∂xl

)
expl

,

((gradexplL)T)·γk· = (∂kL
γ)expl , (GradexplM)s··γ = (∂γM

s)expl .

В силу тождеств
∂k∂γL

γ = ∂γ∂kL
γ,

εβαγεjks∂s∂γKkα = εβαγεjks∂γ∂sKkα,

∂γ∂kM
k = ∂s∂γM

s

находим
gradexplDivexplL = Divexpl(gradexplL)T,

rotexpl(RotexplK)T = (Rotexpl(rotexplK
T)T)T,

GradexpldivexplM = divexpl(GradexplM)T,

что приводит к соотношениям совместности113

gradexplA = DivexplB,

(RotexplC)T = −rotexplB
T,

GradexplD = divexplC
T,

(8.19)

где
DivexplB = (∇X ·BT)expl,

divexplC
T = (∇x ·C)expl,

или для компонент
(DivexplB)k = (∂αB

·α
k· )expl,

(divexplC
T)β = (∂kC

k·
·β)expl.

Условия совместности (8.19) могут быть получены прямой подстановкой
(8.5) в уравнения Эйлера—Лагранжа (8.2) и приравниванием нулю сумм ко-
эффициентов при одинаковых степенях градиентов ∂βϕk.

3.2.8В. Вычисление нулевого Лагранжиана 4-мерного простран-
ства-времени
113Соотношениям совместности необходимо должны удовлетворять поля A, B, C, D в выражении (8.5) для

Лагранжиана пустого трехмерного пространства.
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Найдем выражение для Лагранжиана пустого пространства для случая, ко-
гда пространство-время четырехмерно, а числоm физических полевых величин
ϕk может быть произвольным. При этом будем считать, что Лагранжиан L′ и
векторное поле Φγ в самом общем представлении Лагранжиана пустого про-
странства (8.3) зависят от градиентов полей ϕk порядка не выше первого.

Поскольку

L′(ϕk, ∂βϕk, Xβ) =
∂Φγ(ϕk, ∂βϕ

k, Xβ)

∂Xγ
, (8.20)

то, как и в трехмерном случае, необходимо исследовать условия, когда дивер-
генция в правой части не будет зависеть от вторых производных (∂α∂βϕ

k).
Учитывая, во-первых, что в выражении для Лагранжиана пустого простран-

ства L′ коэффициент при второй частной производной (∂β∂βϕ
k) (по β не сум-

мировать) должен быть нулевым, можно заключить, что должны выполняться
условия:

∂Φβ

∂(∂βϕk)
= 0 (по β не суммировать),

т.е. компонента Φγ не зависит от (∂γϕ
k) (k = 1, 2, ...,m).

Во-вторых, Лагранжиан пустого пространства L′ не зависит от смешанных
частных производных (∂α∂βϕ

k) (α 6= β) только при условии

∂Φλ

∂(∂µϕk)
+

∂Φµ

∂(∂λϕk)
= 0 (µ 6= λ). (8.21)

Положим λ = α1, µ = α2 и, используя то обстоятельство, что Φα2 от произ-
водной (∂α2

ϕk2) не зависит, получим, что Φα1 линейно зависит от производной
∂α2

ϕk2, т.е.

Φα1 = aα1α2

k2
∂α2

ϕk2 + bα1 (по α2, k2 не суммировать), (8.22)

где коэффициенты aα1α2

k2
и bα1 не зависят от производной ∂α2

ϕk2.
Затем, подставляя выражение (8.22) для Φα1 в соотношение (8.21) при λ =

α1, µ = α3, α1 6= α3, получим, что aα1α2

k2
и bα1 линейно зависят от производной

(∂α3
ϕk3).
Продолжая рассуждения дальше, заключаем, что поле Φγ можно предста-

вить в виде многочлена по возрастающим степеням градиентов ∂αϕk :

Φγ = Aγ +Bγα1 ·
··k1

(∂α1
ϕk1) + Cγα2·α1·

··k2·k1
(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2)+

+Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

(∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2)(∂α3
ϕk3)+... ,

(8.23)

где коэффициенты Aγ, Bγα1 ·
··k1

, Cγα2·α1·
··k2·k1

, Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

могут зависеть от Xβ,
ϕk, и не выписаны полиномиальные по градиентам слагаемые более высоких
степеней.

Подставляя (8.23) в (8.21), получим

Bγα1 ·
··k1

= −Bα1γ·
··k1

,
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т.е. коэффициенты Bγα1·
··k1

антисимметричны по индексам γ, α1; аналогично за-
ключаем, что коэффициенты Cγα2·α1·

··k2·k1
антисимметричны по парам индексов γ,

α1 и γ, α2; коэффициенты Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

антисимметричны по парам индексов γ,
α1; γ, α2; γ, α3; и т.д. для всех невыписанных в (8.23) коэффициентов.

Из антисимметричности коэффициентов Cγα2·α1·
··k2·k1

по индексам γ, α1 и γ, α2
получаются следующие равенства:
переставляя γ, α1:

Cγα2·α1·
··k2·k1

= −Cα1α2·γ·
··k2·k1

;

переставляя α1, α2:
Cα1α2·γ·
··k2·k1

= −Cα2α1·γ·
··k2·k1

;

переставляя γ, α2:
Cα2α1·γ·
··k2·k1

= −Cγα1 ·α2·
··k2·k1

.

Откуда следует, что коэффициенты Cγα2·α1·
··k2·k1

антисимметричны по паре грече-
ских индексов α1, α2.

Аналогично доказывается, что коэффициенты Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

антисимметричны
по любой паре греческих индексов,114 и все остальные коэффициенты в (8.23)
также антисимметричны по любой паре греческих индексов.

Таким образом, для любого, отличного от нуля, коэффициента в (8.23) все
греческие индексы должны быть различны, но у греческих индексов может
быть всего четыре различных значения 1,2,3,4, и поэтому более четырех раз-
личных верхних индексов у коэффициентов в (8.23) быть не может, т.е. в раз-
ложении (8.23) невыписанные слагаемые на самом деле отсутствуют:

Φγ = Aγ + Bγα1·
··k1

(∂α1
ϕk1) + Cγα2·α1·

··k2·k1
(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2)+

+Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

(∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2)(∂α3
ϕk3).

(8.24)

Рассмотрим теперь индивидуальные суммы в (8.24). Переставляя в сумме

Cγα2 ·α1·
··k2·k1

(∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2)

у коэффициентов Cγα2·α1·
··k2·k1

индексы α1, α2, находим:

Cγα2·α1·
··k2·k1

(∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2) = −Cγα1 ·α2·
··k2·k1

(∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2),

и переименовывая по схеме α1 → α2, α2 → α1, k1 → k2, k2 → k1 немые латин-
ские и греческие индексы, приходим к следующим равенствам:

Cγα2·α1·
··k2·k1

(∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2) = −Cγα2·α1·
··k2·k1

(∂α2
ϕk1)(∂α1

ϕk2) = −Cγα2 ·α1·
··k1·k2

(∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2).

Следовательно, коэффициенты Cγα2·α1·
··k2·k1

антисимметричны по паре латин-
ских индексов k1, k2.
114Последнее означает, что для коэффициентов Dγα3·α2·α1·

··k3·k2·k1
справедливо также следующее представление:

Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

= Dk3k2k1ε
γα3α2α1 ,

где Dk3k2k1 — антисимметричный 3-ковариантный пространственный тензор.
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Аналогично доказывается, что коэффициенты Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

антисимметричны
по любой паре латинских индексов.

Резюмируя сказанное, имеем, что коэффициенты Bγα1 ·
··k1

антисимметричны
по греческим индексам, коэффициенты Cγα2·α1·

··k2·k1
, Dγα3·α2·α1·

··k3·k2·k1
антисимметричны

по любой паре греческих и любой паре латинских индексов.
Вычисляя дивергенцию Φγ, после ряда преобразований получим выражение

для Лагранжиана пустого пространства в случае 4-мерного пространственно-
временного многообразия:

L′ = ∂Φγ

∂Xγ
=

(
∂Aγ

∂Xγ

)
expl

+

(
∂Aα1

∂xk1
+

(
∂Bγα1 ·
··k1

∂Xγ

)
expl

)
(∂α1

ϕk1)+

+

(
∂Bα2α1·
··k1

∂xk2
+

(
∂Cγα2·α1·
··k2·k1

∂Xγ

)
expl

)
(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2)+

+

(
∂Cα3α2·α1·
··k2·k1

∂xk3
+

(
∂Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

∂Xγ

)
expl

)
(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2)(∂α3

ϕk3)+

+
∂Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

∂xk4
(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2)(∂α3

ϕk3)(∂γϕ
k4).

(8.25)
Последнее слагаемое в (8.25) в силу

Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

= Dk3k2k1
εγα3α2α1

и при условии, что число физических полевых величин также равно четырем,
приводится к следующему виду:

∂Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

∂xk4
(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2)(∂α3

ϕk3)(∂γϕ
k4) =

= (∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2)(∂α3
ϕk3)(∂γϕ

k4)εγα3α2α1
∂Dk3k2k1

∂xk4
=

= Jεk4k3k2k1
∂Dk3k2k1

∂xk4
,

где J —якобиан отображения (X1, X2, X3, X4)→ (x1, x2, x3, x4).
С целью оптимизации записи дальнейших рассуждений введем обозначения

A =

(
∂Aγ

∂Xγ

)
expl

,

Lα1·
·k1

=
∂Aα1

∂xk1
+

(
∂Bγα1 ·
··k1

∂Xγ

)
expl

,

Lα2·α1·
·k2·k1

=
∂Bα2α1·
··k1

∂xk2
+

(
∂Cγα2 ·α1·
··k2·k1

∂Xγ

)
expl

,

Lα3·α2·α1·
·k3·k2·k1

=
∂Cα3α2·α1·
··k2·k1

∂xk3
+

(
∂Dγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

∂Xγ

)
expl

,
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Lα4·α3·α2·α1·
·k4·k3·k2·k1

=
∂Dα4α3·α2·α1·
··k3·k2·k1

∂xk4

и представим Лагранжиан пустого 4-мерного пространственно-временного мно-
гообразия в форме

L′ = A+ Lα1·
·k1

(∂α1
ϕk1) + Lα2·α1·

·k2·k1
(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2)+

+Lα3·α2·α1·
·k3·k2·k1

(∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2)(∂α3
ϕk3)+

+Lα4·α3·α2·α1·
·k4·k3·k2·k1

(∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2)(∂α3
ϕk3)(∂α4

ϕk4).

(8.26)

Заметим, что в этом представлении нулевого Лагранжиана все коэффициен-
ты могут быть антисимметризованы по нижним латинским индексам, посколь-
ку, как нетрудно проверить, все они

Lα2·α1·
·k2·k1

, Lα3·α2·α1·
·k3·k2·k1

, Lα4·α3·α2·α1·
·k4·k3·k2·k1

антисимметричны по любой паре латинских индексов.
Формула (8.26), следовательно, может быть также записана в форме

L′ = A+ Lα1·
·k1

(∂α1
ϕk1) + Lα2·α1·

·[k2·k1](∂α1
ϕk1)(∂α2

ϕk2)+

+Lα3·α2·α1·
·[k3·k2·k1](∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2)(∂α3

ϕk3)+

+Lα4·α3·α2·α1·
·[k4·k3·k2·k1](∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2)(∂α3

ϕk3)(∂α4
ϕk4),

(8.27)

где квадратные скобки применяются для обозначения операции альтернирова-
ния по заключенным в них индексам.

В дальнейшем можно считать, что

Lα2·α1·
·k2·k1

= Lα2·α1·
·[k2·k1],

Lα3·α2·α1·
·k3·k2·k1

= Lα3·α2·α1·
·[k3·k2·k1],

Lα4·α3·α2·α1·
·k4·k3·k2·k1

= Lα4·α3·α2·α1·
·[k4·k3·k2·k1].

Подставляя (8.26) в уравнение Эйлера—Лагранжа (8.2) и приравнивая нулю
последовательно суммы коэффициентов при одинаковых степенях градиентов
полевых величин ϕk, можно получить условия совместности для коэффициен-
тов в разложении (8.26).

Так, условие равенства нулю суммы коэффициентов при нулевой степени
градиентов есть:

∂A

∂xk1
−
(

∂

∂Xα1
Lα1·
·k1

)
expl

= 0, (8.28)

или также

∂

∂xk1

(
∂Aγ

∂Xγ

)
expl
− ∂

∂Xα1

(
∂Aα1

∂xk1
+

(
∂Bγα1 ·
··k1

∂Xγ

)
expl

)
expl

= 0. (8.29)
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Ясно, что это условие совместности тождественно удовлетворяется в силу

∂

∂xk1

(
∂Aγ

∂Xγ

)
expl

=

(
∂

∂Xα1

∂Aα1

∂xk1

)
expl

и, поскольку тензор Bγα1 ·
··k1

антисимметричен по верхним индексам,(
∂2Bγα1 ·

··k1

∂Xα1∂Xγ

)
expl

= 0.

Следующим в ряду условий совместности будет

∂Lα1·
·k1

∂xk2
−
∂Lα1·
·k2

∂xk1
+

(
∂

∂Xα2
Lα2·α1·
·k1·k2

)
expl
−
(

∂

∂Xα2
Lα2·α1·
·k2·k1

)
expl

= 0, (8.30)

или

∂

∂xk2

(
∂Aα1

∂xk1
+

(
∂Bγα1 ·
··k1

∂Xγ

)
expl

)
−

− ∂

∂Xα2

(
∂Bα2α1·
··k1

∂xk2
+

(
∂Cγα2 ·α1·
··k2·k1

∂Xγ

)
expl

)
expl

+

+
∂

∂Xα2

(
∂Bα2α1·
··k2

∂xk1
+

(
∂Cγα2·α1·
··k1·k2

∂Xγ

)
expl

)
expl

−

− ∂

∂xk1

(
∂Aα1

∂xk2
+

(
∂Bγα1·
··k2

∂Xγ

)
expl

)
expl

= 0.

(8.31)
Это условие тождественно удовлетворяется в силу перестановочности частного
дифференцирования и антисимметрии тензора Cγα2·α1·

··k1·k2
по любой паре греческих

индексов.
Используя, по-прежнему, квадратные скобки для обозначения операции аль-

тернирования по заключенным в них индексам, условие совместности (8.30)
представим в форме

∂Lα1·
·[k1

∂xk2] =

(
∂

∂Xα2
Lα2·α1·
·[k2·k1]

)
expl

. (8.32)

Аналогично могут быть найдены еще два условия совместности:

−
∂Lα2·α1·
·[k1·k2

∂xk3] =

(
∂

∂Xα3
Lα3·α2·α1·
·[k3·k2·k1]

)
expl

, (8.33)

−
∂Lα3·α2·α1·
·[k1·k2·k3

∂xk4] =

(
∂

∂Xα4
Lα4·α3·α2·α1·
·[k4·k3·k2·k1]

)
expl

. (8.34)
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Приведем также необходимые для понимания формул (8.32)–(8.34) соотно-
шения:

P α1

k1k2
=
∂Lα1·
·k1

∂xk2
,

∂Lα1·
·[k1

∂xk2] = P α1

[k1k2] =
1

2
(P α1

k1k2
− P α1

k2k1
);

P α2α1

k1k2k3
=
∂Lα2·α1·
·k1·k2

∂xk3
,

∂Lα2·α1·
·[k1·k2

∂xk3] = P α2α1

[k1k2k3],

P α2α1

[k1k2k3] =
1

3!
(P α2α1

k1k2k3
− P α2α1

k2k1k3
− P α2α1

k3k2k1
− P α2α1

k1k3k2
+ P α2α1

k2k3k1
+ P α2α1

k3k1k2
);

P α3α2α1

k1k2k3k4
=
∂Lα3·α2·α1·
·k1·k2·k3

∂xk4
,

∂Lα3·α2·α1·
·[k1·k2·k3

∂xk4] = P α3α2α1

[k1k2k3k4],

P α3α2α1

[k1k2k3k4] =
1

4!
(P α3α2α1

k1k2k3k4
− P α3α2α1

k3k2k1k4
− P α3α2α1

k1k3k2k4
− P α3α2α1

k2k1k3k4
+ P α3α2α1

k2k3k1k4
+ P α3α2α1

k3k1k2k4
+

+P α3α2α1

k4k2k1k3
+ P α3α2α1

k1k4k2k3
+ P α3α2α1

k2k1k4k3
− P α3α2α1

k4k1k2k3
− P α3α2α1

k1k2k4k3
− P α3α2α1

k2k4k1k3
−

−P α3α2α1

k4k3k1k2
− P α3α2α1

k1k4k3k2
− P α3α2α1

k3k1k4k2
+ P α3α2α1

k3k4k1k2
+ P α3α2α1

k1k3k4k2
+ P α3α2α1

k4k1k3k2
+

+P α3α2α1

k4k3k2k1
+ P α3α2α1

k2k4k3k1
+ P α3α2α1

k3k2k4k1
− P α3α2α1

k3k4k2k1
− P α3α2α1

k2k3k4k1
− P α3α2α1

k4k2k3k1
).

3.2.8Г. Вычисление нулевого Лагранжиана пространства произ-
вольной размерности

Приведенные в 3.2.8В рассуждения о форме Лагранжиана пустого про-
странства без труда обобщаются на случай произвольного числа пространственно-
временных координат Xβ (β = 1, 2, ..., n + 1): векторное поле Φγ определяется
в виде

Φγ = Aγ + Aγα1·
··k1

(∂α1
ϕk1) + Aγα2·α1·

··k2·k1
(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2) + ...+

+A
γαn·αn−1·...α1·
··kn·kn−1...·k1

(∂α1
ϕk1)...(∂αn−1

ϕkn−1)(∂αnϕ
kn),

(8.35)

где тензоры

Aγ(Xβ, xs), Aγα1·
··k1

(Xβ, xs), Aγα2·α1·
··k2·k1

(Xβ, xs), A
γαn·αn−1·...α1·
··kn·kn−1...·k1

(Xβ, xs)

антисимметричны по любой паре латинских и любой паре греческих индек-
сов.115

Вычисляя дивергенцию поля Φγ, определенного согласно (8.35), находим
выражение для Лагранжиана пустого пространства в случае (n + 1)-мерного

115Применительно к тензору Aγαn·αn−1·...α1·
··kn·kn−1...·k1

антисимметричность по любой паре греческих индексов означа-
ет, что

A
γαn·αn−1·...α1·
··kn·kn−1...·k1

= Aknkn−1...k1ε
γαnαn−1...α1,

где Aknkn−1...k1 — антисимметричный n-ковариантный пространственный тензор.
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пространственно-временного многообразия:

L′ = ∂Φγ

∂Xγ
=

(
∂Aγ

∂Xγ

)
expl

+

(
∂Aα1

∂xk1
+

(
∂Aγα1·
··k1

∂Xγ

)
expl

)
(∂α1

ϕk1)+

+

(
∂Aα2α1·
··k1

∂xk2
+

(
∂Aγα2·α1·
··k2·k1

∂Xγ

)
expl

)
(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2) + ...+

+

∂Aαnαn−1·...α1·
··kn−1...·k1

∂xkn
+

(
∂A

γαn·αn−1·...α1·
··kn·kn−1...·k1

∂Xγ

)
expl

 (∂α1
ϕk1)...(∂αn−1

ϕkn−1)(∂αnϕ
kn)+

+
∂A

γαn·αn−1·...α1·
··kn·kn−1...·k1

∂xkn+1
(∂α1

ϕk1)...(∂αn−1
ϕkn−1)(∂αnϕ

kn)(∂γϕ
kn+1).

(8.36)
Здесь последнее слагаемое при условии, что число физических полевых ве-

личин в точности равно n+ 1, может быть представлено в форме

∂A
γαn·αn−1·...α1·
··kn·kn−1...·k1

∂xkn+1
(∂α1

ϕk1)...(∂αn−1
ϕkn−1)(∂αnϕ

kn)(∂γϕ
kn+1) =

= (∂α1
ϕk1)...(∂αn−1

ϕkn−1)(∂αnϕ
kn)(∂γϕ

kn+1)εγαnαn−1...α1
∂Aknkn−1...k1

∂xkn+1
=

= Jεkn+1knkn−1...k1
∂Aknkn−1...k1

∂xkn+1
,

где J —якобиан отображения (X1, X2, ..., Xn+1)→ (x1, x2, ..., xn+1).
3.2.8Д. Нулевые Лагранжианы, инвариантные относительно сдви-

гов физических полей
Поставим далее задачу о разыскании наиболее общей формы Лагранжиа-

на пустого пространства, инвариантного относительно сдвигов полевых вели-
чин ϕs. Эта проблема особенно интересна в связи с представлением нелинейно
упругого поля в поврежденной среде, когда Лагранжиан заведомо явно будет
зависеть от материальных переменных Xβ.

Сформулированная проблема сразу же решается в случае, когда число про-
странственно-временных координатXβ равно трем и имеется три полевых вели-
чины ϕs, которые в применении к нелинейной теории упругости мы, как обычно,
отождествим с переменными Эйлера xs.

Действительно, скалярные и тензорные поля A, B, C, D в выражении (8.5)
для Лагранжиана пустого трехмерного пространства необходимо должны удо-
влетворять соотношениям совместности (8.19)

gradexplA = DivexplB, (RotexplC)T = −rotexplB
T, GradexplD = divexplC

T.

Учитывая, что A, B, C не зависят от переменных xs, приходим к уравнениям

DivexplB = 0, RotexplC = 0, GradexplD = 0,

Нелинейная механика разрушения



3.2. Нелинейная теория упругости как физическая теория поля 167

из которых следует, что Лагранжиан пустого трехмерного пространства бу-
дет инвариантен относительно сдвигов Эйлеровых переменных xs, только если
A = A(Xβ),D есть некоторая постоянная, и найдутся 1-ковариантное простран-
ственное 1-ковариантное отсчетное тензорное поле Ekα = Ekα(Xβ) и контрава-
риантное пространственное векторное поле Ak = Ak(Xβ) такие, что

B = RotexplE = (E×∇X)expl, C = GradexplA = (A⊗∇X)expl, (8.37)

или в координатной записи —

B·βk· = εβαγ
∂Ekα
∂Xγ

, Ck·
·β = ∂βA

k. (8.38)

Таким образом, наиболее общая форма Лагранжиана пустого трехмерного
пространства, инвариантного относительно сдвигов Эйлеровых переменных xs,
есть116

L′(∂βϕk, Xβ) = A(Xλ) + εβαγ
∂Ekα(Xλ)

∂Xγ
∂βϕ

k+

+(∂βA
k(Xλ))J∂kX

β +D0J.

(8.39)

Переходим к нахождению наиболее общей формы Лагранжиана пустого че-
тырехмерного пространства, инвариантного относительно сдвигов полевых ве-
личин ϕs.

Исходя из представления Лагранжиана (8.26) и учитывая условия совмест-
ности117 (

∂

∂Xα1
Lα1·
·k1

)
expl

= 0,(
∂

∂Xα2
Lα2·α1·
·[k2·k1]

)
expl

= 0,(
∂

∂Xα3
Lα3·α2·α1·
·[k3·k2·k1]

)
expl

= 0,(
∂

∂Xα4
Lα4·α3·α2·α1·
·[k4·k3·k2·k1]

)
expl

= 0,

(8.40)

сразу же заключаем относительно коэффициентов в разложении (8.26), что

Lα1·
·k1

=

(
∂

∂Xγ
Mγα1·
··k1

)
expl

,

Lα2·α1·
·k2·k1

=

(
∂

∂Xγ
Mγα2·α1·
··k2·k1

)
expl

,

Lα3·α2·α1·
·k3·k2·k1

=

(
∂

∂Xγ
Mγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

)
expl

,

Lα4·α3·α2·α1·
·k4·k3·k2·k1

= εα4α3α2α1Mk4k3k2k1
,

(8.41)

116Заметим, что тензор Ekα по существу совпадает с тензором Kkα в формуле (8.17).
117Коэффициент A в (8.26) может, очевидно, зависеть лишь от пространственно-временных координат Xβ .
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где все тензоры не зависят от полей ϕk; Mγα1·
··k1

антисимметричен по верхним
индексам; Mγα2·α1·

··k2·k1
антисимметричен по парам верхних индексов γ и α2, α1 и

α2,118 и по паре нижних латинских индексов; Mγα3·α2·α1·
··k3·k2·k1

антисимметричен по
паре верхних индексов γ и α3 и любой паре верхних индексов, не содержащей
индекс γ,119 и по любой паре нижних латинских индексов; Mk4k3k2k1

—постоян-
ные величины, антисимметричные по любой паре нижних латинских индексов.

Полученные результаты позволяют вычислить конфигурационную силу f inh
λ ,

обусловленную неоднородностью поля.
Если ограничиться силами, пропорциональными первым градиентам поля,

то, поскольку

f inh
λ =

(
∂L′
∂Xλ

)
expl

,

для трех- и четырехмерного пространства соответственно имеем:

f inh
λ = εβαγ(∂βϕ

k)
∂2Kkα

∂Xγ∂Xλ
,

f inh
λ = (∂α1

ϕk1)
∂2M

[γα1]·
··k1

∂Xγ∂Xλ
,

причем все девять компонент Kkα независимы, а среди 64 компонент M [γα1]·
··k1

независимых лишь 24.
Квадратичные по градиентам поля конфигурационные силы вычисляются

соответственно в форме

f inh
λ =

1

2
(∂2
γλA

k)εγαβεklm(∂αϕ
l)(∂βϕ

m),

f inh
λ = (∂2

γλM
[γα2·α1]·
··[k2·k1] )(∂α1

ϕk1)(∂α2
ϕk2).

3.3. Инвариантный J-интеграл Эшелби–Черепанова–Райса

3.3.1. Предварительные замечания и исторические сведения

Аппарат инвариантных интегралов нелинейной теории упругости в деталях
рассматривался в разделе 3.2. Из них только один интеграл (2.6) нашел широ-
кое применение в механике разрушения.

В этом разделе мы обсудим применение инвариантных интегралов в меха-
нике разрушения как с точки зрения их использования для анализа полей на-
пряжений и перемещений у вершины трещины, так и в проблемах, связанных
с формулировкой критериев, устанавливающих пределы докритического раз-
вития трещин. Подобное пристальное внимание к инвариантным интегралам
объясняется тем, что они представляют собой одновременно и теоретическую
118И, следовательно, антисимметричен по индексам γ и α1.
119И, следовательно, антисимметричен по парам индексов γ и α2, γ и α1.
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основу нелинейной механики разрушения, поскольку она в значительной мере
базируется в формальном плане на аппарате инвариантных интегралов, кото-
рые по существу представляют собой инвариантную формулировку основных
физических законов сохранения в виде интегралов по контуру или поверхности,
не зависящих от пути интегрирования, и одновременно удобное аналитическое
средство для решения большого количества прикладных задач механики раз-
рушения.120

Впервые инвариантные интегралы появились в классическом ”Трактате об
электричестве и магнетизме” Максвелла (J. C. Maxwell) в 1873 г. при опре-
делении напряжений в электростатическом поле.121 В статической линейной
упругости аналогичные интегралы, используя метод Максвелла, ввел в 1951 г.
Эшелби [221]. Фактически Эшелби использовал инвариантные интегралы для
вычисления конфигурационной силы, действующей на упругую неоднородность
эллипсоидальной формы.

Согласно Эшелби, сила f inh
k , которая действует на дефект или включение

в упругой среде, может быть вычислена с помощью не зависящего от пути
интеграла

f inh
i =

∮
Σ

nkPkidΣ,

где замкнутая поверхность Σ должна охватывать дефект или включение, Pki—
тензор напряжений Эшелби.

Эта же сила f inh
k определяется также и через изменение глобальной энер-

гии упругого поля (потенциальной энергии тела), обусловленное перемещением
включения или развитием дефекта:

δЭ = −f inh
k δlk,

где вектор δlk определяет смещение центра дефекта.
Если упругое тело занимает объем V и ограничено внешней поверхностью

S, то изменение потенциальной энергии определяется выражением

δЭ =

∫
V

δW (εij)dV −
∫
SF

TΓ
i δuidS,

где предполагается, что на части SF поверхности заданы нагрузки TΓ
i , а на

оставшейся части заданы перемещения uΓ
i ,

W (εij) =

εij∫
0

σkldεkl

120Справедливости ради необходимо отметить, что увлечение инвариантными интегралами часто приводит
к их применению для решения проблем, когда заведомо можно утверждать о нарушении их инвариантности,
что, естественно, ставит под сомнение достоверность полученных таким образом результатов.
121Дж. К. Максвелл. Трактат об электричестве и магнетизме. Т. I. М.: Наука, 1989. 416 с. (т. I, с. 146-150).

Речь идет о вычислении силы, действующей на электростатическую систему из-за наличия второй электро-
статической системы, в форме интеграла по поверхности, охватывающей всю первую систему, но ни одной
части второй системы (уравнение (16) на стр. 148).
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для упругой среды является однозначной функцией деформаций.

Данный анализ справедлив и для упругопластических тел, если использу-
ется деформационная теория пластичности и в процессе нагружения тела не
происходит локальных разгрузок, в силу тождественности нелинейной теории
упругости и деформационной теории пластичности при отсутствии разгрузки.

Ясно, что в силу теоремы Клапейрона (B. P. E. Clapeyron), для линейно
упругого тела

δЭ = −1

2

∫
SF

TΓ
i δuidS.

Изменение потенциальной энергии упругого тела с трещиной δЭ может быть
выражено с помощью контурного интеграла (см., например, [63], с. 235, 236).

В 1968 г. Эшелби [186] также ввел силу, необходимую для распространения
трещины, в форме интеграла, не зависящего от контура интегрирования. Этот
интеграл вытекает из теории сил, действующих на дефекты в кристаллах, раз-
работанной Эшелби на основе понятия тензора энергии—импульса [221]. В рам-
ках механики разрушения эта теория модифицируется с тем, чтобы она могла
быть использована для сплошной среды, содержащей дефекты и неоднородно-
сти, а не для кристаллов, содержащих дислокации.

Позднее инвариантный интеграл был выведен Гюнтером (W. Gunter) [242]
с помощью теоремы Нетер (E. Noether) [296].

Как уже было отмечено, инвариантные интегралы в теории упругости по-
явились впервые в работах Эшелби (1951 г.). Они были найдены с помощью
специальной техники и вплоть до работы [242] (1962 г.) никак не связывались с
вариационными симметриями энергетического функционала теории упругости.
Обобщение инвариантных интегралов на динамический случай произошло еще
позднее— в [186], [229], [175], [227], [187], [216].

Систематический вывод инвариантных интегралов теории упругости с по-
мощью вариационной теоремы Нетер был дан в статье [265].

Наконец следует упомянуть работы [297], [298], [299], где большое количество
нетривиальных законов сохранения было получено на базе теории обобщенных
групповых симметрий.

Интенсивное применение J-интеграла в механике разрушения в качестве па-
раметра, характеризующего напряженно-деформированное состояние трещины
в упругопластических телах, восходит к 1968 г., когда инвариантный интеграл
был сформулирован Райсом [313].

В 1967 г. Г. П. Черепанов [174] получил инвариантный Γ-интеграл механики
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разрушения непосредственно из закона сохранения энергии:122

Γ1 =

∫
C

[(
W (εij) +

1

2
ρu̇ku̇k −H

)
n1 − σijnj∂1ui

]
ds,

где W — объемная плотность энергии упругой деформации, ось x1 направлена
вдоль трещины, ui—перемещения, ni—компоненты внешней единичной норма-
ли к контуру C (C —контур, охватывающий вершину трещины),

H =

x1∫
ρFi

∂ui
∂x1

dx1.

Без потери общности контур C можно рассматривать как малую окруж-
ность с центром в вершине трещины [174] или узкий симметричный прямоуголь-
ник, вытянутый вперед вдоль линии трещины [201].

Величина Γ1 и ее энергетический смысл могут быть найдены на основании
результатов, изложенных в разделе 3.1.4, естественно, с поправкой на геомет-
рическую линейность.

3.3.2. Вычисление потока энергии в вершину трещины

Поток энергии Γ1 локально стационарного упругого поля в вершину распро-
страняющейся с постоянной скоростью в направлении оси x1 трещины может
быть вычислен по формуле [175]:

Γ1 =

∫
C

[(
W (εij) +

1

2
ρu̇iu̇i −H

)
n1 − σij

∂ui
∂x1

nj

]
ds. (2.1)

Если стягивать C в вершину трещины, то в пределе получается величина,
в точности равная скорости освобождения упругой энергии поля (без ограни-
чения локальной стационарности) при динамическом распространении трещи-
ны.123 Так как край трещины представляет собой место стока энергии упругого
поля, то возникает поток энергии в вершину трещины, величина которого в
точности равна потери энергии поля за единицу времени. Поэтому расчет инте-
грала (2.1) особенно интересен для исчезающе малого контура C. Заметим, что
поток энергии локально нестационарного динамического упругого поля в вер-
шину распространяющейся трещины также может быть вычислен с помощью
инвариантного интеграла (см. ниже формулу (3.16) раздела 3.3.3), гораздо бо-
лее сложного, чем Γ1.

Можно показать, что формула (2.1) приобретает наиболее простой вид, если
в качестве контура C взять узкий прямоугольный контур, вытянутый вдоль оси
x1 (рис. 20):
122Подробный вывод приведенного ниже интеграла из закона сохранения энергии может быть найден в

монографии [175]. Следует отметить, что речь об инвариантности этого интеграла можно вести только для
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x2

A B
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O

Рис. 20. Выбор контура интегрирования, охватывающего вершину трещины, при вычислении
потока энергии

Γ1 = − lim

∫
C

σij
∂ui
∂x1

njds.

(R→ 0, δ/R→ 0)

В случае трещины нормального отрыва эта формула представима в следу-
ющем виде

Γ1 = −2 lim

∫
AB

σ22
∂u2

∂x1
dx1.

(R→ 0, δ/R→ 0)

Пусть в линейно упругом теле распространяется трещина нормального от-
рыва и реализуется состояние плоской деформации. Предположим, что упругое
поле у вершины трещины— локально стационарное (см. 2.2.2). На основании
только что полученной формулы поток энергии в произвольную точку вершины

локально стационарного динамического упругого поля перед краем трещины, который распространяется
с постоянной скоростью. Ниже, в разделе 3.3.3, мы дадим обоснование инвариантности интеграла Γ1 и
установим точные условия, ограничивающие справедливость вывода.
123Доказательство этого факта будет дано ниже, в разделе 3.3.3.

Нелинейная механика разрушения



3.3. Инвариантный J-интеграл Эшелби–Черепанова–Райса 173

трещины может быть вычислен как

Γ1 = −2 lim
R→0,
δ/R→0

+R∫
−R

σ22

(
∂u2

∂x1

)∣∣∣∣
x2=δ

dx1 =

=

K2
I (1 + ν)M 2

√
1− 1− 2ν

2− 2ν
M 2

8E

[√
(1−M 2)

(
1− 1− 2ν

2− 2ν
M 2
)
−
(

1− 1

2
M 2
)2
] , (2.2)

где M = l̇/c2.
Это соотношение выражает линейную плотность энергостока на крае дви-

жущейся трещины через локальный коэффициент интенсивности напряжений
KI [175]. В частности, в квазистатическом случае M → 0 получается формула
Ирвина

Γ1 =
(1− ν2)K2

I

E
.

Знаменатель правой части уравнения (2.2) обращается в нуль приM = MR,
где MR— корень уравнения Рэлея

R(M,ν) =

√
(1−M 2)

(
1− 1− 2ν

2− 2ν
M 2
)
−
(

1− 1

2
M 2
)2

= 0. (2.3)

Данное уравнение имеет единственный положительный корень, который мень-
ше 1 и определяет скорость распространения волн по свободной поверхности
упругого тела (см., например, [81]).

Ясно, что число Маха M не может превосходить MR. Действительно, поток
энергии Γ1 в вершину трещины растет с увеличением скорости l̇, обращаясь в
бесконечность при l̇ = cR. Если M > MR, то поток энергии меняет знак. Но
это означает, что вершина трещины должна излучать энергию для того, что-
бы распространяться с такой скоростью. Это физически невозможно, поэтому
скорость поверхностных волн Рэлея есть верхняя граница скорости распростра-
нения трещины нормального отрыва.

Проанализировав численно уравнение Рэлея, можно найти значения корня
MR в зависимости от значений коэффициента Пуассона 0 < ν < 1/2.

Для реальных материалов максимальная скорость распространения трещи-
ны ограничена некоторой величиной c∗, меньшей скорости поверхностных волн
Рэлея cR, так что M < M∗ < MR, и равной скорости, при которой происходит
ветвление трещины, т.е. когда появляется два или больше направлений разви-
тия трещины.

Уравнение, определяющее значение M∗, легко получить следующим образом. Для этого,
пользуясь формулами для компонент тензора напряжений в случае локально стационарного
поля, приведенными в 2.2.3, нужно найти выражение для σθθ вблизи вершины трещины и
исследовать эту функцию на предмет вычисления ее максимума по ориентациям.
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Исследование функции угла σθθ показывает, что существует значениеM = M∗ такое, что
при M < M∗ максимум этой функции имеет место лишь при θ = 0. При M > M∗ функция
имеет два симметричных максимума при θ = ±θ∗. В соответствии с теорией криволиней-
ных трещин прямолинейное распространение трещины нормального отрыва при M > M∗
невозможно. Значение M = M∗ соответствует слиянию двух максимумов:

∂2σθθ
∂θ2

= 0 (θ = 0). (2.4)

Это последнее уравнение может быть представлено в следующем виде:(
1− 1

2
M2

)(
1 +

νM2

2− 2ν

)
−

√
(1−M2)

(
1− 1− 2ν

2− 2ν
M2

)
+

+
3

4

[(
1− 1

2
M2

)2

−

√
(1−M2)

(
1− 1− 2ν

2− 2ν
M2

)]
+

+
3

8

√
1− 1− 2ν

2− 2ν
M2

[(
1− 1

2
M2

)2
√

1− 1− 2ν

2− 2ν
M2−

√
(1−M2)3

]
−

−
√

1− 1− 2ν

2− 2ν
M2

(
1− 1

2
M2

)[√
1− 1− 2ν

2− 2ν
M2 −

√
1−M2

]
= 0.

(2.5)

Необходимо отметить, что выражение (2.2) для потока энергии в вершину
распространяющейся трещины остается справедливым и для упругого поля,
которое не является локально стационарным, поскольку использованные для
вычислений асимптотики формально пригодны и в случае общего динамическо-
го упругого поля (см. раздел 2.2.4). Правда, при установившемся распростра-
нении трещины величина динамического коэффициента интенсивности напря-
жений KI будет неизменной. Обычно динамическое развитие трещины нельзя
трактовать как установившееся ее распространение. При этом процесс развития
трещины— самоускоряющийся, и поток энергии в вершину трещины возрастает
с увеличением скорости. Если постоянная предельная скорость распростране-
ния трещины наблюдается на значительном интервале времени ее развития,
то это явление можно объяснить только тем, что, начиная с некоторого зна-
чения скорости распространения трещины, величина энергозатрат, требуемых
для ускорения развития трещины, превышает поток энергии Γ1 в ее вершину.

3.3.3. Использование инвариантного J-интеграла для формулировки
критерия распространения трещины

Для упругого тела с трещиной J-интеграл представляет собой с точностью
до знака скорость изменения его потенциальной энергии при увеличении длины
трещины (см. 2.3.1):

− ∂Э
∂l

= J, (3.1)

где

J =

∫
C

1

2
σijεijdx2 − Ti

∂ui
∂x1

ds. (3.2)
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Ясно, что если в качестве контура взять окружность радиуса r с центром
в вершине трещины и устремить r к нулю, то в подынтегральном выражении
останется вклад лишь от сингулярных слагаемых в решении линейной задачи
теории упругости для тела с трещиной. Сингулярные члены разложения напря-
жений у вершины трещины были приведены в 2.1.1.

Непосредственные вычисления с использованием этих сингулярных слагае-
мых дают:

J =
β

E

(
K2
I +K2

II

)
+

1 + ν

E
K2
III , (3.3)

где β = 1 для плоского напряженного состояния, β = 1 − ν2 для плоской
деформации.

Последнее соотношение выражает связь между инвариантным J-интегра-
лом и коэффициентами интенсивности напряжений и тем самым эквивалент-
ность энергетического критерия хрупкого разрушения и силового критерия Ир-
вина.

Это соотношение можно считать справедливым для линейно упругих тел, а
также для упругопластических тел в условиях маломасштабной пластичности,
когда область пластического течения локализована в непосредственной окрест-
ности вершины трещины.

Таким образом, можно сформулировать следующий критерий разрушения:
трещина начнет распространяться, когда J-интеграл достигнет своего предель-
ного значения Jc, являющегося характеристикой материала:

J(P, l, L, ...) = Jc. (3.4)

Величину Jc иногда называют упругопластической вязкостью разрушения.
Используя асимптотики напряжений и перемещений у криволинейного края

трещины, приведенные в 2.1.3, можно вычислить компоненты Jk инвариантно-
го интеграла

Jk =

∫
C+γ++γ−

(Wnk − Ti∂kui)ds,

где γ+, γ−— отрезки берегов трещины, заключенные между концами контура C
и вершиной трещины,124 относительно локального триэдра, связанного с краем
трещины (см. рис. 6), для исчезающе малого контура C, расположенного в
нормальной к краю трещины плоскости, и аналогично (3.3) получить:

J1 =
1− ν2

E
(K2

I +K2
II) +

1

2G
K2
III ,

J2 = −1− ν
G

KIKII,

J3 = 0.

(3.5)

124Мы используем составленный подобным образом контур интегрирования, чтобы учесть, в частности, тот
случай, когда нагрузки прикладываются к берегам трещины. Составной контур C+γ++γ− обходится против
часовой стрелки так, что ограниченная им область остается все время слева.
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Если тело подвергается динамическому нагружению, но сама трещина непо-
движна, то на основании формулы (3.9) раздела 3.1.3 в линейном приближении
малых деформаций можно заключить, что интеграл

J̃k =

∫
C+γ++γ−

(Wnk − Ti∂kui)ds +

∫∫
S

ρüi∂kuidS, (3.6)

где S — плоская область, ограниченная берегами трещины и контуром C, не
зависит от выбора контура C. При этом значения инвариантного интеграла J̃k
выражаются через коэффициенты интенсивности напряжений по формулам, со-
вершенно аналогичным (3.5), поскольку для неподвижной трещины величины
üi и ∂kui имеют порядки O(r1/2) и O(r−1/2) по расстоянию r от вершины тре-
щины и, следовательно, двойной интеграл в (3.6) не является особенным и при
стягивании контура C в вершину трещины не дает никакого вклада.

Рассмотрим динамическое нагружение и случай, когда трещина распростра-
няется. Тогда член üi∂kui будет иметь порядок O(r−2) по расстоянию от верши-
ны трещины. Поэтому двойной интеграл в формуле (3.6) будет сингулярным и
его следует понимать как предел интегралов вида∫∫

S−S̄
ρüi∂kuidS

с малой исключенной областью S̄, которая должна охватывать вершину трещи-
ны.

Мы, по-прежнему, будем рассматривать плоскость, нормальную краю рас-
пространяющейся трещины, и неподвижный контур C, охватывающий точку
O края трещины— начало локальной естественной координатной системы, свя-
занной с краем трещины. Обозначим

J̃k =

∫
C+γ++γ−

(Wnk − Ti∂kui)ds+ lim
S̄→O

∫∫
S−S̄

ρüi∂kuidS (3.7)

и, пользуясь выражением (3.9) раздела 3.1.3 для конфигурационной (трещи-
нодвижущей) силы с поправкой на малые деформации, введем инвариантный
интеграл

J∗k =

∫
C+γ++γ−

[(W −K)nk − Ti∂kui]ds + lim
S̄→O

∫∫
S−S̄

∂

∂t
(ρu̇i∂kui)dS. (3.8)

Нетрудно видеть, что

J∗k =

∫
C+γ++γ−

(Wnk − Ti∂kui)ds+ lim
S̄→O

∫∫
S−S̄

ρüi∂kuidS−

− lim
C̄→O

∫
C̄

Knkds.

(3.9)
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или
J∗k = J̃k − lim

C̄→O

∫
C̄

Knkds. (3.10)

Здесь C̄ —малый контур, окружающий точку O.
Будем стягивать контур C к C̄, а последний— в точку O края трещины. С

помощью асимптотик динамического поля у края трещины, рассмотренных вы-
ше, в разделе 2.2.2, и пригодных (см. раздел 2.2.4) для самого общего случая
динамического упругого поля, можно показать, что за счет угловых распреде-
лений в главных членах асимптотик

lim
S̄→O

∫∫
S̄

ρüi∂kuidS = 0,

и, таким образом,

J∗k = lim
C̄→O

∫
C̄

[(W −K)nk − Ti∂kui]ds. (3.11)

Подставляя в последний интеграл асимптотики динамического поля у края
трещины из раздела 2.2.2 и производя необходимые вычисления, находим

J∗1 =
1

2G

[
K2
IF1(V ) +K2

IIF2(V ) +K2
IIIF3(V )

]
,

J∗2 = −KIKII

2G
F4(V ),

(3.12)

где

F1(V ) =
β1(1− β2

2)

R∗2(V )

[
4β1 −

(1 + β2
2)2

β1
− 4

(β1 − β2)(1 + β2
2)√

(1 + β1)(1 + β2)

]
,

F2(V ) =
β2(1− β2

2)

R∗2(V )

[
4β2 −

(1 + β2
2)2

β2
− 4

(β2 − β1)(1 + β2
2)√

(1 + β1)(1 + β2)

]
,

F3(V ) = β−2
2 ,

F4(V ) =
4β1β2 + (1 + β2

2)2

2R∗2(V )

(β2
1 − β2

2)(1− β2
2)√

(1 + β1)(1 + β2)
.

Величины β1, β2 были определены в разделе 2.2.2; V — скорость роста края
трещины в направлении нормали; R∗(V ) = 4β1β2 − (1 + β2

2)2 — знаменатель
Рэлея.

Рассмотрим далее вычисление скорости освобождения энергии динамическо-
го упругого поля при распространении трещины.

Предположим, что край трещины продвигается в соприкасающейся к его
предшествующему положению плоскости с нормальной скоростью l̇k = V νk,
где −νk — компоненты единичного вектора главной нормали к краю трещины.
Будем также сначала считать, что динамическое поле у вершины трещины—
локально стационарное.
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Для расчета скорости освобождения энергии воспользуемся уравнением (4.7)
раздела 3.1.4 в приближении малых деформаций. Замечая, что в случае локаль-
но стационарного поля полная энергия поля в любой части тела у вершины
трещины не изменяется, заключаем, что вклад второго слагаемого в правой
части указанного уравнения в точности равен нулю. Поэтому сразу же можно
заключить, что значение интеграла

Gk =

∫
C+γ++γ−

[(W +K)nk − njσij∂kui]ds (3.13)

не зависит от выбора контура C. Следует напомнить, что в отличии от преды-
дущих рассмотрений, контур C расположен в нормальной к краю трещины
плоскости и продвигается вслед за распространением края. Ясно также, что
скорость освобождения энергии G = D/l̇ (l̇2 = l̇k l̇k) находится в виде

G = νkGk.

С помощью асимптотик локально стационарного динамического поля у края
трещины, рассмотренных в разделе 2.2.2, можно вычислить инвариантный ин-
теграл Gk в следующей форме:

G1 =
1

2G

[
K2
IA1(V ) +K2

IIA2(V ) +K2
IIIA3(V )

]
,

G2 = −KIKII

2G
A4(V ),

(3.14)

где

A1(V ) =
β1(1− β2

2)

R∗2(V )
, A2(V ) =

β2(1− β2
2)

R∗2(V )
, A3(V ) =

1

β2
,

A4(V ) =
(β1 − β2)(1− β2

2)

R∗2(V )

[
[4β1β1 + (1 + β2

2)2](2 + β1 + β2)

2
√

(1 + β1)−1(1 + β2)−1
− 2(1 + β2

2)

]
.

Перейдем теперь к случаю произвольного (т.е. не обязательно локально ста-
ционарного) динамического упругого поля перед краем распространяющейся,
возможно с переменной скоростью, трещины.

Рассмотрим инвариантный интеграл (3.8) и несколько преобразуем двойной
интеграл в указанном соотношении сначала к виду

J∗k =

∫
C+γ++γ−

[(W −K)nk − Ti∂kui]ds+ lim
S̄→O

∫∫
S−S̄

ρüi∂kuidS+

+ lim
S̄→O

∫∫
S−S̄

∂kKdS,
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а затем —

J∗k =

∫
C+γ++γ−

[(W +K)nk − Ti∂kui]ds + lim
S̄→O

∫∫
S−S̄

[ρüi∂kui − ∂kK]dS−

− lim
S̄→O

2

∫∫
S̄

∂kKdS.

Ясно, что тогда справедлива формула

J∗k + lim
C̄→O

2

∫
C̄

Knkds =

∫
C+γ++γ−

[(W +K)nk − Ti∂kui]ds+

+ lim
S̄→O

∫∫
S−S̄

[ρüi∂kui − ∂kK]dS.

На основании этого последнего соотношения и равенства (3.11), стягивая
контур C к C̄ и оба контура — в точку O, заключаем, что

lim
C̄→O

∫
C̄

[(W +K)nk − Ti∂kui]ds =

=

∫
C+γ++γ−

[(W +K)nk − Ti∂kui]ds + lim
S̄→O

∫∫
S−S̄

[ρüi∂kui − ∂kK]dS.

(3.15)
Этот фундаментальный результат устанавливает, что, во-первых, интеграл

J ′k =

∫
C+γ++γ−

[(W +K)nk − Ti∂kui]ds+ lim
S̄→O

∫∫
S−S̄

[ρüi∂kui − ∂kK]dS, (3.16)

не зависит от выбора контура C, охватывающего точку O края трещины,125
а, во-вторых, скорость освобождения энергии G = D/l̇ (l̇2 = l̇k l̇k), по-прежне-
му, вычисляется в форме G = νkGk, если величину Gk определить как (ср. с
выражением (3.13) для локально стационарного поля)

Gk = lim
C̄→O

∫
C̄

[(W +K)nk − Ti∂kui]ds. (3.17)

Величины Gk, а следовательно и J ′k,
126 можно вычислить через динамиче-

ские коэффициенты интенсивности напряжений. Результат, естественно, совпа-
дает с тем, что был установлен для локально стационарного поля (см. (3.14)).
125Напомним, что C — плоский неподвижный контур, расположенный в нормальной к краю трещины плос-

кости и охватывающий точку O края трещины так, что в процессе своего распространения край трещины
его не пересекает.
126Поскольку выполняется равенство Gk = J ′k.
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Выражение для скорости освобождения энергии динамического упругого
поля через динамические коэффициенты интенсивности напряжений можно ис-
пользовать для формулировки критерия страгивания трещины и вычисления
скорости распространения трещины. Соответствующие примеры читатель най-
дет в монографиях [118], [119].

Заметим, что J-интеграл может быть вычислен экспериментально. Для это-
го выбирают надрезанный образец (l— глубина надреза), который нагружают
растягивающей силой P (P — сила, отнесенная к толщине образца) так, что
реализуется состояние типа I. Различают два типа испытаний.

В испытаниях первого типа увеличичают нагрузку P и в момент подраста-
ния трещины l→ l+ ∆l перемещение в месте приложения нагрузки ∆ удержи-
вают постоянным ∆ = ∆c. Затем образец разгружают. Результатом испытания
является диаграмма, изображенная на (рис. 21).

P

∆

∆c

d∆

−
∂P
∂ l











∆
dl

l

l + dl

−

−

Рис. 21. Диаграмма для расчета инвариантного интеграла механики разрушения с помощью
испытаний первого типа

Величина J-интеграла подсчитывается по формуле

J = −
∆c∫
0

(
∂P

∂l

)
∆
d∆. (3.18)

В испытаниях второго типа совершается цикл нагружение—разгрузка, но
в момент подрастания трещины удерживается постоянной нагрузка P = P c.
Типичная диаграмма для испытаний второго типа приведена на (рис. 22).

Величина J-интеграла в этом случае подсчитывается по формуле

J =

P c∫
0

(
∂∆

∂l

)
P

dP . (3.19)
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Рис. 22. Диаграмма для расчета инвариантного интеграла механики разрушения с помощью
испытаний второго типа

К числу часто фомулируемых критериев локального разрушения относится
критерий критического раскрытия трещины [210], [340], [341],

δ = δc, (3.20)

где δc—характерная константа материала при заданных внешних условиях.
Мы не будем останавливаться подробно на обсуждении этого критерия, от-

сылая читателя к соответствующей литературе.
Иногда критерий критического раскрытия трещины удается сформулиро-

вать в терминах инвариантного J-интеграла.
Рассмотрим трещину нормального отрыва в условиях плоского напряженно-

го состояния с узкой зоной Дагдейла локализации пластических деформаций,
вытянутой вдоль линии трещины.

Если вычислить J-интеграл, выбрав в качестве контура интегрирования уз-
кий прямоугольник, охватывающий пластическую зону, то можно показать, что

J = Y δ, (3.21)

где Y —предел текучести при растяжении, откуда следует эквивалентность
двух критериев разрушения: критерия критического раскрытия трещины и кри-
тического значения J-интеграла.

После введения ставшего уже классическим J-интеграла и интенсивного
применения в механике разрушения энергетических методов и интегралов, не
зависящих от пути интегрирования, было предложено целое множество других
интегральных параметров, характеризующих напряженно-деформированное со-
стояние в окрестности вершины трещины и скорость ее роста [29].

Так обобщение инвариантного J-интеграла на случай линейной термоупру-
гости приводится в [198].
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Инвариантные интегралы для динамической деформации упругого тела, по-
мещенного в электромагнитное поле, получены Г. П. Черепановым; их вывод
приводится в книге [176], с. 273-278.

Голдмен (N. L. Goldman) и Хатчинсон (J. W. Hutchinson) [235] в 1975 г.,
Ландес (J. D. Landes) и Бегли (J. A. Begley) [272] в 1976 г., рассматривая уста-
новившуюся ползучесть, предложили новый параметр разрушения C∗. В усло-
виях установившейся ползучести прослеживается полная аналогия с деформа-
ционной теорией пластичности. Основываясь на этой аналогии, Ландес и Бегли
[272], Голдмен и Хатчинсон [235] определили величину C∗ подобно тому, как в
деформационой теории пластичности определяется J-интеграл:

C∗ =

∫
C

W ∗dx2 − Ti
∂u̇i
∂x1

ds, (3.22)

где

W ∗ =

ε̇ij∫
0

σkldε̇kl. (3.23)

3.3.4. Различные замечания и дополнения

1. Инвариантность J-интеграла в двумерном случае можно доказать пря-
мым вычислением. Для доказательства инвариантности J-интеграла, т.е. его
независимости от пути интегрирования, достаточно сравнить его значения на
двух произвольных контурах, охватывающих вершину трещины. В качестве за-
мкнутого контура интегрирования необходимо взять две произвольные кривые,
охватывающие вершину трещины, и дополнить их участками берегов трещины,
с тем чтобы результирующая кривая была замкнута, а область не содержала
вершину трещины (рис. 23).

Затем к интегралу по составному контуру можно применить теорему Гаус-
са—Остроградского, поскольку внутри составного контура упругие поля регу-
лярны, и установить, что ∮

∂

(
Wn1 − Ti

∂ui
∂x1

)
ds = 0.

Так как интегралы по отрезкам берегов трещины дают нулевой вклад, сразу
приходим к выводу о независимости J-интеграла от выбора кривой, окружаю-
щей вершину трещины.

2. Предположим, что в объеме V упругого тела существует неоднородность
или включение (полость, дислокация, трещина). Пусть Σ — замкнутая поверх-
ность, охватывающая дефект. Внешнее упругое поле при наличии дефекта ста-
новится сингулярно возмущенным. Применяя доказанное в 3.2.2 равенство (2.6)
к области, ограниченой замкнутыми поверхностями Σ, Σ′ (см. рис. 24), находим:
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x1

x2

O

n

′n

C′C

Рис. 23. Составной контур интегрирования, охватывающий вершину трещины

V
S

Σ
′Σ

n

′n

Рис. 24. Область, ограниченная замкнутыми поверхностями, охватывающими дефект

∮
Σ

nkPkidΣ +

∮
Σ′

n′kPkidΣ′ = 0,

т.е. интеграл

Ji =

∮
Σ

nkPkidΣ

не зависит от формы поверхности Σ.
Согласно интерпретации Эшелби, Ji есть сила, действующая на дефект со

стороны внешнего упругого поля: Jk = f inh
k . Эта сила стремится передвинуть

дефект из менее напряженной в более напряженную часть тела.
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3. Для кругового контура, охватывающего вершину трещины антиплоского
сдвига, J-интеграл вычисляется по формуле

J =

π∫
−π

[W cos θ − (τrzγrz cos θ − τrzγθz sin θ)] rdθ.

4.Для плоской задачи в случае кругового контура, охватывающего вершину
трещины, J-интеграл вычисляется по формуле

J = r

π∫
−π

{W cos θ − σrr [εrr cos θ − (γrθ/2− ω) sin θ]−

−σrθ [(γrθ/2 + ω) cos θ − εθθ sin θ]} dθ,

где

ω =
1

r
uθ +

∂uθ
∂r
− 1

r

∂ur
∂θ

есть поворот.

5.В работах [196], [197], [195] введен двойственный к классическому J-интегралу
так называемый I-интеграл:

I =

∫
C

[
−W∗(σij)n1 + ui

∂σij
∂x1

nj

]
ds,

где W∗(σij) —потенциал дополнительной работы, являющийся преобразовани-
ем Лежандра упругого потенциала W (εij):

W∗(σij) = σksεks −W (εij),

причем вместо εij в правой части следует подставить их выражения через σij ,
обращая уравнения

σij =
∂W

∂εij
.

Интеграл I также обладает свойством инвариантности.
Для случая трещин типа I и II инвариантные интегралы совпадают J = I.
Можно проверить также, что

I = −∂Э
∗

∂l
,

Э∗ = −
∫
V

W∗(σij)dV +

∫
SU

Tiu
Γ
i dS,
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где Э∗— дополнительная потенциальная энергия упругого тела, S —поверхность,
ограничивающая объем V , SU —часть поверхности S, на которой заданы гра-
ничные перемещения uΓ

i .

6. Для трещины антиплоского сдвига в случае линейно упругого материала
J- и I-интегралы могут быть соответственно записаны в виде

J =

∫
C

[
1

2G

(
σ2

31 + σ2
32

)
dx2 −

∂u3

∂x1
(σ31n1 + σ32n2) ds

]
,

I =

∫
C

[
− 1

2G

(
σ2

31 + σ2
32
)
dx2 + u3

(
n1
∂σ31

∂x1
+ n2

∂σ32

∂x1

)
ds

]
.

7. Применение метода инвариантных интегралов для определения характе-
ра особенности вблизи конца полубесконечной трещины в упрочняющейся по
степенному закону среде при плоской деформации обсуждалось Райсом и Розен-
греном [314], а также Хатчинсоном [253], который исследовал случай плоского
напряженного состояния.

Вычисляя контурный интеграл по окружности радиуса r с центром в вер-
шине трещины, имеем

J = r

π∫
−π

{
W (ε(r, θ)) cos θ − Ti(r, θ)

∂ui
∂x1

(r, θ)

}
dθ.

Подынтегральное выражение при r→ 0 (по крайней мере, после осреднения
по углу) должно иметь особенность вида 1/r.

Поскольку все члены подынтегрального выражения являются величинами
порядка произведения напряжения на деформацию, то

σijεij →
f(θ)

r
(r→ 0).

Рассмотрим плоскую деформацию несжимаемого упругопластического тела
со степенной связью

Γ = aT n

между интенсивностью напряжений и деформаций в области упрочнения.
Асимптотическое поведение напряжений и деформаций вблизи вершины по-

лубесконечной трещины без труда находится в форме степенной зависимости
от расстояния до вершины трещины.127

Инвариантный J-интеграл с успехом может быть применен для вычисления
показателей в асимптотиках. В частности, для степенной связи между напря-
жениями и деформациями

εij =
3

2
aT n−1sij,

127Эти асимптотики подробно исследуются в разделе 3.8.1.
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где a—постоянная материала, n—показатель упрочнения, в окрестности вер-
шины трещины имеют место следующие асимптотические представления ком-
понент тензора напряжений и деформаций:128

σij(r, θ) =

(
J

aIn

)1/(n+1)
1

r1/(n+1)σij(n, θ),

εij(r, θ) = a

(
J

aIn

)n/(n+1)
1

rn/(n+1)εij(n, θ),

где In— безразмерный инвариантный интеграл (см. 3.8.1, уравнение (1.25)),
зависящий только от показателя n; σij(n, θ), εij(n, θ) —функции, определяемые
из уравнений соответствующей нелинейной задачи на собственные значения.

Численный анализ значений интеграла In дает следующие характерные его
значения: In = 3.16 (n = 3), In = 2.87 (n = 13), In → 2.8 (n→∞).

3.4. Локализованная пластичность

3.4.1. Основные понятия и уравнения математической теории пла-
стичности

Теория пластичности является одним из фундаментальных разделов механи-
ки деформируемого твердого тела. Она нашла широкое применение в области
технологии обработки металлов давлением, оценки несущей способности кон-
струкций, исследования распространия волн возмущений в металлах и грунтах,
статике и динамике сыпучих сред. В основе математической теории пластично-
сти лежит представление о поверхности нагружения, определяющей границу
упругого поведения элемента тела в данном его состоянии, и ассоциированном
законе течения, выражающем ортогональность приращения пластической де-
формации поверхности нагружения. Основные положения математической тео-
рии пластичности изложены в классических монографиях [158], [172], [125], [48],
[62], [52], [27], [49]. Обратим внимание читателя на интересную обзорную статью
[28].

3.4.1А. Концепция упругопластического тела
Пластичность — свойство твердых тел приобретать остаточные деформации,

не изменяющиеся при постоянных внешних нагрузках. Основные эксперимен-
ты по изучению пластических свойств материалов проводятся над металлами,
поэтому современная теория пластичности особенно связана со свойствами по-
следних, хотя возможно ее применение к таким материалам, как горные породы,
грунты, лед, сыпучие среды и т.д.

В процессе пластического течения мгновенные касательные модули мате-
риала уменьшаются, по сравнению с теми значениями, которые они имели в
упругом состоянии.
128Приводимые ниже асимптотики известны как асимптотики Хатчинсона—Райса—Розенгрена, или HRR-

асимптотики. Эти асимптотики будут в деталях рассмотрены ниже, в разделе 3.8.
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При испытаниях металлов наблюдаются такие явления, как эффект Бау-
шингера (B. Bauschinger) (часто образец, первоначально нагруженный растя-
жением за предел упругости, при последующем сжатиии течет при существен-
но меньшем значении напряжения), упрочнение (явление повышения предела
текучести в результате предварительного пластического деформирования), цик-
лическое упрочнение и др. Вообще при пластическом течении начально изотроп-
ные тела приобретают свойства анизотропии. Эффект Баушингера — следствие
приобретенной анизотропии. Для учета возрастающего многообразия наблюда-
емых явлений в теории пластичности применяются определяющие уравнения
различного уровня сложности.

Эксперименты показывают разнообразие механической реакции металлов и
других твердых тел при деформировании за пределом упругости. Существен-
ным оказывается влияние скорости нагружения и температуры. В своем про-
стейшем варианте теория пластичности должна формулироваться в квазиста-
тическом (причем элемент времени может быть исключен из всех соотношений
теории так, что масштаб времени оказывается несущественным и сами соотно-
шения могут быть представлены в инкрементальной форме) и изотермическом
приближениях.

Экспериментально доказано, что объемная деформация металлов в доста-
точно широком диапазоне изменения давления является чисто упругой. Сле-
довательно, при пластическом течении металлов основным является сдвиговой
механизм. Предполагается, что полная деформация аддитивно разлагается на
упругую и пластическую составляющие

εij = εEij + εPij .

Отсутствие остаточного изменения объема при пластическом течении, отме-
ченное выше, можно теперь выразить в форме уравнения

εPkk = 0.

Часто, упругие деформации оказываются по величине значительно меньши-
ми чем пластические. Ясно, что в этом случае упругой составляющей деформа-
ции следует пренебречь. Подобная модель пластического поведения называется
жесткопластической. Она существенно проще, но часто возникает проблема с
интерпретацией результатов расчетов по жесткопластической схеме, ибо соот-
ветствующая краевая задача имеет неединственное решение,129 что не позволя-
ет однозначно определить распределение напряжений и форму пластической
зоны, а значит — корректно и полно исследовать проблему локализации пласти-
ческих деформаций. Кроме всего прочего, надо отдавать себе отчет в том, что
жесткопластическая схема часто вообще не дает удовлетворительного описания,
вследствие пренебрежения упругими деформациями.
129Имеет место ограниченная единственность решения: поле напряжений в зоне пластического течения

определяется однозначно, при условии, что построено полное решение, т.е. определены напряжения и рас-
пределение скоростей и в жестких, и в пластических зонах.
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Закон, определяющий границу упругого поведения элемента тела при любых
возможных напряженных состояниях этого элемента, называется критерием те-
кучести. Критерий текучести обычно можно представить в форме уравнения

f(σij) = k2,

где k есть (для данного состояния элемента) константа, имеющая смысл предела
текучести.

Условие
f(σij) < k2

характеризует чисто упругую реакцию элемента на внешнее силовое воздей-
ствие.

Если величина k одна и та же для любого состояния элемента, то говорят,
что элемент неупрочняющийся. В противном случае граница упругого поведе-
ния зависит от состояния элемента, а сам элемент в результате пластического
течения может упрочняться.

Если тело изотропно, то критерий текучести можно представить в форме

f(σ1, σ2, σ3) = k2,

где f — симметрическая функция своих аргументов (в противном случае крите-
рий текучести зависел бы от нумерации главных осей тензора напряжений):

f(σ1, σ2, σ3) = f(σ2, σ1, σ3) = f(σ2, σ3, σ1) = ... ;

σ1, σ2, σ3 — главные напряжения.
Вводя три независимые симметрические функции главных напряжений

J1 = σ1 + σ2 + σ3,

J2 = − (σ1σ2 + σ2σ3 + σ1σ3),

J3 = σ1σ2σ3,

известные как главные инварианты тензора напряжений, критерий текучести
изотропного тела можно преобразовать также к виду

f(J1, J2, J3) = k2.

В теории пластичности предполагается (и это подтверждено эксперимен-
тально), что переход элемента в пластическое состояние не зависит от вели-
чины гидростатической составляющей напряжений. Последнее означает, что
критерий текучести изотропного тела имеет вид

f(J ′2, J
′
3) = k2

где J ′2, J ′3 — главные инварианты девиатора тензора напряжений sij :130

J ′2 =
1

2
(s2

1 + s2
2 + s2

3), J ′3 =
1

3
(s3

1 + s3
2 + s3

3).

130Не требует особых комментариев тот факт, что второй главный инвариант девиатора тензора напряжений
может быть выражен через интенсивность напряжений T .
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Справедливы также следующие представления:

J ′2 =
1

6

[
(σ1 − σ2)

2 + (σ1 − σ3)
2 + (σ2 − σ3)

2] ,
J ′3 =

1

27
(2σ1 − σ2 − σ3)(2σ2 − σ3 − σ1)(2σ3 − σ1 − σ2).

Исторически первым, на основании экспериментов по выдавливанию метал-
лов через отверстие, был предложен критерий текучести Треска (H. Tresca, 1864
г.): текучесть возникает тогда, когда максимальное касательное напряжение до-
стигает критического значения (которое, очевидно, является максимально воз-
можным для данного материала).

Известно, что экстремальные значения касательных напряжений равны аб-
солютным значениям полуразностей главных напряжений и достигаются на
площадках, делящих пополам угол между главными осями тензора напряже-
ний. Следовательно, критерий текучести Треска может быть представлен в
форме уравнения

max {| σ1 − σ2| , |σ1 − σ3| , | σ2 − σ3|} = Y,

в котором константа Y имеет смысл предела текучести при растяжении.
Условие текучести Треска, выраженное через инварианты девиатора тензо-

ра напряжений, будет иметь вид

4J ′2
3 − 27J ′3

2 − 9Y 2J ′2
2

+ 6Y 4J ′2 = Y 6.

Еще один широко применяемый критерий текучести, называемый критери-
ем текучести Мизеса (R. von Mises, 1913 г.), формулируется условием

J ′2 = k2,

или условием
(σ1 − σ2)

2 + (σ1 − σ3)
2 + (σ2 − σ3)2 = 6k2,

где константа k имеет смысл предела текучести при чистом сдвиге.
Существует несколько различных механических интерпретаций критерия

текучести Мизеса.
Согласно интерпретации Надаи (A. Nadai, 1937 г.), критерий текучести Ми-

зеса устанавливает, что пластическое течение наступает, если октаэдрическое
касательное напряжение τoct (касательное напряжение на площадке, равнона-
клоненной к главным осям тензора напряжений) достигает критического (и,
очевидно, наибольшего возможного) для данного материала значения. Посколь-
ку

τoct =
1

3

√
(σ1 − σ2)2 + (σ1 − σ3)2 + (σ2 − σ3)2,

то критерий текучести Мизеса можно представить также в форме условия

τoct =

√
2

3
k.
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Согласно интерпретации Генки (H. Hencky, 1924 г.), критерий текучести Ми-
зеса устанавливает, что пластическое течение наступает, когда упругая (т.е. вос-
станавливаемая) энергия формоизменения достигает критического (и при этом
наибольшего) для данного материала значения (равного k2/(2G)).

Энергия деформации упругого тела (в расчете на единицу объема)W может
быть разложена на два слагаемых

W =
(σ1 − σ2)

2 + (σ1 − σ3)
2 + (σ2 − σ3)

2

12G
+

(σ1 + σ2 + σ3)2

18K
,

где G—модуль сдвига, K — объемный модуль, первое из которых есть упругая
энергия формоизменения, а второе — упругая энергия объемной деформации.

Обе интерпретации связаны между собой, что становится также ясным, если
рассмотреть соотношение

W =
3

4G
τ 2
oct +

1

2K
σ2.

Согласно современным представлениям, идеально пластическое течение воз-
никает как результат малых скольжений по определенным площадкам скольже-
ния, и линии скольжения, наблюдаемые при пластическом течении металлов,
суть частное проявление физического механизма скольжения. Именно условие
пластичности Треска, как известно, позволяет развить математическую теорию
пластичности, вполне соответствующую сдвиговому механизму пластического
течения.

Необходимо также учитывать и следующее обстоятельство. Пространствен-
ная задача в общем случае при условии пластичности Мизеса и ассоциирован-
ным с ним законом течения является статически неопределимой, и, кроме того,
уравнения пространственной задачи не гиперболичны.131 Принципиально иная
ситуация наблюдается в пространственной задаче при использовании критерия
текучести Треска. Здесь уравнения пластического равновесия в ряде важных
случаев формально статически определимы и принадлежат к гиперболическому
типу. Существование действительных характеристических поверхностей явля-
ется большим математическим преимуществом. Если еще учесть, что характе-
ристические поверхности суть поверхности скольжения, то с физической точки
зрения трудно объяснить отсутствие действительных характеристических по-
верхностей в случае уравнений пространственной задачи при использовании
критерия текучести Мизеса.

Однако экспериментальные исследования показывают, что условие пластич-
ности Мизеса лучше согласуется с опытными данными, чем условие пластич-
ности Треска. Сомневаться в достоверности данных многочисленных экспери-
ментов не приходиться. Тем не менее, можно предположить, что лучшее соот-
ветствие условия Мизеса опытным данным объясняется влиянием различных
131Так система уравнений пространственной и осесимметричной задачи теории идеальной пластичности

при условии пластичности Мизеса, вообще говоря, не имеет вещественных характеристических направлений
(см., например, [334]; [163], с. 144-146).
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посторонних факторов, таких как упрочнение, деформационная анизотропия,
поврежденность, элиминировать которые при проведении экспериментов не уда-
ется. Известно также, что чем ярче у материала на диаграмме одноосного рас-
тяжения выражена площадка текучести (т.е. чем ближе его поведение к иде-
ально пластическому), тем лучше данные испытаний согласуются с критерием
пластичности Треска.

Таким образом, критерий текучести Треска, по-видимому, действительно,
лучше чем все остальные мыслимые критерии, выражает сущность идеальной
рафинированной пластичности.

Критерий текучести в приведенных выше формах задает границу упругого
поведения только при первоначальном выходе за предел упругости и не учиты-
вает изменения предела текучести (обычно, возрастания) с нарастанием пласти-
ческой деформации. Учет упрочнения в математической теории пластичности
осуществляется с помощью понятия о поверхности нагружения (W. Prager, 1949
г.).

В пространстве напряжений нагружение элемента изображается некоторой
траекторией — траекторией нагружения. Для фиксированной точки траектории
нагружения существует поверхность пределов упругости, все внутренние точки
которой достижимы нагружениями из указанной точки, сопровождающимися
только чисто упругими деформациями, по траекториям, расположенным внут-
ри отмеченной предельной поверхности. Определенная таким образом поверх-
ность называется поверхностью нагружения.

Уравнение поверхности нагружения обычно представляется в виде

f(σij, ε
P
ij, χ

(α)
a ) = 0,

где χ(α)
a —параметры истории нагружения (индекс α нумерует параметры, сим-

вол a обозначает совокупность индексов параметра χa, который может быть
скалярным или тензорным. Функция f называется функцией нагружения (или
функцией текучести). Обычно требуется, чтобы поверхность нагружения была
выпукла, иначе не удается обосновать ряд важнейших результатов, относящих-
ся к единственности решения краевой задачи теории пластичности.

Понятие о поверхности нагружения дает возможность естественно сформулировать усло-
вия, определяющие, как пойдет процесс при малом смещении вдоль траектории нагружения.

Зафиксируем некоторую точку на траектории нагружения. Если для этого состояния
элемента выполняется условие

f(σij , ε
P
ij, χ

(α)
a ) < 0,

то при любом малом догружении элемента новые пластические деформации не возникнут

dεPij = 0,

где

d = dΛ
∂

∂Λ
,

и величина Λ есть любая монотонно возрастающая функция времени (так называемый пара-
метр нагружения). Величину dΛ часто называют догружением.
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Если состояние элемента характеризуется условием

f(σij, ε
P
ij, χ

(α)
a ) = 0,

то оказываются возможными три типа догружений.
1. При догружении dΛ изображающая точка, сдвигаясь по траектории нагружения, вы-

ходит за пределы поверхности нагружения для того состояния элемента, из которого про-
исходит догружение. Такое нагружение элемента называется активным и сопровождается
изменением пластических деформаций. Признаки активного нагружения аналитически фор-
мулируются в виде условий

f(σij, ε
P
ij, χ

(α)
a ) = 0, df =

∂f

∂σij
dσij +

∂f

∂εpij
dεpij +

∂f

∂χ
(α)
a

dχ(α)
a = 0,

d′f =
∂f

∂σij
dσij > 0,

первое из которых выражает тот факт, что перед догружением изображающая точка нахо-
дилась на поверхности нагружения, второе — что при догружении изображающая точка все
время находится на поверхности нагружения, увлекая ее за собой, третье — что касатель-
ный к траектории нагружения вектор (направленный в сторону догружения) в состоянии,
из которого происходит догрузка, составляет острый угол с вектором внешней нормали к
поверхности нагружения для этого состояния.

2. При догружении dΛ изображающая точка, сдвигаясь по траектории нагружения, не
покидает поверхности нагружения для того состояния, из которого происходит догружение.
Такое нагружение элемента называется нейтральным. Естественно предположить, что при
нейтральном нагружении поверхность нагружения не претерпевает изменения, т.е.

dεPij = 0, dχ(α)
a = 0

(это — так называемый постулат о нейтральном нагружении). Условия нейтрального нагру-
жения аналитически формулируются в следующем виде:

f(σij, ε
P
ij, χ

(α)
a ) = 0, d′f =

∂f

∂σij
dσij = 0.

Второе из условий нейтрального нагружения устанавливает, что касательная к траектории
нагружения в состоянии, из которого происходит догрузка, составляет прямой угол с норма-
лью к поверхности нагружения для этого состояния.

3. При догружении dΛ изображающая точка, сдвигаясь по траектории нагружения, по-
кидает поверхность нагружения и перемещается внутрь этой поверхности. Такое нагружение
элемента называется разгрузкой. Согласно закону упругой разгрузки, следует считать, что
при этом пластические деформации и параметры истории не изменяются

dεPij = 0, dχ(α)
a = 0.

Aналитически признаки упругой разгрузки формулируются как

f(σij, ε
P
ij, χ

(α)
a ) = 0, d′f =

∂f

∂σij
dσij < 0.

Последнее условие устанавливает, что вектор, касающийся траектории нагружения и на-
правленный в сторону догружения, составляет тупой угол с вектором внешней нормали к
поверхности нагружения.

Определяющее уравнение упругопластического тела не может, подобно за-
кону Гука, связывать напряжения и деформации для данного состояния тела,
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так как состояние упругопластического тела зависит от полной истории его
нагружения. Ясно поэтому, что определяющее уравнение теории пластичности,
если впоследствии его предполагается использовать для всех траекторий нагру-
жения, должно иметь форму дифференциального не интегрируемого соотноше-
ния между напряжением и деформацией, т.е. связывать приращения тензора
деформации и тензора напряжений при догружении. Это соотношение в тео-
рии пластичности называется законом течения.

Ассоциированный с функцией нагружения f закон течения имеет форму (E.
Melan, 1938 г.)

dεPij =
∂f

∂σij
hd′f,

где h—некоторая определяющая функция (функция упрочнения), зависящая
от напряжений, пластических деформаций и параметров истории, и устанавли-
вает в регулярных точках поверхности нагружения ортогональность прираще-
ния пластической деформации (которое в пространстве напряжений изобража-
ется свободным вектором с компонентами 2GdεPij) поверхности нагружения.

Если тело изотропно, то функция нагружения (это относится также и к
функции упрочнения) зависит от компонент тензора напряжений только через
посредство инвариантов J ′2, J ′3. Учитывая, что

∂J ′2
∂σij

= sij,
∂J ′3
∂σij

= sikskj −
2

3
J ′2δij,

из ассоциированного закона течения находим, что тензоры dεPij и σij соосны.
Таким образом, полные соотношения между приращениями напряжений и

деформаций записываются в форме следующих уравнений:132

deij =
1

2G
dsij, dε =

3(1− 2ν)

E
dσ,

если f < 0 или f = 0 и d′f < 0;

deij =
1

2G
dsij +

∂f

∂σij
hd′f,

dε =
3(1− 2ν)

E
dσ,

если f = 0, df = 0, d′f ≥ 0.
Приращения параметров истории связаны с приращением пластической де-

формации в общем случае неголономными соотношениями

dχ(α)
a = Ω

(α)
a kl(σij, ε

P
ij, χ

(β)
b )dεPkl.

132В приводимых ниже уравнениях мы используем обозначения ε = εjj, σ = (1/3)σjj.
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Функция упрочнения h может быть найдена из условия непрерывности при
смещении изображающей точки вдоль траектории нагружения и одновремен-
ной непрерывной трансформации поверхности нагружения:

h = − 1(
∂f

∂εPkl
+

∂f

∂χ
(β)
b

Ω
(β)
b kl

)
∂f

∂σkl

.

С помощью этого соотношения нетрудно заключить, что

hd′f = −

∂f

∂σij
dσij(

∂f

∂εPkl
+

∂f

∂χ
(β)
b

Ω
(β)
b kl

)
∂f

∂σkl

.

При малой степени упрочнения (идеально пластическое поведение) послед-
нее отношение становится неопределенным выражением типа 0/0 и обозначает-
ся через dλ. Это — так называемый неопределенный множитель теории идеаль-
ной пластичности.

Определяющие уравнения идеального упругопластического тела с условием
текучести f(sij) = k2 формулируются в следующем виде:

deij =
1

2G
dsij, dε =

3(1− 2ν)

E
dσ,

если f(sij) < k2 или f(sij) = k2 и (∂f/∂sij)dsij < 0;

deij =
1

2G
dsij +

∂f

∂sij
dλ,

dε =
3(1− 2ν)

E
dσ,

если f(sij) = k2 и (∂f/∂sij)dsij = 0.
Частные формы определяющих уравнений теории течения получаются при

конкретизации вида функции нагружения.
Рассмотрим модель Прандтля—Рейсса (L. Prandtl, 1924 г.; A. Reuss, 1930 г.)

изотропного идеально упругопластического тела, подчиняющегося критерию
текучести Мизеса. Полные соотношения в приращениях имеют в этом случае
вид:

deij =
1

2G
dsij, dε =

3(1− 2ν)

E
dσ,

если J ′2 < k2 или J ′2 = k2 и dJ ′2 < 0;

deij =
1

2G
dsij + sijdλ,

dε =
3(1− 2ν)

E
dσ,
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если J ′2 = k2 и dJ ′2 = 0.
Пренебрегая упругими деформациями по сравнению с пластическими, по-

лучаем определяющие уравнения Леви—Мизеса (M. Levy, 1871 г.; R. von Mises,
1913 г.) для жесткопластического тела:

dεij = 0,

если J ′2 < k2 или J ′2 = k2 и dJ ′2 < 0;

dεij = sijdλ,

если J ′2 = k2 и dJ ′2 = 0.
Определяющие уравнения теории течения чрезвычайно сложны и часто при-

ходится в ущерб физической сущности теории пластичности пользоваться более
простыми соотношениями деформационной теории пластичности.

Согласно деформационной теории, переход за границу упругого поведения
определяется условием J ′2 = k2. Активное нагружение характеризуется призна-
ком dJ ′2 > 0. Определяющий закон при активном нагружении есть

eij =
sij
2G

+ Φ(J ′2)sij, ε =
σ

K
.

Определяющая функция Φ = Φ(τ) может быть найдена на основании ги-
потезы единой кривой из опытов на чистый сдвиг: если известна зависимость
γ = g(τ)τ между касательным напряжением τ и углом сдвига γ, то

Φ(τ) =
g(τ)

2
− 1

2G
.

3.4.1Б. Краевая задача математической теории пластичности
Определяющие уравнения теории течения замыкают систему уравнений и

граничных условий механики сплошных сред и тем самым позволяют корректно
сформулировать и исследовать граничную задачу об изотермическом течении
упругопластических тел.

Следует отметить, что замкнутая постановка граничной задачи должна вклю-
чать формулировку дополнительных условий на границе раздела упругой и пла-
стической зоны. В упругопластических задачах в качестве таких условий обыч-
но принимается непрерывность полного тензора напряжений и ненарушение
сплошности элемента при переходе через него границы раздела. Ниже приво-
дится формулировка граничной задачи теории течения в приращениях (подоб-
ная формулировка лучше всего выражает суть дела и наиболее приспособлена
как для последующего аналитического исследования, так и для численной реа-
лизации).

Приращения напряжений деформаций и перемещений при догружении dΛ
должны в области, определяемой конфигурацией тела, удовлетворять уравне-
ниям

∂(dσij)

∂xj
= 0,
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deij =
dsij
2G

(если f < 0, или f = 0 и d′f < 0),

deij =
dsij
2G

+ (hd′f)
∂f

∂sij
(если f = 0, df = 0, d′f ≥ 0),

dε =
dσ

K
,

dχ(α)
a = Ω

(α)
a kl(σij, ε

P
ij, χ

(β)
b )dεPkl,

2dεij =
∂(dui)

∂xj
+
∂(duj)

∂xi
,

а также граничным условиям

duk = duΓ
k (xi ∈ SU),

njdσij = dTΓ
i (xi ∈ SF ).

Характерной особенностью сформулированной граничной задачи является
ее линейность относительно приращений dσij, dεij , dui.

Если сформулированы начальные условия для напряжений, деформаций и
перемещений, то разбивая интервал возрастания параметра нагружения на до-
статочно малые отрезки и решив на каждом шаге сформулированную выше
линейную краевую задачу для приращений dσij , dεij , dui, можно затем последо-
вательным суммированием получить распределение напряжений, деформаций
и перемещений по объему тела в любом его состоянии (метод пошагового догру-
жения). Если характерный отрезок разбиения стремится к нулю, то в принципе
можно получить точное решение задачи.

Только что описанная процедура метода пошагового догружения приводит
к заключению: если для каждого шага догружения приращения dσij , dεij , dui
определяются однозначно, то поля напряжений, деформаций и перемещений в
любом состоянии тела также определяются однозначно. Кроме того, ясно, что
сформировавшиеся в результате внешнего нагружения напряжения, деформа-
ции и перемещения существенно зависят от полной истории нагружения и не
могут быть, вообще говоря, определены только по конечным значениям TΓ

i , u
Γ
i .

Первая из теорем единственности (E. Melan, 1938 г.) устанавливает един-
ственность решения граничной задачи теории упрочняющегося упругопласти-
ческого тела в приращениях. Выпуклость поверхности нагружения при этом не
требуется.

При отсутствии упрочнения приращения напряжений определяются одно-
значно, но приращения перемещений и деформаций однозначно определены
быть не могут и поэтому в рамках математической теории остаются неопре-
деленными.

Граничная задача о течении жесткопластического тела в отсутствии упроч-
нения может быть сформулирована в следующем виде:

∂σij
∂xj

= 0,
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deij = 0 (если f(sij) < k2, или f(sij) = k2 и
∂f(sij)

∂sks
dsks < 0),

deij =
∂f

∂sij
dλ, dλ ≥ 0 (если f(sij) = k2 и

∂f(sij)

∂sks
dsks = 0),

2εij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

,

uk = uΓ
k (xi ∈ SU),

njσij = TΓ
i (xi ∈ SF ).

В жесткой зоне граничная задача явно неопределенная. Еще одна особен-
ность состоит в том, что нельзя ставить условие непрерывности напряжений
и скоростей на жесткопластической границе, так как течение тела возможно,
только если пластическая часть тела скользит по жесткой. Условия на возмож-
ных поверхностях разрыва ставятся следующим образом: на границе раздела
жесткой и пластической зон равновесие элементов тела не нарушается, так же
как и их сплошность.

Для жесткопластической модели можно доказать ограниченную единствен-
ность поля напряжений (J. F. W. Bishop, 1953 г.). Предположим, что всюду
внутри жесткопластического тела построены альтернативные поля напряже-
ний, деформаций и перемещений σ∗ij, ε

∗
ij , u

∗
i и σ∗∗ij , ε

∗∗
ij , u

∗∗
i , удовлетворяющие

всем соотношениям граничной задачи и условиям сопряжения на границах (ко-
торые могут быть различными для этих наборов решений) раздела жестких
и пластических зон, тогда, если поверхность текучести строго выпукла, то в
зоне, где отличны от нуля скорости деформации хотя бы для одного решения,
напряжения совпадают: σ∗ij = σ∗∗ij .

Если поверхность текучести выпукла не строго, но кривая текучести (сече-
ние поверхности, определяемой в пространстве главных напряжений уравнени-
ем f(σ1, σ2, σ3) = k2, плоскостью σ1 + σ2 + σ3 = 0) выпукла строго, то в зоне,
где отличны от нуля скорости деформации хотя бы для одного решения, напря-
жения σ∗ij и σ∗∗ij могут различаться не более чем на шаровой тензор вида cδij ,
где c—произвольная постоянная. Если, кроме того, указанная зона примыкает
к границе тела и на этой части границы хотя бы в одной точке задан вектор
граничного поверхностного усилия TΓ

i , то c = 0 и σ∗ij = σ∗∗ij . всюду в указанной
зоне.

При исследовании течения жесткопластического тела ни пластическая, ни
жесткая зоны, ни скорости перемещений и деформаций не определяются одно-
значно. Единственным образом определяется только поле напряжений в зоне
пластического течения, да и то при условии, что поле напряжений определено
всюду, включая жесткую зону, и по нему можно построить соответствующие
согласованные поля деформаций и перемещений. Такое решение называется
полным. На практике, однако, чаще всего удается построить неполное поле на-
пряжений (поле напряжений в пластической зоне) и возникает проблема его
продолжения в жесткую зону так, чтобы в жесткой зоне и на границе раздела
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выполнялись условия равновесия и не превышался предел текучести. Общая
процедура такого продолжения (или хотя бы существование такого продолже-
ния) для сколько-нибудь широкого класса задач в настоящее время неизвестны.

Учитывая все сказанное, нетрудно заключить, что неполные решения с тео-
ретической точки зрения вообще никакой ценности не представляют. Однако
их практическая ценность часто может быть очень высокой. Так, или иначе,
но большинство задач теории трещин решены по жесткопластической схеме не
полно.

3.4.2. Приближенный анализ локализованного у вершины трещины
пластического течения

В приближенной постановке133 форма и размеры локализованной пласти-
ческой области (критерий текучести Мизеса) в окрестности вершины трещины
нормального отрыва для плоской деформации и плоского напряженного состоя-
ния определены по формулам (rp(θ) —полярный радиус границы раздела упру-
гой и пластической зоны, отсчитываемый от вершины трещины, в зависимости
от полярного угла θ)

rp(θ) =
K2
I

4πY 2

[
3

2
sin2 θ + (1− 2ν)2(1 + cos θ)

]
,

rp(θ) =
K2
I

4πY 2

(
3

2
sin2 θ + cos θ + 1

)
,

где Y —предел текучести при растяжении, ν —коэффициент Пуассона. Перехо-
дя к безразмерной величине

r̃p(θ) =
4πY 2rp(θ)

K2
I

,

можно построить упругопластическую границу (см. рис. 25, 26), определяемую
этими формулами, для различных значений коэффициента Пуассона 0 < ν <
1/2.

Зона пластичности в случае плоской деформации заметно меньше таковой
для плоского напряженного состояния. Особенно значительно отличаются их
линейные размеры вдоль линии трещины.

Критерий текучести Треска приводит к несколько иной картине локализо-
ванного пластического течения.134 Зоны пластичности, расчитанные по крите-
133Приближенная постановка задач о локализованном пластическом течении формулируется в рамках ли-

нейной механики разрушения и подразумевает, что решение в упругой области определяется только главными
членами асимптотического разложения упругого решения в окрестности вершины трещины, решение в пла-
стической зоне вообще не анализируется, а граница локализованного пластического течения определяется на
основании упругого поля напряжений и критерия текучести. Ясно, что поскольку здесь вообще речь не идет
ни о какой попытке упругопластического анализа, результаты, полученные таким образом, весьма далеки от
реальности и не могут дать надежных оценок формы и размеров зоны текучести. Следует, поэтому, всегда
помнить об ограниченной применимости результатов этого раздела.
134Интересно построить соответствующие критерию текучести Треска упругопластические границы и срав-

нить их с расчетами по критерию Мизеса. Соответствующее сравнение приводится, например, в [26], с. 90-92.
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Рис. 25. Границы пластических зон у вершины трещины нормального отрыва. Приближен-
ный анализ по критерию Мизеса: 1 — плоское деформированное состояние (ν = 1/2); 2 —
плоское напряженное состояние

рию текучести Треска имеют совсем другую форму и несколько большие раз-
меры. Граница раздела упругой и пластической зон определяется уравнением

rp(θ) =
K2
I

2πY 2 cos2 θ

2
max

{
1, (1− 2ν + sin(θ/2))2}

для плоского деформированного состояния и уравнением

rp(θ) =
K2
I

2πY 2 cos2 θ

2

(
1 + sin

θ

2

)2

—для плоского напряженного состояния.
В приближенной постановке форма и размеры локализованной пластиче-

ской области (принимается критерий текучести Мизеса) в окрестности вершины
трещины поперечного сдвига для плоской деформации и плоского напряженно-
го состояния определены по формулам

rp(θ) =
K2
II

2πY 2

[
3

(
1− 3

4
sin2 θ

)
+ (1− 2ν2) sin2 θ

2

]
,
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Рис. 26. Границы пластических зон у вершины трещины нормального отрыва. Приближен-
ный анализ по критерию Мизеса: 1 — плоское деформированное состояние (ν = 1/3); 2 —
плоское напряженное состояние

rp(θ) =
K2
II

2πY 2

[
3

(
1− 3

4
sin2 θ

)
+ sin2 θ

2

]
.

Переходя к безразмерной величине

r̃p(θ) =
2πY 2rp(θ)

K2
II

,

можно также построить упругопластическую границу, определяемую этими
формулами (см. рис. 27, 28) для различных значений коэффициента Пуассо-
на 0 < ν < 1/2.

Оценка формы и размеров области локализованной пластичности в прибли-
женной постановке для трещины антиплоского сдвига в идеально упругопла-
стическом материале приводит к формуле

rp(θ) =
K2
III

2πk2 ,
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Рис. 27. Границы пластических зон у вершины трещины поперечного сдвига. Приближенный
анализ по критерию Мизеса: 1 — плоское деформированное состояние (ν = 1/2); 2 — плоское
напряженное состояние

где k—предел текучести на сдвиг, т.е. граница между упругой и пластической
областями — окружность с центром в вершине трещины.

3.4.3. Жесткопластический предельный анализ

Теория идеальной пластичности предлагает одну очень простую и удобную
схему для оценки условий разрушения твердого тела — расчет по предельному
равновесию. Ясно, что возрастание внешних нагрузок, действующих на тело,
возможно лишь до определенного предела, поскольку внутренние напряжения
в теле не могут превзойти предела текучести. Рано или поздно тело переходит в
состояние, когда при постоянных внешних нагрузках пластические деформации
неограниченно возрастают. Об этом состоянии принято говорить как о состоя-
нии пластического разрушения или предельного равновесия. Соответствую-
щую состоянию пластического разрушения систему внешних нагрузок обычно
характеризуют как предельную. Не следует забывать, что в приближении ма-
лых деформаций не учитывается изменение геометрии границы тела а потому
определение пластического разрушения и сам расчет предельных нагрузок от-
носятся лишь к начальной стадии разрушения.
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Рис. 28. Границы пластических зон у вершины трещины поперечного сдвига. Приближенный
анализ по критерию Мизеса: 1 — плоское деформированное состояние (ν = 1/3); 2 — плоское
напряженное состояние

По большому счету для вычисления предельной нагрузки необходимо най-
ти полное решение жесткопластической задачи. Построение полного решения
жесткопластической задачи часто оказывается невозможным, так как не иссле-
дованным, как правило, остается вопрос о возможности продолжения напряже-
ний в жесткие зоны так, чтобы не превышался предел текучести, или остается
открытым вопрос об определении согласованного поля скоростей. Поэтому ис-
ключительное значение приобретает приближенный анализ предельного равно-
весия тела на основании неполных решений, статических или кинематических.
В теории пластичности разработаны специальные методы расчета, основанные
на двух основных теоремах теории предельного равновесия (см., например, [65],
с. 41-53; [48], с. 36-41; [99], с. 52-60; [283], с. 121-135).

Статически допустимое распределение напряжений, сконструированное как
в пластической, так и в жесткой зоне, позволяет дать оценку снизу для вели-
чины предельной нагрузки. Кинематически возможный механизм разрушения
и дает возможность оценить предельную нагрузку сверху. Часто оценки сверху
и снизу удается сблизить, подбирая соответствующим образом статические и
кинематические поля.
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Большое количество разнообразных примеров оценки и расчета предельных
нагрузок и богатый графический материал, представляющий сетки скольже-
ния, читатель найдет в книге [40].

Для удобства приведем здесь основные соотношения для плоского деформи-
рованного и плоского напряженного состояния идеально пластического тела.
Компактное изложение теории общей плоской задачи (включая, как частные
случаи, теорию плоской деформации и плоского напряженного состояния) име-
ется в шестой главе монографии [48].

В случае плоской деформации любой критерий текучести изотропной среды
приводится к виду

(σ11 − σ22)
2 + 4σ2

12 = 4k2.

Соотношения ассоциированного закона течения можно получить в следую-
щем виде:

2∂1v1

σ11 − σ22
=

2∂2v2

σ22 − σ11
=
∂1v2 + ∂2v1

2σ12
.

Поле напряжений в пластической зоне можно представить в форме

σ11 = σ + k cos 2θ,

σ22 = σ − k cos 2θ,

σ12 = k sin 2θ,

где σ = 1/2(σ11 + σ22), θ—угол наклона к оси x1 главной оси напряжений,
соответствующей наибольшему главному напряжению σ1.

Статические и кинематические уравнения имеют следующий вид:

∂1σ − 2k(sin 2θ∂1θ − cos 2θ∂2θ) = 0,

∂2σ + 2k(cos 2θ∂1θ + sin 2θ∂2θ) = 0;

−(∂2v1 + ∂1v2)tg2θ + (∂1v1 − ∂2v2) = 0,

∂1v1 + ∂2v2 = 0.

Обе системы гиперболичны. Характеристики уравнений статики и кинема-
тики совпадают. Дифференциальные уравнения характеристик (линий сколь-
жения) есть:

dx2

dx1
= tg

(
θ − π

4

)
,
dx2

dx1
= tg

(
θ +

π

4

)
.

Вдоль характеристик можно получить конечные соотношения (интегралы
Генки (H. Hencky, 1923 г.) для напряжений

σ

2k
− θ = const,

σ

2k
+ θ = const,

и не интегрируемые соотношения для скоростей

dv1 + tg
(
θ − π

4

)
dv2 = 0, dv1 + tg

(
θ +

π

4

)
dv2 = 0,
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или, вводя физические компоненты скорости v<1>, v<2> относительно локаль-
ного базиса, образованного характеристическими направлениями,—

dv<1> + v<2>dθ = 0, dv<2> − v<1>dθ = 0

вдоль характеристических линий.135
Рассмотрим теперь плоское напряженное состояние.136 Будем считать, что

критерий текучести принят в форме Мизеса:

σ2
11 − σ11σ22 + σ2

22 + 3σ2
12 = 3k2.

Соотношения ассоциированного закона течения имеют вид:

∂1v1

2σ11 − σ22
=

∂2v2

2σ22 − σ11
=
∂1v2 + ∂2v1

6σ12
.

Поле напряжений в пластической зоне можно представить как

σ11 = k(
√

3 cosω + sinω cos 2θ),

σ22 = k(
√

3 cosω − sinω cos 2θ),

σ12 = k sinω sin 2θ,

где, по-прежнему, θ—угол наклона главной оси напряжений, соответствующей
наибольшему главному напряжению σ1, к оси x1;

σ1,2 = 2k cos
(
ω ∓ π

6

)
.

Уравнения статики и кинематики:

(
√

3 sinω − cosω cos 2θ)∂1ω − cosω sin 2θ∂2ω+

+2 sinω(sin 2θ∂1θ − cos 2θ∂2θ) = 0,

−(
√

3 sinω + cosω cos 2θ)∂2ω + cosω sin 2θ∂1ω+

+2 sinω(cos 2θ∂1θ + sin 2θ∂2θ) = 0;

−(cosω +
√

3 sinω cos 2θ)(∂1v2 + ∂2v1) + 2
√

3 sinω sin 2θ∂1v1 = 0,

−(cosω −
√

3 sinω cos 2θ)(∂1v2 + ∂2v1) + 2
√

3 sinω sin 2θ∂2v2 = 0.

Уравнения плоского напряженного состояния гиперболичны при условии

π

6
< ω <

5π

6
135 Эти уравнения были получены Гейрингер (H. Geiringer) в 1930 г. Оригинальное изложение теории плос-

кой пластической деформации заинтересованный читатель сможет найти в книге [168].
136Уравнения плоского пластического напряженного состояния были получены и исследованы В. В. Соко-

ловским в 1946 г. Изложение результатов имеется в его монографии [158], первое издание которой вышло в
1946 г.
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и эллиптичны, если

0 ≤ ω <
π

6
,

5π

6
< ω ≤ π.

Рассмотрим далее лишь гиперболический случай.
Характеристики статической и кинематической систем совпадают и опреде-

ляются дифференциальными уравнениями:

dx2

dx1
= tg (θ − ψ) ,

dx2

dx1
= tg (θ + ψ) ,

где

tg3ψ = tgχ =

[
sin(ω + π/6)

sin(ω − π/6)

]3/2

.

Заметим, что справедливо соотношение

1√
3

ctgω = − cos 2ψ
(

0 ≤ ψ ≤ π

2

)
.

Вдоль характеристик могут быть получены конечные соотношения для на-
пряжений

θ − χ(ω) = const, θ + χ(ω) = const

и не интегрируемые уравнения для скоростей

dv1 + tg (θ − ψ) dv2 = 0, dv1 + tg (θ + ψ) dv2 = 0.

Вообще, краевые задачи теории пластического плоского напряженного со-
стояния (в отличии от плоской деформации) не имеют достаточно эффектив-
ных методов аналитического решения, и связано это прежде всего с тем, что
в пределах пластической зоны тип уравнений может изменяться, и не всегда
уравнения плоского напряженного состояния сохраняют в этой зоне гиперболи-
ческий тип, свойственный для уравнений плоской деформации.

3.4.3А. Оценка предельной нагрузки при растяжении прямоуголь-
ной пластины с надрезом

С помощью статической теоремы теории предельного равновесия можно
быстро дать оценку снизу нагрузки, необходимой для разрыва пластины с над-
резом на одной из сторон (рис. 29). Форма надреза не играет никакой роли.

Для этого достаточно построить статически допустимое поле напряжений:
в части полосы −h < x1 < 0 реализуется одноосное напряженное состояние
σ33 = Y , а в боковой зоне x1 > 0 напряжения равны нулю.

Этому статически допустимому распределению напряжений отвечает на-
грузка P∗ = hY .

3.4.3Б. Оценка предельной нагрузки при изгибе прямоугольной
пластины с надрезом

Получим, следуя [237], оценку сверху для предельного изгибающего момента
в случае изгиба прямоугольной пластины с надрезом вдоль одной из сторон
(рис. 30).
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Рис. 29. Растяжение прямоугольной пластины, надрезанной вдоль одной из сторон

Для этого рассмотрим поле скоростей при вращении жестких частей пла-
стины относительно неподвижного жесткого шарнира ADBCA так, что сколь-
жение происходит в тонком слое вдоль дуг окружностей ADB и ACB.

На основании кинематической теоремы теории предельного равновесия нахо-
дим оценку сверху для предельного изгибающего момента (в расчете на единицу
длины):

M∗ = klρ,

где l, ρ—длина и радиус дуг ADB и ACB.
Минимизировать эту верхнюю границу можно, если минимизировать вели-

чину lρ. Выражая l и ρ через центральный угол 2α указанных дуг, находим

lρ = (h2/2)α/ sin2 α.
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Рис. 30. Изолированные линии скольжения ACB и ADB как кинематически возможная си-
стема скольжения при расчете предельного состояния пластины с односторонним надрезом
(деформация изгиба)

Минимизируя по α, имеем уравнение 2α = tgα, решение которого есть α =
67◦.

Оценка сверху для предельного изгибающего момента получается тогда в
виде

M∗ = 0.69kh2.

Оценку снизу величины предельного момента получим с помощью стати-
чески допустимого распределения напряжений, предполагая, что в части пла-
стины, расположенной ниже уровня надреза, имеются два слоя толщины h/2,
причем в верхнем слое — поле одноосного сжатия величины 2k, а в нижнем—
одноосного растяжения величины 2k.

Оценка снизу, отвечающая этому статически допустимому распределению,
есть

M∗ = 1/2kh2.

3.4.3В. Оценка предельной нагрузки при растяжении прямоуголь-
ной пластины, надрезанной с двух сторон

С помощью кинематически возможного поля можно дать оценку сверху на-
грузки, необходимой для разрыва пластины, надрезанной с противоположных
сторон (рис. 31).

Кинематически возможный механизм разрушения построим, считая, что два
полуцилиндра, изображенные на рис. 31, вращаются как жесткие тела. Чита-
тель без труда найдет соответствующую верхнюю границу предельной нагруз-
ки.
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h
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Рис. 31. Кинематически возможный механизм разрушения при растяжении прямоугольной
пластины, симметрично надрезанной с двух сторон

3.4.3Г. Растяжение полосы, ослабленной угловыми вырезами и
тонкими разрезами

Полоса, ослабленная симметричными глубокими тонкими разрезами, нахо-
дится под действием растягивающей нагрузки в условиях плоского деформиро-
ванного состояния (рис. 32). Расстояние между концами разрезов есть 2h.

Поле линий скольжения элементарно. Распределение напряжений в каждой
из характерных областей определяется без труда. Так в треугольной области
COD компоненты тензора напряжений будут

σ11 = πY/2, σ12 = 0, σ22 = Y (1 + π/2).

Предельная нагрузка (в расчете на единицу длины) определяется выраже-
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Рис. 32. Растяжение симметрично надрезанной с двух сторон полосы (плоская пластическая
деформация). Изображена только симметричная часть полосы. Треугольные области ABO
и OCD— зоны равномерного напряженного состояния — соединяются посредством центриро-
ванной зоны OBC с веерообразной сеткой скольжения

нием

P∗ =
(

1 +
π

2

)
2Y h,

где Y — предел текучести тела при одноосном растяжении. Еще раз отметим,
что это значение предельной нагрузки отвечает неполному статическому реше-
нию.

Кинематика течения также проста, и распределение скоростей может быть
без труда построено (см., например, [62], с. 174).

Нетрудно заметить, что нагрузка P∗ = 2hY является нижней границей пре-
дельной нагрузки. Действительно, полагая, как и в 3.4.3A, что в средней части
полосы шириной 2h реализуется одноосное напряженное состояние (σ11 = 0,
σ12 = 0, σ22 = Y ), а в боковых зонах напряжения равны нулю, получаем ста-
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тически допустимое распределение напряжений, которому отвечает нагрузка
P∗ = 2hY .

Можно показать, что в случае полосы с угловыми вырезами раствора 2α
(рис. 33) значение предельной нагрузки, согласно неполному статическому ре-
шению, определяется формулой

P∗ =
(

1 +
π

2
− α

)
2Y h.

Сетка скольжения, изображенная на рис. 33, хорошо подтверждается экспе-
риментальными наблюдениями.

A

B

C

O
D

h

2α

Рис. 33. Растяжение полосы с симметричными угловыми вырезами (плоская пластическая
деформация). Изображена только симметричная часть полосы

Не представляет особых затруднений исследование пластического течения
пластины с симметричными угловыми надрезами в условиях плоского напря-
женного состояния (см., например, [158], с. 386-388).

Перешеек полосы пронизывает пластическая зона. Причем если надрезы
глубокие и не слишком острые, то пластические зоны от надрезов смыкаются
в центре перешейка.
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Пластическая зона у надреза состоит из трех характерных областей OAB,
OBC, OCD (см. рис. 34).137

В треугольных областях OAB и OCD реализуется одноосное растяжение:

ω =
π

3
, χ = arccos

1

3
, θ = π − α;

ω = ω̄, χ =
π

2
− α + arccos

1

3
, θ =

π

2
.

Значение константы ω̄ определяется ниже.
Сетка характеристик в областях однородного растяжения состоит из двух

семейств параллельных прямых. В области ABO равномерного растяжения,
примыкающей к свободной границе надреза, прямолинейные характеристики
наклонены к свободной границе под углом

β =
1

2
(π − arccos

1

3
) = 54◦44′.

O
x1

x2

A

B

C

D

h

α

Рис. 34. Растяжение полосы с симметричными угловыми надрезами (плоское напряженное
состояние). Изображена только правая верхняя четверть полосы

В области OBC сетка характеристик состоит из веера прямых, проходящих
через точку O, и из семейства кривых линий. Решение в этой зоне имеет форму
простой волны138 и определяется формулами

χ+ θ = π − α + arccos
1

3
, tg(θ − ψ) =

x2

x1
.

137Иная картина локализации пластических деформаций на перешейке у не слишком острых вырезов про-
анализирована в [62], c. 254-255.
138Особые решения общей плоской задачи теории идеальной пластичности в форме простых волн, имеющие

важнейшее прикладное значение, исследуются в [48], с. 133-140.

Нелинейная механика разрушения



212 Глава 3. Нелинейная механика разрушения: основные методы и результаты

Криволинейные характеристики в зоне OBC могут быть построены следу-
ющим образом. Рассмотрим несколько более широкий веер с центром в точке
O, примыкающий к зоне равномерного напряженного состояния ABO, угол
раствора которого в точности равен β = 54◦44′. Введем полярные координаты
r′, ϕ′ с центром в точке O так, что полярная ось опирается на удаленную от
зоны ABO границу веера, а полярный угол отсчитывается от указанной оси в
направлении ABO. В подобранной таким образом полярной системе координат
уравнения криволинейных характеристик есть

r′2 sinϕ′ = const.

Поле напряжений в этой системе координат определяется формулами

σr = k cosϕ′, σϕ = 2k cosϕ′, σrϕ = k sinϕ′.

Нормальные напряжения на перешейке равны

σ22 = 2k cos(ω̄ − π/6).

Поэтому предельная нагрузка получается как

P∗ = 4kh cos
(
ω̄ − π

6

)
,

где параметр ω̄ удовлетворяет уравнению[
sin (ω̄ − π/6)

sin (ω̄ + π/6)

]2/3

= tg(α− arccos(1/3)).

Приведенное только что решение остается справедливым, если выполняется
неравенство α ≥ arccos(1/3) = 70◦32′.

Если надрез достаточно острый (α < 70◦32′), то все построение вырождается
в одну линию разрыва (шейку), изображенную на рис. 35, вдоль которой

σ11 = k, σ22 = 2k.

Величина предельной нагрузки в этом случае оказывается равной P∗ = 4kh.
Линии локализованных пластических деформаций наблюдаются также при

растяжении узких прямоугольных пластин без вырезов. Если к пластине при-
кладывается медленно возрастающая нагрузка, то в момент, когда напряжения
достигают предела текучести, в пластине внезапно появляется наклонная по-
лоса, внутри которой материал пластически деформирован. В момент образо-
вания такой полосы (так называемая полоса Людерса—Чернова (Luders band),
или полоса пластического скольжения139) происходит некоторое уменьшение

139Д. К. Чернов (1839–1921 гг.) — русский ученый, создавший научные основы обработки металлов давлени-
ем. По поводу вклада Д. К. Чернова в теорию пластичности см. предисловие к книге: Томленов А. Д. Теория
пластических деформаций металлов. М.: Машгиз, 1951. 200 с.
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α > arccos
1
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1
3
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Рис. 35. Шейка при одноосном растяжении пластины с достаточно острыми угловыми над-
резами и локализация пластических деформаций при менее остром вырезе (плоское напря-
женное состояние)

нагрузки, регистрируемое приборами. Если нагрузку увеличивать, то образует-
ся вторая полоса, параллельная первой и обычно к ней примыкающая. Пласти-
на непосредственно перед разрушением может полностью покрыться полосами
Людерса. Статическая теория полос Людерса в рамках жесткопластической схе-
мы предложена в [163], с. 124-134. Предсказания этой теории следующие: при
условии пластичности Треска полосы пластического скольжения имеют наклон
±35◦16′ или ±50◦46′; при условии пластичности Мизеса полосы пластического
скольжения должны иметь наклон ±35◦16′. Результаты сравнения с экспери-
ментом также приводятся в [163].

3.4.3Д. Полоса с затупленными надрезами
Пусть полоса, симметрично надрезанная с боков, находится в условиях плос-

кого деформированного состояния. Затупление надрезов будем моделировать,
полагая, что концы надрезов имеют круговое очертание.

Поле скольжения определяется отношением расстояния между вырезами 2h
к радиусу закругления a.

Если
h

a
≤ exp

(π
2

)
− 1 = 3.81... ,

то поле линий скольжения примыкает лишь к контуру закругления (рис. 36).
Это поле образовано логарифмическими спиралями (см., например, [62],
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Рис. 36. Растяжение полосы с симметричными затупленными надрезами, имеющими круг-
лые основания (плоская пластическая деформация). Изображена только симметричная часть
полосы. Сетка скольжения CBC ′ образована логарифмическими спиралями

[158]):
rexp(±ϕ) = const,

где полярные координаты r, ϕ имеют полюс в центре закругления. На рис. 36
поле логарифмических спиралей точно построено в плоскости безразмерных
переменных x∗1 = x1/a, x

∗
2 = x2/a (это означает, что радиус затупления равен

единице) для значения отношения h/a = 2/3.
Жесткопластическая граница пересекает контур закругления так, что соот-

ветствующий радиус наклонен под углом α. Этот угол связан с величиной h
соотношением

α = ln

(
1 +

h

a

)
.

Уравнение линии скольжения CB, отделяющей жесткую зону от зоны тече-
ния, есть

r = aexp(α− ϕ).

Поле напряжений в пластической зоне будет полярно-симметричным. Рас-
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пределение напряжения σϕϕ при ϕ = 0 определяется формулой

σϕϕ = Y
(

1 + ln
r

a

)
,

где r—расстояние, отсчитываемое от центра закругления.
Предельная нагрузка согласно приведенному неполному статическому реше-

нию дается соотношением

P∗ =
(

1 +
a

h

)
ln

(
1 +

h

a

)
2Y h.

По поводу построения поля скоростей см. [158], с. 247.
Можно построить, хотя при этом рассмотрение несколько усложняется, поле

скольжения и в случае, когда выполняется неравенство

h

a
> exp

(π
2

)
− 1 = 3.81... .

Логарифмическое поле скольжения ограничено значениями α = ±π/2.
Построение поля скольжения и распределение напряжений и скоростей при-

водится в [62], с. 176.
Предельная нагрузка в этом случае вычисляется по формуле:

P∗ =
[
1 +

π

2
− a

h

(
exp

(π
2

)
− 1− π

2

)]
2Y h.

Аналогичная задача может быть решена и в случае плоского напряженного
состояния (см., например, [158], с. 385, 386).

Поле напряжений в пластической зоне вблизи кругового контура полярно
симметрично и в силу гиперболичности системы статических уравнений полно-
стью определяется формой выреза:

σrr = 2k cos(ω + π/6), σϕϕ = 2k cos(ω − π/6),

где параметр ω вычисляется через полярный радиус по формуле

r2 = a2

√
3

2 sinω
exp

[√
3
(π

3
− ω

)]
.

Сетка характеристик состоит из кривых, определяемых уравнениями

ϕ± χ(ω) = const.

Ясно, что пластические зоны уходят от края вырезов, сужаясь, вглубь пере-
шейка. Очевидно, что пластические зоны подобной формы могут быть продол-
жены с каждой стороны не далее чем на расстояние h̄, определяемое уравнением(

h̄

a
+ 1

)2

=
√

3 exp

(
π

2
√

3

)
.
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Разрешив это уравнение, находим h̄ = 1.07a.
Если h̄ < 1.07a, то пластические зоны соединяются в центре перешейка.

Предельная продольная сила вычисляется по формуле

P∗ = 4k(a+ h) cos
(
ω∗ +

π

6

)
,

в которой ω∗— значение параметра ω в месте, где характеристики пересекает
ось x1. Это значение определяется из уравнения(

h

a
+ 1

)2

=

√
3

2 sinω∗
exp

[√
3
(π

3
− ω∗

)]
.

Если h̄ > 1.07a, т.е. ширина полосы больше чем та, которая необходима для
соединения пластических зон, идущих от краев противоположных вырезов, то
у вырезов образуются две пластические зоны указанной выше формы, соеди-
ненные шейкой.

Вдоль шейки напряжения постоянны:

σ11 = k, σ22 = 2k.

Величина предельной нагрузки есть:

P∗ = 2k(a+ 2h− h̄).

Описанное только что решение подвергалось экспериментальной проверке.
Обычно отмечается, что шейка отчетливо видна при деформировании образца
в стадии, предшествующей разрушению.140

3.4.4. Оценка линейного размера зоны локализации по Ирвину

Методы механики разрушения находят применение при решении разнооб-
разных задач о прочности тел с трещинами. Ясно, что характер разрушения
определяется как типом материала, так и напряженно-деформированным со-
стоянием вблизи вершины трещины. Для тел с выраженным пределом теку-
чести у вершины трещины образуется зона локализации пластических дефор-
маций и происходит перераспределение напряжений и деформаций так, что
упругие асимптотики становятся непригодными. В частности, в случае трещи-
ны нормального отрыва это перераспределение существенным образом зависит
от того, является ли состояние деформации плоским или же реализуется плос-
кое напряженное состояние. В настоящее время существуют две простые схемы
оценки линейного размера зоны локализации пластических деформаций у вер-
шины трещины: схема Ирвина (G. R. Irwin) [258] и схема Леонова—Панасюка—
Дагдейла [85], [214].
140Приведенное решение с шейкой, соединяющей пластические зоны у краев вырезов, было подвергнуто

критике Ю. Н. Работновым [133], с. 525, 526. В опытах на титановых сплавах, механическое поведение ко-
торых очень близко к идеально упругопластическому, шейка никогда не наблюдается. Вместо пластической
перемычки в центре остается упругий ромб, стороны которого образуют углы 55◦ с осью растяжения.
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Исторически модели Леонова—Панасюка—Дагдейла предшествовало следу-
ющее правило определения размера локализованной пластической зоны c в усло-
виях маломасштабной текучести и величины раскрытия трещины δ (модель
Ирвина).

Для трещины типа I в условиях плоского напряженного состояния пере-
распределение нормальных напряжений σ22 перед вершиной трещины согласно
Ирвину приближенно можно получить, если сдвинуть сингулярную упругую
асимптотику на расстояние ρ2 вдоль линии трещины и затем срезать перенесен-
ную кривую по пределу текучести σ22 = Y (рис. 37).

σ22

x1

σ22
∞

ÛÔÛ„‡fl ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍ‡

‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl à‚ËÌ‡

ρ1 ρ2

σ22 = Y

Рис. 37. Перераспределение нормальных напряжений в зоне маломасштабной текучести у
вершины трещины типа I в условиях плоского напряженного состояния

Сохранение равновесия приводит к уравнению

ρ1∫
0

(
KI√
2πρ
− Y

)
dρ = Y ρ2,

в котором ρ1 —расстояние от вершины трещины до точки пересечения упругой
асимптотики с уровнем напряжений на пределе текучести Y :

KI√
2πρ1

= Y,

или

ρ1 =
1

2π

(
KI

Y

)2

.

Полученные соотношения позволяют заключить, что

ρ2 = ρ1.
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Следовательно, характерный линейный размер пластической зоны перед
вершиной трещины (плоское напряженное состояние) c = ρ1 + ρ2 есть

c =
1

π

(
KI

Y

)2

.

Для плоской деформации Ирвин ввел поправку [259]141:

c =
1

3π

(
KI

Y

)2

и обосновал ее экспериментальными доказательствами, измеряя длину пласти-
ческой зоны в толстых пластинах с трещиной.

Интересно сравнить размеры зоны локализации пластических деформаций
у вершины трещины нормального отрыва в условиях плоского напряженного
состояния, расчитанные на основе схемы Ирвина и Леонова—Панасюка—Даг-
дейла. В последнем случае

c = l

(
sec

πσ∞22

2Y
− 1

)
и в приближении маломаштабной текучести σ∞22/Y << 1

c =
π

8

(
KI

Y

)2

.

Таким образом, расхождение заключается в разных множителях 1/π = 0.32
и π/8 = 0.39 и не является столь существенным, особенно если учесть, что обе
расчетные схемы базируются на совершенно разных подходах.

Заметим, что для трещины антиплоского сдвига подход Ирвина приводит к
следующей оценке размера пластической зоны:

c =
1

π

(
KIII

k

)2

.

Величина ρ2, характеризующая сдвиг вперед упругой асимптотики нормаль-
ных напряжений, называется поправкой Ирвина на пластичность.142 Можно
141Схема Ирвина для случая плоской деформации формально состоит в замене в предыдущих формулах

предела текучести при одноосном растяжении Y на величину
√

3Y .
142Подчеркнем еще раз, что поправкой Ирвина можно пользоваться лишь в случае маломасштабной текуче-

сти. Концепция маломасштабного пластического течения восходит к Райсу (см., например, [148], с. 260-261).
Пластическое течение называется маломасштабным, если область пластического течения мала по сравнению
с характерными геометрическим размерами— длиной выреза, шириной ненадрезанного образца, характер-
ным линейным размером самого тела. В этом случае для исследования локализации пластических деформа-
ций у вершины трещины границу тела переносят в бесконечно удаленную точку, а саму трещину считают
бесконечно протяженной в одном из направлений. Асимптотика напряжений в бесконечно удаленной точке
в точности соответствует главному члену разложения в окрестности вершины трещины. При полномасштаб-
ной текучести исследование локализации пластических деформаций у вершины трещины следует проводить
по схеме Леонова—Панасюка—Дагдейла. Оказывается, что схема Ирвина по сравнению с моделью Леонова—
Панасюка—Дагдейла примерно на 20% недооценивает длину пластической зоны.
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также вести речь об ”эквивалентной” трещине, длина которой увеличивается
на ρ2 по сравнению с исходной. Для этой воображаемой ”эквивалентной” тре-
щины на основании формул теории упругости вычислим раскрытие её берегов в
точке, совпадающей с вершиной исходной трещины. Найденное таким образом
раскрытие трещины δ полагается приближенно равным истинному раскрытию
трещины δ.

Так предполагая, что пластическое течение является маломасштабным, и,
используя формулу для вертикального перемещения u2 из упругого решения
(плоское напряженное состояние)

u±2 = −uθ(θ = ±π) = ±κ + 1

2G
KI

√
−x1

2π
(x1 ≤ 0),

находим, что

δ = 4K2
I/(πEY ).

В случае плоской деформации аналогичная формула приобретает вид

δ̄ =
4(1− ν2)

3πE

K2
I

Y
.

3.4.5. Трещина антиплоского сдвига в идеально упругопластическом
теле

Известно, что некоторые наблюдаемые особенности развития трещин нор-
мального отрыва можно объяснить из более простых решений для антиплоской
деформации. Анализ антиплоских состояний имеет важное значение и как само-
стоятельная задача, и для предсказания тех результатов, которые можно будет
получить при исследовании более сложного случая трещины нормального от-
рыва.

Следуя [252], рассмотрим решение задачи о локализации пластических де-
формаций у вершины трещины антиплоского сдвига в неограниченном идеаль-
но упругопластическом теле.

Прежде всего заметим, что в пластической зоне, окружающей вершину тре-
щины, должны удовлетворяться уравнение равновесия

∂σ13

∂x1
+
∂σ23

∂x2
= 0,

условие текучести
σ2

13 + σ2
23 = k2,

т.е. имеется ровно два уравнения для определения двух компонент тензора на-
пряжений.

Полагая
σ13 = −k sin θ, σ23 = k cos θ,
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можно удовлетворить условию текучести, а из уравнения равновесия получить

cos θ
∂θ

∂x1
+ sin θ

∂θ

∂x2
= 0.

Это уравнение без труда интегрируется методом характеристик: угол θ не
изменяется вдоль характеристики, характеристики есть прямые вида

x2 = tgθx1 + const.

Таким образом, поле характеристик в пластической зоне имеет веерообраз-
ный характер: характеристики выходят под различными углами из вершины
трещины и— под прямым углом из ее берегов (см. рис. 38).

Соотношения ассоциированного закона течения

γ̇13 = λ̇σ13, γ̇23 = λ̇σ23,

где

γ̇13 =
∂u̇3

∂x1
, γ̇23 =

∂u̇3

∂x2

и точка обозначает дифференцирование по параметру нагружения, позволяют
получить уравнение для скорости u̇3 и установить, что характеристики стати-
ческого поля совпадают с линиями скольжения и скорость u̇3 не изменяется
вдоль характеристики.143

Вводя полярные координаты с началом в вершине трещины, можно утвер-
ждать, что напряжения в пластической зоне вблизи вершины трещины посто-
янны вдоль радиусов (рис. 38) θ = const и

σθz = k, σrz = 0, (5.1)

где k—предел текучести при сдвиге.
Тогда в силу того, что приращение смещения du3 при нагружении посто-

янно вдоль радиусов θ = const, само перемещение в пластической зоне при
монотонном нагружении также постоянно вдоль радиусов: u3 = u3(θ). Послед-
нее означает, что в зоне текучести деформации сдвига вычисляются как

εθz =
1

2r

∂u3

∂θ
. (5.2)

Обозначая через R(θ) расстояние до границы пластической зоны и замечая,
что на границе, согласно определяющему закону упругости εθz = k/2G (дефор-
мация, соответствующая началу текучести), получаем, что для деформаций
сдвига на границе области текучести

εθz =
1

2R(θ)

du3

dθ
=

k

2G
. (5.3)

143Поскольку с развитием нагружения, как это следует из только что полученного статического решения,
главные направления поля напряжений в зоне пластического течения не изменяют своей ориентации, то на-
гружение каждого элемента пластической зоны— простое. Поэтому соотношения ассоциированного закона
течения могут быть проинтегрированы по параметру нагружения и полные соотношения между напряжени-
ями и деформациями будут устанавливать просто их пропорциональность.
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R(θ)

θ
x1

x2
σrz = 0

σθz = k

Рис. 38. Веерообразное поле скольжения у вершины трещины антиплоского сдвига в идеаль-
но упругопластическом теле

Производную du3/dθ в (5.3) можно исключить, что приводит к

εθz =
k

G

R(θ)

r
, (5.4)

подстановка которого в формулу (5.3) позволяет вычислить распределение пе-
ремещений в пластической зоне

u3 =
k

G

θ∫
0

R(θ)dθ. (5.5)

Из соотношения (5.4) следует, что при наличии пластического течения сдви-
говые деформации в вершине трещины имеют особенность более сильную, чем
известная упругая сингулярность. Можно также ожидать, что в рассматрива-
емом случае имеется скачок перемещений; этот скачок должен равняться рас-
крытию трещины в направлении, перпендикулярном плоскости x1x2, и опреде-
ляться выражением

δ = u3

(π
2

)
− u3

(
−π

2

)
=
k

G

π/2∫
−π/2

R(θ)dθ, (5.6)

вытекающим из соотношения (5.5).
Если известно расстояние вдоль радиуса до упругопластической границы

R(θ), то можно полностью определить решение для пластической зоны. Это
расстояние должно быть выбрано таким образом, чтобы существовало линейно
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упругое поле напряжений, нигде не превосходящее предела текучести, соответ-
ствующее заданным нагрузкам и удовлетворяющее условиям непрерывности на
границе раздела упругой и пластической зоны.

Вне зоны пластического течения перемещение u3 удовлетворяет уравнению
Лапласа. Пермещение u3 — гармоническая функция переменной z = x1 + ix2, и
ее можно представить как мнимую часть некоторой аналитической функции

u3 =
1

G
Im[Ω(z)]. (5.7)

Из закона Гука для упругих деформаций

ε31 =
σ31

2G
, ε32 =

σ32

2G

и из соотношений Коши

2ε31 =
∂u3

∂x1
, 2ε32 =

∂u3

∂x2

имеем

σ32 + iσ31 =

(
∂

∂x2
+ i

∂

∂x1

)
Im[Ω(z)] = Ω′(z), (5.8)

откуда следует, что комбинация σ32 + iσ31 также является аналитической функ-
цией переменной z.

Теперь целесообразно рассмотреть это уравнение как утверждение, что в
упругой области z является аналитической функцией от σ32 + iσ31:

x1 + ix2 = F (ξ), (5.9)

где функция F аналитична, а безразмерное комплексное напряжение ξ равно

ξ =
σ32 + iσ31

k
. (5.10)

Такое преобразование особенно эффективно для учета граничного условия
на линии раздела упругой и пластической зон r = R(θ).144 На этой линии, ес-
ли предположить напряжения непрерывными, должно выполняться граничное
условие

σ31 = −k sin θ, σ32 = k cos θ,

и, следовательно, имеет место равенство

|ξ| = 1, (5.11)

144Справедливости ради следует отметить, что приводимая ниже оценка размера зоны локализации и ве-
личина раскрытия трещины в приближении маломасштабного пластического течения могут быть получены
вполне элементарно (см. [63], с. 258, 259), не прибегая к конформному преобразованию упругой зоны.
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из которого вытекает, что неизвестная граница пластической зоны, описывае-
мая условием текучести σ2

32 +σ2
31 = k2, отображается на дугу единичной окруж-

ности в плоскости ξ.
Граничные условия для F (ξ) вдоль границы пластической зоны записыва-

ются следующим образом: в точке границы раздела, отвечающей полярному
углу θ, ξ = e−iθ, а x1 + ix2 = R(θ)eiθ.

Таким образом,

R(θ) = e−iθF (e−iθ), (5.12)

что дает формулу для расстояния вдоль радиуса до границы раздела.
Заметим, что в плоскости переменной ξ берегам трещины x1 < 0, x2 = 0

соответствуют отрезки мнимой оси, так как на ней σ32 = 0. И наоборот, функция
F (ξ) должна быть вещественной и отрицательной, когда σ32/k = Reξ = 0.

Величина R(θ) должна быть вещественной, следовательно

Im{e−iθF (e−iθ)} = 0. (5.13)

Дальнейшие рассуждения мы продолжим, предположив, что пластическое
течение у вершины трещины является маломасштабным: напряженное состоя-
ние вдали от вершины трещины должно асимптотически описываться главным
членом упругой асимптотики вблизи вершины трещины. Отсюда следует, что

σ31 = σrz cos θ − σθz sin θ→ − KIII√
2πr

sin
θ

2
,

σ32 = σrz sin θ + σθz cos θ→ KIII√
2πr

cos
θ

2
при r→∞, или иначе

σ32 + iσ31 = ξk → KIII√
2πz

(5.14)

при |z| → ∞.
Это условие можно выразить через функцию F (ξ), определенную соотноше-

нием (5.9), следующим образом:

x1 − ix2 = F (ξ)→ K2
III

2πk2ξ2 (5.15)

при |ξ| → 0.
При отображении физической плоскости x1x2 (рис. 39) на плоскость ξ (рис.

40) бесконечно удаленные точки отображаются в начало координат, граница
пластической зоны— в дугу полуокружности, берега трещины— в отрезки мни-
мой оси.

Поскольку на берегах трещины x2 = 0, функция F (ξ) должна быть веще-
ственной на мнимой оси ξ.
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Решение, удовлетворяющее условию (5.13) на границе пластической зоны и
обеспечивающее правильное асимптотическое поведение в соответствии с (5.15),
имеет вид

F (ξ) =
K2
III

2πk2

(
1 +

1

ξ2

)
. (5.16)

sd sd sd sd sd sd sd

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⊕

ÔÎ‡ÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÁÓÌ‡

ÛÔÛ„‡fl ÁÓÌ‡

A∞

τ23
∞

τ23
∞

x1

x2

D∞

θ
R(θ)

B
C

Рис. 39. Физическая z-плоскость

Подстановка этого выражения в формулу (5.12) дает

R(θ) = c cos θ, (5.17)

где

c = R(0) =
K2
III

πk2

—диаметр пластической зоны.
С учетом соотношения (5.10) получаем выражение для напряжений в упру-

гой зоне:

σ32 + iσ31 =
KIII√

2π

(
z − K2

III

2πk2

)−1/2

. (5.18)

Деформации и смещения в пластической зоне и раскрытие трещины равны

εθz =
K2
III

2πGk

cos θ

r
, εrz = 0,

uz =
K2
III

πGk
sin θ, δ =

2K2
III

πGk
= 2

k

G
R(0).

(5.19)
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A
θ

D

C

B

1 σ23

k

−
σ13

k

Рис. 40. ξ-плоскость ”годографа”. Полукруг — образ упругой зоны при отображении z → ξ;
дуга— образ пластической зоны

Можно заметить, что пластическое течение приводит к появлению поля на-
пряжений, совпадающего с тем же сингулярным упругим полем, но сдвинутым
вперед на половину диаметра пластической зоны. Именно этот факт был уста-
новлен Ирвином для трещины типа I.

В работе [252] исследована задача о трещине антиплоского сдвига в полу-
плоскости без ограничений на нагрузки и размер пластической зоны. Размер
пластической зоны в направлении линии трещины оказался равным

c =
4lλ

π(1− λ2)

λ∫
0

t
√

(λ2 − t2)(λ−2 − t2)
1− t2 dt,

где

λ =
σ∞23

k
.

Подобная упругопластическая задача для выреза (и его предельного слу-
чая— разреза) в полосе исследована Райсом в 1966 г.145 Основной характерной
особенностью решения является то, что пластическая зона, развивающаяся от
145Читатель может найти решения этого круга задач, например, в монографии [1], с. 25-33.
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конца разреза, имеет тенденцию к сужению в поперечном направлении по мере
продвижения ее края к свободной границе полосы. Дальнейшая схематизация
такой геометрии пластической зоны позволяет предложить упрощенное пред-
ставление пластической зоны в виде отрезка, примыкающего к концу разреза.

3.4.6. Трещина антиплоского сдвига с узкой зоной локализации пла-
стических деформаций

Ниже с помощью метода годографа, следуя [68], будет дано решение за-
дачи о трещине продольного сдвига |x1| ≤ l в идеально упругопластической
среде, когда под действием напряжений дальнего поля τ∞ = τ∞32 перед верши-
ной трещины образуется узкая зона локализации пластических деформаций,
вытянутая вдоль линии трещины.

Напрашивается аналогия с моделью Леонова—Панасюка—Дагдейла [85], [214].146
Представим зону локализации в виде отрезка длины c на продолжении трещи-
ны. В пределах этого отрезка должно выполняться условие текучести

τ 2
31 + τ 2

32 = k2.

Заметим, что схема Дагдейла базируется на другом критерии пластичности, а
именно критерии Треска.

В упругой части среды напряжения и перемещения могут быть выражены
через комплексный потенциал:

τ32 + iτ31 = ω′(z), u3 =
1

G
Imω(z).

Введем новую комплексную переменную ξ по формуле

ξ = τ32 + iτ31 = ω′(z),

задавая тем самым отображение физической плоскости на плоскость ”годогра-
фа” (τ32, τ31) (рис. 41).

Ясно, что при ξ → τ∞32 отображение z = z(ξ) должно иметь особенность
вида

z2 = O

(
1

τ∞32 − ξ

)
.

Конформное преобразование z = z(ξ) без труда определяется и имеет вид

z(ξ) =
ξl(τ 2

∞ + k2)√
(k4 − τ 2

∞ξ
2)(ξ2 − τ 2

∞)
.

146Возможность применения подхода Дагдейла к задаче о трещине продольного сдвига в идеально упруго-
пластической среде оспаривается в статье [267] на том основании, что при этом в упругой зоне получаются
напряжения, превосходящие предел текучести. В этой же работе приводится анализ формы пластической
зоны у вершины трещины продольного сдвига согласно критерию Мизеса по уравнениям деформационной
теории Генки при предположении, что в процессе нагружения не происходит локальных разгрузок.
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Рис. 41. Физическая плоскость и плоскость ”годографа” в задаче об узкой зоне локализации
пластических деформаций перед вершиной трещины типа III

Поскольку

z(k) = l + c =
k2 + τ 2

∞
k2 − τ 2

∞
,

то длина пластической зоны есть

c = l
2τ 2
∞

k2 − τ 2
∞
.
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Для раскрытия трещины получаем формулу

δ = −lk
2 + τ 2

∞
Gτ 2
∞

(
ln
k − τ∞
k + τ∞

+
2kτ∞
k2 + τ 2

∞

)
.

Для малых значений отношения τ∞32 /k, что соответствует маломасштабной
текучести, длина пластической зоны вычисляется как

c = l
2τ 2
∞
k2 =

2K2
III

πk
(KIII = τ∞32

√
πl).

3.4.7. Напряжения в окрестности вершины трещины нормального от-
рыва в условиях плоского деформированного состояния в иде-
ально пластическом теле

Целью настоящего раздела будет исследование полей напряжений и дефор-
маций в непосредственной окрестности вершины трещины в идеально пласти-
ческом теле в условиях плоской деформации.147 Основные соотношения теории
пластического плоского деформированного состояния были рассмотрены выше,
в разделе 3.4.3.

Если упругие деформации несжимаемы и пластическая зона полностью окру-
жает вершину трещины, то задача формально статически определима и можно
использовать сетку скольжения (см. рис. 32), известную из жесткопластиче-
ского анализа течения у разрезов (см. раздел 3.4.3Г), и построить, хотя бы
частично, поле напряжений у вершины трещины. Правда не известно, до ка-
ких пределов можно использовать эту сетку, поскольку не известно положение
границы раздела упругой и пластической зон. На самом деле задача о локали-
зованном пластическом течении у вершины трещины нормального отрыва не
является статически определимой.148 Действительно, граница локализованного
пластического течения, как показывают данные экспериментов,149 может резко
поворачивать по направлению к вершине трещины. Но это означает, что одна
и та же характеристика в пределах одной и той же пластической зоны может
дважды подходить к упругопластической границе. Последнее обстоятельство
чрезвычайно важно, поскольку в этом случае, на основании теоремы Хилла
([172], с. 278), можно заключить, что одних лишь уравнений для напряжений
недостаточно для определения напряжений и границы текучести.
147В рамках такого подхода трещину можно считать полубесконечной, а истинные граничные условия на-

гружения тела с трещиной заменяются асимптотическими условиями в бесконечно удаленной точке.
148По поводу термина ”статически определимая задача” и смысла, который в него вкладывается разными ав-

торами см. [172], с. 158-159, с. 278-280. В [62] (с. 259) используется термин ”локально статически определимая
задача”.
149Определение формы зоны текучести у вершины трещины нормального отрыва, несмотря на многочислен-

ные теоретические и экспериментальные исследования, нельзя считать завершенным. Интересная дискуссия
и библиографические данные по этому поводу имеются в [26], с. 90-94. В целом можно считать установлен-
ным, что зона текучести у вершины трещины нормального отрыва по форме напоминает ухо (так называемое
”пластическое ухо”). Наиболее удаленная от вершины трещины точка границы текучести расположена на
луче, наклоненном под углом примерно 70◦. Обзор результатов экспериментальных исследований дан в [117],
с. 148-159.
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Приводимый в этом разделе анализ (это относится также и к разделам 3.4.8,
3.4.9) следует рассматривать лишь как приближенный, поскольку речь не идет
о полном решении упругопластической задачи: поле напряжений в упругой
зоне, окружающей локализованную зону текучести вообще исследоваться не
будет. Поэтому нет возможности определить, более или менее точно, границу
локализованной текучести.

Численный анализ локализации пластических деформаций и форма зоны
текучести у вершины полубесконечной трещины нормального отрыва в идеаль-
но пластическом теле, как в условиях плоского напряженного состояния, так и
в условиях плоской деформации, проведен, например, в работе [117], с. 159-182.
Это исследование реализовано методом конечных элементов по соотношениям
деформационной теории пластичности. В этой работе читатель может найти
богатый графический материал, иллюстрирующий результаты численного ана-
лиза.

Пусть среда в непосредственной окрестности вершины трещины находится
в состоянии идеальной текучести. Любое условие текучести при плоском дефор-
мированном состоянии приводится, как известно, к условию текучести Мизеса

T =
√

3k. (7.1)

Вычисляя интенсивность напряжений T , можно получить

(σ11 − σ22)
2 + 4σ2

12 = 4k2. (7.2)

К условию текучести (7.2) следует присоединить также два дифференци-
альных уравнения равновесия, которые в предположении отсутствия объемных
сил принимают вид

∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2
= 0,

∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2
= 0. (7.3)

Если на границе тела заданы напряжения (в случае трещины необходимо за-
дать условия отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины), то сфор-
мулирована полная система уравнений для определения напряженного состо-
яния (независимо от деформаций). Краевые задачи такого типа называются
статически определимыми.150

Воспользуемся тем обстоятельством, что напряженное состояние может быть
найдено без рассмотрения деформаций и исследуем его, переходя к полярной
системе координат r, ϕ с центром в вершине трещины.

Дифференциальные уравнения равновесия и условие текучести в полярной

150По этой причине в рассматриваемой задаче граничные условия на бесконечности не формулируются и
исследуется лишь непосредственная окрестность вершины трещины. Здесь также необходимо отметить, что
решение статически определимой задачи не является полным, поскольку не исследуется кинематика течения:
условия совместности не формулируются, и после нахождения поля напряжений, вообще говоря, не известно,
существует ли соответствующее ему совместное поле деформаций.
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системе координат имеют вид

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrϕ
∂ϕ

+
σrr − σϕϕ

r
= 0,

∂σrϕ
∂r

+
1

r

∂σϕϕ
∂ϕ

+
2σrϕ
r

= 0,

(σrr − σϕϕ)2 + 4σ2
rϕ = 4k2.

(7.4)

Граничные условия есть условия отсутствия поверхностных усилий на бере-
гах трещины:

σϕϕ(r, ϕ = π) = 0, σrϕ(r, ϕ = π) = 0. (7.5)

В силу симметрии задачи можно перейти к изучению одной из полуплос-
костей, дополняя граничные условия на одном из берегов трещины условиями
симметрии:

σrϕ(r, ϕ = 0) = 0,
∂σrr
∂ϕ

(r, ϕ = 0) = 0. (7.6)

Решение краевой задачи (7.4)–(7.6) хорошо известно и приведено, например,
в [62], [148].

Получим распределение напряжений иным способом. Поскольку в идеально
пластическом материале напряжения ограничены и не могут превзойти пре-
дела текучести k (это обстоятельство исключает отрицательную степень r в
асимптотическом разложении поля напряжений в окрестности вершины трещи-
ны, положительные степени должны отсутствовать, так как изучаемый матери-
ал является идеально пластическим и, следовательно, напряжения при r → 0
должны стремиться к конечному пределу), то можно разыскивать напряжения
в окрестности вершины трещины в виде разложения по собственным функциям:

σij(r, ϕ) = σ
(0)
ij (ϕ) + O(rα) (α > 0),
r → 0.

(7.7)

Асимптотическое представление напряжений (7.7) на самом деле, после от-
брасывания члена O(rα), становится точным и устанавливает, что компоненты
тензора напряжений не изменяются вдоль радиальных лучей, исходящих из
вершины трещины, что соответствует действительному положению дел. Как
известно, распределение напряжений в пластической зоне у вершины трещины
получается компоновкой равномерных полей и поля, представляющего собой
простую волну. В зоне простой волны радиальные лучи, исходящие из вершины
трещины, являются характеристиками, вдоль которых напряжения не изменя-
ются. Именно поэтому присутствие слагаемого O(rα) в формуле (7.7) — чисто
номинальное.
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Подставляя (7.7) в разрешающую систему уравнений (7.4) и пренебрегая
малыми при r → 0 величинами, приходим к следующей системе обыкновенных
дифференциальных уравнений:

dσ
(0)
rϕ

dϕ
+ σ(0)

rr − σ(0)
ϕϕ = 0,

dσ
(0)
ϕϕ

dϕ
+ 2σ(0)

rϕ = 0

(7.8)

и алгебраическому условию

(σ(0)
rr − σ(0)

ϕϕ)2 + 4(σ(0)
rϕ )2 = 4k2. (7.9)

Условие текучести будет тождественно выполнено, если положить

σ(0)
rr = σ(0)(ϕ)− k cos 2θ(0)(ϕ),

σ(0)
ϕϕ = σ(0)(ϕ) + k cos 2θ(0)(ϕ), (7.10)

σ(0)
rϕ = k sin 2θ(0)(ϕ),

где σ(0)(ϕ) и θ(0)(ϕ) —функции, подлежащие определению.
Исследование системы уравнений (7.8), (7.9) вместе с граничными условия-

ми на берегу трещины, условиями симметрии на ее продолжении и представле-
нием (7.10) приводит к следующему распределению напряжений в окрестности
вершины трещины нормального отрыва в условиях плоского деформированно-
го состояния:

0 ≤ ϕ ≤ π/4

σrr =
1

2
+
π

2
− 1

2
cos 2ϕ, σϕϕ =

1

2
+
π

2
+

1

2
cos 2ϕ, σrϕ =

1

2
sin 2ϕ;


π/4 ≤ ϕ ≤ 3π/4

σrr = σϕϕ = −ϕ +
1

2
+

3π

4
, σrϕ =

1

2
;

(7.11)


3π/4 ≤ ϕ ≤ π

σrr =
1

2
+

1

2
cos 2ϕ, σϕϕ =

1

2
− 1

2
cos 2ϕ, σrϕ = −1

2
sin 2ϕ.

В приведенных формулах компоненты тензора напряжений отнесены к вели-
чине 2k и верхний символ (0) опущен, тем более, что первое слагаемое в (7.7) по
существу дает точное распределение напряжений. Полученное распределение
напряжений показано на рис. 42.
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Рис. 42. Угловое распределение компонент тензора напряжений в окрестности вершины тре-
щины нормального отрыва в условиях пластического плоского деформированного состояния

Поле линий скольжения вблизи вершины трещины состоит из двух областей
равномерного напряженного состояния, соединенных посредством центрирован-
ных зон OCB и OB′C ′ с веерообразной сеткой скольжения (рис. 43).

Приближенный анализ поля деформаций по соотношениям деформацион-
ной теории пластичности в предположении несжимаемости материала приведен
в [313]. Принятые предположения и найденное выше поле напряжений позволя-
ют качественно исследовать деформации в веерообразной области (рис. 43), где
концентрация деформаций будет наибольшей. Для π/4 ≤ ϕ ≤ 3π/4 справедли-
во равенство σrr = σϕϕ. Откуда следует, что внутри этой области εrr = εϕϕ = 0.

Следует также отметить, что в областях равномерного напряженного состо-
яния распределение деформаций остается неизвестным. Тем не менее, в центри-
рованной зоне из кинематических соотношений, связывающих деформации и
перемещения, и условий εrr = εϕϕ = 0 может быть найдена структура поля
перемещений, а именно:

ur = f ′(ϕ), uϕ = −f(ϕ) + g(r). (7.12)
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Рис. 43. Система скольжения (согласно неполной схеме анализа) в окрестности вершины тре-
щины нормального отрыва в условиях пластического плоского деформированного состояния

Сдвиговая деформация вычисляется по формуле

2εrϕ =
1

r

∂ur
∂ϕ

+
∂uϕ
∂r
− uϕ

r
=
f ′′(ϕ) + f(ϕ)

r
+ g′(r)− g(r)

r
. (7.13)

Перейдем теперь к анализу деформаций и перемещений в непосредственной
близости от вершины трещины. Ясно, что смещения стремятся к нулю при под-
ходе к вершине трещины вдоль оси x1. Далее, предполагая, что деформации в
области OCDC ′ ограничены, находим, что ur → 0, uϕ → 0 при r → 0 вдоль
луча ϕ = π/4. Следовательно, предположение о том, что сильная концентра-
ция деформаций может быть только в веерообразной зоне,151 а в зоне OCDC ′
деформации ограничены, приводит к тому, что деформация сдвига в этой зоне
определяется выражением (в непосредственной окрестности вершины трещины
f(π/4) = f ′(π/4) = 0, а в самой вершине g(0) = 0 и значение g′(0) конечно
[148]):

εrϕ =

√
3

2
Γ0
R(ϕ)

r
,

где Γ0 есть интенсивность деформаций, соответствующая пределу пропорцио-
нальности (или пределу текучести k); функция R(ϕ) определяется уравнением√

3Γ0R(ϕ) = f ′′(ϕ) + f(ϕ).
151Заметим, что данный в работе [313] анализ является приближенным (кинематика течения исследуется

лишь в непосредственной окрестности вершины трещины и только в веерообразных зонах скольжения), а
также не учитывает того, что в областях равномерного напряженного состояния вполне допустимо наличие
некоторой более слабой особенности поля деформаций. Полное исследование кинематики течения у вершины
трещины, по-видимому, отсутствует.
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Вычислим далее инвариантный J-интеграл, производя интегрирование вдоль
окружностей малого радиуса с центром в вершине трещины. Если предполо-
жить, что деформации ограничены в зонах равномерного напряженного состо-
яния, примыкающих к свободным берегам трещины, то равномерные напряжен-
ные состояния не дают вклада в величину J-интеграла. Используя соотношения
(7.11) для напряжений и формулы (7.12) для перемещений, вычислим инвари-
антный J-интеграл [313], [148]

J = 2
√

3kΓ0

3π/4∫
π/4

R(ϕ) [cosϕ+ (1 + 3π/2 − 2ϕ) sinϕ] dϕ,

или

J = 2k

3π/4∫
π/4

du2(r = 0, ϕ)

dϕ
[ctgϕ+ (1 + 3π/2 − 2ϕ)] dϕ. (7.14)

Если значение J-интеграла известно в зависимости от приложенных нагру-
зок, то полученную формулу можно использовать для приближенной оценки
размера пластической зоны и величины раскрытия трещины.

3.4.8. Напряжения в окрестности вершины трещины нормального от-
рыва в условиях плоского напряженного состояния в идеально
пластическом теле

Пластическая зона у вершины трещины нормального отрыва в условиях
плоского напряженного состояния не всегда может моделироваться по схеме
Дагдейла [214]152 узкой полосой на продолжении трещины, поскольку для неко-
торых металлов экспериментально наблюдалась иная картина локализации пла-
стических деформаций. Кроме того, не стоит забывать, что схема Дагдейла
основана на использовании критерия текучести Треска. Ясно, что интерес так-
же представляет расчет локализации пластических деформаций у вершины тре-
щины нормального отрыва при условии текучести в форме Мизеса. В этом раз-
деле обсуждается схема ”диффузионного” пластического течения у вершины
трещины, предложенная в [254].

Основные соотношения теории пластического плоского напряженного состо-
яния были рассмотрены выше, в разделе 3.4.3. В разделе 3.4.3Г приведено
решение задачи о распределении напряжений у вырезов в растягиваемой поло-
се в условиях плоского напряженного состояния.

Определим напряженное состояние в окрестности вершины трещины типа
I в условиях плоского напряженного состояния, когда начало текучести соот-
ветствует условию Мизеса, исследуя вновь статически определимую задачу, со-
152Модель Дагдейла локализации пластических деформаций у вершины трещины нормального отрыва в

упруго идеально пластическом теле в условиях плоского напряженного состояния в деталях будет рассмот-
рена ниже, в 3.6.
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стоящую в отыскании решения системы дифференциальных уравнений раздела
3.4.3 для случая плоского напряженного состояния.

Условие текучести Мизеса при плоском напряженном состояния имеет фор-
му

σ2
rr − σrrσϕϕ + σ2

ϕϕ + 3σ2
rϕ = 3k2. (8.1)

Условие текучести, в частности, удовлетворяется, если положить

σrr = k cosϕ, σϕϕ = 2k cosϕ σrϕ = k sinϕ. (8.2)

Эти соотношения определяют решение для напряжений (см. [62], с. 237, 238)
в веерообразной области простой волны с криволинейными характеристиками
вида r2 sinϕ = const, примыкающей к области равномерного напряженного
состояния. Для декартовых компонент напряжений, связанных с физическими
компонентами σrr, σrϕ, σϕϕ формулами

σ11 = σrr cos2 ϕ + σϕϕ sin2 ϕ− σrϕ sin 2ϕ,

σ22 = σrr sin2 ϕ+ σϕϕ cos2 ϕ + σrϕ sin 2ϕ,

σ12 =
1

2
(σrr − σϕϕ) sin 2ϕ + σrϕ cos 2ϕ,

при этом справедливы формулы

σ11 = k cos3 ϕ, σ22 = k cosϕ(2 + sin2 ϕ), σ12 = −k sin3 ϕ. (8.3)

Заметим, что полярная ось ϕ = 0 является асимптотической линией криво-
линейного семейства характеристик и соответствует параболическому вырож-
дению уравнений статики плоского напряженного состояния. Компоненты на-
пряжений на указанной оси вычисляются в виде σrr = k, σϕϕ = 2k.

Известно [254] и иное представление компонент тензора напряжений, позво-
ляющее удовлетворить условию текучести

σrr = a+ b cos 2θ(ϕ) + c sin 2θ(ϕ),

σϕϕ = a− b cos 2θ(ϕ) − c sin 2θ(ϕ), (8.4)
σrϕ = −b sin 2θ(ϕ) + c cos 2θ(ϕ),

где a, b, c— такие постоянные, что

a2 + 3b2 + 3c2 = 3k2. (8.5)

Полагая, что у вершины трещины напряжения имеют при r → 0 асимпто-
тику вида

σij(r, ϕ) = σ
(0)
ij (ϕ) + O(rα) (α > 0) (8.6)

и подставляя (8.6) в дифференциальные уравнения равновесия и условие те-
кучести, можно получить поле напряжений в окрестности вершины трещины в
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идеально пластическом теле. На самом деле (ср. с (7.7)) первый член асимптоти-
ки (8.6) уже дает точное распределение напряжений и присутствие слагаемого
O(rα) в этой формуле чисто номинально.

Необходимо отметить, что найти решение задачи, удовлетворяющее гранич-
ным условиям на берегу трещины и условиям симметрии на продолжении тре-
щины, используя лишь одно из представлений (8.2) или (8.4), не удается. По-
этому предполагается, что поле напряжений описывается формулами (8.2), или
(8.4), в различных характерных областях153 полуплоскости 0 ≤ ϕ ≤ π. Гра-
ницы областей определяются из условия непрерывности компонент тензора на-
пряжений σrϕ и σϕϕ при переходе через эти границы. Компонента σrr может, в
принципе, претерпевать разрыв.

Установлено, что существуют три характерные клинообразные области (см.
рис. 44) с границами ϕ = ϕob и ϕ = ϕoc. В области 0 < ϕ < ϕob решение
имеет форму простой волны (8.2). В областях ϕob < ϕ < ϕoc и ϕoc < ϕ < π
реализуется равномерное напряженное состояние, и поле напряжений опреде-
ляется формулами (8.4). В секторе ϕoc < ϕ < π, примыкающем к свободному
от нагрузок берегу трещины, напряжения без труда определяются и, следова-
тельно, постоянные a, b, c известны. В секторе же ϕob < ϕ < ϕoc необходимо
определить другой набор констант a, b, c.

Условия непрерывности компонент тензора напряжений σrϕ, σϕϕ на лучах
ϕ = ϕob и ϕ = ϕoc выполняются за счет выбора постоянных a, b, c и поло-
жений ϕob, ϕoc. Действительно, на пять постоянных a, b, c, ϕob, ϕoc накладыва-
ются пять условий: требование (8.5) и четыре условия, следующих из непре-
рывности компонент тензора напряжений σrϕ, σϕϕ при переходе через границы
ϕ = ϕob и ϕ = ϕoc рассматриваемых характерных областей.

Если теперь удовлетворить двум условиям непрерывности при ϕ = ϕoc за
счет выбора постоянных a, b, c в решении для напряжений в секторе ϕob < ϕ <
ϕoc, связанных также уравнением (8.5), то величины углов ϕoc и ϕob в итоге
находятся из условий непрерывности при ϕ = ϕob:

2√
3

cosϕob =
1

4
(−1 + 3 cos 2ϕoc)−

−1

4
(1 + cos 2ϕoc) cos 2 (ϕob − ϕoc)−

1

2
sin 2ϕoc sin 2 (ϕob − ϕoc) ,

1√
3

sinϕob = −1

4
(1 + cos 2ϕoc) sin 2 (ϕob − ϕoc) +

+
1

2
sin 2ϕoc cos 2 (ϕob − ϕoc) .

(8.7)

Численное решение приведенной системы тригонометрических уравнений
есть ϕob = 79, 7◦ и ϕoc = 151, 4◦.

Распределение напряжений в окрестности вершины трещины нормального
отрыва в условиях плоского напряженного состояния в упругом идеально пла-
стическом материале, подчиняющемся критерию текучести Мизеса, в каждой
153Ясно, что решения уравнений в каждой из характерных областей должны иметь форму простых волн

так, как это было при исследовании пластического течения у вырезов (см. раздел 3.4.3Г).
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Рис. 44. Поле характеристик в окрестности вершины трещины нормального отрыва в усло-
виях пластического плоского напряженного состояния (модель ”диффузионного” течения)

из трех характерных клинообразных областей задается формулами (далее ком-
поненты тензора напряжений относятся к величине

√
3k, где k—предел теку-

чести на сдвиг и символ (0) опускается, тем более, что нулевое приближение и
есть точное распределение напряжений) [254]:


0 ≤ ϕ ≤ ϕob, ϕob = 79, 7◦

σϕϕ = 2σrr =
2√
3

cosϕ, σrϕ =
1√
3

sinϕ;



ϕob ≤ ϕ ≤ ϕoc, ϕoc = 151, 4◦

σrr =
1

4
(−1 + 3 cos 2ϕoc)+

+
1

4
(1 + cos 2ϕoc) cos 2(ϕ− ϕoc) +

1

2
sin 2ϕoc sin 2(ϕ− ϕoc),

σϕϕ = −σrr +
1

2
(−1 + 3 cos 2ϕoc),

σrϕ = −1

4
(1 + cos 2ϕoc) sin 2(ϕ− ϕoc) +

1

2
sin 2ϕoc cos 2(ϕ− ϕoc);
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ϕoc ≤ ϕ ≤ π

σrr = −1

2
(1 + cos 2ϕ), σϕϕ = −1

2
(1− cos 2ϕ),

σrϕ =
1

2
sin 2ϕ.

Полученное распределение напряжений показано на рис. 45. Видно, что на-
пряжения σrr разрывны при ϕ = ϕoc.

0 �1 ½2 ¼3
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    σ ϕr
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Рис. 45. Угловое распределение компонент тензора напряжений в окрестности вершины тре-
щины нормального отрыва в условиях пластического плоского напряженного состояния (мо-
дель ”диффузионного” течения)

Для декартовых компонент напряжений в секторах равномерного напряжен-
ного состояния ϕob < ϕ < ϕoc и ϕoc < ϕ < π можно получить соответственно
значения

σ11 = 0.0057k, σ22 = 0.5307k, σ12 = −0.9524k;

σ11 = −
√

3k, σ22 = σ12 = 0.
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Поле характеристик, соответствующих локальному пластическому течению
вблизи вершины трещины, изображено на рис. 44. Линия трещины является
асимптотической линией криволинейных характеристик в области центриро-
ванного поля 0 < ϕ < ϕob, для которого решение уравнений равновесия имеет
форму простой волны.

Решение будет полным, если исследована также и кинематика течения. Од-
нако даже при предположении о несжимаемости материала удается получить
асимптотику поля упругопластических деформаций только в секторе 0 ≤ ϕ ≤
ϕob, где концентрация пластических деформаций наибольшая. Внутри этого
сектора деформации имеют особенность вида r−1 при приближении к вершине
трещины. Определение поля деформаций в оставшихся зонах встречает боль-
шие трудности и до сих пор, по-видимому, не проведено.

3.4.9. Напряжения в окрестности вершины трещины поперечного сдви-
га в условиях плоского деформированного состояния в идеаль-
но пластическом теле

Для исследования напряженного состояния в окрестности вершины трещи-
ны поперечного сдвига в идеально пластическом теле можно применить анало-
гичный ранее использованному подход. Очевидно, что разрешающая система
уравнений будет идентичной рассмотренной в разделе 3.4.7, однако условия
симметрии на продолжении линии трещины для этого типа трещины иные:

σϕϕ(r, ϕ = 0) = 0, ur(r, ϕ = 0) = 0. (9.1)

Условия симметрии можно сформулировать в напряжениях:

σϕϕ(r, ϕ = 0) = 0, σrr(r, ϕ = 0) = 0. (9.2)

Распределение напряжений в окрестности вершины трещины поперечного
сдвига в условиях плоской деформации в упругом идеальнопластическом мате-
риале задается формулами (компоненты тензора напряжений относятся к вели-
чине 2k, где k—предел текучести на сдвиг) [254]:

 0 ≤ ϕ ≤ α1, α1 = π/8 + 1/4

σϕϕ = σrr = −ϕ, σrϕ = 1/2;
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α1 ≤ ϕ ≤ α2, α2 = 5π/8 + 1/4

σrr = −1

4
− π

8
− 1

2
cos

(
2ϕ +

π

4
− 1

2

)
,

σϕϕ = −1

4
− π

8
+

1

2
cos

(
2ϕ +

π

4
− 1

2

)
,

σrϕ =
1

2
sin

(
2ϕ +

π

4
− 1

2

)
;


α2 ≤ ϕ ≤ 3π/4

σϕϕ = σrr = ϕ− 1

2
− 3π

4
, σrϕ = −1

2
;


3π/4 ≤ ϕ ≤ π

σrr = −1

2
(1 + cos 2ϕ) , σϕϕ = −1

2
(1− cos 2ϕ) , σrϕ =

1

2
sin 2ϕ.

Полученное распределение напряжений показано на рис. 46.
Поле линий скольжения в окрестности вершины трещины изображено на

рис. 47.
Для получения полного решения необходимо исследовать деформации в пла-

стической области. Однако, как и в предыдущих случаях, удается найти лишь
асимптотику поля деформаций в веерообразных областях в случае несжимае-
мого материала. По аналогии с задачей о трещине нормального отрыва в усло-
виях плоского деформированного состояния устанавливается, что наибольшая
концентрация деформаций наблюдается в веерообразных областях скольжения.
Пластические деформации в окрестности вершины трещины имеют особенность
вида r−1 в секторах 0 ≤ ϕ ≤ α1 и α2 ≤ ϕ ≤ 3π/4.

3.5. Применение канонического преобразования в задачах
о локализованной плоской пластической деформации

Теория плоской деформации является одним из наиболее полно разработан-
ных разделов теории пластичности.

Методы интегрирования уравнений плоской задачи теории идеальной пла-
стичности достаточно развиты и изложены, например, в монографиях [172],
[48], [158], [62], [27]. Имеется широкий арсенал аналитических, приближенных и
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Рис. 46. Угловое распределение компонент тензора напряжений в окрестности вершины тре-
щины поперечного сдвига в условиях пластического плоского деформированного состояния

численных методов решения краевых задач, к которым приводит расчет плос-
кой пластической деформации. Именно поэтому попытка анализа локализации
пластических деформаций в условиях плоского деформированного состояния
имеет наибольшие шансы на успех.

Локализация пластических деформаций на перешейке в условиях плоского
деформированного состояния может быть проанализирована на основе метода
годографа, применение которого позволяет получить распределение напряже-
ний в аналитической форме [134].154 Эта же задача о концентрации напряжений
у вырезов в полосе другим методом исследовалась В. В. Соколовским [158], с.
245-255.155

154Сущность этого метода заключается в преобразовании уравнений плоской задачи к криволинейным ко-
ординатам, подобранным таким образом, что координатные линии совпадают с траекториями главных на-
пряжений. Соотношения плоской задачи могут быть проинтегрированы вдоль линий главных напряжений, в
результате чего может быть получено каноническое (сохраняющее площадь) отображение физической плос-
кости течения на вспомогательную плоскость, причем геометрия течения при этом становится очень простой.
Каноническое преобразование определяется через посредство производящей функции, которая в свою оче-
редь является интегралом одного точно линеаризуемого нелинейного уравнения в частных производных.
Изложение в основном следует работе [134], которая по существу является проекцией на двумерный случай
более общего подхода, предложенного в [135].
155Как было указано В. В. Соколовским, применение модели жесткопластического тела при исследовании

локализации пластических деформаций при растяжении полосы с вырезами допустимо далеко не всегда.
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x1

x2

O

ϕ = α1

ϕ = α2

ϕ =
3π
4

Рис. 47. Поле линий скольжения (согласно неполной схеме анализа) в окрестности вершины
трещины поперечного сдвига в условиях пластического плоского деформированного состоя-
ния

Локализация пластических деформаций в пределах шейки растягиваемого
образца в осесимметричной постановке исследовалась Н. Н. Давиденковым и
Н. И. Спиридоновой (1945 г.), а также Бриджменом (P. W. Bridgman) пример-
но в это же время. Ими были получены приближенные формулы для оценки
концентрации напряжений, включающие один неизвестный элемент — кривизну
контура шейки в точке его пересечения с минимальным сечением. Изложение
результатов по этому вопросу имеется в монографии [172], c. 312-316.

3.5.1. Канонические переменные плоской задачи теории пластично-
сти

Основные уравнения теории плоской пластической деформации, их характе-
ристики и соотношения вдоль характеристик уже приводились выше в разделе
3.4.3. Здесь мы ограничимся лишь минимально необходимыми общими уравне-
ниями.

В условиях плоского деформированного состояния в пределах пластической
зоны компоненты тензора напряжений определяются соотношениями Леви:

σ11 = σ + k cos 2θ, σ22 = σ − k cos 2θ, σ12 = k sin 2θ, (1.1)

где σ = (σ1 + σ2)/2, θ—угол наклона главной оси тензора напряжений, соот-
ветствующей наибольшему собственному значению тензора напряжений, к оси
x1, k = Y/2.

Расчет по жесткопластической схеме дает приемлемые результаты только когда жесткие зоны не затрудняют
развитие пластических зон, а пластические деформации значительно превосходят упругие по величине.
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Уравнения равновесия в случае плоской пластической деформации имеют
вид [158]:

∂σ

∂x1
− 2k

[
sin 2θ

∂θ

∂x1
− cos 2θ

∂θ

∂x2

]
= 0,

∂σ

∂x2
+ 2k

[
cos 2θ

∂θ

∂x1
+ sin 2θ

∂θ

∂x2

]
= 0.

(1.2)

В области пластического течения введем ортогональные криволинейные ко-
ординаты

x1 = f(q1, q2), x2 = h(q1, q2) (1.3)

так, чтобы линии q2 = const были фазовыми кривыми поля главных направ-
лений, соответствующих наибольшему собственному значению тензора напря-
жений. Обозначив далее через h1, h2 параметры Ламе указанной системы коор-
динат, можно показать, что в новых координатах уравнения равновесия (1.2)
примут следующий вид:

∂

∂q1 (σ + 2k ln h2) = 0,

∂

∂q2 (σ − 2k ln h1) = 0.

(1.4)

Эта система уравнений без труда интегрируется, и общий интеграл можно
записать в форме: h1h2 = f1(q

1)f2(q
2).

Отображающие функции (1.3) необходимо удовлетворяют следующей нели-
нейной системе уравнений в частных производных:

∂f

∂q1

∂f

∂q2 +
∂h

∂q1

∂h

∂q2 = 0,

∂f

∂q1

∂h

∂q2 −
∂h

∂q1

∂f

∂q2 = ±f1(q
1)f2(q

2).

Можно затем подобрать замену независимых переменных q1 = q1(ξ, η), q2 =
q2(ξ, η) так, чтобы в новых переменных ξ, η отображающие функции

x1 = f(ξ, η), x2 = h(ξ, η) (1.5)

удовлетворяли системе уравнений

∂f

∂ξ

∂f

∂η
+
∂h

∂ξ

∂h

∂η
= 0,

∂f

∂ξ

∂h

∂η
− ∂h

∂ξ

∂f

∂η
= −1,

(1.6)

которая, поскольку согласно второму из уравнений последней системы опреде-
литель Якоби отображения (1.5) по абсолютной величине равен единице, уста-
навливает каноничность отображения, определяемого формулами (1.5): отобра-
жение сохраняет площади и изменяет направления обхода контуров.
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Заметим также, что система уравнений (1.6) антисимметрична при переста-
новке независимых переменных.

Введем производящую функцию S(x1, η) плоского канонического преобра-
зования (1.5) [2]:

x2 =
∂S(x1, η)

∂x1
, ξ = −∂S(x1, η)

∂η
. (1.7)

Без труда проверяется, что производящая функция S(x1, η) является инте-
гралом следующего нелинейного уравнения второго порядка в частных произ-
водных:

∂2S

∂η2 =

[(
∂2S

∂x1∂η

)2

− ∂2S

∂x2
1

∂2S

∂η2

]
∂2S

∂x2
1
. (1.8)

Это уравнение, нелинейность которого является несколько более сильной
по сравнению с классическим уравнением Монжа—Ампера, выводится из пер-
вого уравнения системы (1.6), выражающего ортогональность криволинейной
координатной сетки переменных ξ, η. Второе уравнение системы (1.6) удовле-
творяется тождественно в силу (1.7). Заметим, что известен еще один метод
(E. Storchi, 1953) приведения уравнений плоской задачи, представленных через
функцию напряжений Эри, к иному уравнению типа Монжа—Ампера в ком-
плексной области (см. также [168], c. 265-266).

Принимая затем обозначение

W =
∂S

∂x1
(x1, η) (1.9)

и переходя к тангенциальным координатам X, Y по формулам преобразования
Лежандра156

X =
∂W

∂x1
, Y =

∂W

∂η
,

Z = x1
∂W

∂x1
+ η

∂W

∂η
−W,

относительно функции Z = Z(X,Y ) получается линейное уравнение второго
порядка в частных производных

(1 +X2)
∂2Z

∂X2 + 2XY
∂2Z

∂X∂Y
− Y 2 1−X2

1 +X2

∂2Z

∂Y 2 = 0. (1.10)

156Необходимые сведения, касающиеся преобразования Лежандра, приводятся в Приложении I. Инте-
ресно отметить, что уравнение (1.8) инвариантно относительно преобразования Лежандра: замена в нем
независимых переменных и функции S

x∗1 =
∂S

∂x1
, η∗ =

∂S

∂η
, S∗ = x1x

∗
1 + ηη∗ − S

приводит к точно такому же уравнению, что и (1.8):

∂2S∗

∂η∗2
=

[(
∂2S∗

∂x∗1∂η
∗

)2

− ∂2S∗

∂x∗21

∂2S∗

∂η∗2

]
∂2S∗

∂x∗21

.
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Это уравнение, как нетрудно проверить, принадлежит к гиперболическому
типу.

Преобразуем полученное уравнение к характеристическим переменным и
новой неизвестной функции по формулам:

u = arctgX, v = ln
√

1 +X2 − lnY, F = Z cosu. (1.11)

В результате этого преобразования получается телеграфное уравнение отно-
сительно новой неизвестной функции F (u, v):

∂2F

∂u2 −
∂2F

∂v2 + F = 0. (1.12)

Нетрудно заметить, что переменная u есть угол наклона первого главного
направления тензора напряжений к оси x1.

Так как преобразование Лежандра инволютивно (см., например, [2]), то мож-
но выразить переменные x1, x2, η через переменные X, Y, Z:

x1 =
∂Z

∂X
, x2 = X

∂Z

∂X
+ Y

∂Z

∂Y
− Z,

η =
∂Z

∂Y
.

Преобразуя последние выражения к переменным u, v и функции F (u, v),
получим формулы

x1 = cos u
∂F

∂u
+ sin u

∂F

∂v
+ F sinu,

x2 = sin u
∂F

∂u
− cosu

∂F

∂v
− F cos u,

(1.13)

η = −ev ∂F
∂v

. (1.14)

Ясно, что вместо декартовых координат в плоскости течения x1, x2 необхо-
димо ввести новые координаты u, v согласно следующим формулам:

x1 = cos u
∂F

∂u
+ sin u

∂F

∂v
+ F sinu,

x2 = sin u
∂F

∂u
− cosu

∂F

∂v
− F cos u.

(1.15)

Уравнения равновесия в новых переменных без труда интегрируются: ли-
нии η = const отображаются на траектории первого главного напряжения, а
распределение σ вычисляется по формулам (опуская детали, сразу приведем
результат [134]):

σ = 2k ln

√(
∂η

∂x1

)2

+

(
∂η

∂x2

)2

+ C, (1.16)
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где
∂η

∂x1
=

∣∣∣∣D(x1, x2)

D(u, v)

∣∣∣∣−1(
∂η

∂u

∂x2

∂v
− ∂η

∂v

∂x2

∂u

)
,

∂η

∂x2
=

∣∣∣∣D(x1, x2)

D(u, v)

∣∣∣∣−1(
∂η

∂v

∂x1

∂u
− ∂η

∂u

∂x1

∂v

)
,

(1.17)

|D(x1, x2)/D(u, v)|—якобиан отображения (1.15) плоскости годографа на плос-
кость течения, C есть константа интегрирования.

3.5.2. Пример: растяжение полосы с симметричными вырезами про-
извольного очертания

Возьмем уравнение контура выреза (см. рис. 48) в следующей общей форме:

x1 = µ1(β, δ), x2 = µ2(β, δ),

где в качестве параметра β вдоль дуги Q′PQ удобно выбрать угол наклона ка-
сательной к этой дуге к оси x1, δ есть некоторый параметр, который определяет
форму контура.

P Q′Q

O

β*

x1

x2

h

Рис. 48. Локализация пластических деформаций в случае растяжения полосы с симметрич-
ными вырезами произвольного очертания (жесткопластический анализ в приближении плос-
кой деформации)

Для определения функции F (u, v, δ) помимо уравнения (1.12) необходимы
еще и граничные условия.

Поскольку дуга Q′PQ есть свободная граница, то она является траекторией
главного напряжения и на этой дуге σ = k и β = u.

Для того, чтобы отрезок −β∗(δ) ≤ u ≤ β∗(δ), v = 0 плоскости годографа157

157Здесь следует отдавать себе отчет в том, что вспомогательная плоскость переменных u, v лишь условно
может трактоваться как плоскость годографа, так как указанные переменные не имеют никакого отношения
к скорости течения.
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u, v отображался на дугу Q′PQ необходимо выполнение условий(
∂F

∂u

)
v=0

cosu +

(
∂F

∂v

)
v=0

sin u + F (u, 0, δ) sin u = µ1(u, δ),(
∂F

∂u

)
v=0

sinu−
(
∂F

∂v

)
v=0

cosu− F (u, 0, δ) cos u = µ2(u, δ).

(2.1)

Вводя обозначения

Λ(u, δ) = F (u, 0, δ), µ(u, δ) =

(
∂F (u, v, δ)

∂v

)
v=0

,

систему уравнений (2.1) можно представить в форме

Λ′(u, δ) cos u+ µ(u, δ) sin u+ Λ(u, δ) sin u = µ1(u, δ),

Λ′(u, δ) sin u− µ(u, δ) cosu− Λ(u, δ) cosu = µ2(u, δ),
(2.2)

где штрихом обозначается частное дифференцирование по переменной u.
Найдем условие разрешимости этой системы уравнений, для чего, разрешив

эти уравнения относительно Λ и Λ′,

Λ(u, δ) = µ1(u, δ) sin u− µ2(u, δ) cos u− µ(u, δ),

Λ′(u, δ) = µ1(u, δ) cos u+ µ2(u, δ) sin u,

получим следующее соотношение:

µ′(u, δ) = µ′1(u, δ) sin u− µ′2(u, δ) cosu.

Так как
tgu =

µ′2(u, δ)

µ′1(u, δ)
,

то, очевидно, условие совместности удовлетворяется, если µ(u, δ) = 0.
Ясно, что тогда

Λ(u, δ) = µ1(u, δ) sin u− µ2(u, δ) cosu.

Можно проверить, что краевое условие на σ удовлетворяется за счет выбора
константы C = k, вычислив якобиан и производные в виде:(∣∣∣∣D(x1, x2)

D(u, v)

∣∣∣∣)
v=0

= −
√
µ′21 + µ′22

(
∂2F

∂v2

)
v=0

,

(
∂η

∂x1

)
v=0

= −µ′2

(∣∣∣∣D(x1, x2)

D(u, v)

∣∣∣∣−1
∂2F

∂v2

)
v=0

,

(
∂η

∂x2

)
v=0

= µ′1

(∣∣∣∣D(x1, x2)

D(u, v)

∣∣∣∣−1
∂2F

∂v2

)
v=0

.
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Итак, если F (u, v, δ) есть дважды непрерывно дифференцируемая функция,
определяемая как решение задачи Коши для телеграфного уравнения

∂2F

∂u2 −
∂2F

∂v2 + F = 0 (|u| < β∗(δ), v > 0),

F (u, 0, δ) = µ1(u, δ) sin u− µ2(u, δ) cosu (|u| < β∗(δ), v = 0),

∂F

∂v

∣∣∣∣
v=0

= 0 (|u| < β∗(δ), v = 0),

(2.3)

то зону пластического течения Q′OQPQ′ удается отобразить на характеристи-
ческий треугольник 123 в плоскости годографа (u, v) (см. рис. 49).

u

v

1 2

3

β∗(δ)

β∗(δ)

−β ∗(δ)

Рис. 49. Образ пластической зоны (плоское пластическое течение у симметричных вырезов)
на плоскости характеристических переменных (u, v)

Угол β∗(δ) есть угол между нормалью к свободной границе и осью x2 в точке,
где свободная граница выреза стыкуется с жесткой зоной. Линии η = const
будут траекториями главных напряжений (и поэтому будут определять наклон
θ), а величина σ будет определяться указанными выше формулами (1.16).

Уравнения равновесия могут быть проинтегрированы вдоль линии x1 = 0.
Заметим, что эта линия соответствует линии u = 0 на плоскости годографа
(u, v). Подсчитывая частные производные(

∂η

∂x1

)
u=0

= 0,

(
∂η

∂x2

)
u=0

= ev,

сразу находим, что

σ|u=0 = k(2v + 1), θ|u=0 = 0 (0 ≤ v ≤ β∗(δ)).

Поскольку u = β∗(δ) есть угол наклона свободной границы в точке Q, то
значения u = 0, v = 0 соответствуют точке P , а значения u = 0, v = β∗(δ) —
началу координат O.
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Компонента тензора напряжений σ11 находится из соотношений Леви (1.1)
в виде

σ11 = 2k(1 + v) (0 ≤ v ≤ β∗(δ)). (2.4)

Это уравнение позволяет заключить, что в зоне локализации пластических
деформаций в самом узком месте полосы с вырезами нормальные напряжения
σ11 превосходят предел текучести при растяжении, т.е. имеет место концентра-
ция напряжений.158

Угол наклона β∗(δ) определяется как наименьший положительный корень
уравнения x2(u, v)|u=0 = 0, которое может быть также представлено в следую-
щей форме: (

∂F

∂v
+ F

)∣∣∣∣
u=0

= 0.

Применяя метод Римана,159 получим решение задачи Коши для телеграф-
ного уравнения (2.3) в явном виде:

F (u, v, δ) =
1

2
[Λ(u− v, δ) + Λ(u+ v, δ)]− v

2

v∫
−v

Λ(u− t, δ)I1(
√
t2 − v2)√
t2 − v2

dt, (2.5)

где I1 есть функция Бесселя первого порядка мнимого аргумента160 и

Λ(u, δ) = µ1(u, δ) sin u− µ2(u, δ) cosu. (2.6)

Заметим, что справедливо разложение:

I1(
√
t2 − v2)√
t2 − v2

=

∞∑
n=0

(v2 − t2)n
22n+1n!(n+ 1)!

. (2.7)

На основании (2.4) для предельной нагрузки P∗(δ) устанавливается формула

P∗(δ) = 2Y

β∗(δ)∫
0

(1 + v)
ds

dv
dv, (2.8)

и так как вдоль отрезка PO справедливо соотношение

ds

dv
=

(
∂2F

∂v2 +
∂F

∂v

)∣∣∣∣
u=0

,

158Этот же эффект наблюдается и в зоне локализации пластических деформаций внутри осесимметричной
шейки (см., например, [172], с. 312-316; [62], с. 274-276).
159Метод Римана (см. [157], с. 63-77) является весьма эффективным средством решения задачи Коши для

линейного гиперболического уравнения второго порядка, при условии, что удается построить функцию Ри-
мана для этого уравнения. Функция Римана для телеграфного уравнения известна (см. [122], с. 343-345), и
поэтому интегрирование задачи Коши (2.3) никаких трудностей не представляет.
160По поводу определения и свойств функций Бесселя см., например, [43].
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где ds есть элемент длины, то, вводя обозначение

κ(v, δ) =

(
∂F

∂v
+ F

)∣∣∣∣
u=0

,

можно представить выражение для предельной нагрузки в форме

P∗(δ) = 2Y

β∗(δ)∫
0

(1 + v)
∂κ(v, δ)

∂v
dv,

или, после интегрирования по частям, — в форме

P∗(δ) = 2Y

h(δ)−
β∗(δ)∫
0

κ(v, δ)dv

 . (2.9)

Используя разложения в ряд для функции Бесселя первого порядка мнимо-
го аргумента, функцию κ(v, δ) представим в виде разложения

κ(v, δ) = Λ(v, δ) +
∂Λ(v, δ)

∂v
− (1 + v)

v∫
0

Λ(τ)

∞∑
n=0

(v2 − τ 2)n

n!(n+ 1)!22n+1dτ−

−v2

v∫
0

Λ(τ)

∞∑
n=1

(v2 − τ 2)n−1

(n− 1)!(n+ 1)!22ndτ .

(2.10)

Если вырезы имеют круговое очертание (R—радиус закругления), то µ1(ψ) = R sinψ,
µ2(ψ) = R+h−R cosψ. Решение задачи Коши (2.3) имеет вид F (u, v) = −(R+h) cosu+Rchv.
Функция κ(v) в данном случае представляется в следующей форме: κ(v) = −(R+h)+Rexpv.
Угол β∗ определяется как корень уравнения κ(v) = 0 и равен β∗ = ln(1 + h/R). Величина
предельной нагрузки, согласно (2.9), равна P∗ = 4k(R + h)ln(1 + h/R).

Таким образом завершается исследование проблемы концентрации напря-
жений вблизи симметричных вырезов в полосе. Приведенное здесь решение не
является полным, в том смысле, который вкладывается в этот термин в ма-
тематической теории пластичности, поскольку не исследована ни кинематика
течения, ни возможность продолжения поля напряжений в жесткие зоны поло-
сы.

3.6. Модель Леонова–Панасюка–Дагдейла

В тонких металлических пластинах в условиях плоского напряженного со-
стояния пластическое течение у вершины трещины нормального отрыва реали-
зуется в виде локальных шеек, вытянутых вдоль линии трещины, скольжение в
которых происходит в двух узких перекрещивающихся слоях, пронизывающих
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пластину по толщине и наклоненных под углом 45◦ к плоскости пластины. По-
добная конфигурация локализованных пластических зон позволяет применить
одну из наиболее эффективных моделей нелинейной механики разрушения—
модель Леонова—Панасюка—Дагдейла [85], [214].

Модель Леонова—Панасюка—Дагдейла используется в качестве эффектив-
ной расчетной схемы при анализе локализации пластических деформаций у
вершины трещины нормального отрыва в упруго идеально пластическом теле
в условиях плоского напряженного состояния во всех случаях, когда пласти-
ческая зона представляет собой узкий отрезок, продолжающий трещину. В от-
личии от модели ”диффузионного” пластического течения [254] (см. 3.4.8) в
качестве условия текучести здесь выступает критерий Треска. Пластическое
скольжение в зонах локальных шеек перед трещиной упрощенно описывается
разрывом нормальной составляющей перемещения. Соответствующая подобной
схеме краевая задача математической теории упругости допускает простое за-
мкнутое решение.

В этом разделе исследуется также влияние очага локализации пластических
деформаций и поврежденности, удаленного от кончика трещины нормального
отрыва, на трещину в условиях плоского напряженного состояния.161 Удален-
ные локализованные зоны пластического течения, сопровождаемого развитием
в этих зонах повреждений, могут зарождаться в процессе циклического нагру-
жения или температурного воздействия.

В 3.6.1 мы приводим классическое решение Леонова—Панасюка—Дагдейла.
Там же дано полное исследование первого цикла нагружение—разгрузка.

Нагружение трещины нормального отрыва в условиях плоского напряженно-
го состояния в поле остаточных напряжений (связанных с предыдущим циклом
нагружения) может приводит к образованию двух очагов пластического тече-
ния (двухзонная локализация пластических деформаций): непосредственно у
кончика трещины и в зоне максимального остаточного растяжения, которое в
случае циклического нагружения достигает одной трети предела текучести. Мо-
делируя по схеме Леонова—Панасюка—Дагдейла пластические зоны отрезками,
для определения трех безразмерных параметров, характеризующих положения
пластических зон, получена (3.6.2) система нелинейных уравнений, которая
анализируется с помощью оригинального численного алгоритма (3.6.4), разра-
ботанного специально для этой цели. Получена (3.6.3) точная формула для
вычисления раскрытия трещины при двухзонно локализованных пластических
деформациях. Асимптотический анализ величины раскрытия трещины для слу-
чая, когда линейный размер удаленной пластической зоны мал по сравнению
с длиной трещины, приводит к заключению, что влияние удаленной пластиче-
ской зоны на трещину проявляется в форме ее дополнительного закрытия.

Циклическое нагружение трещины с локализованной у ее вершины пласти-
ческой зоной активизирует процесс освобождения скрытой свободной энергии,
связанной с микронеоднородным в пределах пластической зоны полем напряже-
ний. На долю микронеоднородного распределения приходится до 15% от всей
161Изложение в основном следует [308], [144], [310].
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работы, затраченной на пластическое деформирование [25], [108]. Освобождаю-
щаяся энергия является основным источником развития поврежденности в зо-
нах локализации необратимых деформаций. Поврежденность, в свою очередь,
искажая поле напряжений и геометрию локализованных зон, влияет на состоя-
ние трещины. Одной из характеристик подобного влияния может служить из-
менение раскрытия трещины, обусловленное перераспределением напряжений
и изменением зон локализации пластических деформаций вследствие роста по-
врежденности.

3.6.1. Постановка задачи и основные уравнения

Исследование плоского напряженного состояния трещины нормального от-
рыва было впервые выполнено в работах [85], [214]. Аналогичная по существу
схема была предложена Г. И. Баренблаттом [18], [19], [20] при исследовании сил
сцепления в кончике трещины нормального отрыва.

Предполагалось, в соответствии с экспериментальными данными, что пла-
стическая зона представляет собой отрезок, находящийся на продолжении ли-
нии трещины (см. [214], [243]).

С тех пор предложенная в [85], [214] модель, известная как модель Леонова—
Панасюка—Дагдейла, широко используется для расчета напряженного состоя-
ния и вычисления раскрытия трещины в стальных пластинах [63]. Соответству-
ющая подобной сильно локализованной у вершины трещины зоны текучести
модель трещины основывается на следующих основных предположениях [146]:

1. Элементы пластической зоны подвержены воздействию только нормаль-
ного растягивающего напряжения, равного пределу текучести Y ;

2. Толщина пластической зоны намного меньше, чем ее длина, так что внут-
ренняя граница упругой зоны может рассматриваться как сильно сплющенный
эллипс с большой полуосью равной 2(l+ c), где 2l—длина трещины, c—длина
пластической зоны;

3. Длина пластической зоны в точности такова, что пластическая зона пол-
ностью поглощает сингулярность поля нормальных напряжений.

Рассматривается нагружение пластины с трещиной нормального отрыва,
при котором возникает дополнительная, удаленная от кончика трещины, зона
пластического растяжения. Подобная ситуация, как показывают расчеты, дей-
ствительно реализуется при циклическом нагружении с переменной амплитудой
напряжений. Разгрузка трещины сопровождается мгновенным образованием у
кончика трещины сжатой пластической зоны, в то время как на некотором уда-
лении от кончика трещины возникает зона остаточного растяжения, в которой
напряжения могут достигать трети от предела текучести. В этой последней
зоне в течении последующих циклов нагружения могут локализоваться пласти-
ческие деформации, образуя новый очаг пластического течения.

Вычисление параметров, определяющих локализацию зон пластического те-
чения, сопряжено с решением сложной системы двух нелинейных уравнений и
поэтому реализовано численно. Величина раскрытия трещины при повторном

Нелинейная механика разрушения



3.6. Модель Леонова–Панасюка–Дагдейла 253

нагружении вычисляется с помощью полученной точной формулы, в которую
входят только указанные параметры локализации. Эта формула тем самым поз-
воляет оценить влияние удаленной пластической зоны на величину раскрытия
трещины.

Поврежденность также считается локализованной в пределах пластической
зоны, что несколько упрощает анализ, поскольку отпадает необходимость от-
дельного анализа локализации поврежденности.

Необходимо отметить, что анализ напряженно-деформированного состояния
и поврежденности у вершины трещины Дагдейла был впервые выполнен в [260].
Рассматривалась трещина нормального отрыва в условиях плоского напряжен-
ного состояния. Предполагалось, что необратимые пластические деформации
и поврежденность локализуются в узкой зоне перед вершиной трещины, в ко-
торой напряженное состояние считается однородным. За пределами указанной
зоны локализации поврежденность рассматривалась как пренебрежимо малая и
не влияющая на определяющее соотношение. Скалярный параметр поврежден-
ности определялся как логарифм отношения геометрической площади элемен-
та к его эффективной несущей нагрузку площади. Подобное определение при
малых поврежденностях согласуется с классическим определением Л. М. Кача-
нова. Напряжения и деформации связывались традиционной кусочно-линейной
диаграммой, характерной для упруго идеально пластического тела. Предпола-
галось также, что скалярный параметр поврежденности связан с деформацией
степенным соотношением. Целью работы было выяснение влияния поврежден-
ности на длину пластической зоны. Было найдено, что решающим фактором,
влияющим на размер локализованной у вершины трещины пластической зо-
ны, выступает поврежденность, соответствующая состоянию, при котором эф-
фективные напряжения достигают предела текучести. Поскольку это значение
параметра поврежденности может быть выражено только через материальные
константы, то результатом работы можно считать выявление материального па-
раметра, который в наибольшей степени влияет на локализацию пластических
деформаций и поврежденности у вершины трещины нормального отрыва.

В работе [332] поврежденность у вершины трещины исследовалась на осно-
ве концепции эффективных пластических деформаций. Было установлено, что
размер пластической зоны зависит от величины раскрытия трещины, критиче-
ской деформации рекристаллизации и деформации в момент образования зоны
поврежденности.

Распределение поврежденности у вершины трещины Дагдейла в упруго иде-
ально пластической среде было предметом исследования [290]. Обобщение на
случай среды со степенным деформационным упрочнением приведено в [291].
В качестве параметра поврежденности был использован логарифм квадратно-
го корня отношения модуля Юнга к его эффективному значению для текущего
состояния поврежденности. Параметр поврежденности, таким образом, оказы-
вается пропорциональным логарифму отношения деформации к ее значению в
момент начала текучести. Распределение нормальных напряжений предзадава-
лось авторами работы и проверялось на предмет соответствия FEM-анализом
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этой же задачи. Выбор в конце концов был сделан в пользу степенной (син-
гулярной при приближении к вершине трещины) аппроксимации нормальных
напряжений. Поврежденность, как следствие, получается логарифмически син-
гулярной при приближении к кончику трещины. Оказалось, что зона повре-
жденности несколько меньше, чем пластическая зона Дагдейла. При увеличе-
нии показателя в степенном законе упрочнения эта разница становится менее
заметной.

Рассмотрим трещину нормального отрыва |x1| ≤ l в пластине в услови-
ях плоского напряженного состояния. Обозначим через Y предел текучести
при одноосном растяжении. Напряжения и перемещения представляются через
единственный комплексный потенциал по формулам Колосова—Мусхелишвили
[101]:

σ∗11 = 2Re [∂zϕ
∗]− 2x2Im

[
∂2
zϕ
∗] ,

σ∗22 = 2Re [∂zϕ
∗] + 2x2Im

[
∂2
zϕ
∗] , (1.1)

σ∗12 = −2x2Re
[
∂2
zϕ
∗] ;

2Gu∗1 = (κ− 1)Re [ϕ∗]− 2x2Im [∂zϕ
∗] ,

2Gu∗2 = (κ+ 1)Im [ϕ∗]− 2x2Re [∂zϕ
∗] ,

(1.2)

в которых
σ∗11 = σ11, σ

∗
12 = σ12, σ

∗
22 = σ22 − σ̂∞22,

u∗1 = u1, u
∗
2 = u2 − x2E

−1σ̂∞22,

κ = (3− ν)/(1 + ν),

ϕ∗(z) —комплексный потенциал, который является аналитической в верхней по-
луплоскости Imz > 0 функцией комплексной переменной z = x1 + ix2, G—мо-
дуль сдвига, ν —коэффициент Пуассона, E —модуль Юнга, σ̂∞22 — нормальные
растягивающие напряжения на бесконечности.

Обозначим через σ̂ij, ûi напряжения и перемещения, а через x1 = l + ĉ—
координату границы пластической зоны при первом нагружении напряжением
σ̂∞22.

В соответствии с решением Леонова—Панасюка—Дагдейла (см. Приложе-
ние II) находим:

σ̂22

Y
= 1− 1

π

{
arcsin

sec2β̂ + ξ

(1 + ξ)secβ̂
+ arcsin

sec2β̂ − ξ
(1− ξ)secβ̂

}
, (1.3)

( |ξ| ≥ secβ̂)

πEû2

2Y l
= −ln(ξ2 − 1)− 2lncosβ̂ + 2ln(sinβ̂ +

√
1− ξ2cos2β̂) + ξln

ξ − 1

ξ + 1
+

+ ξ ln
sinβ̂

√
1− ξ2cos2β̂ + ξcos2β̂ + 1

sinβ̂

√
1− ξ2cos2β̂ − ξcos2β̂ + 1

, (1.4)
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(1 ≤ |ξ| ≤ secβ̂)

ĉ

l
= secβ̂ − 1, (1.5)

где введены следующие безразмерные величины

ξ =
x1

l
, β̂ =

π

2Y
σ̂∞22. (1.6)

Распределение нормальных перемещений и напряжений на продолжении
трещины для возрастающих значений отношения

σ̂∞22

Y
= 0.1, 0.2, ..., 0.9

представлены на рис. 50, 51.
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Рис. 50. Графики нормальных перемещений в зоне пластического течения (решение Леоно-
ва—Панасюка—Дагдейла)
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Рис. 51. Графики нормальных напряжений в зоне пластического течения (решение Леоно-
ва—Панасюка—Дагдейла)

Для исследования напряженно-деформированного состояния после разгруз-
ки пластины введем следующие разности:

∆σij = σ̃ij − σ̂ij, ∆ui = ũi − ûi,

где σ̃ij и ũi— остаточные напряжения и перемещения, которые наблюдаются в
пластине с трещиной после разгрузки.

Основой последующего анализа является предположение о том, что после
снятия нагрузки у вершины трещины мгновенно происходит перераспределе-
ние напряжений: нормальные растягивающие напряжения на пределе текуче-
сти мгновенно сменяются сжимающими, равными пределу текучести при сжа-
тии. Таким образом, поле остаточных напряжений сжимает вершину трещины,
что приводит к ее закрытию. Что касается перемещений, то поскольку снятие
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нагрузки за пределами локализованной зоны сжатия приводит к обратному
переходу из пластичности в упругое состояние, то изменения нормальных пере-
мещений вне указанной зоны остаточного сжатия не происходит.

Исходя из приведенного выше анализа, для определения комплексного по-
тенциала ∆ϕ∗ граничные условия могут быть сформулированы в виде:

∆σ∗22 = σ̂∞22 ( |x1 | ≤ l, x2 = 0),

∆σ∗22 = −2Y + σ̂∞22 ( l ≤ |x1 | ≤ l + c̃, x2 = 0),

∆u2 = 0 ( |x1 | ≥ l + c̃, x2 = 0),

∂z∆ϕ
∗(z) = O(z−2) (z →∞),

(1.7)

где ∆σ∗22 = ∆σ22 + σ̂∞22, x1 = l+ c̃— координата остаточной сжатой пластической
зоны.

Предполагается (и это подтверждается полученным решением), что при по-
вторном нагружении пластины растягивающим напряжением ^

σ
∞
22 образуются

две локализованные пластические зоны

l ≤ x1 ≤ l +
^
c,

l + c′ ≤ x1 ≤ l + c′′,

первая из которых примыкает к вершине трещины, а вторая — находится на
некотором удалении от первой.

Относительно разностей

∆σij =
^
σij − σ̃ij,

∆ui =
^
ui − ũi

снова получается упругая задача с граничными условиями вида:

∆σ∗22 = −^
σ
∞
22 ( |x1 | ≤ l, x2 = 0),

∆σ∗22 = 2Y − ^
σ
∞
22 ( l ≤ |x1 | ≤ l +

^
c, x2 = 0),

∆σ∗22 = Y − σ̃22 − ^
σ
∞
22 ( l + c′ ≤ |x1 | ≤ l + c′′, x2 = 0),

∆u2 = 0 (l +
^
c ≤ |x1 | ≤ l + c′, x2 = 0 ; |x1 | ≥ l + c′′, x2 = 0),

∂z∆ϕ
∗(z) = O(z−2) (z →∞),

(1.8)

где ∆σ∗22 = ∆σ22 − ^
σ
∞
22.

Граничные задачи (1.7), (1.8) относительно потенциала ∆ϕ∗ сводятся к сме-
шанной задаче теории аналитических функций для верхней полуплоскости, ко-
торая может быть эффективно разрешена с помощью интегралов типа Коши
[181], анализ которых в случае дополнительной пластической зоны представля-
ет однако значительные трудности.

Решение граничной задачи (1.7) может быть получено в замкнутом виде.
Для определения комплексного потенциала ∆ϕ∗ краевой задачи относительно
приращений может быть получено следующее уравнение:
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d∆ϕ∗(z)

dz
= − 1

π
√
z2 − (l+ c̃)2

{
σ̂∞22 − 2Y

2
J1 + Y J2

}
, (1.9)

где приняты обозначения

J1 =

l+c̃∫
−(l+c̃)

√
(l + c̃)2 − t2
z − t dt,

J2 =

l∫
−l

√
(l + c̃)2 − t2
z − t dt,

и аналитическая ветвь корня определяется условием

√
z2 − (l + c̃)2 = z − (l + c̃)2

2z
+ · · · (z →∞).

Интегралы в формуле (1.9), по существу аналогичные тем, которые входят
в схему Леонова—Панасюка—Дагдейла, вычисляются явно, как это приводится
ниже:

l+c̃∫
−(l+c̃)

√
(l + c̃)2 − t2
z − t dt = −π (

√
z2 − (l + c̃)2 − z),

( z /∈ [−l − c̃, l + c̃] )

(1.10)

l+c̃∫
−(l+c̃)

√
(l + c̃)2 − t2
t− x1

dt = −πx1 ( x1 ∈ [−l − c̃, l + c̃] ), (1.11)

l∫
−l

√
(l + c̃)2 − t2
t− z dt = −2zarcsin

l

l + c̃
+
√

(l + c̃)2 − z2ln
z − l
z + l

+

+
√

(l + c̃)2 − z2ln

√
(l + c̃)2 − l2

√
(l + c̃)2 − z2 + (l+ c̃)2 + zl√

(l + c̃)2 − l2
√

(l + c̃)2 − z2 + (l + c̃)2 − zl
,

( z /∈ [−l, l] )

(1.12)
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l∫
−l

√
(l + c̃)2 − t2
t− x1

dt = −2x1arcsin
l

l + c̃
+
√

(l + c̃)2 − x2
1ln

∣∣∣∣x1 − l
x1 + l

∣∣∣∣+
+
√

(l + c̃)2 − x2
1ln

√
(l + c̃)2 − l2

√
(l + c̃)2 − x2

1 + (l + c̃)2 + x1l√
(l+ c̃)2 − l2

√
(l + c̃)2 − x2

1 + (l + c̃)2 − x1l
,

( |x1| ≤ l + c̃ )

(1.13)

l∫
−l

√
(l + c̃)2 − t2
t− x1

dt = −2x1arcsin
l

l + c̃
+
√
x2

1 − (l + c̃)2×

×
{

arcsin
(l + c̃)2 + x1l

(l + x1)(l + c̃)
+ arcsin

(l + c̃)2 − x1l

(l − x1)(l + c̃)

}
.

( |x1| ≥ l + c̃ )

(1.14)

В приведенных выше формулах√
(l + c̃)2 − z2

обозначает аналитическую ветвь, которая принимает вещественные положи-
тельные значения, если z ∈ (−l− c̃, l+ c̃), символ ln обозначает аналитическую
ветвь, которая принимает вещественные значения, если l < z < l + c̃.

Длина остаточной пластической зоны вычисляется по формуле

c̃

l
= sec

β̂

2
− 1. (1.15)

Поле остаточных напряжений определяется в виде:

Y −1σ̃22 = −1− 1

π

{
arcsin

sec2β̂ + ξ

(1 + ξ)secβ̂
+ arcsin

sec2β̂ − ξ
(1− ξ)secβ̂

}
+

+
2

π

{
arcsin

sec2(β̂/2) + ξ

(1 + ξ)sec(β̂/2)
+ arcsin

sec2(β̂/2) − ξ
(1− ξ)sec(β̂/2)

}
,

( |ξ| ≥ secβ̂)

(1.16)

Y −1σ̃22 = −1 +
2

π

{
arcsin

sec2(β̂/2) + ξ

(1 + ξ)sec(β̂/2)
+ arcsin

sec2(β̂/2) − ξ
(1− ξ)sec(β̂/2)

}
.

(sec(β̂/2) ≤ |ξ| ≤ secβ̂)

(1.17)
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Остаточные перемещения определяются в виде:

πEũ2

2Y l
= 2ln

cos2(β̂/2)

cosβ̂
+ 2ln

sinβ̂ +

√
1− ξ2cos2β̂

[sin(β̂/2) +

√
1− ξ2cos2(β̂/2)]2

−

−ξlnξ − 1

ξ + 1
+ ln(ξ2 − 1) + ξln

sinβ̂

√
1− ξ2cos2β̂ + ξcos2β̂ + 1

sinβ̂

√
1− ξ2cos2β̂ − ξcos2β̂ + 1

+

+ ξln
(sin(β̂/2)

√
1− ξ2cos2(β̂/2)− ξcos2(β̂/2) + 1)2

(sin(β̂/2)

√
1− ξ2cos2(β̂/2) + ξcos2(β̂/2) + 1)2

,

(1 ≤ |ξ| ≤ sec(β̂/2))

(1.18)

πEũ2

2Y l
= −ln(ξ2 − 1)− 2lncosβ̂ + 2ln (sinβ̂ +

√
1− ξ2cos2β̂)+

+ ξln
(ξ − 1)(sinβ̂

√
1− ξ2cos2β̂ + ξcos2β̂ + 1)

(ξ + 1)(sinβ̂

√
1− ξ2cos2β̂ − ξcos2β̂ + 1)

.

(sec(β̂/2) ≤ |ξ| ≤ secβ̂)

(1.19)

Как следует из приведенного решения, вблизи кончика трещины поле оста-
точных напряжений является сжимающим и стремится закрыть трещину. По
мере удаления от трещины сжимающие напряжения сменяются растягиваю-
щими. Максимум остаточного растягивающего напряжения достигается у пра-
вой границы пластической зоны, сформировавшейся непосредственно перед раз-
грузкой, и равен

max
σ̃22

Y
= −1 +

2

π

{
arcsin

3cos2(β̂/2) − 1

2cos3(β̂/2)
+ arcsin

sec(β̂/2)

2

}
. (1.20)

При малых значениях отношения σ̂∞22/Y этот максимум достигает значи-
тельной величины, равной одной трети предела текучести.

Распределение остаточных напряжений и перемещений для возрастающих
значений отношения

σ̂∞22

Y
= 0.1, 0.2, ..., 0.9

представлено на рис. 52, 53.
Безразмерная координата точки, в окрестности которой остаточное сжатие переходит в

остаточное растяжение, есть
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Рис. 52. Распределение остаточных напряжений вдоль линии трещины после первого цикла
нагружения—разгрузка

ξ =

√
secβ̂. (1.21)

Локализация максимального остаточного перемещения определяется из уравнения

d

dξ

πE

2Y l
ũ2(ξ, 0) = 0 (1 < ξ < sec β̂),

которое можно привести к эквивалентному —

(sin β̂

√
1− ξ2 cos2 β̂ + ξ cos2 β̂ + 1)(sin(β̂/2)

√
1− ξ2 cos2(β̂/2) − ξ cos2(β̂/2) + 1)2

(sin β̂

√
1− ξ2 cos2 β̂ − ξ cos2 β̂ + 1)(sin(β̂/2)

√
1− ξ2 cos2(β̂/2) + ξ cos2(β̂/2) + 1)2

−

−ξ − 1

ξ + 1
= 0.

Численный анализ этого уравнения для значений безразмерного параметра 0 < β̂ < π/2
позволяет построить график зависимости безразмерной координаты локализации максималь-
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Рис. 53. Распределение остаточных перемещений вдоль линии трещины после первого цикла
нагружения—разгрузка

ного остаточного растяжения ξ̃max в зависимости от безразмерного отношения σ̃22/Y . Этот
график изображен на рис. 54.

Если β̂ → π/2, то уравнение, определяющее локализацию максимального остаточного
перемещения, приводится к кубическому уравнению

5ξ3 + ξ2 − 9ξ − 1 = 0 (1 < ξ <
√

2).

Корень этого уравнения (результат численного анализа) есть ξ = 1.301317... .
Решению, таким образом, подлежит краевая задача с условиями (1.8), в

которых остаточное поле напряжений вычисляется по формулам (1.16), (1.17).

3.6.2. Локализация пластических деформаций при повторном нагру-
жении

Анализ повторного нагружения связан с решением смешанной граничной
задачи (1.8). Эта задача значительно сложнее, чем (1.7), поскольку вследствие
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Рис. 54. График зависимости безразмерной координаты локализации максимального оста-
точного растяжения от отношения растягивающего напряжения к пределу текучести

двухзонной локализации пластических деформаций увеличивается число точек
смены граничных условий, что, в свою очередь, существенно затрудняет ана-
лиз решения, которое формально сразу же может быть выписано (см. [181]).
Заметим также, что в формальном решении граничной задачи (1.8) будет при-
сутствовать дополнительная константа, подлежащая определению.

Решение граничной задачи (1.8) имеет вид [181]:

2π
√
G(z)∂z∆ϕ

∗ = −(2Y − ^
σ
∞
22)

l+^
c∫

−(l+^
c )

√
|G(t)|
t− z dt + 4zY

l+c′′∫
l+c′

h(t)

√
|G(t)|

t2 − z2 dt+

+2Y

l∫
−l

√
|G(t)|
t− z dt+ C1z.

(2.1)
В последней формуле использованы следующие обозначения:

G(z) = [z2 − (l + c′′)2][z2 − (l + c′)2][z2 − (l +
^
c)2],

2Y h(x1) = Y − σ̃22(x1, 0) − ^
σ
∞
22.

(2.2)
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Помимо неизвестных параметров локализации пластических деформаций,
определению подлежит также и константа C1.

Аналитические ветви корня фиксируются условиями:√
G(z) = −

√
[x2

1 − (l+ c′′)2][x2
1 − (l + c′)2][x2

1 − (l +
^
c)2],

(z ∈ (−∞,−l − c′′))

√
G(z) = −i

√
[(l + c′′)2 − x2

1][x
2
1 − (l + c′)2][x2

1 − (l +
^
c)2],

(z ∈ (−l − c′′,−l − c′))

√
G(z) = +

√
[(l + c′′)2 − x2

1][(l + c′)2 − x2
1][x

2
1 − (l +

^
c)2],

(z ∈ (−l − c′,−l − ^
c))√

G(z) = +i
√

[(l + c′′)2 − x2
1][(l + c′)2 − x2

1][(l +
^
c)2 − x2

1],

(z ∈ (−l − ^
c, l +

^
c))

(2.3)

√
G(z) = −

√
[(l + c′′)2 − x2

1][(l + c′)2 − x2
1][x

2
1 − (l +

^
c)2],

(z ∈ (l +
^
c, l + c′))

√
G(z) = −i

√
[(l + c′′)2 − x2

1][x
2
1 − (l + c′)2][x2

1 − (l +
^
c)2],

(z ∈ (l + c′, l + c′′))

√
G(z) = +

√
[x2

1 − (l+ c′′)2][x2
1 − (l + c′)2][x2

1 − (l +
^
c)2].

(z ∈ (l + c′′,+∞))

Устраняя сингулярность в формуле (2.1), приходим к условиям на границах
пластических зон:

lim
z→l+^

c
(2π
√
G(z)∂z∆ϕ

∗) = 0,

lim
z→l+c′

(2π
√
G(z)∂z∆ϕ

∗) = 0,

lim
z→l+c′′

(2π
√
G(z)∂z∆ϕ

∗) = 0.

Эти условия могут быть представлены также в следующем виде:

(2Y − ^
σ
∞
22)

l+^
c∫

−(l+^
c )

√
[(l +

^
c) + t][(l + c′)2 − t2][(l + c′′)2 − t2]

(l +
^
c)− t

dt−
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−2Y

l∫
−l

√
[(l +

^
c) + t][(l + c′)2 − t2][(l + c′′)2 − t2]

(l +
^
c)− t

dt+

+2(l+
^
c)

l+c′′∫
l+c′

h(t)

√
[t2 − (l + c′)2][(l + c′′)2 − t2]

t2 − (l +
^
c)2

dt + (l+
^
c)C1 = 0,

(2Y − ^
σ
∞
22)

l+^
c∫

−(l+^
c )

√
[(l +

^
c)2 − t2][(l + c′) + t][(l + c′′)2 − t2]

(l + c′)− t dt−

−2Y

l∫
−l

√
[(l +

^
c)2 − t2][(l + c′) + t][(l + c′′)2 − t2]

(l + c′)− t dt+

+2(l + c′)

l+c′′∫
l+c′

h(t)

√
[t2 − (l +

^
c)2][(l + c′′)2 − t2]

t2 − (l + c′)2 dt + (l + c′)C1 = 0,

(2Y − ^
σ
∞
22)

l+^
c∫

−(l+^
c )

√
[(l +

^
c)2 − t2][(l + c′′) + t][(l + c′)2 − t2]

(l + c′′)− t dt−

−2Y

l∫
−l

√
[(l +

^
c)2 − t2][(l + c′′) + t][(l + c′)2 − t2]

(l + c′′)− t dt−

−2(l + c′′)

l+c′′∫
l+c′

h(t)

√
[t2 − (l +

^
c)2][t2 − (l + c′)2]

(l + c′′)2 − t2 dt + (l+ c′′)C1 = 0.

Введем три безразмерных параметра, характеризующих положение очагов
пластических деформаций,

1

∆
=
l +

^
c

l
,

1

∆′
=
l + c′

l +
^
c
,

1

∆′′
=
l + c′′

l +
^
c

(2.4)

и еще одно безразмерное отношение

Σ =
^
σ
∞
22

2Y
. (2.5)

Условия устранения сингулярностей в граничных точках пластических зон
примут тогда форму:
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1− Σ

∆2

1∫
0

√
(∆′−2 − q)(∆′′−2 − q)

q(1− q) dq −
1∫

0

√
(∆−2∆′−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)

q(∆−2 − q) dq+

+
1

∆2∆′′2

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
(1− q)(q −∆′′2∆′−2)

q(q −∆′′2)
dq +

C1

2Y l2
= 0,

1−Σ

∆2

1∫
0

√
(1− q)(∆′′−2 − q)

q(∆′−2 − q)
dq −

1∫
0

√
(∆−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)

q(∆−2∆′−2 − q)
dq+

+
1

∆2∆′′2

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
(1− q)(q −∆′′2)

q(q −∆′′2∆′−2)
dq +

C1

2Y l2
= 0,

1− Σ

∆2

1∫
0

√
(1− q)(∆′−2 − q)
q(∆′′−2 − q)

dq −
1∫

0

√
(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)

q(∆−2∆′′−2 − q)
dq−

− 1

∆2∆′′2

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
(q −∆′′2∆′−2)(q −∆′′2)

q(1− q) dq +
C1

2Y l2
= 0,

где

h(q) = 1− Σ,

( (∆∆′′sec(β̂/2))2 ≥ q)

h(q) = 1− Σ− 1

π

{
arcsin

sec2(β̂/2) + (∆∆′′)−1√q
(1 + (∆∆′′)−1√q)sec(β̂/2)

+

+arcsin
sec2(β̂/2) − (∆∆′′)−1√q

(1− (∆∆′′)−1√q)sec(β̂/2)

}
,

( (∆∆′′sec(β̂/2))2 ≤ q ≤ (∆∆′′secβ̂)2)
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h(q) = 1−Σ− 1

π

{
arcsin

sec2(β̂/2) + (∆∆′′)−1√q
(1 + (∆∆′′)−1√q)sec(β̂/2)

+

+arcsin
sec2(β̂/2)− (∆∆′′)−1√q

(1− (∆∆′′)−1√q)sec(β̂/2)

}
+

+
1

2π

{
arcsin

sec2β̂ + (∆∆′′)−1√q
(1 + (∆∆′′)−1√q)secβ̂

+ arcsin
sec2β̂ − (∆∆′′)−1√q

(1− (∆∆′′)−1√q)secβ̂

}
.

(q ≥ (∆∆′′secβ̂)2)

Полученная система уравнений после вычитания второго уравнения из тре-
тьего, а третьего уравнения из первого приобретает вид (первое уравнение со-
храняется неизменным, но становится последним по порядку следования):

(1− Σ)

1∫
0

√
1− q

q(∆′−2 − q)(∆′′−2 − q)
dq −

1∫
0

√
∆−2 − q

q(∆−2∆′−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)
dq+

+

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
q −∆′′2

q(1− q)(q −∆′−2∆′′2)
dq = 0,

(1− Σ)

1∫
0

√
∆′−2 − q

q(1− q)(∆′′−2 − q)
dq −

1∫
0

√
∆−2∆′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)
dq+

+

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
q −∆′−2∆′′2

q(1− q)(q −∆′′2)
dq = 0,

(2.6)

1− Σ

∆2

1∫
0

√
(∆′−2 − q)(∆′′−2 − q)

q(1− q) dq −
1∫

0

√
(∆−2∆′−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)

q(∆−2 − q) dq+

+
1

∆2∆′′2

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
(1− q)(q −∆′′2∆′−2)

q(q −∆′′2)
dq +

C1

2Y l2
= 0.

Полученная система уравнений (2.6) может быть также представлена в сжа-
той форме:

Нелинейная механика разрушения



268 Глава 3. Нелинейная механика разрушения: основные методы и результаты

(1− Σ)J13 − J11 + L12 = 0,

(1− Σ)J23 − J21 + L22 = 0, (2.7)

(1− Σ)I33 −∆2I31 + ∆′′
−2
S32 + (2Y )−1l−2∆2C1 = 0,

или, предполагая, что длина удаленной пластической зоны значительно меньше
длины трещины и заменяя функцию h(q) ее максимальным значением,

(1− Σ)J13 − J11 + hcJ12 = 0,

(1− Σ)J23 − J21 + hcJ22 = 0, (2.8)

(1− Σ)I33 −∆2I31 + ∆′′
−2
hcI32 + (2Y )−1l−2∆2C1 = 0,

где введены следующие обозначения:

J11 =

1∫
0

√
∆−2 − q

q(∆−2∆′−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)
dq,

J12 =

1∫
∆′′2∆′−2

√
q −∆′′2

q(1− q)(q −∆′−2∆′′2)
dq,

L12 =

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
q −∆′′2

q(1− q)(q −∆′−2∆′′2)
dq,

J13 =

1∫
0

√
1− q

q(∆′−2 − q)(∆′′−2 − q)
dq,

J21 =

1∫
0

√
∆−2∆′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)
dq,

J22 =

1∫
∆′′2∆′−2

√
q −∆′−2∆′′2

q(1− q)(q −∆′′2)
dq, L22 =

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
q −∆′−2∆′′2

q(1− q)(q −∆′′2)
dq,

J23 =

1∫
0

√
∆′−2 − q

q(1− q)(∆′′−2 − q)
dq,

I31 =

1∫
0

√
(∆−2∆′−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)

q(∆−2 − q) dq,
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I32 =

1∫
∆′′2∆′−2

√
(1− q)(q −∆′′2∆′−2)

q(q −∆′′2)
dq,

S32 =

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
(1− q)(q −∆′′2∆′−2)

q(q −∆′′2)
dq,

I33 =

1∫
0

√
(∆′−2 − q)(∆′′−2 − q)

q(1− q) dq,

hc = 1− Σ− 1

π

{
arcsin

3cos2(β̂/2) − 1

2cos3(β̂/2)
+ arcsin

sec(β̂/2)

2

}
.

Для определения константы C1 (или безразмерного отношения ∆2C1/(2Y l
2))

необходимо дополнительное уравнение. Наиболее простой путь получить это до-
полнительное условие описывается ниже.

Прежде всего заметим, что из непрерывности нормальных перемещений на
границах x1 = l+ c′, x1 = l+ c′′ удаленной от вершины трещины пластической
зоны следуют условия:

∆u∗2(l+ c′, 0) = 0, ∆u∗2(l + c′′, 0) = 0. (2.9)

Интегрируя частную производную

∂∆u∗2
∂x1

(x1, 0)

вдоль удаленной пластической зоны и учитывая формулы (2.9), получим урав-
нение

l+c′′∫
l+c′

∂∆u2

∂x1
dx1 = 0, (2.10)

в котором в силу (1.2) подынтегральное выражение представляется через про-
изводную от комплексного потенциала ∆ϕ∗(z) как следует ниже:

∂∆u∗2
∂x1

(x1, 0) =
κ+ 1

2G
Im [∂z∆ϕ

∗] . (2.11)

Подставляя в это последнее уравнение выражение (2.1) для производной по
z комплексного потенциала ∆ϕ∗ и затем интегрируя (2.11) вдоль удаленной
пластической зоны l + c′ < x1 < l + c′′, находим с помощью формулы (2.10),
что безразмерное отношение

∆2C1

2Y l2
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должно удовлетворять следующему уравнению:

∆2C1

2Y l2

∆′′−2∫
∆′−2

dθ

√
1

(∆′′−2 − θ)(θ −∆′−2)(θ− 1)
+

+

∆′′−2∫
∆′−2

dθ
1

θ′ − θ

√
1

(∆′′−2 − θ)(θ −∆′−2)(θ − 1)
×

×


∆′′−2∫

∆′−2

dθ′h(θ′)

√
(∆′′−2 − θ′)(θ′ −∆′−2)(θ′ − 1)

θ′
+

+

∆2∫
0

dθ′

√
(∆′′−2 − θ′)(∆′−2 − θ′)(1− θ′)

θ′
−

− (1− Σ)

1∫
0

dθ′

√
(∆′′−2 − θ′)(∆′−2 − θ′)(1− θ′)

θ′

 = 0.

(2.12)

Так как (см. [199], формулы 235.00, 235.17)

∆′′−2∫
∆′−2

dθ

√
1

(∆′′−2 − θ)(θ−∆′−2)(θ− 1)
=

2K(s)√
∆′′−2 − 1

,

∆′′−2∫
∆′−2

√
1

(∆′′−2 − θ)(θ−∆′−2)(θ − 1)

dθ

θ′ − θ =

=
2

(1− θ′)
√

∆′′−2 − 1

[
(∆′

−2 − 1)(∆′
−2 − θ′)−1Π(α2, s)−K(s)

]
,

где

s2 =
∆′′−2 −∆′−2

∆′′−2 − 1
, α2 = s2 1− θ′

∆′−2 − θ′
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и полные эллиптические интегралы первого и третьего рода определяются, как
обычно, формулами

K(s) =

π/2∫
0

dϑ√
1− s2sin2ϑ

,

Π(α2, s) =

π/2∫
0

dϑ

(1− α2sin2ϑ)
√

1− s2sin2ϑ
,

то уравнение (2.12) приводится к следующему виду:

∆2K(s)C1

2Y l2
+

∆′′−2∫
∆′−2

h(θ′)

√
(∆′′−2 − θ′)(θ′ −∆′−2)

θ′(θ′ − 1)

[
S(θ′,∆′)Π(α2, s) + K(s)

]
dθ′−

−
∆2∫
0

√
(∆′′−2 − θ′)(∆′−2 − θ′)

θ′(1− θ′)
[
S(θ′,∆′)Π(α2, s)−K(s)

]
dθ′+

+(1−Σ)

1∫
0

√
(∆′′−2 − θ′)(∆′−2 − θ′)

θ′(1− θ′)
[
S(θ′,∆′)Π(α2, s)−K(s)

]
dθ′ = 0,

S(θ′,∆′) =
∆′−2 − 1

θ′ −∆′−2 ,

или после ряда преобразований — к виду:

C1∆
2

2Y l2
= −∆′−2 − 1

K(s)


1∫

∆′′2∆′−2

h(q)

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
Π(α2

2, s)dq+

+

1∫
0

√
∆−2∆′′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)
Π(α2

1, s)dq−

(2.13)
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− (1− Σ)

1∫
0

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)Π(α2, s)dq

−

− 1

∆′′2

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
(1− q)(q −∆′′2∆′−2)

q(q −∆′′2)
dq−

− (1−Σ)

1∫
0

√
(∆′−2 − q)(∆′′−2 − q)

q(1− q) dq+∆2

1∫
0

√
(∆−2∆′−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)

q(∆−2 − q) dq,

где

α2 = s2 1− q
∆′−2 − q

, α2
1 = s2 ∆−2 − q

∆−2∆′−2 − q
, α2

2 = s2 q −∆′′2

q −∆′′2∆′−2 ,

s2 =
∆′′−2 −∆′−2

∆′′−2 − 1
.

Альтернативное представление может быть получено с помощью формулы ([126], фор-
мула 1.2.27.5)

∆′′−2∫
∆′−2

√
1

(∆′′−2 − θ)(θ −∆′−2)(θ − 1)

dθ

θ′ − θ = − 2

(∆′′−2 − θ′)
√

∆′′−2 − 1
Π(ω2, s),

где

ω2 =
∆′′−2 −∆′−2

∆′′−2 − θ′
.

В результате преобразований вместо (2.13) получается уравнение (см. также [199], фор-
мула 235.00):

C1∆2K(s)

2Y l2
−

∆′′−2∫
∆′−2

h(θ′)

√
(θ′ − 1)(θ′ −∆′−2)

θ′(∆′′−2 − θ′)
Π(ω2, s)dθ′−

−
∆2∫
0

√
(1− θ′)(∆′−2 − θ′)
θ′(∆′′−2 − θ′)

Π(ω2, s)dθ′ + (1− Σ)

1∫
0

√
(1− θ′)(∆′−2 − θ′)
θ′(∆′′−2 − θ′)

Π(ω2, s)dθ′ = 0,

которое затем приводится к виду
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C1∆
2K(s)

2Y l2
= ∆′′

−2

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)

√
(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)

q(1− q) Π(ω2
1, s)dq+

+∆2

1∫
0

√
(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)

q(∆−2∆′′−2 − q)
Π(ω2

2, s)dq − (1− Σ)

1∫
0

√
(1− q)(∆′−2− q)
q(∆′′−2 − q) Π(ω2, s)dq,

(2.14)
где

ω2 =
∆′′−2 −∆′−2

∆′′−2 − q
, ω2

1 =
1−∆′′2∆′−2

1− q , ω2
2 =

∆−2∆′′−2 −∆′−2∆−2

∆−2∆′′−2 − q
.

С учетом уравнения (2.13) третье уравнение системы (2.7) примет вид

− (1− Σ)J33 + J31 + L32 = 0, (2.15)

или, в случае малого линейного размера удаленной пластической зоны,

− (1− Σ)J33 + J31 + hcJ32 = 0,

где

J31 =

1∫
0

Π(α2
1, s)

√
∆−2∆′′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)
dq,

J32 =

1∫
∆′′2∆′−2

Π(α2
2, s)

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
dq,

L32 =

1∫
∆′′2∆′−2

h(q)Π(α2
2, s)

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
dq,

J33 =

1∫
0

Π(α2, s)

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
dq.

Константа C1 при этом вычисляется по формуле
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C1∆
2

2Y l2
= −∆′′

−2
1∫

∆′′2∆′−2

h(q)

√
(1− q)(q −∆′′2∆′−2)

q(q −∆′′2)
dq+

+ ∆2

1∫
0

√
(∆−2∆′−2 − q)(∆−2∆′′−2 − q)

q(∆−2 − q) dq−

− (1−Σ)

1∫
0

√
(∆′−2 − q)(∆′′−2 − q)

q(1− q) dq.

(2.17)

Уравнения (2.15), (2.16) заменяют третье уравнение систем (2.7), (2.8) соот-
ветственно.

Из полученных таким образом систем уравнений может быть исключен па-
раметр 1−Σ, а параметр ∆ может быть принят в качестве независимого пара-
метра нагружения.

Итак, решению относительно параметров локализации пластических дефор-
маций ∆′, ∆′′ подлежит система уравнений

J31 − Λ32

J33 − J32
=
J21 + Λ22

J23 + J22
,

J11 + Λ12

J13 + J12
=
J21 + Λ22

J23 + J22
,

(2.18)

где

Λ12 =

1∫
∆′′2∆′−2

H(q)

√
q −∆′′2

q(1− q)(q −∆′′2∆′−2)
dq,

Λ22 =

1∫
∆′′2∆′−2

H(q)

√
q −∆′′2∆′−2

q(1− q)(q −∆′′2)
dq,

Λ32 =

1∫
∆′′2∆′−2

H(q)Π(α2
2, s)

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
dq,

H(q) = 1− Σ− h(q),

или, в случае малого линейного размера удаленной пластической зоны, — систе-
ма
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J31 − ĥJ32

J33 − J32
=
J21 + ĥJ22

J23 + J22
,

J11 + ĥJ12

J13 + J12
=
J21 + ĥJ22

J23 + J22
,

(2.19)

где

ĥ =
1

π

{
arcsin

3cos2(β̂/2) − 1

2cos3(β̂/2)
+ arcsin

sec(β̂/2)

2

}
.

Укажем ряд канонических представлений интегралов, с помощью которых формулиру-
ются разрешающие системы уравнений через эллиптические интегралы Лежандра:

J11 =
2∆′√

∆′′−2 − 1

{
∆′′
−2

Π(Ω, σ2,∆′s)− (∆′′
−2 − 1)F (Ω,∆′s)

}
,

([126], формула 1.2.39.7)

J21 =
2∆′√

∆′′−2 − 1

{
∆′′
−2

Π(Ω, σ2,∆′s)− (∆′′
−2 −∆′

−2
)F (Ω,∆′s)

}
,

([126], формула 1.2.39.6)

J12 =
2∆′(∆′−2 − 1)√

∆′′−2 − 1
Π(s2,∆′s),

([126], формула 1.2.35.7)

(2.20)

J22 =
2∆′(∆′−2 − 1)√

∆′′−2 − 1

[
Π(s2,∆′s)−K(∆′s)

]
,

([126], формула 1.2.35.6)

J13 =
2∆′(∆′−2 − 1)√

∆′′−2 − 1

{
−Π(s2,∆′s) +

π

2

√
1

(1− s2)(1−∆′2)

}
,

([126], формула 1.2.38.7; [199], формула 117.02)

J23 =
2∆′(∆′−2 − 1)√

∆′′−2 − 1

{
−Π(s2,∆′s) + K(∆′s) +

π

2

√
1

(1− s2)(1−∆′2)

}
,

([126], формула 1.2.38.6; [199], формула 117.02)
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где

σ2 =
−1

∆′′−2 − 1
, sin2Ω ==

∆′′−2 − 1

∆−2∆′′−2 − 1
,

и неполные эллиптические интегралы Лежандра определены формулами:

F (ϕ, s) =

ϕ∫
0

dϑ√
1− s2sin2ϑ

,

Π(ϕ, α2, s) =

ϕ∫
0

dϑ

(1− α2sin2ϑ)
√

1− s2sin2ϑ
.

Стоит отметить также следующие соотношения:

J22 − J12 = − 2∆′(∆′−2 − 1)√
∆′′−2 − 1

K(∆′s),

J11 − J21 = − 2∆′(∆′−2 − 1)√
∆′′−2 − 1

F (Ω,∆′s),

J22 + J23 = J12 + J13 =
π∆′(∆′−2 − 1)√

∆′′−2 − 1

√
1

(1− s2)(1−∆′2)
.

С помощью канонических представлений (2.20) и первых двух уравнений системы (2.8)
находим

1−Σ − hc =
2∆′′−2Π(Ω, σ2,∆′s)− 2(∆′′−2 −∆′−2)F (Ω,∆′s)− (∆′−2 − 1)hcπS(s,∆′)

(∆′−2 − 1) [−2Π(s2,∆′s) + πS(s,∆′)]
−

− 2(∆′−2 − 1)F (Ω,∆′s)

(∆′−2 − 1) [−2Π(s2,∆′s) + πS(s,∆′)]
,

1− Σ− hc =
2∆′′−2Π(Ω, σ2,∆′s)− 2(∆′′−2 −∆′−2)F (Ω,∆′s)− (∆′−2 − 1)hcπS(s,∆′)

(∆′−2 − 1) [−2Π(s2,∆′s) + 2K(∆′s) + πS(s,∆′)]
,

S(s,∆′) =

√
1

(1− s2)(1−∆′2)
.

Полученные уравнения затем, после ряда преобразований, приводятся к следующему
виду:

K(∆′s)ĥ = F (Ω,∆′s), (2.21)

1− Σ− ĥ =
2
√

(1− s2)(1−∆′2)

π(∆′−2 − 1)

{
−(∆′−2 − 1)F (Ω,∆′s)

K(∆′s)
×

×
[
K(∆′s)− Π(s2,∆′s) +

π

2

√
(1− s2)−1(1−∆′2)−1

]
+

+∆′′
−2

Π(Ω, σ2,∆′s)− (∆′′
−2 −∆′

−2
)F (Ω,∆′s)

}
.

(2.22)
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Уравнение (2.16) на основании (2.22) преобразуется к виду:

1∫
0

Π(α2
1, s)

√
∆−2∆′′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)
dq−

−F (Ω,∆′s)

K(∆′s)

1∫
0

Π(α2, s)

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
dq =

=
2
√

(1− s2)(1−∆′2)

π(∆′−2 − 1)

{
−(∆′−2 − 1)F (Ω,∆′s)

K(∆′s)
L(s,∆′)+

(2.23)

+∆′′
−2

Π(Ω, σ2,∆′s)− (∆′′
−2 −∆′

−2
)F (Ω,∆′s)

}
×

×


1∫

0

Π(α2, s)

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
dq −

−
1∫

∆′′2∆′−2

Π(α2
2, s)

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
dq

 ,

где использовано следующее обозначение:

L(s,∆′) = K(∆′s)− Π(s2,∆′s) +
π

2

√
1

(1− s2)(1−∆′2)
.

Таким образом, уравнения (2.21), (2.23) образуют систему уравнений для
определения параметров локализации пластического течения, пригодную для
использования в случае малого линейного размера удаленной пластической зо-
ны, т. е. ∆′′2∆′−2 → 1.

Напомним также, что величина ∆ должна выступать в качестве параметра
нагружения.

С помощью уравнения (2.22) уравнение (2.14) в случае ∆′′2∆′−2 → 1 сводит-
ся к следующему:

C1∆
2K(s)

2Y l2
= ∆2

1∫
0

√
(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)

q(∆−2∆′′−2 − q)
Π(ω2

2, s)dq−
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−F (Ω,∆′s)

K(∆′s)

1∫
0

√
(1− q)(∆′−2 − q)
q(∆′′−2 − q) Π(ω2, s)dq−

−
2
√

(1− s2)(1−∆′2)

π(∆′−2 − 1)

{
−(∆′−2 − 1)F (Ω,∆′s)

K(∆′s)
L(s,∆′)+

(2.24)

+∆′′
−2

Π(Ω, σ2,∆′s)− (∆′′
−2 −∆′

−2
)F (Ω,∆′s)

}
×

×


1∫

0

√
(1− q)(∆′−2 − q)
q(∆′′−2 − q) Π(ω2, s)dq−

−∆′′
−2

1∫
∆′′2∆′−2

√
(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)

q(1− q) Π(ω2
1, s)dq

 .

Численный анализ локализации пластических деформаций проводился в
случае малого линейного размера удаленной пластической зоны. Система (2.19)
была заменена эквивалентной системой уравнений

ĥJ22 + J21

J22 + J23
=
ĥI21 − I23

I21 − I22
, (2.25)

ĥJ32 − J31

J32 − J33
=
ĥI21 − I23

I21 − I22
, (2.26)

в которой

I21 =

1∫
∆′′2∆′−2

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
dq,

I22 =

1∫
0

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
dq, (2.27)

I23 =

1∫
0

√
∆−2∆′′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)
dq.

Канонические представления интегралов (2.27) имеют вид:

I21 =
2∆′

∆′′
√

1−∆′′2

{
K(∆′s)−Π(λ2,∆′s)

}
=

=
2∆′∆′′√
1−∆′′2

{
(1−∆′

−2
)Π(s2,∆′s)− (1−∆′′

−2
)K(∆′s)

}
,
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(λ2 = 1−∆′
2
∆′′
−2

)

([126], формулы 1.2.34.5, 1.2.39.5)

I22 =
2∆′√

∆′′−2 − 1

{
(∆′

−2 − 1)Π(∆′
2
,∆′s) + (∆′′

−2 −∆′
−2

)K(∆′s)
}

=

=
2∆′√

∆′′−2 − 1

{
−(∆′

−2 − 1)Π(s2,∆′s) + (∆′′
−2 − 1)K(∆′s)+

+
π

2
∆′
−2
√

(1−∆′2)(1− s2)−1

}
,

([126], формула 1.2.38.5 и [199], формула 117.02)

I23 =
2∆′

∆′′2
√

∆′′−2 − 1
Π(Ω, σ2,∆′s).

([126], формулы 1.2.39.5)

Численное решение системы уравнений (2.25) и (2.26) относительно парамет-
ров локализации ∆′ и ∆′′ сопряжено со значительными трудностями и требует
значительных затрат времени. Для оптимизации счета был специально разрабо-
тан алгоритм ускоренного вычисления входящих в уравнения квадратур, осно-
ванный на разложении эллиптических интегралов в ускоренно сходящиеся ряды
Фурье (см. Приложение III). Численные расчеты, которые проводились для
случая, когда линейный размер удаленной локализованной пластической зоны
значительно меньше длины трещины, подтверждают разрешимость указанной
системы и, таким образом, также обосновывают предлагаемую схему локализа-
ции пластических деформаций.

Если характерный линейный размер удаленной пластической зоны нельзя
считать малым по сравнению с длиной трещины, то система уравнений (2.25)
и (2.26) должна быть заменена на

Λ22 + J21

J22 + J23
=

Λ21 − I23

I21 − I22
,

Λ32 − J31

J32 − J33
=

Λ21 − I23

I21 − I22
,

где

Λ21 =

1∫
∆′′2∆′−2

H(q)

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
dq.
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3.6.3. Вычисление раскрытия трещины при двухзонной локализации
пластических деформаций

Раскрытие трещины— один из важнейших параметров механики разруше-
ния. Поэтому оценка влияния удаленной пластической зоны на трещину может
быть выполнена на основе вычисления изменения раскрытия трещины, обуслов-
ленного влиянием второго очага локализации пластических деформаций.

В принципе, для точного определения раскрытия трещины необходимо до-
полнительно учесть изменение геометрии берегов трещины, искаженных оста-
точными перемещениями. Однако перенос граничных условий на деформиро-
ванные берега трещины делает невозможным аналитический анализ проблемы.
В дальнейшем предполагается, что граничные условия формулируются на неис-
каженных берегах трещины (что вносит погрешность порядка величины рас-
крытия трещины). Ясно, что приближенность формулировки краевых задач о
разгрузке и повторном нагружении практически не влияет на расчет локали-
зации пластических деформаций, поскольку на линии продолжения трещины
на расстояниях от вершины трещины порядка величины раскрытия влияние
погрешности формулировки граничных условий несущественно.

Рассмотрим уравнение

∂∆u2

∂x1
(x1, 0) =

κ+ 1

2G
Im[∂z∆ϕ

∗], (3.1)

интегрируя которое вдоль пластической зоны, примыкающей к кончику трещи-
ны, получим

−∆u2(l, 0) =
κ+ 1

2G

l+^
c∫

l

Im[∂z∆ϕ
∗]dx1. (3.2)

Раскрытие трещины, поэтому, может быть вычислено по формуле:

πE
^
u2

4Y l
= ln

cos2(β̂/2)

cosβ̂
− π

Y l

l+^
c∫

l

Im[∂z∆ϕ
∗]dx1. (3.3)

Второе слагаемое в правой части полученного уравнения

J = − π

Y l

l+^
c∫

l

Im[∂z∆ϕ
∗]dx1 (3.4)

может быть вычислено только через три параметра локализации пластических
деформаций ∆, ∆′, ∆′′ как показано ниже.

Подставляя формулу (2.1) в (3.4), получим

− π

Y l

l+
^
c∫

l

Im[∂z∆ϕ
∗]dx1 =

C1

2Y l

l+
^
c∫

l

x1dx1√
[(l + c′′)2 − x2

1][(l+ c′)2 − x2
1][(l +

^
c)2 − x2

1]
+
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+
2

l

l+
^
c∫

l

x1dx1

(t2 − x2
1)
√

[(l + c′′)2 − x2
1][(l + c′)2 − x2

1][(l +
^
c)2 − x2

1]
×

×
l+c′′∫
l+c′

h(t)

√
[(l + c′′)2 − t2][t2 − (l + c′)2][t2− (l +

^
c)2]dt+

+
2

l

l+
^
c∫

l

x1dx1

(t2 − x2
1)
√

[(l + c′′)2 − x2
1][(l + c′)2 − x2

1][(l+
^
c)2 − x2

1]
×

×
l∫

0

√
[(l + c′′)2 − t2][(l+ c′)2 − t2][(l +

^
c)2 − t2]dt−

− 2
1− Σ

l

l+
^
c∫

l

x1dx1

(t2 − x2
1)
√

[(l + c′′)2 − x2
1][(l + c′)2 − x2

1][(l +
^
c)2 − x2

1]
×

×
l+
^
c∫

0

√
[(l + c′′)2 − t2][(l + c′)2 − t2][(l +

^
c)2 − t2]dt,

или, после ряда преобразований, —

− π

Y l

l+
^
c∫

l

Im[∂z∆ϕ
∗] dx1 =

C1∆

4Y l2

1∫
∆2

dθ√
(∆′′−2 − θ)(∆′−2 − θ)(1− θ)

+

+
∆

2

1∫
∆2

dθ

(θ′ − θ)
√

(∆′′−2 − θ)(∆′−2 − θ)(1− θ)

∆′′−2∫
∆′−2

h(θ′)

√
(∆′′−2 − θ′)(θ′ −∆′−2)(θ′ − 1)

θ′
dθ′+

+
∆

2

1∫
∆2

dθ

(θ′ − θ)
√

(∆′′−2 − θ)(∆′−2 − θ)(1− θ)

∆2∫
0

√
(∆′′−2 − θ′)(∆′−2 − θ′)(1− θ′)

θ′
dθ′−

−∆

2
(1− Σ)

1∫
∆2

dθ

(θ′ − θ)
√

(∆′′−2 − θ)(∆′−2 − θ)(1− θ)

1∫
0

√
(∆′′−2 − θ′)(∆′−2 − θ′)(1− θ′)

θ′
dθ′.

Первый из интегралов в правой части полученного уравнения и внешние интегралы мо-
гут быть идентифицированы. Действительно, поскольку ([126], формулы 1.2.31.1, 1.2.31.6)

1∫
∆2

dθ√
(∆′′−2 − θ)(∆′−2 − θ)(1− θ)

=
2F (γ, s)√
∆′′−2 − 1

,
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1∫
∆2

dθ

(θ′ − θ)
√

(∆′′−2 − θ)(∆′−2 − θ)(1− θ)
=

=
2

(θ′ −∆′−2)
√

∆′′−2 − 1

{
1−∆′−2

θ′ − 1
Π(γ, β2, s) + F (γ, s)

}
,

где

β2 =
θ′ −∆′−2

θ′ − 1
, sin2γ =

1−∆2

∆′−2 −∆2
,

то можно заключить, что

− π

Y l

l+
^
c∫

l

Im[∂z∆ϕ
∗]dx1 =

∆√
∆′′−2 − 1

{
C1

2Y l2
F (γ, s) −

−
∆′′−2∫

∆′−2

h(θ′)

√
∆′′−2 − θ′

θ′(θ′ −∆′−2)(θ′ − 1)

[
(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2, s) + (1− q)F (γ, s)
]
dθ′−

−
∆2∫
0

√
∆′′−2 − θ′

θ′(∆′−2 − θ′)(1− θ′)

[
(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2, s) + (1− q)F (γ, s)
]
dθ′−

− (1− Σ)

1∫
0

√
∆′′−2 − θ′

θ′(∆′−2 − θ′)(1− θ′)

[
(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2, s) + (1− q)F (γ, s)
]
dθ′

 .

Полученное уравнение, следовательно, преобразуется к следующему виду:

−π
√

∆′′−2 − 1

Y∆l

l+^
c∫

l

Im[∂z∆ϕ
∗]dx1 =

C1

2Y l2
F (γ, s)−

−
1∫

∆′′2∆′−2

h(q)

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
[(∆′

−2−1)Π(γ, β2
2 , s)+(1−q)F (γ, s)]dq−

(3.5)

−
1∫

0

√
∆−2∆′′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2
1 , s) + (1− q)F (γ, s)]dq−

− (1− Σ)

1∫
0

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2, s) + (1− q)F (γ, s)]dq,

Нелинейная механика разрушения



3.6. Модель Леонова–Панасюка–Дагдейла 283

где

β2 =
q −∆′−2

q − 1
, β2

1 =
q −∆−2∆′−2

q −∆−2 , β2
2 =

q −∆′′2∆′−2

q −∆′′2
.

Отметим также формулу

β2 =
s2

α2 , β2
1 =

s2

α2
1
, β2

2 =
s2

α2
2
.

Подставляя формулу (3.5) в (3.3) и выражение для 1−Σ согласно уравнению
(2.22), предполагая тем самым малым размер удаленной пластической зоны,
после многочисленных преобразований получим

πE
^
u2

√
∆′′−2 − 1

4∆Y l
= ∆−1

√
∆′′−2 − 1ln

cos2(β̂/2)

cosβ̂
+

C1

2Y l2
F (γ, s)−

−
1∫

0

√
∆−2∆′′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2
1 , s) + (1− q)F (γ, s)]dq−

−F (Ω,∆′s)

K(∆′s)

1∫
0

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2, s) + (1− q)F (γ, s)]dq−

−
2
√

(1− s2)(1−∆′2)

π(∆′−2 − 1)

{
−(∆′−2 − 1)F (Ω,∆′s)

K(∆′s)
L(s,∆′)+

(3.6)

+∆′′
−2

Π(Ω, σ2,∆′s)− (∆′′
−2 −∆′

−2
)F (Ω,∆′s)

}
×

×


1∫

0

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2, s) + (1− q)F (γ, s)]dq+

+

1∫
∆′′2∆′−2

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2
2 , s) + (1− q)F (γ, s)]dq

 .

Если исключить теперь константу C1 из последнего уравнения с помощью
соотношения (2.24), то для вычисления раскрытия трещины при повторном
нагружении можно получить формулу:
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πE
^
u2

√
∆′′−2 − 1

4∆Y l
= ∆−1

√
∆′′−2 − 1ln

cos2(β̂/2)

cosβ̂
+

+
F (γ, s)

K(s)

1∫
0

√
(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)

q(∆−2∆′′−2 − q)
Π(ω2

2, s)dq−

− F
2(γ, s)

∆2K2(s)

1∫
0

√
(1− q)(∆′−2 − q)
q(∆′′−2 − q) Π(ω2, s)dq−

− 2F (γ, s)

π∆2K(s)

√
(1− s2)(1−∆′2)

(∆′−2 − 1)

{
−(∆′−2 − 1)F (Ω,∆′s)

K(∆′s)
L(s,∆′)+

+∆′′
−2

Π(Ω, σ2,∆′s)− (∆′′
−2 −∆′

−2
)F (Ω,∆′s)

}
×

×


1∫

0

√
(1− q)(∆′−2 − q)
q(∆′′−2 − q) Π(ω2, s)dq−

−∆′′
−2

1∫
∆′′2∆′−2

√
(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)

q(1− q) Π(ω2
1, s)dq

− (3.7)

−
1∫

0

√
∆−2∆′′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2
1 , s) + (1− q)F (γ, s)]dq−

−F (Ω,∆′s)

K(∆′s)

1∫
0

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2, s) + (1− q)F (γ, s)]dq−

−
2
√

(1− s2)(1−∆′2)

π(∆′−2 − 1)

{
−(∆′−2 − 1)F (Ω,∆′s)

K(∆′s)
L(s,∆′)+

+∆′′
−2

Π(Ω, σ2,∆′s)− (∆′′
−2 −∆′

−2
)F (Ω,∆′s)

}
×
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×


1∫

0

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2, s) + (1− q)F (γ, s)]dq+

+

1∫
∆′′2∆′−2

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2
2 , s) + (1− q)F (γ, s)]dq

 .

Уравнение (3.7) позволяет вычислить раскрытие трещины, если три безраз-
мерных параметра локализации пластических деформаций ∆, ∆′, ∆′′ определе-
ны или заданы. Тем самым может быть охарактеризовано влияние удаленной
пластической зоны на трещину.

В случае, если характерный линейный размер удаленной пластической зоны
сравним с длиной трещины, то на основании формул (3.3), (3.5) и (2.17) находим

πE
^
u2(l, 0)

4Y l
=ln

cos2(β̂/2)

cosβ̂
+

∆√
∆′′−2 − 1

×

×
{

C1

2Y l2
F (γ, s)− V1 + V̄2 − (1− Σ)(V + V2)

}
,

(3.8)

где

V =

1∫
0

√
∆′′−2 − q

q(1− q)(∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2, s) + (1− q)F (γ, s)]dq,

V1 =

1∫
0

√
∆−2∆′′−2 − q

q(∆−2 − q)(∆−2∆′−2 − q)
[(∆′

−2 − 1)Π(γ, β2
1 , s) + (1− q)F (γ, s)]dq,

V̄2 =

1∫
∆′′2∆′−2

H(q)

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
×

×[(∆′
−2 − 1)Π(γ, β2

2 , s) + (1− q)F (γ, s)]dq,

V2 =

1∫
∆′′2∆′−2

√
1− q

q(q −∆′′2)(q −∆′′2∆′−2)
[(∆′

−2− 1)Π(γ, β2
2 , s) + (1− q)F (γ, s)]dq,
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C1

2Y l2
= ∆′′

−2
∆−2S̄32 + I31 − (1− Σ)∆−2(I33 + ∆′′

−2
I32),

S̄32 =

1∫
∆′′2∆′−2

H(q)

√
(1− q)(q −∆′′2∆′−2)

q(q −∆′′2)
dq,

1− Σ =
J11 + Λ12

J13 + J12
.

Таким образом, если параметры локализации определены, то формула (3.8)
позволяет вычислить раскрытие трещины при любой протяженности удаленной
пластической зоны (для этого необходимо вычислить только приведенные выше
квадратуры).

Асимптотический анализ величины раскрытия трещины при малой (по срав-
нению с длиной трещины) длине удаленной пластической зоны приводит к про-
стой зависимости

πE

4Y l
∆u2 = −γ[2 − (4Y )−1π

√
(∆′−2 − 1)−1^σ

∞
22] (∆′′

2
∆′
−2 → 1− 0) (3.9)

для дополнительного закрытия трещины при повторном нагружении.
Таким образом, возникновение нового очага пластического течения при по-

вторном нагружении проявляется в форме дополнительного закрытия трещи-
ны, асимптотическое значение которого может быть вычислено по формуле
(3.9).

Следует отметить, что предлагаемая методика оценки влияния удаленных
от вершины трещины локализованных очагов пластических деформаций на рав-
новесие трещины нормального отрыва может быть использована и при иных
источниках подобной локализации (локальное возрастание напряжений вслед-
ствие термического воздействия, накопления повреждений в условиях водород-
ного охрупчивания и нейтронного облучения и т.п.). Формально вид поля оста-
точных напряжений учитывается только через функцию H(q), которая, соглас-
но определению, вычисляется в виде

2H(q) = 1 +
σ̃22(x1, 0)

Y

∣∣∣∣
x1=∆−1∆′′−1l

√
q

.

Никаких дополнительных модификаций предложенная в работе схема не
требует.

3.6.4. Пример численного анализа

Для анализа локализации пластических деформаций во время повторного
нагружения необходимо получить численное решение системы уравнений (2.25),
(2.26).
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Использование традиционных методов решения систем нелинейных уравне-
ний (метода наискорейшего спуска, метода Ньютона, итерационных методов)
наталкивается на значительные трудности, связанные, например, с дифферен-
цированием функций, определяемых в данном случае интегралами. Поэтому
использован численный алгоритм, заключающийся в следующем.

Для решения системы двух нелинейных уравнений разыскивается точка пе-
ресечения двух кривых на плоскости (∆′,∆′′), задаваемых исследуемыми урав-
нениями (2.25) и (2.26) (кривые (I) и (II) соответственно). После выделения
области на плоскости (∆′,∆′′) возможного нахождения решения системы урав-
нений задается значение одной из переменных, например, ∆′, и определяется
точка пересечения с кривой (I). Если точка пересечения с данной кривой при
фиксированном значении ∆′ отсутствует, то находится точка пересечения с дру-
гой кривой. Если нет пересечений как с первой кривой, так и со второй, то
задаваемое значение переменной ∆′ делится пополам и процедура повторяется
до определения значения ∆′′. Затем полученное значение переменной ∆′′ фик-
сируется и осуществляется переход на другую кривую: если значение ∆′′ найде-
но при пересечении с первой кривой, то разыскивается пересечение со второй
кривой при фиксированном значении ∆′′, и наоборот. Тем самым определяется
новое значение переменной ∆′ и процедура повторяется. Таким образом, осу-
ществляется обход точки пересечения кривых по ”закручивающейся” ломаной,
звеньями которой являются отрезки, параллельные координатным осям. Следу-
ет отметить, что процесс поиска точки пересечения кривых будет сходящимся,
если биссектриса противоположных углов, составленных касательными в точ-
ке пересечения, имеет отрицательный угол наклона к горизонту. В противном
случае процесс будет расходящимся.

В случае ”раскручивающейся” ломаной необходимо изменить направление
обхода на противоположное. Используемый алгоритм также учитывает возмож-
ные частные случаи, такие как касание кривых, пересечение кривых с почти
горизонтальной биссектрисой указанных углов.

Область поиска решения определяется неравенствами:

l +
^
c < l + c′ ≤ l + c,

l + c′ < l + c′′ ≤ 2(l + c)− (l +
^
c).

Первое неравенство означает, что левый конец удаленной пластической зо-
ны лежит строго правее конца прилегающей к вершине трещины пластической
области и левее точки, в которой остаточные напряжения достигают максиму-
ма.

Условие в левой части второго неравенства очевидно, а условие в правой ча-
сти подразумевает, что правый конец удаленной пластической области не может
находиться от точки максимума остаточных напряжений далее, чем на длину
отрезка от конца примыкающей к вершине трещины пластической области до
точки, где находился конец пластической области при начальном нагружении.
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Для безразмерных параметров ∆′ и ∆′′ эти неравенства приобретают следу-
щий вид:

cos β̂ ≤ ∆′ < 1,

1

2∆ sec β̂ − 1
≤ ∆′′ < ∆′.

Параметр ∆ выбирался из интервала

∆ = cos(β̂/2) + R(1− cos(β̂/2)) (0 < R < 1)

c тем, чтобы, фиксируя R, можно было бы задавать все возможные значения
∆. Для расчета было принято R = 0.95, т.е. длина пластической области, при-
мыкающей к трещине, очень мала по сравнению с длиной трещины.

Количество точек разбиения при вычислении интегралов в первом уравне-
нии выбиралось равным N = 106. При вычислении интегралов, входящих во
второе уравнение, содержащее повторные интегралы, полагалось, что число
точек разбиения для внутренних интегралов равно N = 104, для внешних—
N = 103, поскольку более сильное измельчение отрезков интегрирования, а
также увеличение числа итераций в подпрограмме, определяющей корень нели-
нейного уравнения на заданном отрезке, ведет к многократному увеличению
времени работы программы.

При
l +

^
c

l
=

1

∆
= 1.00003,

l + c

l
= sec β̂ = 1.00309

были получены следующие результаты:

l + c′

l
=

1

∆∆′
= 1.00012,

l + c′′

l
=

1

∆∆′′
= 1.0014,

что доказывает исходное предположение о возникновении удаленной пластиче-
ской зоны.

Кривые (I) и (II) в окрестности их пересечения для указанных значений ∆,
β̂ изображены на рис. 55.

3.7. Методы континуальной теории дислокаций в задачах
о трещинах

3.7.1. Основные понятия теории дислокаций

Значительное расхождение критериев прочности кристаллических тел, уста-
новленных экспериментально и вычисленных теоретически, объясняется несо-
вершенствами в построении кристаллических решеток.
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Рис. 55. Кривые I и II в окрестности их пересечения

Дислокации— линейные несовершества кристаллических решеток, существен-
но влияющие не механические свойства кристаллов. В реальных кристаллах
дислокации могут иметь протяженность до тысяч и даже десятков тысяч пери-
одов решетки.

Дислокации были впервые исследованы в работах Вольтерра (V. Volterra),
Сомильяны (C. Somigliana) и Лява (A. E. H. Love), относящихся к самому нача-
лу двадцатого столетия, в связи с деформациями упругих тел с многозначными
полями перемещений.

Простейшим примером подобной деформации является относительный сдвиг
в радиальном направлении стенок трубчатого образца, разрезанного вдоль од-
ной из образующих. Образуется так называемая краевая дислокация (рис. 56A).

Этот сдвиг можно реализовать, прикладывая к поверхностям среза равные
и противоположно направленные усилия. Если теперь склеить смещенные друг
относительно друга стенки и удалить все поверхностные нагрузки, то составлен-
ное таким образом тело будет напряжено и не свободно от деформаций. Поле
перемещений будет неоднозначным, поскольку при обходе вдоль любого конту-
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Рис. 56. Дислокации Вольтерра: A и Б—краевые дислокации, В— винтовая дислокация

ра, охватывающего ось трубки, можно выявить изменение вектора перемещения
(на величину, равную относительному смещению берегов разреза). Приращение
вектора перемещения, очевидно, имеет радиальное направление.

Другая разновидность краевой дислокации (рис. 56Б) получается, если разо-
мкнуть стенки разрезанной вдоль образующей трубки и, заполнив образовав-
шееся пространство дополнительным материалом, осуществить склейку. При
обходе вдоль любого контура, охватывающего ось трубки, также можно вы-
явить изменение вектора перемещения (на величину, равную относительному
смещению берегов разреза). Приращение вектора перемещения, очевидно, име-
ет направление, перпендикулярное направлению разреза.

Третий тип дислокации (винтовая дислокация) получается при относитель-
ном сдвиге разрезанной трубки в осевом направлении (рис. 56В). При обходе
вдоль любого контура, охватывающего ось трубки, можно выявить изменение
вектора перемещения (на величину, равную относительному смещению берегов
разреза). Приращение вектора перемещения имеет осевое направление. Это осе-
вое направление (так же как и в случае краевой дислокации) принято называть
линией дислокации.

Указанные типы дислокаций в сплошных упругих телах принято называть
дислокациями Вольтерра.

В рамках континуальной модели дислокация порождает деформацию сплош-
ной среды, обладающую следующим свойством: при обходе по любому замкну-
тому контуру, охватывающему линию дислокации, вектор упругого смещения
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u получает определенное конечное приращение b:

b =

∮
du = ufinal − uinitial. (1.1)

Контур интегрирования должен охватывать линию дислокации и обходить-
ся против хода часовой стрелки, если смотреть на этот контур с той стороны, в
которую направлен вектор τ , определяющий по выбору наблюдателя положи-
тельное направление на линии дислокации.162

Постоянный вектор b также называется вектором Бюргерса (J. M. Burg-
ers) данной дислокации.163 Простым случаям краевой и винтовой дислокаций
отвечают прямые линии дислокаций, вдоль которых τ ⊥ b и τ ‖ b.

В рамках континуальной теории линия дислокации может быть и криволи-
нейной, но всегда — гладкой кривой. Известно [67], что линия дислокации не
может начинаться или заканчиваться внутри тела: она должна выходить кон-
цами на его поверхность, либо должна представлять собой замкнутую петлю.
Из этого свойства дислокации следует, что вектор Бюргерса постоянен вдоль
линии дислокации.

На русском языке имеется обширная литература по механическим свойствам
дислокаций. Упомянем лишь некоторые источники: [94] [173], [64], [67], [73], [78],
[110], [133].

Краевые и винтовые дислокации являются также наиболее распространенным видом
несовершенств кристаллических решеток. Краевая и винтовая дислокации как несовершен-
ства кристаллической структуры могут быть представлены следующим образом.

Пусть в правильную кристаллическую решетку (рис. 57А) вдвинута ”лишняя” кристал-
лическая полуплоскость (рис. 57Б) так, что правильная структура решетки искажается:
образуется краевая дислокация, обозначаемая символом ⊥. Край этой экстра полуплоско-
сти (перпендикулярная плоскости рисунка ось x3) называется линией дислокации. Краевой
дислокации можно приписать определенный знак: если вдвинуть экстраплоскость снизу, то
образуется точно такая же дислокация, но обратного знака, обозначаемая символом >. Ис-
кажение структуры решетки в непосредственной близости к дислокации велико, но уже на
расстояниях порядка нескольких периодов кристаллические плоскости смыкаются друг с
другом почти правильным образом. Внедрение экстраплоскости приводит к упругой дефор-
мации решетки: сверху решетка сжата, а снизу— растянута.

Другой тип дислокации (винтовая дислокация) можно представить как результат разреза
решетки по полуплоскости, после чего части решетки по обе стороны разреза сдвигаются
относительно друг друга на один период параллельно краю разреза (рис. 58).

Дислокации кристаллических структур также характеризуются вектором Бюргерса, ко-
торый замыкает разрыв петли особого рода, называемой контуром Бюргерса, охватывающей
линию дислокации.

Рассмотрим построение вектора Бюргерса для краевой дислокации⊥. При этом необходи-
мо сравнивать обходы в несовершенной и совершенной решетках (рис. 57). В несовершенной
решетке выберем замкнутый контур обхода ab...v = a и шаг за шагом построим соответ-
ствующий контур в совершенной решетке AB...V . Ясно, что обход в совершенной решетке
заканчивается не в том месте, откуда он начинался. Дополнительный вектор, необходимый
для того, чтобы замкнуть обход в совершенной решетке, и будет вектором Бюргерса (или
истинным вектором Бюргерса). В рассматриваемом примере краевой дислокации это есть

162Заметим также, что (см. [86], с. 22) du = d(ω × r) + (dr) ·
[
ε− (∇ × ε)T × r

]
.

163Иногда вектор Бюргерса определяют прямо противоположным значением [67], с. 10.
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Рис. 57. Краевая дислокация: А) идеальная кристаллическая решетка, AB...V —контур об-
хода, замыкающийся с помощью вектора Бюргерса b; Б) кристаллическая решетка с экстра
полуплоскостью, ab...v = a— замкнутый контур обхода

Π
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C

D

Рис. 58. Образование винтовой дислокации при сдвиге частей кристалла в плоскости Π. Ли-
ния дислокации CD параллельна направлению сдвига, b— вектор Бюргерса

вектор с началом в точке V и концом A. Длина вектора Бюргерса всегда равна периоду
совершенной решетки.

Вектор Бюргерса часто ассоциируют с несовершенной конфигурацией решетки, перенося
истинный вектор Бюргерса в эту конфигурацию. В этом случае говорят о локальном векторе
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Бюргерса.164
В случае винтовой дислокации, образованной в результате скольжения одной части ре-

шетки относительно другой ее части (рис. 59), вектор Бюргерса ориентирован вдоль на-
правления скольжения (так же как и вектор τ ). Контуру обхода в несовершенной решетке
abc...lmn = a соответствует незамкнутый контур ABC...LMN в совершенной решетке. Ис-
тинный вектор Бюргерса в данном случае есть вектор с началом в точке N и концом в точке
A.
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Рис. 59. К определению истинного вектора Бюргерса винтовой дислокации: А) идеальная
кристаллическая решетка, AB...N —контур обхода, замыкающийся с помощью вектора Бюр-
герса b; Б) кристаллическая решетка, верхняя часть которой сдвинута относительно нижней
вправо на один период, ab...n = a— замкнутый контур обхода

3.7.2. Представление трещин скоплениями дислокаций

Приведем (см., например, [273]) необходимые для дальнейшего формулы
для распределения напряжений, индуцированных изолированными винтовыми
и краевыми прямолинейными дислокациями.165 Напряжения и деформации, ин-
дуцированные изолированной прямолинейной дислокацией, имеют порядок r−1

при приближении к линии дислокации.
Изолированная прямолинейная винтовая дислокация (линия которой совпа-

дает с осью x3), характеризуемая вектором Бюргерса b1 = 0, b2 = 0, b3 = b,
индуцирует поле напряжений:

σ13 = −Gb
2π

x2

x2
1 + x2

2
, σ23 =

Gb

2π

x1

x2
1 + x2

2
. (2.1)

164Приведенное определение вектора Бюргерса несовершенной кристаллической решетки страдает одним
недостатком: направление вектора Бюргерса зависит от начальной точки обхода.
165Расчет упругого поля, индуцированного петлей дислокации произвольной формы, приводится, напри-

мер, в [67], с. 18-30. Там же читатель найдет асимптотики ”дальнего поля” для возмущения упругого поля,
вызванного наличием в теле петли дислокации.
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Изолированная прямолинейная краевая дислокация (линия которой совпа-
дает с осью x3), характеризуемая вектором Бюргерса b1 = b, b2 = 0, b3 = 0,
индуцирует поле напряжений:

σ11 = − Gb

2π(1− ν)

x2(3x
2
1 + x2

2)

(x2
1 + x2

2)
2 , σ22 =

Gb

2π(1− ν)

x2(x
2
1 − x2

2)

(x2
1 + x2

2)
2 ,

σ12 =
Gb

2π(1− ν)

x1(x
2
1 − x2

2)

(x2
1 + x2

2)
2 , σ33 = − Gbν

2π(1− ν)

x2

x2
1 + x2

2
.

(2.2)

Перейдем теперь к представлению трех основных типов трещин как скопле-
ний дислокаций.

3.7.2А. Трещина типа I
Рассмотрим трещину нормального отрыва |x1| 6 l, берега которой находятся

под действием нормальной нагрузки T2 = T2(x1).
Будем моделировать влияние трещины, представляя ее как непрерывное на

отрезке |x1| 6 l распределение краевых дислокаций. Вектор Бюргерса каждой
дислокации параллелен оси x2: b1 = 0, b2 = −b, b3 = 0. Суммарный вектор
Бюргерса скопления дислокаций должен быть, очевидно, нулевым, чтобы ис-
ключить многозначность поля перемещений.

Каждая краевая дислокация, расположенная в точке x1 = t, и характери-
зуемая вектором Бюргерса b1 = 0, b2 = −b, b3 = 0, индуцирует напряжения,
которые на оси x1 могут быть вычислены в виде:

σ11 = − 2Gb2

π(κ+ 1)

1

x1 − t
, σ22 =

2Gb2

π(κ+ 1)

1

x1 − t
, σ12 = 0. (2.3)

Заметим, что непрерывное распределение дислокаций с плотностью распре-
деления вектора Бюргерса bf(x1) на отрезке |x1| 6 l порождает на оси x1 на-
пряжения:

σ11 =
2Gb

π(κ+ 1)

l∫
−l

f(t)

x1 − t
dt, σ22 = − 2Gb

π(κ+ 1)

l∫
−l

f(t)

x1 − t
dt, σ12 = 0, (2.4)

поскольку −bf(t)dt есть в точности db2 в месте x1 = t. Здесь и в дальнейшем
сингулярные интегралы понимаются в смысле их главного значения.

Граничное условие на верхнем берегу трещины:

− 2Gb

π(κ+ 1)

l∫
−l

f(t)

t− x1
dt = T2(x1). (2.5)

Из этого сингулярного интегрального уравнения первого рода должна быть
определена плотность распределения bf(x1).166

166Решение сингулярного интегрального уравнения с ядром Коши рассматривается, например, в [96], с.
149-154.
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Необходимо также принять условие
l∫

−l

f(t)dt = 0, (2.6)

т.е. суммарный вектор Бюргерса скопления дислокаций должен быть равен ну-
лю, что гарантирует однозначность поля перемещений.

Решение указанного сингулярного интегрального уравнения имеет вид (см.,
например, [273], pp. 185-192):

f(x1) =
2(1− ν)

πGb

1√
l2 − x2

1

l∫
−l

√
l2 − t2
t− x1

T2(t)dt. (2.7)

Здесь учтено, что в случае плоской деформации κ = 3− 4ν.
Для трещины нормального отрыва, деформируемой напряжениями дальне-

го поля σ∞22, имеем (плоская деформация):

f∗(x1) = −2(1− ν)σ∞22

Gb

x1√
l2 − x2

1

. (2.8)

Нормальные напряжения на оси x1:

σ11 =
x1σ

∞
22√

x2
1 − l2

, (2.9)

следовательно,
KI = σ∞22

√
πl. (2.10)

Скачок нормального перемещения (относительное смещение берегов трещи-
ны167) вдоль трещины вычисляется как:

[u2] = u+
2 − u−2 = −b

l∫
x1

f∗(t)dt =
2(1− ν)σ∞22

G

√
l2 − x2

1. (2.11)

Распределение напряжений в среде может быть определено следующими
формулами:

σ22 = σ∞22 +
σ∞22

π

l∫
−l

(x1 − x′1)
[
(x1 − x′1)2 + 3x2

2
]

[(x1 − x′1)2 + x2
2]

2
x′1√
l2 − x′21

dx′1,

σ11 =
σ∞22

π

l∫
−l

(x1 − x′1)
[
(x1 − x′1)2 − x2

2

]
[(x1 − x′1)2 + x2

2]
2

x′1√
l2 − x′21

dx′1, (2.12)

167Относительное смещение берегов трещины обычно называют раскрытием трещины. В механике разру-
шения традиционно особый интерес представляет раскрытие вершины трещины.
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σ12 =
σ∞22x2

π

l∫
−l

(x1 − x′1)2 − x2
2

[(x1 − x′1)2 + x2
2]

2
x′1√
l2 − x′21

dx′1.

Для трещины нормального отрыва |x1| 6 l, берега которой находятся под действием
нормальной нагрузки T2 = T2(x1), поле напряжений можно получить в виде

σ11 = − 1

π2

l∫
−l

√
l2 − t′2T2(t

′)dt′
l∫

−l

(x1 − t′′) [(x1 − t′′)2 − x2
2]

[(x1 − t′′)2 + x2
2]

2
(t′ − t′′)

dt′′√
l2 − t′′2

,

σ22 = − 1

π2

l∫
−l

√
l2 − t′2T2(t

′)dt′
l∫

−l

(x1 − t′′) [(x1 − t′′)2 + 3x2
2]

[(x1 − t′′)2 + x2
2]

2
(t′ − t′′)

×

× dt′′√
l2 − t′′2

,

(2.13)

σ12 = − 1

π2

l∫
−l

√
l2 − t′2T2(t

′)dt′
l∫

−l

x2 [(x1 − t′′)2 − x2
2]

[(x1 − t′′)2 + x2
2]

2
(t′ − t′′)

dt′′√
l2 − t′′2

.

Внутреннее интегрирование в этих формулах может быть выполнено:

σ11 + σ22 = − 2

πρ

l∫
−l

(x1 − t′) sinϑ+ x2 cosϑ

(x1 − t′)2 + x2
2

√
l2 − t′2T2(t

′)dt′,

σ12 = − x2

πρ

l∫
−l

[(x1 − t′)2 + x2
2] sinϑ+ 2x2(x1 − t′) cosϑ

[(x1 − t′)2 + x2
2]

2 ×

×
√
l2 − t′2T2(t′)dt′+

+
x2

πρ3

l∫
−l

(x2
1 + x2

2 − x1t
′) sin 3ϑ+ t′x2 cos 3ϑ

(x1 − t′)2 + x2
2

√
l2 − t′2T2(t′)dt′,

σ11 = − x2

πρ

l∫
−l

[(x1 − t′)2 + x2
2] cos ϑ− 2x2(x1 − t′) sinϑ

[(x1 − t′)2 + x2
2]

2 ×

×
√
l2 − t′2T2(t′)dt′−

− x2

πρ3

l∫
−l

−(x2
1 + x2

2 − x1t
′) cos 3ϑ+ t′x2 sin 3ϑ

(x1 − t′)2 + x2
2

√
l2 − t′2T2(t

′)dt′−

− x2

πρ

l∫
−l

(x1 − t′) sin ϑ+ x2 cos ϑ

(x1 − t′)2 + x2
2

√
l2 − t′2T2(t

′)dt′,

(2.14)

где введены переменные ρ, ϑ:
√
l2 − z2 = ρeiϑ, причем ϑ = 0, если −l < x1 < l, x2 = 0 + 0.

Вдоль луча x1 > l, x2 = 0 имеем ϑ = −π/2 и

σ12 = 0, σ11 = σ22 =
1

πρ

l∫
−l

√
l2 − t2T2(t)

x1 − t
dt (2.15)
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и, следовательно,

KI =
1√
πl

l∫
−l

√
l + t

l − tT2(t)dt. (2.16)

Рассмотрим теперь полубесконечную трещину типа I (x1 < 0, x2 = 0). Бере-
га трещины находятся под действием нормальных усислий, так что на верхнем
берегу трещины выполняется краевое условие σ22 = −T2(x1).

Можно, как и выше, определить плотность распределения вектора Бюргер-
са скопления дислокаций, индуцирующее поле напряжений, аналогичное тому,
которое существует в среде с трещиной, и показать, что коэффициент интен-
сивности напряжений вычисляется по формуле

KI =
1

π

0∫
−∞

T2(x
′
1)√
−x′1

dx′1. (2.17)

3.7.2Б. Трещина типа II

Рассмотрим трещину поперечного сдвига |x1| 6 l, берега которой находят-
ся под действием касательной нагрузки T1 = T1(x1). На верхнем берегу тре-
щины σ12 = −T1(x1). Трещина моделируется линейным распределением кра-
евых дислокаций. Вектор Бюргерса каждой дислокации параллелен оси x1:
b1 = b, b2 = 0, b3 = 0.

Плотность распределения вектора Бюргерса bf(x1) удовлетворяет сингуляр-
ному интегральному уравнению

l∫
−l

f(t)

t− x1
dt =

2π(1− ν)

Gb
T1(x1), (2.18)

решение которого имеет вид

f(x1) = − 2(1− ν)

πGb
√
l2 − x2

1

l∫
−l

√
l2 − t2T1(t)

t− x1
dt. (2.19)
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Поле напряжений представляется, следовательно, как

σ11 =
1

π2

l∫
−l

√
l2 − t′2T1(t

′)dt′
l∫

−l

x2 [(x1 − t′′)2 + x2
2]

[(x1 − t′′)2 + x2
2]

2
(t′ − t′′)

×

× dt′′√
l2 − t′′2

,

σ22 = − 1

π2

l∫
−l

√
l2 − t′2T1(t

′)dt′
l∫

−l

x2 [(x1 − t′′)2 − x2
2]

[(x1 − t′′)2 + x2
2]

2
(t′ − t′′)

×

× dt′′√
l2 − t′′2

,

σ12 = − 1

π2

l∫
−l

√
l2 − t′2T1(t

′)dt′
l∫

−l

(x1 − t′′) [(x1 − t′′)2 − x2
2]

[(x1 − t′′)2 + x2
2]

2
(t′ − t′′)

×

× dt′′√
l2 − t′′2

.

(2.20)

Внутреннее интегрирование может быть выполнено. Опуская детали, приведем оконча-
тельный результат:

σ11 + σ22 = − 2

πρ

l∫
−l

(x1 − t′) cos ϑ− x2 sin ϑ

(x1 − t′)2 + x2
2

√
l2 − t′2T1(t

′)dt′,

σ22 = −x2

πρ

l∫
−l

[(x1 − t′)2 + x2
2] sinϑ+ 2x2(x1 − t′) cos ϑ

[(x1 − t′)2 + x2
2]

2 ×

×
√
l2 − t′2T1(t

′)dt′+

+
x2

πρ3

l∫
−l

(x2
1 + x2

2 − x1t
′) sin 3ϑ+ t′x2 cos 3ϑ

(x1 − t′)2 + x2
2

√
l2 − t′2T1(t′)dt′,

σ12 = −x2

πρ

l∫
−l

[(x1 − t′)2 + x2
2] cosϑ− 2x2(x1 − t′) sin ϑ

[(x1 − t′)2 + x2
2]

2 ×

×
√
l2 − t′2T1(t

′)dt′−

− x2

πρ3

l∫
−l

−(x2
1 + x2

2 − x1t
′) cos 3ϑ+ t′x2 sin 3ϑ

(x1 − t′)2 + x2
2

√
l2 − t′2T1(t

′)dt′−

− x2

πρ

l∫
−l

(x1 − t′) sinϑ+ x2 cosϑ

(x1 − t′)2 + x2
2

√
l2 − t′2T1(t

′)dt′,

(2.21)

где введены переменные ρ, ϑ:
√
l2 − z2 = ρeiϑ, причем ϑ = 0, если −l < x1 < l, x2 = 0 + 0.

Вдоль луча x1 = l + λ, x2 = 0 имеем (λ� l):

σ11 = 0, σ22 = 0, σ12 ∼
KII√
2πλ

, (2.22)

где

KII =
1√
πl

l∫
−l

√
l + t

l − tT1(t)dt. (2.23)
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Плотность распределения вектора Бюргерса bf∗(x1) в случае деформации
напряжением дальнего поля σ∞12 есть (плоская деформация):

f∗(x1) =
2(1− ν)σ∞12

Gb

x1√
l2 − x2

1

. (2.24)

Относительное смещение берегов трещины (раскрытие трещины):

[u1] = u+
1 − u−1 = b

l∫
x1

f∗(t)dt =
2(1− ν)σ∞12

G

√
l2 − x2

1. (2.25)

Распределение напряжений определяется по формулам:

σ11 = −σ
∞
12x2

π

l∫
−l

3(x1 − x′1)2 − x2
2

[(x1 − x′1)2 + x2
2]

2
x′1√
l2 − x′21

dx′1,

σ22 =
σ∞12x2

π

l∫
−l

(x1 − x′1)2 − x2
2

[(x1 − x′1)2 + x2
2]

2
x′1√
l2 − x′21

dx′1,

σ12 = σ∞12 +
σ∞12

π

l∫
−l

(x1 − x′1)
[
(x1 − x′1)2 − x2

2

]
[(x1 − x′1)2 + x2

2]
2

x′1√
l2 − x′21

dx′1.

(2.26)

3.7.2В. Трещина типа III
Рассмотрим трещину антиплоского сдвига |x1| 6 l, берега которой находятся

под действием нагрузки T3 = T3(x1). На верхнем берегу трещины σ23 = −T3(x1).
Трещина моделируется линейным распределением винтовых дислокаций. Век-
тор Бюргерса каждой дислокации параллелен оси x3: b1 = 0, b2 = 0, b3 = b.

Плотность распределения вектора Бюргерса bf(x1) удовлетворяет сингуляр-
ному интегральному уравнению

l∫
−l

f(t)

t− x1
dt =

2π

Gb
T3(x1), (2.27)

решение которого имеет вид

f(x1) = − 2

πGb
√
l2 − x2

1

l∫
−l

√
l2 − t2T3(t)

t− x1
dt. (2.28)

Распределение напряжений находится как

σ23 + iσ13 =
Gb

2π

l∫
−l

f(t)

(x1 − t) + ix2
dt. (2.29)
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Вводя переменные ρ, ϑ:
√
l2 − z2 = ρeiϑ, причем ϑ = 0, если −l < x1 <

l, x2 = 0 + 0, получим также

σ23 + iσ13 =
i

πρ
e−iϑ

l∫
−l

√
l2 − t2T3(t)

t− z dt. (2.30)

Вдоль луча x1 = l+ λ cosα, x2 = λ sinα справедлива асимптотика (λ� l):

σ23 ∼
KIII cos

α

2√
2πλ

, σ13 ∼ −
KIII sin

α

2√
2πλ

, (2.31)

где

KIII =
1√
πl

l∫
−l

√
l + t

l − tT3(t)dt. (2.32)

Относительное смещение берегов трещины (раскрытие трещины):

[u3] = u+
3 − u−3 = b

l∫
x1

f(t)dt. (2.33)

Плотность распределения вектора Бюргерса bf∗(x1) в случае деформации
напряжением дальнего поля σ∞23 есть:

f∗(x1) =
2σ∞23

Gb

x1√
l2 − x2

1

. (2.34)

Относительное смещение берегов трещины:

[u3] = u+
3 − u−3 = b

l∫
x1

f∗(t)dt =
2σ∞23

G

√
l2 − x2

1. (2.35)

Распределение напряжений определяется по формулам:

σ13 = −σ
∞
23x2

π

l∫
−l

1

(x1 − x′1)2 + x2
2

x′1√
l2 − x′21

dx′1,

σ23 = σ∞23 +
σ∞23

π

l∫
−l

x1 − x′1
(x1 − x′1)2 + x2

2

x′1√
l2 − x′21

dx′1.

(2.36)

Интегралы без труда вычисляются с помощью вычетов:

σ13 = −σ∞23Re
z√

l2 − z2
, σ23 = σ∞23Im

z√
l2 − z2

. (2.37)
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3.7.3. Модель Билби–Котрелла–Свиндена

Задачи о трещинах поперечного и продольного сдвига в идеально упруго-
пластических телах, когда пластическое течение локализуется в узких областях
перед кончиками трещины, могут быть исследованы при предположении, что
сама трещина и пластические области, расположенные у вершин трещин, заме-
няются некоторым фиктивным распределением дислокаций. Остается только
подобрать плотность распределения дислокаций168 таким образом, чтобы со-
здавалось упругое поле, идентичное возмущению упругого поля, индуцирован-
ному трещиной и пластическими зонами под действием напряжений ”дальнего
поля”. Для определения плотности распределения дислокаций получается син-
гулярное интегральное уравнение первого рода с ядром Коши, которое, как
известно, может быть эффективно разрешено.

В рассматриваемой модели [193] трещина и узкие пластические области, при-
мыкающие к ее кончикам, представлены непрерывным множеством дислокаций
на отрезке 2a (рис. 60А, 60Б).

Рассматриваемые скопления дислокаций должны создавать упругое поле, в
точности идентичное возмущению упругого поля, индуцированному трещиной и
пластическими зонами под действием напряжений дальнего поля σ∞12 и σ∞23 для
трещин поперечного и продольного сдвига соответственно. В областях −a <
x1 < −l и l < x1 < a напряжения σ∞12 и σ∞23 равны k—пределу текучести при
сдвиге.

Приведем распределение напряжений в упругой среде, индуцированных еди-
ничной дислокацией (см., например, [78], c. 155-157).

Винтовая дислокация с вектором Бюргерса, направленным вдоль оси x3,
порождает напряжения

σ31 = −Gb
2π

x2

x2
1 + x2

2
, σ23 =

Gb

2π

x1

x2
1 + x2

2
(b = b3). (3.1)

Краевая дислокация с вектором Бюргерса, направленным вдоль оси x1, по-
рождает напряжения

σ11 =
β

2

x2(3x
2
1 + x2

2)

(x2
1 + x2

2)
2 , σ22 = −β

2

x2(x
2
1 − x2

2)

(x2
1 + x2

2)
2 ,

σ12 = −β
2

x1(x2
1 − x2

2)

(x2
1 + x2

2)
2 , σ33 = νβ

x2

x2
1 + x2

2
,

(3.2)

где β = −Gb/(π(1− ν)), b = b1.
Пусть bf(x1)dx1 —изменение соответствующей компоненты вектора Бюргер-

са для распределения дислокаций между x1 и x1 + dx1.
Из условия равновесия сил, обусловленных существованием дислокаций и

напряжений дальнего поля, можно получить следующие сингулярные интеграль-
168Под плотностью распределения дислокаций фактически понимается плотность распределения вектора

Бюргерса.
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Рис. 60. Представление пластических зон в форме распределения дислокаций в модели Бил-
би—Котрелла—Свиндена (БКС): А) трещина в поле поперечного сдвига; Б) трещина в поле
антиплоского сдвига

ные уравнения относительно неизвестной плотности распределения вектора Бюр-
герса:

a∫
−a

f(x′1)dx
′
1

x1 − x′1
=
σ∗12(x1)

A
,

a∫
−a

f(x′1)dx
′
1

x1 − x′1
=
σ∗23(x1)

A
, (3.3)

для трещин типа II и типа III соответственно, где A— параметр, определяе-
мый равенствами

A =
Eb

4π(1 + ν)
, A =

Eb

4π(1− ν2)
(3.4)

для винтовых и краевых дислокаций соответственно; σ∗12 и σ∗23 —распределения
напряжений (за вычетом напряжений дальнего поля) на оси x1 для трещин
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поперечного и антиплоского сдвигов соответственно:

σ∗12(x1, x2 = 0) =

{
k − σ∞12 (l < |x1| < a),
−σ∞12 (0 < |x1| < l);

σ∗23(x1, x2 = 0) =

{
k − σ∞23 (l < |x1| < a),
−σ∞23 (0 < |x1| < l).

Условие отсутствия особенности у напряжений может быть сформулировано
для трещины поперечного и продольного сдвига соответственно в следующем
виде:

a∫
−a

σ∗12(x
′
1)dx

′
1√

b2 − x′21
= 0, (3.5)

a∫
−a

σ∗23(x
′
1)dx

′
1√

b2 − x′21
= 0. (3.6)

Плотность распределения дислокаций определяется в результате решения
сингулярных интегральных уравнений (3.3) для трещин типа II и типа III
соответственно выражениями169

f(x1) =

√
a2 − x2

1

π2A

a∫
−a

σ∗12(x
′
1)

(x′1 − x1)
√
a2 − x′21

dx′1, (3.7)

f(x1) =

√
a2 − x2

1

π2A

a∫
−a

σ∗23(x
′
1)

(x′1 − x1)
√
a2 − x′21

dx′1. (3.8)

Оба интеграла вычисляются через элементарные функции:

f(x1) =
2(1− ν)k

πGb
ln

∣∣∣∣∣x1
√
a2 − l2 + l

√
a2 − x2

1

x1
√
a2 − l2 − l

√
a2 − x2

1

∣∣∣∣∣ , (3.9)

f(x1) =
2k

πGb
ln

∣∣∣∣∣x1
√
a2 − l2 + l

√
a2 − x2

1

x1
√
a2 − l2 − l

√
a2 − x2

1

∣∣∣∣∣ . (3.10)

Раскрытие трещины и линейные размеры пластических зон, на основании

δ = b

a∫
l

f(x′1)dx
′
1, (3.11)

169Решение сингулярного интегрального уравнения первого рода с ядром Коши рассматривается, например,
в [96], с. 149-154. Приводимые ниже интегралы понимаются в смысле главного значения.
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вычисляются по формулам

π2Aδ

2lbk
= ln

a

l
, arccos

a

l
=
πσ∞12

2k
, arccos

a

l
=
πσ∞23

2k
. (3.12)

Модель Билби—Котрелла—Свиндена, которая отличается от модели Даг-
дейла лишь терминологией, привнесенной теорией дислокаций, в применении
к задаче о трещине продольного сдвига в идеально упругопластической среде
подвергнута критике в статье [267] на том основании, что при этом в упругой
зоне получаются напряжения, превосходящие предел текучести. В этой работе
дан анализ формы пластической зоны у вершины трещины продольного сдвига
согласно критерию Мизеса по уравнениям деформационной теории Генки при
предположении, что в процессе нагружения не происходит локальных разгру-
зок.

3.8. Влияние физической нелинейности

В рамках теории малых деформаций отклонения от закона Гука при до-
статочно больших деформациях приводят к перераспределению напряжений и
деформаций в окрестности вершины трещины. Пусть рассматриваемый нели-
нейно упругий материал несжимаем и связь между напряжениями и дефор-
мациями описывается степенной зависимостью.170 Будем искать решение для
полубесконечной трещины в неограниченной плоскости в условиях плоского на-
пряженного состояния (или плоской деформации). Данная задача впервые была
решена в работах [253], [314].

3.8.1. Сингулярное решение Хатчинсона–Райса–Розенгрена (HRR--
асимптотики)

Рассмотрим полубесконечную трещину в нелинейно упругой среде в услови-
ях плоского напряженного (или плоского деформированного) состояния.

В полярной системе координат r, ϕ, связанной с вершиной трещины, основ-
ные соотношения имеют вид:

уравнения равновесия

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrϕ
∂ϕ

+
σrr − σϕϕ

r
= 0,

∂σrϕ
∂r

+
1

r

∂σϕϕ
∂ϕ

+ 2
σrϕ
r

= 0; (1.1)

формулы Коши, связывающие перемещения и деформации,

εrr =
∂ur
∂r

, εϕϕ =
ur
r

+
1

r

∂uϕ
∂ϕ

,

2εrϕ =
1

r

∂ur
∂ϕ

+
∂uϕ
∂r
− uϕ

r
;

(1.2)

170В случае степенной зависимости переменные в уравнениях нелинейной теории упругости, деформаци-
онной теории пластичности и установившейся теории ползучести разделяются в декартовых и полярных
координатах, что позволяет найти аналитическое решение ряда задач.
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условие совместности деформаций

2
∂

∂r

(
r
∂εrϕ
∂ϕ

)
=
∂2εrr
∂ϕ2 − r

∂εrr
∂r

+ r
∂2(rεϕϕ)

∂r2 ; (1.3)

определяющее уравнение

eij =
3

2
aT n−1sij, (1.4)

где

Γ2 =
2

3
eijeij, T

2 =
3

2
sijsij

есть соответственно интенсивность деформации сдвига и интенсивность напря-
жений, связанные, как это следует из определяющего закона, степенной зави-
симостью

Γ = aT n. (1.5)

Как показывают эксперименты, типичное значение показателя нелинейно-
сти n для металлов находится в пределах от 3 до 8, для некоторых видов спла-
вов оно может достигать значений 10–13.

Примем также условие несжимаемости.
Объемная плотность энергии деформации есть:

W =
an

n+ 1
T n+1. (1.6)

Интенсивность напряжений определяется формулой

T 2 = σ2
rr + σ2

ϕϕ − σrrσϕϕ + 3σ2
rϕ (1.7)

в случае плоского напряженного состояния и формулой

T 2 =
3

4
(σrr − σϕϕ)2 + 3σ2

rϕ (1.8)

в случае плоской деформации.
Определяющие соотношения имеют вид:

εrr = aT n−1(σrr −
1

2
σϕϕ),

εϕϕ = aT n−1(σϕϕ −
1

2
σrr),

εrϕ =
3

2
aT n−1σrϕ

(1.9)

в случае плоского напряженного состояния и
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εrr =
3

4
aT n−1(σrr − σϕϕ),

εϕϕ =
3

4
aT n−1(σϕϕ − σrr),

εrϕ =
3

2
aT n−1σrϕ

(1.10)

в случае плоской деформации.
Ясно, что

εzz = −1

2
aT n−1(σrr + σϕϕ)

для плоского напряженного состояния и

εzz = 0

для плоской деформации.
В полярных координатах компоненты тензора напряжений выражаются че-

рез функцию напряжений Эри в следующем виде:

σϕϕ =
∂2F

∂r2 , σrr = ∆F − σϕϕ, σrϕ = − ∂

∂r

(
1

r

∂F

∂ϕ

)
, (1.11)

где ∆ — оператор Лапласа, который в полярной системе координат r, ϕ пред-
ставляется как

∆ =
∂2

∂r2 +
1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2 .

Уравнение совместности деформаций, выраженное через функцию напряже-
ний F , имеет следующий вид:

∂2

∂r2

[
T n−1

(
2r
∂2F

∂r2 −
∂F

∂r
− 1

r

∂2F

∂ϕ2

)]
+

+
6

r

∂2

∂r∂ϕ

[
T n−1r

∂

∂r

(
1

r

∂F

∂ϕ

)]
+

+
∂

∂r

[
T n−1

(
−2

r

∂F

∂r
− 2

r2

∂2F

∂ϕ2 +
∂2F

∂r2

)]
+

+
1

r

∂2

∂ϕ2

[
T n−1

(
−∂

2F

∂r2 +
2

r

∂F

∂r
+

2

r2

∂2F

∂ϕ2

)]
=0,

(1.12)

где
T 2 = (2r−3∂rF + r−4∂ϕ∂ϕF − r−2∂r∂rF )∂ϕ∂ϕF+

+(r−2∂rF − r−1∂r∂rF )∂rF−
−3(2r−3∂ϕF − r−2∂r∂ϕF )∂r∂ϕF+

+(∂r∂rF )2 + 3r−4(∂ϕF )2,

(1.13)

в случае плоского напряженного состояния;

Нелинейная механика разрушения



3.8. Влияние физической нелинейности 307

∂2

∂r2

[
T n−1

(
r
∂2F

∂r2 −
∂F

∂r
− 1

r

∂2F

∂ϕ2

)]
+

+
1

r

∂2

∂ϕ2

[
T n−1

(
−∂

2F

∂r2 +
1

r

∂F

∂r
+

1

r2

∂2F

∂ϕ2

)]
−

− ∂

∂r

[
T n−1

(
−∂

2F

∂r2 +
1

r

∂F

∂r
+

1

r2

∂2F

∂ϕ2

)]
−

− 4

r2

∂

∂ϕ

[
T n−1

(
1

r

∂F

∂ϕ
− ∂2F

∂ϕ∂r

)]
= 0,

(1.14)

где
2T 2 = (6r−3∂rF + 3r−4∂ϕ∂ϕF − 6r−2∂r∂rF )∂ϕ∂ϕF+

+(3r−2∂rF − 6r−1∂r∂rF )∂rF−
−12(2r−3∂ϕF − r−2∂r∂ϕF )∂r∂ϕF+

+3(∂r∂rF )2 + 12r−4(∂ϕF )2,

(1.15)

в случае плоской деформации.
Собственные функции напряжений будем разыскивать в форме

F = Krλf(ϕ), (1.16)

где K и λ есть некоторые постоянные, последняя из которых имеет смысл соб-
ственного значения.

Компоненты напряжений и интенсивность напряжений получаются в фор-
ме:

σrr = Krλ−2(λf + f ′′) = Krλ−2σ̂rr(ϕ),

σϕϕ = Krλ−2λ(λ− 1)f = Krλ−2σ̂ϕϕ(ϕ),

σrϕ = Krλ−2(1− λ)f ′ = Krλ−2σ̂rϕ(ϕ),

(1.17)

T = Krλ−2T̂ , (1.18)

где

T̂ 2 = λ2(λ2 − 3λ + 3)f2 + 3(λ2 − 2λ + 1)

(
df

dϕ

)2

+

+λ(3− λ)f
d2f

dϕ2 +

(
d2f

dϕ2

)2 (1.19)

в случае плоского напряженного состояния и

T̂ 2 = λ2(λ2 − 4λ + 4)f2 + 4(λ2 − 2λ + 1)

(
df

dϕ

)2

+

+2λ(2− λ)f
d2f

dϕ2 +

(
d2f

dϕ2

)2

.

(1.20)

в случае плоской деформации.
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Относительно функции f получается нелинейное обыкновенное дифферен-
циальное уравнение четвертого порядка:[

n(λ− 2)− d2

dϕ2

][
T̂ n−1

(
λ(λ− 3)f − 2

d2f

dϕ2

)]
+

+ (n(λ− 2) + 1)n(λ− 2)T̂ n−1
[
λ(2λ− 3)f − d2f

dϕ2

]
+

+ 6(n(λ− 2) + 1)(λ− 1)
d

dϕ

(
T̂ n−1 df

dϕ

)
= 0

или

n(λ− 2)T̂ n−1
[
(λ(3− 7n) + 2n(λ2 + 3) − 6)λf + (2n− 3− λn)

d2f

dϕ2

]
+

+
d2

dϕ2

[
T̂ n−1

(
λ(3− λ)f + 2

d2f

dϕ2

)]
−

−6((λ− 2)(n− 1) + λ− 1)(1− λ)
d

dϕ

[
T̂ n−1 df

dϕ

]
= 0

(1.21)

в случае плоского напряженного состояния и

n(λ− 2)T̂ n−1
[
λ(λ− 2)(2(1− n) + λn)f + (2(n− 1) − λn)

d2f

dϕ2

]
+

+
d2

dϕ2

[
T̂ n−1

(
−λ(λ− 2)f +

d2f

dϕ2

)]
−

−4((λ− 2)(n− 1) + λ− 1)(1− λ)
d

dϕ

[
T̂ n−1 df

dϕ

]
= 0

(1.22)

в случае плоской деформации.
Ясно, что к этим уравнениям следует добавить краевые условия, соответ-

ствующие тому или иному типу нагружения трещины (нормальный отрыв или
поперечный сдвиг).

Итак, необходимо решать нелинейную задачу на собственные значения от-
носительно функции f , т.е. разыскивать такие значения λ, при которых указан-
ное уравнение будет иметь нетривиальное решение, удовлетворяющее краевым
условиям. Ниже (см. 3.8.2 и 3.8.3) мы подробно опишем алгоритм численного
решения.

Собственное значение λ находится с помощью инвариантного J-интеграла.
Независимость J-интеграла от контура интегрирования возможна только при
условии

λ =
2n+ 1

n + 1
. (1.23)

КонстантуK также можно также выразить через инвариантный J-интеграл:

J = aKn+1In, (1.24)
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где интеграл In зависит только от показателя n:

In =

π∫
−π

(
n

n+ 1
T̂ n+1 cosϕ− sinϕ

[
σ̂rr

(
ûϕ −

∂ûr
∂ϕ

)
−

−σ̂rϕ
(
ûr +

∂ûϕ
∂ϕ

)]
− (n(λ− 2) + 1) cosϕ(σ̂rrûr + σ̂rϕûϕ)

)
dϕ.

(1.25)

Таким образом, сингулярное решение для полубесконечной трещины в среде
со степенным определяющим законом имеет следующий вид:

σij =

(
J

aInr

) 1
1+n

σ̄ij(n, ϕ),

εij = a

(
J

aInr

) n
1+n

ε̄ij(n, ϕ),

ui = a

(
J

aIn

) n
1+n

r
1

1+n ūi(n, ϕ).

Эти асимптотические формулы часто называют HRR-асимптотиками.
Дополнительные результаты по затронутой проблематике могут быть най-

дены в работах [302], [235], [248].

3.8.2. Численный анализ задачи на собственные значения в случае
горизонтальной трещины

Напряженное состояние вблизи вершины трещины в плоской задаче тради-
ционно представляется для двух стандартных типов нагружения — нормально-
го отрыва (тип I) и поперечного сдвига (тип II). На рис. 5 показаны данные
типы нагружения.

На берегах трещины должны выполняться условия отсутствия поверхност-
ных усилий, т.е. при ϕ = ±π: σϕϕ = σrϕ = 0.

Кроме того, для этих типов трещин должны выполняться следующие усло-
вия симметрии: в случае трещины нормального отрыва функция uϕ —нечетная,
а ur —четная относительно оси x1, т.е.

uϕ|ϕ=0 = 0,
∂ur
∂ϕ

∣∣∣∣∣
ϕ=0

= 0;

в случае трещины поперечного сдвига наоборот, функция ur —четная, а uϕ —
нечетная, т.е.

ur|ϕ=0 = 0,
∂uϕ
∂ϕ

∣∣∣∣∣
ϕ=0

= 0.

Сформулированная краевая задача допускает группу преобразований f ′ =
C1f, ϕ

′ = ϕ, r′ = C2r, где под f подразумеваются напряжения (или деформа-
ции), C1 и C2 —параметры группы.
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Из группового свойства и из общего решения уравнений равновесия при
помощи функции напряжений Эри F (r, ϕ) = Krλf(ϕ) можно найти, что сингу-
лярное решение краевой задачи имеет вид (1.17):

σrr = Krλ−2(λf + f ′′) = Krλ−2σ̂rr(ϕ),

σϕϕ = Krλ−2(λ(λ− 1)f) = Krλ−2σ̂ϕϕ(ϕ),

σrϕ = Krλ−2(1− λ)f ′ = Krλ−2σ̂rϕ(ϕ).

Здесь штрихом обозначается частное дифференцирование по полярному углу
ϕ; λ— собственное число; f(ϕ) — безразмерная функция, определяемая из урав-
нения (1.21) в случае плоского напряженного состояния и— уравнения (1.22) в
случае плоской деформации;171 K —множитель пропорциональности.

Условия отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины определя-
ются в виде f(±π) = f ′(±π) = 0. Вследствие симметрии получаются также
следующие дополнительные условия:

f ′(0) = f ′′′(0) = 0 (тип I),

f(0) = f ′′(0) = 0 (тип II).

Таким образом, на отрезке [0, π] для уравнения четвертого порядка относи-
тельно функции f(ϕ) получается двухточечная краевая задача, в ходе решения
которой определяется собственное значение λ и функция f(ϕ). Для любого за-
данного значения n можно получить численное решение этой задачи. Упругая
постоянная a в данной краевой задаче не присутствует, т.к. она появляется
только при вычислении компонент тензора деформаций.

Собственное значение λ может быть найдено двумя способами: решением
непосредственно краевой задачи или из условия независимости от контура ин-
тегрирования J-интеграла, имеющего следующий вид для определяющих соот-
ношений в виде степенной зависимости [171]:

J =

∫
C

(
a

n

n+ 1
T n+1 cosϕ− σijnj

∂ui
∂x1

)
ds.

Для того, чтобы J-интеграл, вычисляемый по окружностям, охватывающим
вершину трещины, не зависел от контура интегрирования при r → 0, необходи-
мо положить

λ =
2n+ 1

n + 1
.

Для нахождения численного решения приведенных выше краевых задач
удобно использовать метод пристрелки.
171 Нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение относительно подлежащей определению функ-

ции f(ϕ) уже обсуждалось выше (см. уравнение (1.21) при плоском напряженном состоянии и уравнение
(1.22) при плоской деформации). В этих уравнениях безразмерную интенсивность напряжений следует вы-
числять по соответственно по формулам (1.19), (1.20).
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Сущность метода пристрелки заключается в сведении решения краевой за-
дачи к решению задачи Коши, для этого граничные условия на одном из концов
временно убирают, заменяя их недостающими условиями на другом конце. Ес-
ли, например, исключить условия в точке ϕ = π, то в точке ϕ = 0 получатся
следующие условия:

f ′(0) = f ′′′(0) = 0, f(0) = c1, f ′′(0) = c2 (тип I);

f(0) = f ′′(0) = 0, f ′(0) = c1, f ′′′(0) = c2 (тип II).

В общем решении для компонент тензора напряжений присутствует неопре-
деленный множитель K. Появление множителя K обусловлено однородностью
краевой задачи на собственные значения. Таким образом, без ограничения общ-
ности можно положить значение константы c1 равным какому-либо ненулевому
числу. Пусть c1 = 1. В результате формально получается, что с помощью подбо-
ра только одной константы c2 необходимо удовлетворить сразу двум условиям
отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины. Однако в силу симмет-
рии задачи одно этих условий будет заведомо выполняться. Так, для трещины
нормального отрыва необходимо удовлетворить только условию f ′(π) = 0, а
для трещины поперечного сдвига — условию f(π) = 0.

То граничное условие на правом конце интервала (0, π), которое должно
выполняться при реализации метода пристрелки, обозначим через f1: f1 = f ′(π)
для трещины нормального отрыва, f1 = f(π) для трещины поперечного сдвига.

Для определения неизвестного граничного значения необходимо решить за-
дачу Коши со следующими начальными данными:

f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = c2, f ′′′(0) = 0 (тип I);

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = c2 (тип II).

Таким образом, значение граничного условия f1 фактически определяется
только константой c2: f1 = f1(c2).

В результате, для решения исходной задачи необходимо найти решение нели-
нейного алгебраического уравнения: f1(c2) = 0. С целью решения данного урав-
нения можно использовать различные численные методы: метод деления отрез-
ка пополам, метод хорд, метод касательных (метод Ньютона) и др. Как пока-
зала практика, для данной задачи предпочтительнее использовать итерацион-
ные методы, поскольку с их помощью задача решается быстрее всего. Один
из них— метод Ньютона, отличающийся своей простотой и достаточно быстрой
сходимостью при удачном выборе начального приближения. Метод Ньютона в
применении к решению уравнения f1(c2) = 0 предполагает на k + 1-ом шаге
решение относительно c2 следующего линейного уравнения:

(c2 − ck2)
df1(c

k
2)

dc2
+ f1(c

k
2) = 0,

где ck2 —решение аналогичного уравнения на k-ом шаге, k = 1, 2, . . . .
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Для реализации метода Ньютона необходимо задать начальное значение c0
2,

а также знать производную функции df1(c
k
2)/dc2. В нашем случае аналитиче-

ский вид функции f1 неизвестен, однако ее значения можно вычислить, решая
соответствующую задачу Коши, поэтому будем вычислять производную с по-
мощью конечноразностных отношений.

Для вычислений можно использовать различные разностные схемы, напри-
мер, правую, согласно которой производная аппроксимируется конечноразност-
ным отношением

df1(ck2)

dc2
≈ f1(c

k
2 + h)− f1(c

k
2)

h
,

где h— некоторое малое число, или центральную, согласно которой

df1(c
k
2)

dc2
≈ f1(c

k
2 + h)− f1(c

k
2 − h)

2h
.

Центральная разностная схема более предпочтительна, т.к. она имеет второй
порядок аппроксимации, в то время как правая разностная схема имеет только
первый порядок.

Нетрудно видеть, что при реализации метода Ньютона для нахождения сле-
дующего приближения ck+1

2 значения параметра c2 необходимо будет решать
три задачи Коши со следующими начальными условиями:

Тип I:

f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = ck2 − h, f ′′′(0) = 0,
f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = ck2, f ′′′(0) = 0,
f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = ck2 + h, f ′′′(0) = 0;

Тип II:

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = ck2 − h,
f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = ck2,
f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = ck2 + h.

Для решения данных задач Коши можно использовать один из стандартных
методов Рунге—Кутта (C. Runge, 1895 г.; W. Kutta, 1901 г.).172 Эти методы раз-
личаются по точности и скорости вычислений. Так, метод Рунге—Кутта первого
порядка (метод Эйлера) имеет высокую скорость вычислений, но только пер-
вый порядок аппроксимации, в то время как методы Рунге—Кутта четвертого
порядка имеют четвертый порядок аппроксимации. Для решения задач Коши
мы предлагаем использовать метод Рунге—Кутта—Фельдберга, который явля-
ется модификацией метода Рунге—Кутта четвертого порядка и имеет пятый
порядок аппроксимации. Работа выполнялась с помощью пакета символьных
вычислений Maple V. В этом пакете величина шага по переменной ϕ задается
автоматически в зависимости от желаемой точности вычислений.
172Метод Рунге—Кутта — один из наиболее употребительных методов повышенной точности, применяемых

для решения задачи Коши для нелинейных дифференциальных уравнений (см., например, [66], с. 31-45; [93],
с. 80-82.).
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Итерационный процесс метода Ньютона заканчивается тогда, когда будет
выполняться неравенство |f1(c

k+1
2 )| < ε, где ε— заданная точность вычислений.

Как было отмечено выше, метод Ньютона сходится к решению только при
удачном выборе начального приближения. Вычисления показывают, что чем
больше значение показателя нелинейности n, тем ближе должно располагаться
начальное приближение c0

2 к истинному значению c2. Возникает проблема выбо-
ра начального приближения. Для линейного случая (n = 1) выбор начального
приближения вообще не влияет на сходимость метода. Естественно предполо-
жить, что для материалов с близкими значениями показателя нелинейности
константы c2 для них также будут близкими по значению, что подтверждается
вычислительным экспериментом. Поэтому, получив значение c2 для линейного
случая, его можно использовать как начальное приближение для n = 2 и т.д.
Кроме того, по найденным значениям константы c2 для случаев n = 1, 2, 3, . . .
можно выявить закономерность изменения значений c2 в зависимости от показа-
теля n и использовать ее для задания начального приближения c0

2 при других
значениях n. Таким образом, чтобы задать начальное приближение в задаче
для случая, например, n = 10, требуется последовательно решать несколько
аналогичных задач для меньших значений показателя n, чтобы тем самым как
можно точнее его определить.

После того как найдена сеточная функция f , получившееся решение следу-
ет перенормировать. Это необходимо сделать, чтобы устранить произвол при
выборе значения константы c1. Необходимо выбрать некоторое характерное на-
пряжение. Обычно в качестве такового выбирают максимальное значение ин-
тенсивности напряжений. Таким образом, необходимо удовлетворить условию
max
ϕ

T̂ (ϕ) = 1. Для процедуры нормировки необходимо сначала решить задачу
описанным выше методом, определить максимальное значение интенсивности
напряжений и затем разделить на него значения сеточной функции f во всех
узлах.

Описанный выше алгоритм решения краевых задач для трещин нормально-
го отрыва и поперечного сдвига в случае плоского напряженного состояния и
плоской деформации был реализован с помощью пакета символьных вычисле-
ний Maple V для значений показателя n = 1, 3, 5, 7, 13. Точность вычислений
задавалась ε = 10−5. Величина приращения h принималась равной h = 10−3.
На время вычислений она не влияет, т.к. необходима только для аппроксима-
ции производной. Кроме того, точность вычислений от величины приращения
не зависит, при проверке задача решалась при h = 10−2 и h = 10−5, результаты
практически совпадали. Это является косвенным подтверждением устойчиво-
сти алгоритма.

Таким образом были определены зависимости от полярного угла величин
σ̂rr(ϕ), σ̂rϕ(ϕ), σ̂ϕϕ(ϕ), T̂ (ϕ), σ̂(ϕ), σ̂max(ϕ) вблизи вершины горизонтальной
трещины в условиях плоского напряженного состояния и плоской деформации
для различных значений показателя нелинейности n. Здесь σ̂(ϕ) = (σ̂rr + σ̂ϕϕ+
σ̂zz)/3—угловое распределение среднего напряжения, а σ̂max(ϕ) —угловое рас-
пределение максимального нормального напряжения.
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Результаты численного анализа сравнивались с точными результатами для
случая n = 1.173

Были исследованы на экстремум функции T̂ (ϕ), σ̂(ϕ), σ̂max(ϕ) для трещи-
ны нормального отрыва в случае плоского напряженного состояния и плоской
деформации.174

Ниже приведены графики типичных зависимостей от полярного угла про-
нормированных компонент тензора напряжений и пронормированных величин
σ̂e(ϕ) = T̂ (ϕ), σ̂0(ϕ) и σ̂max(ϕ) для трещин нормального отрыва и поперечного
сдвига в случае плоского напряженного состояния и плоской деформации при
n = 3 (см. рис. 61–68). Полученное численное решение для компонент тензора
напряжений практически совпадает с результатами, приведенными в [120].
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Рис. 61. Графики зависимости компонент тензора напряжений от полярного угла в случае
трещины нормального отрыва при плоском напряженном состоянии для n = 3

173Результаты для случая n = 1 приведены в книге [171].
174Оказывается, что при плоском напряженном состоянии максимальное нормальное напряжение σ̂max(ϕ)

и интенсивность напряжений T̂ (ϕ) принимают максимальные значения не при ϕ = 0, а в некоторых симмет-
ричных относительно оси x1 точках. Для случая плоского напряженного состояния функция σ̂(ϕ) принимает
максимальное значение в точке ϕ = 0 при любых значениях n. В случае же плоской деформации σ̂(ϕ) при-
нимает максимальное значение в точке ϕ = 0 только при n = 1.
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Рис. 62. Графики зависимости величин σ̂max, σ̂ и σ̂e от полярного угла в случае трещины
нормального отрыва при плоском напряженном состоянии для n = 3

3.8.3. Численный анализ задачи на собственные значения в случае
наклонной трещины

До настоящего времени был достаточно хорошо изучен только случай гори-
зонтальной трещины [253], [314]. Однако в реальных конструкциях из-за на-
чальных внутренних микродефектов при изготовлении материала или дефек-
тов, приобретенных за время эксплуатации конструкции, трещина в материа-
ле может располагаться произвольным образом по отношению к оси растяже-
ния. Для моделирования траектории развития наклонной трещины необходимо
знать напряженное состояние вблизи ее вершины. Для этого можно использо-
вать описанный в 3.8.2 метод решения.

Пусть бесконечная пластина из нелинейно упругого материала с трещиной
длины 2l, расположенной под углом α к оси x1, растягивается на бесконечно-
сти напряжениями σ∞22 (рис. 69). Требуется определить напряженное состояние
вблизи вершины наклонной трещины для плоского напряженного состояния и
плоской деформации.

Задача об одноосном растяжении наклонной трещины статически эквива-
лентна задаче о совместном растяжении и сдвиге горизонтальной трещины, т.е.
трещины, ортогональной направлению растяжения и параллельной направле-
нию сдвига (рис. 69).
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Рис. 63. Графики зависимости компонент тензора напряжений от полярного угла в случае
трещины нормального отрыва при плоской деформации для n = 3

Дифференциальное уравнение для функции f в этой задаче совпадает с
уравнениями, полученными выше в, 3.8.2, различия будут лишь в граничных
условиях.

В линейном случае (n = 1) напряженное состояние вблизи вершины наклон-
ной трещины можно представить в виде суперпозиции полей типа I и II, т.е.

f = [KIfI(ϕ) +KIIfII(ϕ)] rλ = KI r
λ (fI(ϕ) + ηfII(ϕ)) ,

где fI и fII —решение задачи из 3.8.2 для трещин нормального отрыва и
поперечного сдвига соответственно, KI = K̃ cos2 α, KII = K̃ sinα cosα, K̃ =
σ∞22

√
πl,

η =
KII

KI
=
K sinα cosα

K cos2 α
= tgα.

В нелинейном случае (n > 1) принцип суперпозиции не выполняется и необ-
ходимо задавать некоторые неопределенные данные Коши

f(0) = c, f ′(0) = c0, f ′′(0) = c1, f ′′′(0) = c2,

с тем, чтобы выполнялись условия отсутствия поверхностных усилий на берегах
трещины. В силу статической эквивалентности задачи об одноосном растяже-
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Рис. 64. Графики зависимости величин σ̂max, σ̂ и σ̂e от полярного угла в случае трещины
нормального отрыва при плоской деформации для n = 3

нии наклонной трещины и задачи о совместном растяжении и сдвиге горизон-
тальной трещины следует, что при ϕ = 0 напряжения имеют следующий вид:

σrϕ|ϕ=0 = Krλ−2C sinα,
σϕϕ|ϕ=0 = Krλ−2C cosα,

где C —неопределенный множитель. Из этих представлений получаются следу-
ющие начальные данные Коши:

f(0) =
C cosα

λ(λ− 1)
, f ′(0) =

C sinα

1− λ , f ′′(0) = c1, f ′′′(0) = c2.

В общем решении для компонент тензора напряжений присутствует неопре-
деленный множительK (задача является однородной). Таким образом, без огра-
ничения общности можно положить значение функции f в нуле равным ка-
кому-либо ненулевому числу. В частности, положим f(0) = 1, тогда граничные
условия для наклонной трещины можно представить в виде

f(0) = 1, f ′(0) = −λtgα, f ′′(0) = c1, f ′′′(0) = c2.
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Рис. 65. Графики зависимости компонент тензора напряжений от полярного угла в случае
трещины поперечного сдвига при плоском напряженном состоянии для n = 3

Следовательно, осталось подобрать два параметра c1 и c2 таким образом,
чтобы на правом конце отрезка [0, π] выполнялись два условия, выражающие
отсутствие поверхностных усилий.

Введем следующие обозначения: f1 = f(π), f2 = f ′(π). Ясно, что граничные
условия f1 и f2 будут зависеть от параметров c1 и c2.

В результате для нахождения значений c1 и c2 необходимо найти решение
системы двух нелинейных алгебраических уравнений:

{
f1(c1, c2) = 0,
f2(c1, c2) = 0.

Функции f1(c1, c2) и f2(c1, c2) не заданы в аналитическом виде, однако могут
быть найдены численно путем решения задачи Коши с начальными значениями
c1 и c2.

Получившуюся систему нелинейных уравнений можно решать многими спо-
собами. Так же как и для случая горизонтальной трещины, для решения данной
задачи удобно использовать метод Ньютона, который сводится на каждом шаге
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Рис. 66. Графики зависимости величин σ̂max, σ̂ и σ̂e от полярного угла в случае трещины
поперечного сдвига при плоском напряженном состоянии для n = 3

к решению следующей системы линейных уравнений:

2∑
j=1

(cj − ckj )
∂fi(c

k
1, c

k
2)

∂cj
+ fi(c

k
1, c

k
2) = 0 (i = 1, 2),

где ckj —решение данной системы на k-той итерации, k = 1, 2, . . . . Как видно из
приведенной формулы метода Ньютона, для его реализации необходимо знать
производные функций ∂fi(ck1, ck2)/∂cj . Так как в нашем случае аналитический
вид функций f1 и f2 неизвестен, то и производные ∂f1/∂c1, ∂f1/∂c2, ∂f2/∂c1,
∂f2/∂c2 приходится определять численно.

Представим общую формулу метода Ньютона в виде:{
fk1,1c

k+1
1 + fk1,2c

k+1
2 = fk1,1c

k
1 + fk1,2c

k
2 − fk1 ,

fk2,1c
k+1
1 + fk2,2c

k+1
2 = fk2,1c

k
1 + fk2,2c

k
2 − fk2 ,

где
cki — значение параметра ci на k-том шаге, i = 1, 2; k = 1, 2, . . . ;
fki,j — производная функции fi по переменной cj , вычисленная на k-том шаге,

i, j = 1, 2; k = 1, 2, . . . ;
fki — значение функции fi, вычисленное на k-том шаге.
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Рис. 67. Графики зависимости компонент тензора напряжений от полярного угла в случае
трещины поперечного сдвига при плоской деформации для n = 3

Приведенную систему уравнений необходимо решать относительно неизвест-
ных ck+1

1 и ck+1
2 . Для этого необходимо задать начальное приближение c0

1, c
0
2.

Для аппроксимации производных можно использовать, например, правую
разностную схему: 

fk1,1 ≈
f1(c

k
1 + h, ck2)− f1(c

k
1, c

k
2)

h
,

fk1,2 ≈
f1(c

k
1, c

k
2 + h)− f1(c

k
1, c

k
2)

h
,

fk2,1 ≈
f2(c

k
1 + h, ck2)− f2(c

k
1, c

k
2)

h
,

fk2,2 ≈
f2(c

k
1, c

k
2 + h)− f2(c

k
1, c

k
2)

h
,

где h— некоторое малое число.
Нетрудно видеть, что при реализации метода Ньютона для нахождения сле-

дующего приближения (ck+1
1 , ck+1

2 ) значений параметров c1 и c2 будет необходи-
мо решать три задачи Коши со следующими начальными условиями:

f(0) = 1, f ′(0) = −λtgα, f ′′(0) = ck1, f ′′′(0) = ck2,
f(0) = 1, f ′(0) = −λtgα, f ′′(0) = ck1 + h, f ′′′(0) = ck2,
f(0) = 1, f ′(0) = −λtgα, f ′′(0) = ck1, f ′′′(0) = ck2 + h.
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Рис. 68. Графики зависимости величин σ̂max, σ̂ и σ̂e от полярного угла в случае трещины
поперечного сдвига при плоской деформации для n = 3

Безусловно, можно использовать более точные разностные схемы для вы-
числений производных, например, центральную, но в этом случае придется на
каждой итерации решать пять задач Коши, что увеличит время вычислений
почти вдвое, не сказываясь принципиально на конечном результате.

Итерационный процесс метода Ньютона следует прекращать, когда будет
выполняться неравенство

√
f2

1 (c1, c2) + f2
2 (c1, c2) < ε, где ε— заданная точность

вычислений.
Выбор начального приближения для данной задачи осуществляется анало-

гично случаю горизонтальной трещины. Сначала находятся значения c1 и c2 для
случая n = 1 (их можно определить с помощью принципа суперпозиции). Най-
денные значения можно использовать в качестве начальных параметров для
случая n = 2. Однако в отличие от горизонтальной трещины, в данном случае
выбор начальных параметров зависит не только от показателя нелинейности n,
но и от угла наклона трещины α. Значения c1 и c2, найденные для горизонталь-
ной трещины, можно использовать как начальное приближение для близких уг-
лов наклона. Таким образом, чтобы корректно задать начальное приближение,
например, для случая n = 10 и α = π/3, необходимо сначала найти начальное
приближение для n = 10 и α = 0, а затем последовательно решить задачи для
n = 10, α = π/6, и n = 10, α = π/4.
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Рис. 69. Статически эквивалентные задачи: задача об одноосном растяжении наклонной тре-
щины и задача о нормальном отрыве и поперечном сдвиге горизонтальной трещины

Удается выявить закономерность изменения значений c1 и c2 в зависимости
от показателя нелинейности n при одинаковых углах наклона трещины α и
зависимость c1 и c2 для различных углов наклона трещины, но при одинако-
вых значениях показателя n. Получившиеся зависимости можно использовать
для задания начального приближения при других значениях n или при других
значениях угла наклона трещины.

Таким образом, с помощью метода Ньютона определяются значения пара-
метров c1 и c2, к которым сходится итерационный процесс Ньютона, и по най-
денным значениям c1 и c2 находится численное решение для функции f(ϕ)
посредством интегрирования задачи Коши методом Рунге—Кутта.

После того, как найдена сеточная функция f , получившееся решение следу-
ет перенормировать. Это необходимо сделать, чтобы устранить произвол при
выборе значения функции f(ϕ) в нуле. Необходимо выбрать некоторое харак-
терное напряжение. Обычно в качестве него берут значение максимальной ин-
тенсивности напряжений. Таким образом, необходимо удовлетворить условию
max
ϕ

T̂ (ϕ) = 1. Для процедуры нормировки необходимо решить задачу описан-
ным выше методом, определить максимальное значение интенсивности напря-
жений и затем разделить на него значения сеточной функции f во всех узлах.

Описанный выше алгоритм решения краевых задач для наклонной трещины
в случае плоского напряженного состояния и плоской деформации был реали-
зован с помощью математического пакета Maple V для значений показателя
n = 1, 3, 5, 7, 13 и углов наклона трещины α = 0, π/6, π/4, π/3. Точность
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вычислений задавалась ε = 10−5. Величина приращения h принималась равной
h = 10−3, на время вычислений шаг не влияет, т.к. он необходим только для
аппроксимации производных. Кроме того, точность вычислений от величины
приращения не зависит, при проверке задача решалась при h = 10−2 и h = 10−5,
результаты практически совпадали. Это является косвенным подтверждением
устойчивости алгоритма.

С помощью описанного выше алгоритма решения задачи на собственные зна-
чения были определены зависимости от полярного угла величин σ̂rr(ϕ), σ̂rϕ(ϕ),
σ̂ϕϕ(ϕ), T̂ (ϕ), σ̂(ϕ), σ̂max(ϕ) вблизи вершины наклонной трещины для плоского
напряженного состояния и плоской деформации.

Ниже приведены графики типичных зависимостей от полярного угла ком-
понент тензора напряжений и величин σe(ϕ) = T̂ (ϕ), σ̂(ϕ) и σ̂max(ϕ) для на-
клонной трещины при α = π/4 в случае плоского напряженного состояния и
плоской деформации при n = 3.
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Рис. 70. Графики зависимости компонент тензора напряжений от полярного угла для на-
клонной трещины при α = π/4 в случае плоского напряженного состояния при n = 3
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Рис. 71. Графики зависимости величин σ̂max, σ̂ и σ̂e от полярного угла для наклонной тре-
щины при α = π/4 в случае плоского напряженного состояния при n = 3

3.9. Метод годографа Нейбера–Райса (антиплоский сдвиг
трещины в упрочняющемся упругопластическом теле)

3.9.1. Общая схема метода годографа

Уравнения, описывающие поведение упругопластических упрочняющихся
тел с трещиной при антиплоской деформации, были изучены на основе деформа-
ционной теории пластичности Нейбером [106] и Райсом [312]. Фундаментальной
проблемой здесь является определение неизвестной границы раздела упругой
и пластической зоны, локализованной у вершины трещины или выреза.175 Для
исследования ими был использован метод годографа, с помощью которого уда-
ется перейти от нелинейных в общем случае уравнений задачи к линейным урав-
нениям на плоскости годографа. Успешное применение такого преобразования
зависит от возможности формулировки граничных условий рассматриваемой
175Прикладные науки почти полтора столетия назад поставили перед математикой проблему решения не

только дифференциальных уравнений, но и нахождения границы (или части границы) области определения
решения этих уравнений. Подобные задачи называются задачами со свободными границами. К ним относят-
ся струйные задачи гидродинамики, упругопластические задачи, задачи о фазовых переходах. Последова-
тельное и ясное изложение проблематики краевых задач со свободными границами читатель может найти
в книге: Монахов В. Н. Краевые задачи со свободными границами для эллиптических систем уравнений.
Новосибирск: Наука, 1977. 424 с.
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Рис. 72. Графики зависимости компонент тензора напряжений от полярного угла для на-
клонной трещины при α = π/4 в случае плоской деформации при n = 3

задачи при переходе от физической плоскости к плоскости годографа и вообще
от существования взаимно однозначного соответствия при отображении.

Метод годографа был разработан Кирхгофом (G. R. Kirchhoff) в 1869 г. и
использован при решении задач гидродинамики идеальной жидкости об обте-
кании пластинки плоским потоком с образованием за ней зоны мертвой воды
и об определении форм свободных струй.176 Сущность метода годографа состо-
ит в отыскании преобразования области течения с неизвестными границами на
некоторую область на плоскости годографа, но уже с известной границей, и
переформулировке граничных условий.

Применительно к задачам механики деформируемого твердого тела метод
годографа, вполне аналогичный тому, который применяется в гидродинамике
идеальной несжимаемой жидкости, был развит Треффтцем (E. Trefftz) в рабо-
тах 1922, 1925 гг.177 В частности, с помощью метода годографа им было полу-
чено решение задачи об определении пластической зоны при кручении стерж-
ня уголкового профиля при маломасштабном идеально пластическом течении

176Перевод на русский язык оригинального исследования Кирхгофа имеется в книге: Кирхгоф Г. Механика.
М.: Изд-во АН СССР, 1962, с. 243-256. Эти результаты воспроизводятся также во многих других книгах,
посвященных гидродинамике, где читатель может найти указания на оригинальные статьи Кирхгофа (см.,
например, Зоммерфельд А. Механика деформируемых сред. М.: Изд-во иностр. лит-ры, 1954, с. 269-288).
177Изложение результатов Треффтца и указание на его оригинальные работы имеется в книге [1] на с. 22-25.
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Рис. 73. Графики зависимости величин σ̂max, σ̂ и σ̂e от полярного угла для наклонной тре-
щины при α = π/4 в случае плоского деформированного состояния при n = 3

вблизи входящего прямого угла.178

Рассмотрим применение метода годографа для решения задач об упругопла-
стических упрочняющихся телах с трещинами при антиплоской деформации.

Предполагается, что соотношение между интенсивностью касательных на-
пряжений τ и интенсивностью деформаций сдвига γ, где

τ = (τ 2
31 + τ 2

32)
1/2, γ = (γ2

31 + γ2
32)

1/2, (1.1)

остается линейным вплоть до достижении предела текучести τ0, а затем пред-
ставляется изотропным нелинейным соотношением

τ = (τ0/γ0)γ (γ < γ0), τ = τ(γ) (γ > γ0). (1.2)

Здесь τ = τ(γ) —функция, описывающая связь между напряжениями и дефор-
мациями при упрочнении.

В индексной форме записи определяющие соотношения принимают следую-

178Trefftz E. Uber die Spannungsverteilung in tordierten Staben bei teilweiser Uberschreitung der Fliessgrenze//
Z. Angew. Math. und Mech. 1925. Bd. 5. H. 1. S. 64-73.
Перевод на русский язык этой статьи имеется в книге: Галин Л. А. Упруго-пластическая задача. М.: Наука,

1984, с. 105-115.
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щую форму

τ31 =
τ(γ)

γ
γ31, τ32 =

τ(γ)

γ
γ32. (1.3)

Нелинейные уравнения задач антиплоского сдвига приводятся к линейным
уравнениям при переходе к плоскости годографа, при котором физические ко-
ординаты рассматриваются как функции компонент тензора напряжений

x1 = x1(τ31, τ32), x2 = x2(τ31, τ32), (1.4)

или, что эквивалентно, как функции компонент тензора деформаций

x1 = x1(γ31, γ32), x2 = x2(γ31, γ32). (1.5)

Преобразования (1.4) и (1.5) переводят уравнение равновесия и условие сов-
местности в

∂x1

∂τ31
+
∂x2

∂τ32
= 0,

∂x1

∂γ32
− ∂x2

∂γ31
= 0 (1.6)

соответственно.
Условие совместности будет выполнено, если ввести функцию компонент

тензора деформации Φ(γ13, γ23), такую что

x1 =
∂Φ

∂γ31
, x2 =

∂Φ

∂γ32
. (1.7)

Теперь необходимо совершить переход в уравнении равновесия от перемен-
ных τ31, τ32 к независимым переменным γ31, γ32. Используя определяющие со-
отношения

γ31 =
γ

τ(γ)
τ31, γ32 =

γ

τ(γ)
τ32

и соотношения (1.7), можно получить для Φ линейное дифференциальное урав-
нение с переменными коэффициентами. Это уравнение имеет наиболее простой
вид в полярных координатах γ, ϕ на плоскости годографа:

γeiϕ = γ32 − iγ31, τeiϕ = τ32 − iτ31, (1.8)

где γ —интенсивность деформаций сдвига, ϕ—угол между направлением γ и
осью γ32.

В полярной системе координат соотношения (1.7) представляются в виде

x1 = − sinϕ
∂Φ

∂γ
− cosϕ

γ

∂Φ

∂ϕ
, x2 = cosϕ

∂Φ

∂γ
− sinϕ

γ

∂Φ

∂ϕ
. (1.9)

Уравнение равновесия в полярной системе координат на плоскости годогра-
фа удовлетворяется, если

τ(γ)

γτ ′(γ)

∂2Φ

∂γ2 +
1

γ

∂Φ

∂γ
+

1

γ2

∂2Φ

∂ϕ2 = 0, (1.10)
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где τ ′(γ) = dτ/dγ.
Для области плоскости годографа, соответствующей упругой зоне τ = (τ0/γ0)γ,

уравнение (1.10) преобразуется к уравнению Лапласа в полярной системе коор-
динат на плоскости годографа

∂2Φ

∂γ2 +
1

γ

∂Φ

∂γ
+

1

γ2

∂2Φ

∂ϕ2 = 0. (1.11)

Таким образом, в плоскости годографа уравнения задачи становятся линей-
ными. Если оказывается возможным переформулировать физические гранич-
ные условия на плоскость годографа, то решение можно будет получить анали-
тически.

Перемещение u3 и потенциал Φ связаны преобразованием Лежандра

u3 = γ
∂Φ

∂γ
− Φ, Φ = r

∂u3

∂r
− u3, (1.12)

где r—полярный радиус на физической плоскости.
Возвращаясь к уравнению (1.10), следует отметить, что его частное решение,

найденное методом разделения переменных, определяется формулой

Φ = Φ(γ, ϕ) = γ

[∫
dγ

τ(γ)γ2 + C

]
(A sinϕ + B cosϕ), (1.13)

где C, A,B —постоянные интегрирования, определяемые из граничных условий
конкретной краевой задачи.

3.9.2. Маломасштабное пластическое течение в окрестности верши-
ны трещины антиплоского сдвига

Рассмотрим решение задачи о полубесконечной трещине антиплоского сдви-
га в предположении маломасштабного пластического течения [312]. Суть кон-
цепции маломасштабного течения заключается в предположении о низком уровне
нагрузок, приложенных к упругопластическому телу с трещиной и, как след-
ствие, малости зоны пластического течения в окрестности вершины трещины по
сравнению с характерными линейными размерами: длиной трещины, шириной
ненадрезанного образца. Тогда можно считать, что на расстояниях, больших по
сравнению с характерным размером области пластического течения, но малых
по сравнению с длиной трещины и характерным линейным размером тела, на-
пряжения определяются главным членом асимптотического разложения поля
напряжений задачи об упругом теле с трещиной:

σij(r, ϕ) =
Kα√
2πr

σ̂ij(ϕ) + . . . (α = I, II, III). (2.1)

В [312], где была выдвинута концепция маломасштабного пластического те-
чения, отмечается, что, принимая предположение о малости области пластиче-
ского течения, можно считать реальную трещину конечных размеров полубес-
конечной, рассматривая лишь окрестность ее вершины, а истинные граничные
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условия задачи для тела конечных размеров заменить асимптотическим усло-
вием стремления к упругому решению (2.1) для бесконечного тела.179

Решения, полученные в предположении маломасштабного течения, являют-
ся математически строгими только в предельном случае исчезающе малой пла-
стической области [312]. Тем не менее, результаты данного решения оказались
близкими к имеющимся решениям вплоть до значительных нагрузок.

Применим метод годографа для задачи о полубесконечной трещине антип-
лоского сдвига в условиях маломасштабного пластического течения.

Для этого к уравнению (1.10) следует добавить граничные условия. Посколь-
ку на берегу трещины x2 = 0, из (1.9) следует, что ∂Φ/∂ϕ = 0 при ϕ = ±π/2.
Деформации в окрестности вершины трещины в пластической области имеют
особенность, поэтому начало координат физической плоскости отображается в
бесконечно удаленную точку плоскости деформаций (рис. 74). Следовательно,
производные от функции Φ должны стремиться к нулю на бесконечности, так
как в вершине трещины x1 = 0, x2 = 0.

Асимптотическое условие сближения искомого решения и решения для упру-
гого материла

τ31 → −
KIII√

2πr
sin

ϕ

2
, τ32 →

KIII√
2πr

cos
ϕ

2
(2.2)

приводит к особенности в начале координат плоскости деформаций— образу
бесконечно удаленной точки физической плоскости

x1 − ix2 = −e−iϕ
(

1

γ

∂Φ

∂ϕ
+ i

∂Φ

∂γ

)
→ K2

IIIγ
2
0e
−2iϕ

2πτ 2
0 γ

2 (γ → 0), (2.3)

или

Φ→ −K
2
IIIγ

2
0

2πτ 2
0

sinϕ

γ
(γ → 0). (2.4)

Определяя неизвестные константы в частном решении (1.13) линейного урав-
нения в частных производных с переменными коэффициентами (1.10) из сфор-
мулированных граничных условий, можно найти решение задачи как в пласти-
ческой, так и в упругой областях:

Φ =


−K

2
IIIγ0

πτ0

γ ∞∫
γ

du

u2τ(u)

 sinϕ (γ > γ0),

−K
2
IIIγ

2
0

2πτ 2
0

1

γ
+
γ

γ2
0

2γ0τ0

∞∫
γ0

du

u2τ(u)
− 1

 sinϕ (γ < γ0).

(2.5)

179В [175] введен аналогичный принцип — ”принцип микроскопа”, согласно которому ”под микроскопом”
рассматривается непосредственная окрестность вершины конечной трещины в теле конечных размеров. В
рамках такого подхода трещину можно считать полубесконечной, тело бесконечным, а граничные условия
могут быть заменены требованием асимптотического сближения (при r → ∞) с особым упругим решением
(2.1).
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A

γ
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Ó·‡Á˚ ·ÂÂ„Ó‚
ÚÂ˘ËÌ˚

Ó·‡Á ÛÔÛ„ÓÈ ÁÓÌ˚

Ó·‡Á ÔÎ‡ÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÁÓÌ˚

ÛÔÛ„‡fl ÁÓÌ‡

A∞ B

τ23
∞

τ23
∞

γ32

γ31
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x2

γ0
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C

∂Φ
∂ϕ

= 0

∂Φ
∂ϕ

= 0

∂Φ
∂γ

,
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γ

∂Φ
∂ϕ

→0 (γ→∞ )

Рис. 74. Отображение физической плоскости на плоскость годографа по методу Нейбера—
Райса
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Таким образом, в приближении маломасштабного пластического течения
физические декартовы координаты связаны с полярными координатами на плос-
кости годографа соответственно в пластической и упругой зонах посредством
уравнений

x1 = X(γ) + R(γ) cos 2ϕ,
x2 = R(γ) sin 2ϕ;

(γ > γ0)

(2.6)
x1 = X(γ0) + R(γ) cos 2ϕ,
x2 = R(γ) sin 2ϕ.

(0 < γ < γ0)

Здесь введены следующие обозначения:

R(γ) =
K2
III

2πτ 2
0

γ0τ0

γτ(γ)
,

X(γ) =
K2
III

2πτ 2
0

2γ0τ0

∞∫
γ

du

u2τ(u)
− γ0τ0

γτ(γ)

 .
В пластической зоне кривые постоянных значений деформаций есть окруж-

ности радиуса R(γ) с центром, расположенным на расстоянии X(γ) от верши-
ны трещины (рис. 75). Граница пластической области является окружностью с
центром в точке X(γ0) и радиусом R(γ0) = K2

III/(2πτ
2
0 ) и, очевидно, что этот

радиус не зависит от вида соотношения между напряжениями и деформациями
при упрочнении.

Из (2.6) можно определить, что в условиях маломасштабного пластического
течения поле напряжений в упругой области вычисляется по формуле

τ32 − iτ31 =
KIII√

2π[z −X(γ0)]
,

где X(γ0) —координата центра пластической области, т.е. влияние пластично-
сти при любом законе упрочнения τ(γ) сводится к сдвигу упругого решения
вперед таким образом, что вершина ”эквивалентной” упругой трещины нахо-
дится в центре пластической области x1 = X(γ0), x2 = 0.

Используя решение (2.5), можно найти асимптотики полей напряжений и
деформаций в окрестности вершины трещины антиплоского сдвига для соот-
ношения между напряжениями и деформациями с упрочнением по степенному
закону

γ = γ0(τ/τ0) (τ ≤ τ0), γ = γ0(τ/τ0)
n (τ > τ0)

(значение n =∞ отвечает идеальной пластичности, а n = 1 —идеальной упру-
гости).
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x1
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ËÁÓÎËÌËË ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ‚ ÛÔÛ„ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË

ËÁÓÎËÌËË ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ‚ ÔÎ‡ÒÚË˜ÂÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË
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R(γ) =
KIII

2 γ0τ0

γτ(γ)
, X(γ) =

KIII
2

2γ0τ0
du

u2τ(u)γ

∞

∫ −
γ0τ0

γτ(γ)













A ∞

C∞

B

2π 0
2τ 2π 0

2τ

Рис. 75. Геометрия области пластического течения на физической плоскости

Радиус и координата центра окружности постоянной деформации определя-
ются формулами

R(γ) =
K2
III

2πτ 2
0

(
γ0

γ

)(n+1)/n

, X(γ) =
n− 1

n+ 1
R(γ). (2.7)

Деформации в пластической области на расстоянии x1 от вершины трещины
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равны

γ32(x1, 0) = γ0

[
K2
IIIn

(1 + n)πτ 2
0x1

]n/(n+1)

. (2.8)

Таким образом, деформации в пластической зоне имеют особенность вида
r−n/(n+1), а напряжения— r−1/(n+1).

3.9.3. Антиплоский сдвиг полупространства с угловым вырезом

Рассмотрим антиплоский сдвиг полупространства с угловым вырезом (α—
полураствор угла, l— глубина выреза) под действием приложенного на беско-
нечности напряжения сдвига τ∞ (рис. 76). В качестве параметра нагружения в
данной задаче удобно взять τ∞ = τ∞32 . Решение этой задачи получено Райсом
[312] с помощью метода годографа.180

sd sd sd sd sd sd sd

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⊕

D

C

ÔÎ‡ÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÁÓÌ‡

ÛÔÛ„‡fl ÁÓÌ‡

A∞

E∞

B
x1

x2 τ∞ = τ23
∞

τ∞ = τ23
∞

l

2α

Рис. 76. Антиплоский сдвиг полупространства с вырезом (2α—угол раствора выреза) глуби-
ны l

К уравнению (1.10) следует добавить граничные условия

τ31(x2 → ±∞) = 0 (−l < x1 < +∞),

τ32(x2 → ±∞) = τ∞ (−l < x1 < +∞), (3.1)
τ31n1 + τ32n2 = 0 (x1, x2) ∈ AB ,BC ,CD ,DE .

180Им же получено решение несколько более сложной задачи об антиплоском сдвиге полосы конечной ши-
рины с угловым вырезом произвольного раствора. Решение этой задачи приводится в [1], c. 25-29.
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Учитывая (1.9), сформулируем граничные условия на плоскости годографа:

− 1

γ

∂Φ

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=0

= −l (γ∞ > γ > 0),

∂Φ

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=π/2−α

= 0 (γ > 0), (3.2)

∂Φ

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=−π/2+α

= 0 (γ > 0),

где γ∞ — значение интенсивности деформации сдвига γ на бесконечности.
Для текущего значения τ∞ часть сечения тела будет находиться в состо-

янии пластического течения, а часть будет упругой (рис. 76 ). На плоскости
годографа образом упругой зоны будет сектор с разрезом (рис. 77 ).

B
D

A

E

γ

ϕ

Ó·‡Á ÛÔÛ„ÓÈ ÁÓÌ˚

Ó·‡Á ÔÎ‡ÒÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÁÓÌ˚

C∞

C∞

γ32

γ31

γ∞

γ0
α

α

Рис. 77. Образ физической плоскости на плоскости годографа при антиплоской деформации
полупространства с вырезом

Таким образом, внутри сектора с разрезом функция Φ(γ, ϕ) должна удовле-
творять уравнению Лапласа и граничным условиям (3.2).

Рассмотрим вспомогательную плоскость комплексной переменной ζ = ξ+iη.
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Конформное отображение

ζ =

(
γ23 − iγ13

γ0

)λ
=

(
γ

γ0

)λ
eiλϕ,

(
λ =

π

π − 2α

)
(3.3)

преобразует указанный сектор с разрезом в полукруг единичного радиуса |ζ | <
1, Reζ > 0 с разрезом 0 ≤ ξ ≤ s, где

s =

(
τ∞
τ0

)λ
=

(
γ∞
γ0

)λ
.

Принимая во внимание формулы (1.9), имеем

− x1 + ix2 = e−iϕ
(

1

γ

∂Φ

∂ϕ
+ i

∂Φ

∂γ

)
=

λ

γ0
ζ (λ−1)/λ

(
∂Φ

∂η
+ i

∂Φ

∂ξ

)
. (3.4)

Поскольку Φ — гармоническая функция, то существует аналитическая в ука-
занном полукруге с разрезом функция f(ζ) : Φ = Imf . Тогда равенство (3.4)
можно представить в виде

− x1 + ix2 =
λ

γ0
ζ (λ−1)/λf ′(ζ), (3.5)

где штрихом обозначено дифференцирование по ζ .
Граничные условия (3.2), преобразованные к переменным ξ, η, в частности,

дают:

∂Φ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= 0 (−1 < η < 1),

(3.6)
∂Φ

∂η

∣∣∣∣
η=0

=
γ0

λ
ξ−(λ−1)/λl (0 < ξ < s).

Заметим далее, что справедливо следующее равенство

∂Φ

∂ξ

∣∣∣∣
η=0

= 0 (s < ξ < 1). (3.7)

Действительно, отрезок s ≤ ξ ≤ 1 соответствует той части оси x1, которая
расположена в упругой зоне. Поэтому, полагая в (3.4) x2 = 0, η = 0, получим
(3.7).

Поскольку функция f ′(ζ) в силу первого из условий (3.6) на оси η прини-
мает вещественные значения, то ее можно аналитически продолжить на весь
круг |ζ | < 1 с разрезом −s ≤ ξ ≤ s. При этом симметричным относительно
оси η точкам соответствуют сопряженные значения функции f ′(ζ) : f ′(−ζ) =

f ′(ζ). Отметим также, что в силу (3.7), используя принцип симметрии, получим
f ′(ζ) = f ′(ζ). Таким образом, функция f ′(ζ) является четной.
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Воспользуемся очевидным равенством:

2
∂Φ

∂η
= f ′(ζ) + f ′(ζ), (3.8)

которое с учетом условий симметрии приобретает вид:

2
∂Φ

∂η
= f ′(ζ) + f ′(ζ). (3.9)

В последнем равенстве положим η = 0 (устремляя ζ к точкам интервала
−s < ξ < s) по точкам верхней полуплоскости. Учитывая также четность
функции f ′(ζ), получим:

f ′
+

(ξ) + f ′
−

(ξ) =
2lγ0

λ
|ξ|−(λ−1)/λ (−s < ξ < s), (3.10)

где знаками плюс и минус обозначены предельные значения при стремлении ζ
к оси ξ сверху и снизу соответственно.

Таким образом, необходимо найти функцию f ′(ζ), аналитическую внутри
круга |ζ | < 1 с разрезом −s ≤ Reζ ≤ s такую, чтобы выполнялось условие
(3.10).

Решая соответствующую задачу Римана, при условии, что в силу (3.5) функ-
ция f ′(ζ) неограничена при ζ = ±s, можно получить [101]

f ′(ζ) =
γ0l

πλ
√
ζ2 − s2

s∫
−s

√
s2 − µ2|µ|−(λ−1)/λ

µ− ζ dµ +
ζg(ζ)√
ζ2 − s2

, (3.11)

где g(ζ)— произвольная четная аналитическая в круге |ζ | < 1 функция.
Формула (3.11) позволяет преобразовать равенство (3.5) к следующему виду:

−x1 + ix2

λζ (2λ−1)/λ =
1

γ0
√
ζ2 − s2

g(ζ) +
2lγ0s

(1+λ)/λ

π

1∫
0

√
1− t2λ

s2t2λ − ζ2dt

 . (3.12)

Образом пластической зоны на плоскости годографа будет бесконечная об-
ласть, изображенная на рис. 77. В этой области функция Φ должна удовлетво-
рять уравнению (1.10) и граничным условиям

∂Φ

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=π/2−α

= 0,

(3.13)
∂Φ

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=−π/2+α

= 0 (γ0 < γ <∞).
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Решение уравнения (1.10), удовлетворяющее граничным условиям (3.13), бу-
дем искать методом разделения переменных:

Φ(γ, ϕ) =

∞∑
m=1

Dmfm(γ) sin(2m− 1)λϕ, (3.14)

тем самым выполняются условия (3.13).
Подставляя разложение (3.14) в уравнение (1.10), приходим к уравнениям:

τ(γ)

γτ ′(γ)
f ′′m +

1

γ
f ′m −

(2m− 1)2λ2

γ2 fm = 0 (m = 1, 2, ... ), (3.15)

которые необходимо проинтегрировать при условиях:

fm(γ0) = 1, f ′m(∞) = 0. (3.16)

Упругопластическая граница имеет своим образом на плоскости годографа
дугу окружности γ = γ0, −π/2 + α ≤ ϕ ≤ π/2 − α. Из уравнений (1.10) и
разложения (3.14) находим уравнение упругопластической границы:

(−x1 + ix2)|γ=γ0
=
e−iϕ

2γ0

∞∑
m=1

Dm

{
[(2m− 1)λ + γ0f

′
m(γ0)] e

i(2m−1)λϕ +

+ [(2m− 1)λ− γ0f
′
m(γ0)] e

−i(2m−1)λϕ
}
. (3.17)

С другой стороны, уравнение упругопластической границы можно полу-
чить, полагая в уравнении (3.12) γ = γ0:

−x1 + ix2

λei(2λ−1)ϕ =
1

γ0
√
e2iλϕ − s2

g (eiλϕ)+ 2lγ0s
(λ+1)/λ

π

1∫
0

√
1− t2λdt

s2t2λ − ei2λϕ

 . (3.18)

Приравнивая правые части уравнений (3.17) и (3.18), можно получить (σ =
eiλϕ):

g(σ) =
2l

π
γ0s

(1+λ)/λσ−2

1∫
0

√
1− t2λ

1− s2σ−2t2λ
dt +

1

2λ

√
1− s2σ−2×

×
∞∑
m=1

Dm

{
[(2m− 1)λ + γ0f

′
m(γ0)]σ

2(m−1)+ (3.19)

+ [(2m− 1)λ− γ0f
′
m(γ0)]σ

−2m} .
Правая часть последнего равенства может быть разложена в ряд по четным

степеням σ±2m. Но левая часть не должна содержать члены с отрицательными
степенями σ, поскольку функция g(σ) не может иметь особенностей (функция
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g(σ) аналитична внутри круга |ζ | < 1 и ее разложение в ряд Тейлора содержит
только положительные четные степени аргумента). Полагая равными нулю ко-
эффициенты при степенях σ−2, σ−4, ... в разложении правой части формулы
(3.19), получим бесконечную систему линейных уравнений для определения ко-
эффициентовDm. Если эти коэффициенты найдены, то затем по формуле (3.19)
находится функция g(σ), затем замена σ на ζ приводит к определению g(ζ).

Таким образом, решение задачи может быть доведено до конца. В силу мате-
матических затруднений точное решение данной бесконечной системы алгебра-
ических уравнений в настоящее время не построено. Анализ полученной беско-
нечной системы алгебраических уравнений проведен в [312] с помощью метода
последовательных приближений для малых значений параметра s = (τ∞/τ0)λ.
В [312] дано решение этой системы с точностью до s12 и приведены таблицы
численных данных для материалов, упрочняющихся по степенному закону. От-
мечается, что решение, определенное с любой заранее заданной точностью, удо-
влетворяет всем граничным условиям и основным уравнениям на плоскости
годографа, за исключением условия непрерывности вдоль дуги γ = γ0, которое
удовлетворяется с выбранной точностью.

Рассмотрим случай, когда отношение s = (τ∞/τ0)λ мало, т.е. малы размеры
области пластического течения по сравнению с глубиной выреза l (концепция
маломасштабного пластического течения). Тогда можно найти приближенные
равенства:

D1 = −λγ0lB0s
(1+λ).λ

λ− γ0f
′
1(γ0)

, Dk = 0 (k ≥ 2),

Φ = −λγ0lB0s
(1+λ)/λ

λ− γ0f
′
1(γ0)

f1(γ) sin λϕ, (3.20)

B0 =
Γ(λ/2)

λ
√
πΓ(3/2 + λ/2)

.

Для физических координат x1, x2 в пластической области имеем равенства:

x1 =
λγ0lB0s

(1+λ)/λ

λ− γ0f ′1(γ0)

[
λf1(γ)

γ
cosϕ cosλϕ + f ′1 sinϕ sin λϕ

]
,

(3.21)

x2 =
λγ0lB0s

(1+λ)/λ

λ− γ0f ′1(γ0)

[
λf1(γ)

γ
sinϕ cos λϕ− f ′1 cosϕ sin λϕ

]
.

Если положить α = 0, то получается задача о трещине длины l. В этом
случае λ = 1. Из уравнений (3.15) и (3.16) функция определяется с помощью
квадратур и имеет следующий вид:

f1(γ) =
γ

γ0

 ∞∫
γ0

du

u2τ(u)

−1 ∞∫
γ

du

u2τ(u)
. (3.22)
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Подставляя (3.22) в (3.20), для функции Φ имеем выражение

Φ = −γ0τ0s
2l

γ ∞∫
γ

du

u2τ(u)

 sinϕ. (3.23)

Вводя коэффициент интенсивности напряжений для бесконечного тела с
трещиной длины 2l формулой KIII = τ∞

√
πl = τ0s

√
πl, можно получить, что

Φ = − γ0

πτ0
KIII

γ ∞∫
γ

du

u2τ(u)

 sinϕ. (3.24)

Физические координаты, соответствующие деформациям в пластической об-
ласти, вычисляются по формулам

x1 =
K2
III

2πτ 2
0

 γ0τ0

γτ(γ)
cos 2ϕ +

2γ0τ0

∞∫
γ

du

u2τ(u)
− γ0τ0

γτ(γ)

 ,

(3.25)

x2 =
K2
III

2πτ 2
0

γ0τ0

γτ(γ)
sin 2ϕ,

что полностью совпадает с решением задачи о полубесконечной трещине анти-
плоского сдвига в предположении маломасштабного течения (2.6).

Упругопластическая граница представляет собой окружность с центром, на-
ходящимся на расстоянии

X(γ0) =
K2
III

2πτ 2
0

2γ0τ0

∞∫
γ

du

u2τ(u)
− γ0τ0

γτ(γ)


γ=γ0

(3.26)

впереди вершины трещины, радиуса

R(γ0) =
K2
III

2πτ 2
0
. (3.27)

Приведем численные результаты [312], [95] для материалов, упрочняющих-
ся по степенному закону τ(γ) = τ0(γ/γ0)N (N = 1/n). Для рассматриваемых
определяющих соотношений решение уравнений (3.15) имеет вид:

fm(γ) =

(
γ

γ0

)−µm
, (3.28)

где принято следующее обозначение:

µm =

√
(1−N)2

4
+ (2m− 1)2λ2N − 1−N

2
. (3.29)
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В этом случае можно численно найти постоянные Dm. В [312] исследована
упругопластическая граница при двух значениях напряжения на бесконечно-
сти: τ∞ = 0, 6τ0 и τ∞ = 0, 8τ0. Для этих уровней напряжений установлен пе-
реход от круговых локализованных областей пластического течения к сильно
вытянутым зонам при приближении к напряжениям развитого пластического
течения [312], [95].

Заключая, следует отметить, что аналитические решения приведенных упру-
гопластических задач о трещине антиплоского сдвига, найденные с помощью
метода годографа, не являются в полной мере точными решениями, поскольку
при исследовании полубесконечной трещины формулируется асимптотическое
условие сближения с упругим решением. Таким образом, это решение можно
считать лишь асимптотически точным; исследование напряженно-деформиро-
ванного состояния полупространства с вырезом конечной глубины при антип-
лоском сдвиге сводится к анализу бесконечной системы алгебраических уравне-
ний, строгое исследование которой, по всей видимости, не проводилось. Тем не
менее данный анализ позволяет: 1) сделать ряд важных выводов о геометрии
области пластического течения, существующей в окрестности вершины трещи-
ны; 2) получить асимптотики компонент тензора напряжений и деформаций в
пластической области для заданного закона упрочнения.

3.9.4. Асимптотики скоростей деформаций ползучести в окрестности
вершины трещины антиплоского сдвига для дробно-линейного
определяющего закона

Используя метод годографа, можно изучить поля напряжений и скоростей
деформаций в окрестности вершины трещины антиплоского сдвига при исполь-
зовании дробно-линейной аппроксимации определяющего закона τ(γ) [180]

γ = γ0
τ

τ∗ − τ
,

где τ∗, γ0 — постоянные материала, определяемые экспериментально.181 Посто-
янная τ∗ может трактоваться как величина предела прочности на сдвиг и нахо-
диться из опытов на одноосное растяжение.

Удобно перейти к безразмерным величинам по формулам:

τ̂ij =
τij
τ∗
, τ̂ =

τ

τ∗
, γ̂ij =

γij
γ0
, γ̂ =

γ

γ0
,

x̂1 =
x1

L
, x̂2 =

x2

L
, r̂ =

r

L
, L =

(
KIII

τ∗

)2

,

(для сокращения записи уравнений вместо обозначения f̂ будем использовать
f).
181Дробно-линейная зависимость τ (γ) была предложена в [180] для случая установившейся ползучести.

Решение для упрочняющегося упругопластического тела могут быть использованы в теории установившейся
ползучести путем замены деформации на скорость деформации, а перемещений — на их скорости.
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Применение метода годографа приводит к следующим соотношениям, связы-
вающим безразмерные физические координаты x1, x2 и полярные координаты
на плоскости годографа γ, ϕ:

x1 =
1

2π

[
1

γ
+

1 + γ

γ2 cos 2ϕ

]
, x2 =

1

2π

1 + γ

γ2 sin 2ϕ.

Из этих соотношений, переходя к полярным координатам на физической
плоскости, можно получить алгебраическое уравнение относительно интенсив-
ности скоростей деформации γ

γ4r2 − 2Cr cosϕγ3 − 2C2γ − C2 = 0,

где C = 1/2π, и определить характер особенности деформаций по r при различ-
ных углах ϕ, где ϕ— полярный угол системы координат на физической плоско-
сти, установив следующие соотношения:

при 0 ≤ ϕ < π/2

γ =
2C cosϕ

r
;

при ϕ = π/2

γ =

(√
2C

r

)2/3

;

при π/2 < ϕ ≤ π

γ =

√
C

| cos ϕ|r .

Из полученных асимптотик скоростей деформаций сдвига видно, что, в отли-
чие от наиболее часто используемого степенного закона ползучести, скорости
деформации имеют разную особенность при приближении к вершине трещи-
ны в зависимости от значения полярного угла, по которому мы приближаемся
к вершине. Причем показатель сингулярности меняется дискретным образом:
k = 1 для 0 ≤ ϕ < π/2; k = 2/3 для ϕ = π/2; k = 1/2 для π/2 < ϕ ≤ π.

3.10. Трещины в условиях ползучести

В настоящем разделе приводятся основные результаты механики разруше-
ния, полученные для тел с трещинами в условиях ползучести. Ползучесть суще-
ственно влияет на прочность и устойчивость, а значит и на условия разрушения.

Рассматриваются модели нелинейно вязкого и упругого нелинейно вязкого
поведения, а также асимптотики полей напряжений и скоростей деформаций
ползучести в окрестности вершины стационарной и растущей трещины для дан-
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ных типов поведения.182 Обсуждается сравнительно новое соотношение устано-
вившейся ползучести — дробно-линейный закон ползучести. Получены реше-
ния ряда краевых задач по определению напряженно-деформированного состо-
яния в окрестности вершины трещины для этого определяющего соотношения.
Рассматривается C∗-интеграл— инвариантный интеграл теории установившей-
ся ползучести и его применение к решению конкретных краевых задач.

3.10.1. Феноменологические уравнения установившейся ползучести

Под ползучестью в широком смысле понимают всю совокупность явлений,
связанных с влиянием времени на зависимость между напряжениями и дефор-
мациями в твердых телах. Основные положения теории ползучести изложены в
монографиях [110], [61],183 [130], [102]. Интересная обзорная работа [131] также
целиком посвящена теории ползучести.

Деформации ползучести в металлах и сплавах при повышенной температуре
могут быть описаны как нелинейно вязкие деформации. Изменение деформа-
ции во времени при постоянном напряжении традиционно описывается кривой
ползучести, обычно состоящей из трех участков: неустановившаяся ползучесть,
характеризуемая постепенным уменьшением скорости деформации; установив-
шаяся ползучесть, протекающая при постоянной скорости деформации; уско-
ренная ползучесть, главным признаком которой является возрастание скорости
деформации и параллельное накопление повреждений, еще больше ускоряющее
ползучесть. С точки зрения разрушения ползучесть металлов с увеличивающей-
ся скоростью нельзя считать опасной до тех пор, пока это увеличение не слиш-
ком отражается на его структуре. Опасной становится та стадия ускоренной
ползучести, когда происходит значительное изменение структуры материала,
достигается высокий уровень его поврежденности и наблюдается прогрессив-
ное его разрушение.

Для описания кривых ползучести был предложен целый ряд уравнений, опи-
сывающих процесс ползучести при заданных условиях. Анализ кривых ползу-
чести читатель может найти в специальных руководствах, посвященных теории
ползучести (см., например, [110], с. 111-134).

Если ограничиться только этапом установившейся ползучести, то механиче-
ское поведение материалов можно трактовать как нелинейно вязкое течение, ха-
рактеризующееся в общем случае нелинейной зависимостью между скоростью
деформации ползучести и напряжением

ε̇c = f(σ). (1.1)

182За пределами данной книги оказались результаты, связанные с анализом напряженно-деформированного
состояния у вершины трещины в вязкоупругих стареющих средах, определяющие зависимости для которых
были предложены Н. Х. Арутюняном [3]. Этот круг вопросов освещен в монографии [5]. При решении задач
теории ползучести стареющих сред необходимо знакомство с теорией интегральных уравнений (см. [96],
[164]). Мы рекомендуем также оригинальные издания [91], [123].
183См. также более раннюю версию: Качанов Л. М. Некоторые вопросы теории ползучести. М., Л.: Гостех-

теоретиздат, 1949. 164 с.
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Были предложены многочисленные эмпирические зависимости для конкре-
тизации последнего соотношения, к числу наиболее распространенных из кото-
рых относятся:

степенной закон Нортона (F. H. Norton, 1929 г.)

ε̇c = Bσn, (1.2)

где B и n—постоянные материала, подбираемые экспериментально;
экспоненциальная зависимость Людвика (P. Ludwick, 1909 г.)

ε̇c = B exp(σ/σ0); (1.3)

закон гиперболического синуса Надаи (A. Nadai, 1938 г.)

ε̇c = B sh(ασ). (1.4)

Сравнительно новой зависимостью является степенное дробно-линейное со-
отношение [180]:

ε̇c = B

(
σ − σa
σb − σ

)n
, (1.5)

где σa —напряжение, с которого начинается ползучесть, σb— напряжение типа
предела прочности, B — скоростная характеристика (ее размерность совпадает
с размерностью скоростей деформаций), n— показатель нелинейности.

Эти соотношения соответствуют второму участку кривой ползучести — уста-
новившейся ползучести, когда упругими деформациями и деформациями ползу-
чести, накопленными на первой стадии, можно пренебречь. Несмотря на то, что
реальные материалы не проявляют чисто нелинейно вязкого поведения, резуль-
таты расчетов, полученные на основе модели нелинейно вязкого тела, являются
хорошей аппроксимацией действительного поведения металлов и сплавов при
высоких температурах.

Дальнейшим обобщением определяющей зависимости (1.1) может служить
уравнение

ε̇c = B(t)f(σ), (1.6)

содержащее явную зависимость от времени.
Для описания ползучести часто используются уравнения теории старения

εc = f(σ, t), (1.7)

или даже уравнения деформационной теории пластичности

εc = f(σ). (1.8)

Наконец, имеется еще один класс определяющих законов ползучести — зако-
ны наследственного типа

ϕ(ε) = σ +

t∫
0

K(t− τ)σ(τ)dτ, (1.9)
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где K(t− τ) —ядро последействия.
Основной недостаток приведенных выше определяющих законов ползучести

состоит в том, что они, во-первых, не отображают реальный механизм ползуче-
сти, а во-вторых, отвечают экспериментальным данным только на сравнительно
небольшом интервале времени. Поэтому понятно стремление многих исследо-
вателей к поиску определяющих законов ползучести, которые отображали бы
физическую природу этого явления.

Рассмотренные выше определяющие законы ползучести в случае сложного напряженно-
го состояния приобретают форму квазилинейных уравнений типа течения

ėij =
ṡij
2G

+
3

2

f(T )

T
sij, (1.10)

типа старения

eij =
sij
2G

+
3

2

f(T, t)

T
sij, (1.11)

деформационного типа

eij =
sij
2G

+
3

2

f(T )

T
sij (1.12)

и наследственного типа

ϕ(Γ)eij =
sij
2G

+

t∫
0

sij(τ )K(t− τ )dτ . (1.13)

Линейный вариант уравнений (1.13) выражает определяющий закон наследственной упру-
гости (употребляется также термин ”линейная вязкоупругость”). Механика наследственно
упругих сред изложена в классических монографиях [70], [132].

3.10.2. Инвариантный C∗-интеграл установившейся ползучести

В нелинейной механике разрушения для тел с трещинами в условиях ползу-
чести предложен [272] инвариантный C∗-интеграл. В этой же работе обоснована
его инвариантность. Для двумерного случая C∗-интеграл определяется как кон-
турный интеграл по кривой C, охватывающей вершину трещины

C∗ =

∫
C

[
W ∗dx2 − σijni

∂u̇j
∂x1

ds

]
, (2.1)

где

W ∗ =

∫
σijdε̇ij .

Инвариантный C∗-интеграл может быть определен экспериментально по-
средством сравнения двух идентичных образцов, с трещиной длины l и l + dl.
Определяя зависимость нагрузка—скорость перемещения для двух рассматри-
ваемых образцов, C∗-интеграл вычисляется дифференцированием по длине тре-
щины площади под кривой нагрузка—скорость перемещения:

C∗ = − ∂
∂l

∫
Pd∆̇, (2.2)
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где P —приложенная нагрузка, отнесенная к толщине образца, ∆̇ — скорость
перемещения точек приложения нагрузки.

Альтернативно C∗-интеграл может быть вычислен непосредственно по фор-
муле (2.1), его определяющей. Однако это требует знания напряженно-дефор-
мированного состояния для рассматриваемой конфигурации образца с трещи-
ной, для чего обычно используется конечно-элементный анализ. Этот подход
является особенно продуктивным для степенной зависимости между напряже-
ниями и деформациями:

ε̇ij =
3

2
Bσn−1

e sij, (2.3)

где σe =
√

3sijsij/2 —интенсивность напряжений; B, n— постоянные материа-
ла.

Степенной закон ползучести упрощает описание полей напряжений и скоро-
стей деформаций вследствие ”масштабного” свойства данного определяющего
соотношения: все компоненты тензора напряжений в любой точке тела возрас-
тают пропорционально приложенной нагрузке, тогда как компоненты тензора
скоростей деформаций увеличиваются пропорционально n-ой степени нагрузки.
В конфигурациях, симметричных относительно плоскости трещины, удобно вве-
сти напряжение в нетто-сечении σnet, определяемое как нагрузка, отнесенная к
площади неповрежденного сечения образца впереди трещины. Тогда ”масштаб-
ные” свойства могут быть представлены как

σij(xk; l, L, P, n) = σnetσij(xk/l; l/L, n),

ε̇ij(xk; l, L, P, n,B) = Bσnnetε̇ij(xk/l; l/L, n),

u̇i(xk; l, L, P, n,B) = lBσnnetu̇i(xk/l; l/L, n),

(2.4)

где L—характерный линейный размер тела, σij , ε̇ij , u̇i— безразмерные функ-
ции, зависящие только от безразмерных параметров l/L и n, но не от нагруз-
ки и материального параметра B. Подставляя последние представления для
напряжений, скоростей деформаций и скоростей перемещений в определение
C∗-интеграла, можно получить

C∗ = lBσn+1
net In(l/L, n), (2.5)

где

In(l/L, n) =

∫
C

[
W ∗d x2 − σijni

∂u̇j
∂x1

d s

]
, (2.6)

W ∗ =

∫
σijd ε̇ij, xi = xi/l, d s = ds/l.

К настоящему времени накоплены многочисленные оценки интеграла (2.6)
для различных конфигураций образцов. Наиболее полная коллекция результа-
тов вычислений собрана в [271]. Следует отметить, что вычисление напряженно-
деформированного состояния во всем образце обычно требует использования
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метода конечных элементов, тогда как асимптотические поля в окрестности
вершины трещины могут быть определены аналитически. Это — так называе-
мое распределение Хатчинсона—Райса—Розенгрена [314] (см. раздел 3.8.1):

σij(r, ϕ) =

(
C∗

InBr

)1/(n+1)

σij(ϕ, n). (2.7)

Приведенное асимптотическое поле напряжений справедливо для малых рас-
стояний от вершины трещины r � l. Необходимо отметить, что в силу инва-
риантности C∗-интеграл может быть вычислен по контуру, расположенному в
непосредственной окрестности вершины трещины, и по контуру, удаленному
от ее вершины, так что нагрузка и геометрия образца влияют на напряженно-
деформированное состояние в окрестности вершины трещины только посред-
ством C∗-интеграла. Следовательно, в нелинейно вязких телах рост трещины
описывается C∗-интегралом, что остается справедливым даже при существова-
нии достаточно малой области в окрестности вершины трещины, где поведение
материала заведомо отклоняется от закона Нортона.

Описанный подход позволяет охарактеризовать поля напряжений и дефор-
маций в окрестности вершины трещины. Однако он не позволяет прогнозиро-
вать рост трещины. Понимание причин страгивания трещин, их распростране-
ния требует знания микромеханизмов деформирования и разрушения, ведущих
к росту трещин.

К настоящему времени предложены многочисленные критерии распростра-
нения трещин, определяющие условия страгивания и роста трещин [319], [189],
[270]. Например, модель зарождения, роста и слияния пор, согласно которой
трещина начинает распространяться и растет с такой скоростью, что на рас-
стоянии dc впереди трещины выполняется условие слияния пор, или критерий
роста, основанный на критическом значении деформации εc на заданном рас-
стоянии dc впереди трещины. Последнее условие ведет к уравнению движения
вершины трещины и к степенной зависимости скорости роста трещины от ве-
личины C∗-интеграла.

3.10.3. Асимптотика напряжений у вершины стационарной трещины
в упруго нелинейно вязком теле

Расширяя рассматриваемую модель на тот случай, когда упругими дефор-
мациями пренебрегать нельзя, приходим к упругому нелинейно вязкому мате-
риалу с определяющими соотношениями:

ε̇ij =
1 + ν

E
σ̇ij −

ν

E
σ̇kkδij +

3

2
Bσn−1

e sij, (3.1)

которое в случае одноосного растяжения преобразуется к виду

ε̇ =
σ̇

E
+ Bσn. (3.2)
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Это соотношение описывает упругое поведение материала для сравнительно ко-
ротких времен после приложения нагрузки и установившуюся ползучесть как
предельное поведение материала при больших временах после приложения на-
грузки.

Инвариантный C∗-интеграл установившейся ползучести может быть обоб-
щен. Результат подобного обобщения —C(t)-интеграл [322].

Рассмотрим стационарную трещину типа I в упругом нелинейно вязком те-
ле. Пусть в момент времени t = 0 к образцу с трещиной внезапно прикладывает-
ся растягивающая нагрузка P = const. Мгновенный отклик упруго нелинейно
вязкого тела является чисто упругим и, поле напряжений у вершины трещины
в начальный момент времени описывается стандартной упругой асимптотикой

σij(r, ϕ) =
KI√
2πr

σ̂ij(ϕ) + . . . , (3.3)

где KI — коэффициент интенсивности напряжений для трещины нормального
отрыва, функции σ̂ij(ϕ) хорошо известны из решения задачи линейной теории
упругости для тела с трещиной, приведенного выше, в 2.1.1.

С течением времени деформации ползучести, возрастающие непрерывно,
становятся доминирующими по сравнению с упругими. В предельном случае
(для больших времен, прошедших с момента приложения нагрузки) поведение
материала чисто нелинейно вязкое. Следовательно, напряжения определяются
асимптотическими формулами Хатчинсона—Райса—Розенгрена:

σij(r, ϕ) =

(
C∗

InBr

)1/(n+1)

σij(ϕ, n). (3.4)

Более того, из определяющих соотношений упругого нелинейно вязкого те-
ла можно заключить, что в непосредственной окрестности вершины трещины
упругими деформациями можно пренебречь по сравнению с деформациями пол-
зучести для любого t > 0 и n > 1. Как следствие, можно предположить суще-
ствование асимптотической зависимости

σij(r, ϕ, t) =

(
C(t)

InBr

)1/(n+1)

σij(ϕ, n), (3.5)

обобщающей распределение Хатчинсона—Райса—Розенгрена на случай произ-
вольного t > 0. Значения C(t) остаются неопределенными в рамках асимптоти-
ческого анализа, однако следует указать, что

C(t)→ C∗ (t→∞). (3.6)

В работе [318] установлено характерное время перехода от момента прило-
жения нагрузки до возникновения развитых деформаций ползучести

t1 =
αK2

I (1− ν2)

(n+ 1)EC∗
, (3.7)
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где величина α определяется численно. Значение C(t) вычисляется по формуле

C(t) = (1 + t1/t)C
∗. (3.8)

3.10.4. Автомодельность в задачах о трещинах в упругих нелинейно
вязких телах

Для прогнозирования докритического подрастания трещины и оценки скоро-
сти ее роста в условиях высокотемпературной ползучести представляется важ-
ным анализ полей напряжений и деформаций в окрестности вершины трещи-
ны. С практической точки зрения важно ответить на вопрос: какой из макро-
скопических параметров в основном определяет скорость роста трещины?184 В
механике разрушения к числу таких параметров относятся коэффициент ин-
тенсивности напряжений KI , напряжение в нетто-сечении σnet, инвариантный
интеграл установившейся ползучести C∗, а также скорость раскрытия вершины
трещины δ̇.

Этот вопрос особенно интересен для упругих нелинейно вязких материалов,
поскольку для коротких времен после приложения нагрузки к телу с трещиной
мгновенный отклик материала является чисто упругим и деформации ползуче-
сти локализуются в непосредственной окрестности вершины. В этой ситуации
для оценки скорости роста может быть использован коэффициент интенсивно-
сти напряжений, определяющий упругое поле у вершины трещины. С другой
стороны, для достаточно больших времен (но все еще малых по сравнению со
временем до разрушения tf ), прошедших с момента приложения нагрузки, де-
формации ползучести доминируют над упругими. В данном предельном случае
естественно применение C∗-интеграла.

В настоящем разделе рассматривается трещина в упругом нелинейно вязком
материале и исследуются параметры, которые можно использовать для опи-
сания напряженно-деформированного состояния в окрестности вершины тре-
184Определению параметров, характеризующих рост трещины в упругих нелинейно вязких материалах, по-

священо большое число как теоретических, так и экспериментальных работ. Лишь малая их часть может
быть представлена исследованиями [320], [319], [213], [322], [323], [325], [326], [205], [241], [264]. Так в [241]
приведен обзор параметров, используемых для описания роста трещин в упругих нелинейно вязких материа-
лах. В случае упругих нелинейно вязких сред только один параметр, например, коэффициент интенсивности
напряжений K или J-интеграл, не может использоваться для характеристики скорости роста трещины, по-
скольку существуют три характерных режима: маломасштабная ползучесть, развитая ползучесть и переход-
ный режим от первого предельного случая ко второму. Переходный режим устанавливается в зависимости от
характерного размера области ползучести по сравнению с размерами образца. Исторически первым инвари-
антным параметром, введенным для случая установившейся ползучести, является C∗-интеграл (см. 3.10.2).

К преимуществам C∗-интеграла относятся: 1) его инвариантность; 2) возможность его экспериментально-
го определения; 3) асимптотика поля напряжений у вершины трещины полностью определяется значением
C∗-интеграла. Для случая упругого нелинейно вязкого тела, когда C∗-интеграл утрачивает свойство ин-
вариантности, он обобщается на переходный режим [318] в форме интеграла C(t), так что при развитых
деформациях ползучести C(t) → C∗ (это обобщение собственно и является предметом дискуссии в этой
части книги).
Однако интеграл C(t) до сих пор не получил никакой физической интерпретации и не может быть опреде-

лен экспериментально, что ограничивает его практическое применение. Для того чтобы преодолеть недостат-
ки параметра C(t), в [325] введен параметр Ct. Методы экспериментального определения Ct обсуждаются в
[241].
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щины, а в случае растущей трещины— для оценки скорости роста трещины.
Следует отметить, что определение напряженно-деформированного состояния
в окрестности вершины стационарной трещины являлось предметом анализа
в 3.10.3, где по существу используется HRR-асимптотика, полученная с помо-
щью метода разложения по собственным функциям. Причем разложение осу-
ществлялось по степеням переменной r (радиус в полярной системе координат
с началом в вершине трещины), а коэффициенты разложения есть функции
от полярного угла. Вообще говоря, в процессе ползучести компоненты тензора
напряжений—функции трех независимых переменных r, ϕ, t. Однако в разре-
шающей системе уравнений слагаемые, содержащие производные по времени,
являются величинами более высокого порядка малости при r → 0 и ими прене-
брегают. Вследствие этого в рамках данного подхода не удается определить за-
висимость решения от времени: коэффициенты разложения оказываются функ-
циями, зависящими только от полярного угла, но не от времени.

В данном разделе указанный спектр задач исследуется с помощью автомо-
дельных переменных.

Процесс, развивающийся во времени, называется автомодельным, если рас-
пределение его характеристик в разные моменты времени получается одно из
другого преобразованием подобия [152], [22]. Свойство автомодельности, если
его удается обнаружить, часто существенно упрощает исследование и матема-
тическое описание процесса.

В механике разрушения при исследовании стационарного состояния трещи-
ны и ее роста в упругом нелинейно вязком теле автомодельность впервые уста-
новлена в работах Риделя (H. Riedel, 1978 г.) [318], [322], [251].

Введение автомодельной переменной упрощает с математической точки зре-
ния поиск решения, поскольку уменьшается число независимых переменных.
Более того, введение автомодельной переменной позволяет связать два пре-
дельных режима состояния трещины в упругом нелинейно вязком теле: случай
коротких времен после приложения нагрузки, когда деформации ползучести ло-
кализованы в непосредственной ее окрестности, и случай достаточно больших
времен, соответствующий обширным областям, в которых развиваются дефор-
мации ползучести.

Таким образом, с физической точки зрения с помощью автомодельной пере-
менной удается описать переходный период от первого предельного состояния
ко второму и получить решение (т.е. распределение напряжений), справедливое
в течение переходного режима, а также оценить время перехода.

3.10.4A. Постановка задачи и основные уравнения
Рассмотрим трещину типа I в упругом нелинейно вязком материале, опре-

деляющие соотношения которого имеют вид

ėij =
1

2µ
ṡij +

3

2
Bσn−1

e sij, (4.1)

где σe = (3sijsij/2)1/2 —интенсивность напряжений, sij — компоненты девиато-
ра тензора напряжений, eij —компоненты девиатора деформаций; µ, B, n—по-
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стоянные материала.
Сформулируем разрешающую систему уравнений. Уравнения равновесия

при условии отсутствия массовых сил имеют вид

∇ · σ = 0. (4.2)

Условия совместности деформаций в случае плоской задачи принимаютфор-
му

∇ · (∇ · e) =
2

3
∆εkk −∆ε33, (4.3)

где e— девиатор тензора малых деформаций.
Как известно, ε33 = 0 в случае плоского деформированного состояния и

σ33 = 0 для плоского напряженного состояния.
Начальные условия задачи таковы: в момент времени t = 0 к телу приклады-

вается нагрузка и в силу определяющих соотношений (4.1) мгновенный отклик
тела — линейно упругий. Поэтому распределение напряжений в теле описыва-
ется классическими формулами линейной теории упругости (см. раздел 2.1).

Также необходимо сформулировать условия на берегах трещины n · σ = 0.
В условиях маломасштабной ползучести трещина может трактоваться как по-
лубесконечная и, следовательно, должны быть заданы некоторые условия в бес-
конечно удаленной точке — требование асимптотического сближения решения с
сингулярным решением линейной теории упругости.

При отыскании полей напряжений и деформаций удобно перейти к функции
напряжений Эри Φ (см. также 3.10.5Б, 3.10.5В), что приводит к тождествен-
ному выполнению уравнений равновесия.

В случае плоского деформированного состояния имеется единственное урав-
нение, выражающее совместность деформаций, и условие ε̇33 = 0:

2
1− ν
E

∆(∆Φ̇ + ṡ33)−
−B∇ ·

{
∇ ·

[
(I(∆Φ− s33)− 2∇⊗ (∇Φ))σn−1

e

]}
= 0,(

1− 2ν

3E
∆Φ̇ +

1

E
ṡ33

)
+ Bs33σ

n−1
e = 0,

(4.4)

где I —двумерный единичный тензор; интенсивность напряжений определяется
выражением

σe =

√
3

2

√
2 ((∇⊗∇Φ) : (∇⊗∇Φ))− (∆Φ)2 + 3s2

33. (4.5)

Для плоского напряженного состояния уравнения совместности приводят к
единственному уравнению относительно функции напряжений Эри:

2

E
∆2Φ̇− B∇ ·

{
∇ ·

[
(I∆Φ− 3∇⊗ (∇Φ))σn−1

e

]}
= 0, (4.6)
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где интенсивность напряжений определяется выражением

σe =
1√
2

√
3 ((∇⊗∇Φ) : (∇⊗∇Φ))− (∆Φ)2. (4.7)

Уравнения (4.4) и (4.6) относительно функции напряжений Φ представля-
ют собой нелинейные дифференциальные уравнения в частных производных,
причем функция напряжений есть функция трех независимых переменных Φ =
Φ(r, θ, t).

Вследствие сложности полученных уравнений нельзя ожидать в общем слу-
чае построения аналитических решений. С другой стороны, при реализации
численных методов также возникают проблемы, связанные с быстрым перерас-
пределением полей напряжений у вершины трещины в упругом нелинейно вяз-
ком материале. В связи с этим повышается ценность асимптотического решения
задачи.

В непосредственной окрестности вершины стационарной трещины (r → 0)
скоростями упругих деформаций можно пренебречь по сравнению со скоростя-
ми деформаций ползучести при n > 1 в случае степенной зависимости скоро-
стей деформаций ползучести от напряжений.185 Действительно, поскольку n
для большинства материалов изменяется от 3 до 12, то скорости деформаций
ползучести, которые пропорциональны σne , в окрестности вершины трещины,
где σe ∼ rα (α < 0), много больше, чем скорости упругих деформаций, кото-
рые пропорциональны σ̇e. Поэтому линейными слагаемыми в уравнениях (4.4)
и (4.6) можно пренебречь, что приводит к решению HRR и асимптотике

σij(r, θ, t) = A(t)σij(θ, n)r−1/(n+1). (4.8)

Скорости деформаций ползучести имеют особенность типа r−n/(n+1). Ампли-
туда A(t) есть функция времени. Амплитуда не может быть непосредственно
определена из асимптотического анализа в окрестности вершины трещины. Од-
нако в предельном случае обширных деформаций ползучести (т.е. когда нельзя
считать ползучесть маломасштабной) амплитуда A(t) выражается через инва-
риантный интеграл установившейся ползучести C∗-интеграл:

A(t→∞) =

(
C∗

BIn

)1/(n+1)

. (4.9)

3.10.4Б. Маломасштабная ползучесть
Пусть область развития деформаций ползучести мала по сравнению с дли-

ной трещины, характерным линейным размером образца. В этом случае гово-
рят о маломасштабной ползучести. Такая ситуация реализуется для коротких
времен после приложения нагрузки.

Отметим, что компоненты тензора напряжений σij являются функциями
следующего множества независимых переменных и материальных параметров

r, θ, t, KI, E, B, ν, n. (4.10)
185Отметим, что в случае n = 1 скорости деформаций ползучести и скорости упругих деформаций имеют

одинаковую особенность при r→ 0 и, следовательно, последними пренебрегать нельзя.
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Из уравнений (4.4) и (4.6) следует, что параметры E, B, t могут входить в
решение только в качестве произведения EBt. Анализ размерностей рассматри-
ваемых величин показывает, что комбинация (EBt)−1/(n−1) имеет размерность
напряжения. Поэтому из традиционного анализа размерностей для напряжений
можно заключить, что

σij(r, θ, t) = (EBt)−1/(n−1) F
[
(EBt)−2/(n−1) r/K2

I , θ, n, ν
]
, (4.11)

где F — безразмерная функция безразмерных аргументов.
Таким образом, число независимых переменных уменьшается вследствие

введения автомодельной переменной

R =
r

K2
I (EBt)

2/(n−1) . (4.12)

3.10.4В. Автомодельное решение
В случае плоского деформированного состояния функция напряжений Эри

Φ и компонента девиатора напряжений s33, удовлетворяющие уравнению (4.4),
а также начальным и граничным условиям задачи, должны иметь вид

Φ(r, θ, t) =
E

1− ν
1

(2π)2

[
(1− ν)KI

E

]4

φ(R, θ)T 3/(n−1) (4.13)

s33(r, θ, t) =
E

1− νS33(R, θ)T
−1/(n−1). (4.14)

Безразмерные время и радиальная координата определяются выражениями

T =
n− 1

2

(
E

1− ν

)n
Bt, R =

2πE2r

(1− ν)2K2
IT

2/(n−1) . (4.15)

Безразмерные функции φ(R, θ) и S33(R, θ) находятся из следующей системы
уравнений

−2∆

(
1

2
+ R

∂

∂R

)
(∆φ+ S33) +

+∇ ·
{
∇ ·

[
(2∇⊗ (∇φ)− I(∆φ− S33)) ×

×
(

3

2
((∇⊗∇φ) : (∇⊗∇φ))− 3

4
(∆φ)2 +

9

4
S2

33

)(n−1)/2
]}

= 0,

(4.16)

−
(

1

2
+ R

∂

∂R

)
(1− 2ν)∆φ+ 3S33

3(1− ν)
+

+S33

[
3

2
((∇⊗∇φ) : (∇⊗∇φ))− 3

4
(∆φ)2 +

9

4
S2

33

](n−1)/2

= 0.

(4.17)
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В случае плоского напряженного состояния представление для функции на-
пряжений Эри (4.13) посредством безразмерных переменных (4.15) остается
справедливым, однако множитель 1− ν везде должен быть заменен единицей.

Таким образом, дифференциальное уравнение в частных производных (4.6)
для функции напряжений, выраженной через автомодельную переменную R,
принимает форму

−2∆

(
1

2
+R

∂

∂R

)
∆φ+∇ ·

{
∇ ·

[
(3∇⊗ (∇φ)− I∆φ)×

×
(

3

2
((∇⊗∇φ) : (∇⊗∇φ))− 1

2
(∆φ)2

)(n−1)/2
]}

= 0.

(4.18)

Граничное условие в бесконечно удаленной точке есть условие асимптотиче-
ского сближения с упругим решением. В безразмерных переменных это условие
принимает форму

φ(R→∞) =
4

3
R3/2 cos3 θ

2
. (4.19)

Для плоского деформированного состояния следует добавить граничное усло-
вие в бесконечно удаленной точке для компоненты S33 девиатора напряжений

S33(R→∞) = −2

3
(1− 2ν)R−1/2 cos

θ

2
. (4.20)

Примем, что решения уравнений (4.16) и (4.18) определены численно с уче-
том граничных условий на берегах трещины. Тогда напряжения вычисляются
посредством формулы

σij(R, θ, T ) =
E

1− νT
−1/(n−1)Σij(R, θ), (4.21)

где Σij(R, θ) восстанавливается по решению уравнения (4.16) (или (4.18) в слу-
чае плоского напряженного состояния).

Характерной особенностью данного решения является то, что, как это сле-
дует из формулы (4.8), компоненты Σij при R → 0 имеют асимптотику вида
R−1/(n+1).

Упругие деформации εeij вычисляются с помощью (4.21) и закона Гука.
Деформации ползучести εcij также могут быть выражены посредством функ-

ций Σij :

εcij = T−1/(n−1)Ec
ij(R, θ), (4.22)

где

Ec
ij(R, θ) =

3

2
√
R

∞∫
R

Sij

(
3

2
SklSkl

)(n−1)/2
dR√
R
. (4.23)
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Полная деформация вычисляется по формуле εij = εeij + εcij .
Следуя [318], приведем качественное описание полей напряжений и дефор-

маций в условиях маломасштабной ползучести, когда область ползучести мала
по сравнению с длиной трещины. Применяя (4.8) и (4.21), можно определить
зависимость напряжений от r и t поля HRR в непосредственной окрестности
вершины трещины:

σij = αn

[
nK2

I

π(n + 1)2EB

]1/(n+1)

(rt)−1/(n+1)σ̃ij(θ),

eij =
3

2
B(n+ 1)αnn

[
nK2

I

π(n+ 1)2EB

]n/(n+1)

[σ̃e(θ)]
n−1 t

1/(n+1)

rn/(n+1) s̃ij(θ).

(4.24)

Таким образом, известны асимптотика вблизи вершины трещины (4.24) и в
в бесконечно удаленной точке (решение линейной теории упругости).

Срастим два решения: решение HRR в непосредственной окрестности вер-
шины трещины и решение линейной механики разрушения, предполагая, что
существует геометрическое место точек r = r1(θ, t), определяемое путем при-
равнивания интенсивности напряжений удаленного упругого решения и интен-
сивности напряжений решения HRR (4.24). Это определение ведет к следующей
оценке геометрии области, в которой справедливо решение HRR:

r1(θ, t) =
1

2π

(
KI

E

)2 [
(n+ 1)2EnBt

2nαn+1
n

]2/(n−1)

F1(θ) (4.25)

с угловым распределением

F1(θ) =


cos2 θ

2

[
(1− 2ν)2 + 3 sin2 θ

2

]
[σ̃e(θ)]2


(n+1)/(n−1)

. (4.26)

В случае плоского напряженного состояния множитель 1− 2ν следует заме-
нить единицей.

Геометрия области локализации области деформаций ползучести может быть
получена сращиванием интенсивности деформаций ползучести, определяемой
по распределению HRR и интенсивности упругих деформаций, что приводит к
выражению

rc(θ, t) =
1

2π

(
KI

E

)2 [
(n+ 1)2EnBt

2nαn+1
n

]2/(n−1)

Fc(θ). (4.27)

В соответствии с формулой (4.27), зона ползучести расширяется с течением
времени как t2/(n−1). Угловые функции F1(θ) и Fc(θ) найдены в [318], там же
приведены графики, иллюстрирующие поведение данных функции для различ-
ных значений показателя нелинейности n.
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Необходимо отметить, что множитель αn является неопределенным и может
быть найден лишь в ходе решения уравнений (4.16) и (4.18) при выполнении
требований отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины (амплитуда
сингулярного поля напряжений есть часть численного решения задачи). Од-
нако можно оценить величину αn с помощью не зависящего от контура инте-
грирования J-интеграла. Вообще говоря, J-интеграл не является инвариант-
ным в задачах теории ползучести для определяющих соотношений вида (4.1).
Однако можно предположить, что в непосредственной окрестности вершины
трещины, где локализованы деформации ползучести, упругими деформациями
можно пренебречь и решение HRR является хорошей аппроксимацией реаль-
ного распределения напряжений вблизи вершины при r → 0. Следовательно,
можно потребовать инвариантность J-интеграла, что в свою очередь выполня-
ется при существовании единой зависимости W = W (εij), где W — объемная
плотность энергии деформаций ползучести. Для найденных полей напряжений
и деформаций (4.24) такая зависимость будет существовать, если положить (и
это действительно следует из автомодельного решения (4.24))

eij =
3

2
B(n+ 1)tσn−1

e sij. (4.28)

Для зависимости (4.28) значение J-интеграла вычисляется по формуле

J0 = (n+ 1)BtIn [A(t)]n+1 (4.29)

(инвариантный интеграл вычислен по контуру, расположенному в зоне ползу-
чести).

Значение не зависящего J-интеграла по контуру, удаленному от вершины
трещины и, следовательно, расположенному в упругой зоне, хорошо известно

J∞ =

{
K2(1− ν2)/E (плоское деформированное состояние),
K2/E (плоское напряженное состояние). (4.30)

Предполагая приближенную независимость J-интеграла от пути (J0 ≈ J∞),
можно получить

A(t) ≈
[
K2
I (1− ν2)

(n+ 1)BIntE

]1/(n+1)

(4.31)

и в соответствии с (4.8) и (4.24) множитель αn вычисляется как

αn ≈
[
n + 1

n

π(1− ν2)

In

]1/(n+1)

. (4.32)

Для случая плоского напряженного состояния необходимо заменить множи-
тель 1− ν2 единицей.
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Из представленного анализа следует, что коэффициент интенсивности на-
пряжений KI и C∗-интеграл характеризуют поле напряжений в двух предель-
ных случаях: маломасштабная ползучесть (случай коротких времен после при-
ложения нагрузки) и развитая ползучесть (большие времена после приложения
нагрузки). С практической точки зрения важно знать характерное время пере-
хода от одного предельного случая до другого.

Сначала, в качестве примера, оценим продолжительность инкубационного
периода (характерное время от момента приложения нагрузки к образцу с тре-
щиной до ее страгивания). Предполагается, что трещина начинает расти как
только интенсивность деформаций достигает своего критического значения εc
на заданном расстоянии rc от вершины трещины. Время до начала роста тре-
щины вычисляется посредством второго соотношения из группы формул (4.24):

ti = εn+1
c

1

EnB(n + 1)

[
n+ 1

2nαn+1
n

2πE2rc
K2
I

]n
. (4.33)

Если наблюдается развитая ползучесть, то деформации определяются путем
подстановки (4.8) и (4.9) в (4.1). В этом случае время инкубационного периода
зависит от C∗-интеграла:

ti = εcB
−1/(n+1)

[
Inrc
C∗

]n/(n+1)

. (4.34)

Характерное время переходного режима t1 (t1 � tf) может быть определено
аналитически:

t1 =
K2
I (1− ν2)

(n+ 1)C∗E
. (4.35)

К этому результату приводит сравнение соотношений (4.9) и (4.24).
Таким образом, в [318] получено поле напряжений в окрестности вершины

трещины в упругом нелинейно вязком материале:

σij(r → 0, θ, t) =

(
C(t)

BInr

)
σij(θ, n). (4.36)

Вслед за [318] отметим ограничения, в рамках которых проведено данное
исследование.

Предполагалось, что рассматриваемый материал является упругим нелиней-
но вязким, причем в качестве определяющих соотношений выбран степенной
закон установившейся ползучести, тогда как деформациями ползучести, накоп-
ленными на первой стадии, пренебрегают.

Данная теория изучает лишь два предельных случая: локализованную и раз-
витую ползучесть, а соотношение (4.36) интерполирует два предельных случая
на переходный период.
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3.10.5. Асимптотическое исследование полей напряжений и дефор-
маций у вершины растущей в условиях ползучести трещины

Рост трещин в условиях ползучести является предметом многочисленных
экспериментальных и теоретических исследований. Интерпретация эксперимен-
тальных наблюдений требует анализа полей напряжений и деформаций в окрест-
ности вершины трещины. Поэтому задача определения напряженно-деформи-
рованного состояния в окрестности стационарной и растущей вершин трещин в
различных материалах была и остается актуальной проблемой. Так, стали уже
классическими результатами механики разрушения асимптотики полей напря-
жений и деформаций у кончика трещины в линейно упругом теле и решение
Хатчинсона—Райса—Розенгрена для нелинейно упругого материала со степен-
ным законом, связывающим деформации и напряжения. Хорошо известно, что
и в теории пластичности для упрочняющихся по степенному закону упругопла-
стических тел для полей напряжений и скоростей деформаций вблизи вершины
покоящейся трещины также имеет место асимптотика Хатчинсона—Райса—Ро-
зенгрена. В теории установившейся ползучести для степенных определяющих
соотношений вновь справедлива асимптотика n > 1

σij ∼ r−1/(n+1), ε̇ij ∼ r−n/(n+1).

Также установлено [317], что для упругих нелинейно вязких материалов с
определяющим соотношением вида

ε̇ =
σ̇e
E

+Bσne (5.1)

у вершины неподвижной трещины справедливо решение Хатчинсона—Райса—
Розенгрена и, следовательно, скоростями упругих деформаций можно прене-
бречь по сравнению со скоростями деформаций ползучести при n > 1.

Ситуация принципиально меняется в случае растущей трещины, когда ско-
рости упругих деформаций сравнимы со скоростями деформаций ползучести
[250]. Остановимся на изучении установившегося роста трещины более подроб-
но, следуя [250].

3.10.5A. Антиплоский сдвиг растущей полубесконечной трещины
в упруго нелинейно вязком теле

Рассмотрим асимптотики полей напряжений и скоростей деформаций в окрест-
ности вершины растущей с постоянной скоростью полубесконечной трещины
антиплоского сдвига в теле, определяющие соотношения которого имеют вид

γ̇s =
τ̇s
G

+ Bτn−1τs, (5.2)

или для интенсивностей касательных напряжений и скоростей деформации сдви-
га —
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γ̇ =
τ̇

G
+ Bτn, (5.3)

где B = 3(n+1)/2B, символический индекс s = 1, 2 в декартовой и— s = r, ϕ в
полярной системе координат.

Уравнение равновесия ∇ · τ = 0 (где τ — вектор касательного напряжения
с компонентами τs) тождественно выполняется, если ввести функцию напряже-
ний:

τ1 = − ∂Φ

∂x2
, τ2 =

∂Φ

∂x1
, (5.4)

или в полярной системе координат

τr = −1

r

∂Φ

∂ϕ
, τϕ =

∂Φ

∂r
. (5.5)

В случае установившегося роста трещины производная по времени от функ-
ции напряжений определяется выражением

Φ̇ = −l̇ ∂Φ

∂x1
, (5.6)

где l̇— скорость роста трещины (постоянная величина в случае установившегося
роста), x1, x2 —подвижная система координат, начало которой движется вместе
с вершиной трещины со скоростью l̇.

Исключая из условия совместности, сформулированного для скоростей де-
формаций,

∂γ̇1

∂x2
− ∂γ̇2

∂x1
= 0 (5.7)

с помощью определяющих соотношений (5.2) скорости деформаций и учитывая
(5.4), можно получить одно нелинейное дифференциальное уравнение в част-
ных производных для функции напряжений Φ(x1, x2):

− l̇

G
∆
∂Φ

∂x1
+ B∇ ·

(
τn−1∇Φ

)
= 0, (5.8)

где ∇— оператор Гамильтона, τ = |∇Φ|.
Условие отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины имеет вид

∂Φ(r, ϕ = ±π)

∂r
= 0. (5.9)

В случае стационарной трещины в упругом нелинейно вязком материале
скорости деформаций ползучести превалируют над скоростями упругих дефор-
маций и поэтому последними пренебрегают. Вследствие этого напряжения у вер-
шины трещины имеют особенность решения HRR: τ ∼ r−1/(n+1), Φ ∼ rn/(n+1).
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Покажем, что скорости упругих деформаций в случае растущей трещины при
r → 0 сравнимы со скоростями деформаций ползучести и ими нельзя пренебре-
гать.

Действительно, предположим, что нелинейное слагаемое в определяющем
соотношении (5.2) является доминирующим, что необходимо влечет за собой
асимптотику HRR, для которой Φ ∼ rn/(n+1). Подставляя Φ ∼ rn/(n+1) в (5.8),
можно найти, что первое слагаемое (скорости упругих деформаций) имеет осо-
бенность (r → 0) типа l̇r−(2n+3)/(n+1), тогда как второе слагаемое (скорости
деформаций ползучести) имеет особенность вида Br−(2n+1)/(n+1). Более силь-
ная особенность линейного слагаемого приводит к противоречию с принятым
предположением о преобладании скоростей деформаций ползучести.

Предположим, что скорости упругих деформаций доминируют в окрестно-
сти вершины трещины. Данное предположение ведет к классической асимпто-
тике для линейно упругого тела τ ∼ r−1/2. В этом случае линейное слагаемое
уравнения (5.8) будет порядка l̇r−5/2, тогда как нелинейное слагаемое ведет
себя как Br−(n+2)/2. Если n < 3, линейное слагаемое имеет более сильную осо-
бенность по сравнению с нелинейным. Это не приводит к противоречию с при-
нятым предположением. Однако для n > 3 более сильную особенность имеют
скорости деформаций ползучести. Следовательно, для n > 3 линейное и нели-
нейное слагаемые вносят одинаковый вклад в результирующую скорость дефор-
маций. Таким образом, скоростями упругих деформаций нельзя пренебрегать
при r→ 0 и n > 3.

Для n < 3 функция напряжений Φ определяется равенством

Φ = A
√
r cos

ϕ

2
. (5.10)

Для n ≥ 3 решение будет иным. Поскольку скорости упругих деформаций
и деформаций ползучести вместе определяют асимптотику скоростей деформа-
ций, то полагая

Φ ∼ rαf(ϕ, n) (5.11)

и приравнивая степени линейного и нелинейного слагаемых в уравнении (5.8),
можно найти

α = (n− 2)/(n − 1) (5.12)

и, следовательно, асимптотическое решение задачи следует разыскивать в виде
(C. Y. Hui, H. Riedel, 1981)

Φ(r, ϕ) =

(
l̇

BG

)1/(n−1)

rαf(ϕ, n), (5.13)

где r, ϕ—полярные координаты (напомним, что начало полярной системы ко-
ординат движется вместе с вершиной трещины).
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Безразмерная функция f(ϕ, n) должна удовлетворять обыкновенному диф-
ференциальному уравнению третьего порядка, следующему из уравнения (5.8)

f ′′′ sinϕ + (2− α)f ′′ cosϕ+ α2f ′ sinϕ + α2(2− α)f cosϕ+

+(α2f2 + f ′
2
)(n−3)/2

[
f ′′(α2f2 + nf ′

2
) + αff ′

2
(1 + 2nα− α− n)+ (5.14)

+α3f3(1 + αn − n)
]

= 0,

где штрих означает производную по полярному углу ϕ.186
Уравнение (5.14) должно быть решено с учетом условия отсутствия поверх-

ностных усилий на верхнем берегу трещины

f(π, n) = 0, (5.15)

условия симметрии

f ′(0, n) = 0, (5.16)

и требованием отсутствия сингулярности у функции f(ϕ, n) (условие регуляр-
ности функции f(ϕ, n) ) при ϕ = 0:

f ′′(0, n) = αf(0, n)
nα− (αf(0, n))n−1

n + (n− 1) (αf(0, n))n−1 . (5.17)

Уравнение (5.14) вместе с граничными условиями (5.15)–(5.17) полностью
определяет функцию f(ϕ, n).

Таким образом, функция напряжений Φ(r, ϕ) определяется посредством (5.13)
единственным образом. Из (5.13) следует, что главный член асимптотических
разложений напряжений и скоростей деформаций не зависит от приложенной
нагрузки и полностью определяется скоростью роста трещины l̇.

Для решения уравнения (5.14) с граничными условиями (5.15)–(5.17) был
использован метод пристрелки. Подбирались пробные значения для f(0, n) с
целью удовлетворения граничного условия на берегу трещины.

Для n ≥ 3 главный член асимптотического разложения для напряжений
представляется как:

τs(r, ϕ) = βn

(
l̇

BGr

)1/(n−1)

τ s(ϕ, n),

τ(r, ϕ) = βn

(
l̇

BGr

)1/(n−1)

τ(ϕ, n),

(5.18)

где βn = αf(0, n).
186Уравнение (5.14) является сингулярно возмущенным в окрестности ϕ = 0, поскольку множитель при

старшей производной обращается в нуль при ϕ = 0.
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Значения βn были получены для значений показателя n в диапазоне 3 ≤
n ≤ 1000. Численные результаты могут быть аппроксимированы с точностью
0, 2% соотношением βn = [0.29(n − 3)]1/(n−1).

Таким образом, напряжения имеют при r → 0 особенность вида r−1/(n−1)

вместо r−1/(n+1) для стационарной трещины. Безразмерные функции τ s(ϕ) свя-
заны с f(ϕ, n) следующими формулами:

τ r(ϕ) = −f ′(ϕ, n)/βn, τϕ(ϕ) = αf(ϕ, n)/βn,

τ e(ϕ) = (f ′2 + α2f2)1/2/βn.
(5.19)

В [250] представлены графики функций τ s для различных значений n. Уста-
новлено, что результаты для n = 100, 300, 500, 1000 сходятся к некоторым
предельным значениям, соответствующим случаю n → ∞, что в свою очередь
соответствует идеально пластическому материалу. Установившийся рост тре-
щины в идеально пластическом материале был исследован ранее [203]. В [250]
отмечается, что результаты для идеально пластического материала, получен-
ные в [203] и в рассматриваемом анализе, для больших n должны совпадать,
однако этого не происходит. Тем не менее качественно кривые, иллюстрирую-
щие поведение функций τ s, подобны полученным непосредственно для идеально
пластического материала.

3.10.5Б. Растущая трещина типа I в упруго нелинейно вязком теле
(плоское напряженное состояние)

Рассмотрим неограниченную плоскость, находящуюся под действием растя-
гивающей нагрузки, с полубесконечной трещиной в упруго нелинейно вязком
теле, определяющие соотношения которого принимаются в виде

ε̇ij =
1 + ν

E
ṡij +

1− 2ν

3E
σ̇kkδij +

3

2
Bσn−1

e sij. (5.20)

Уравнения равновесия удовлетворяются тождественно, если ввести функ-
цию напряжений Эри так, что

σij = −∂i∂jΦ + δij∆Φ (i, j = 1, 2), (5.21)

или в полярной системе координат

σrr =
1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2

∂2Φ

∂ϕ2 , σϕϕ =
∂2Φ

∂r2 , σrϕ = − ∂2

∂r∂ϕ

(
Φ

r

)
. (5.22)

Условие совместности деформаций в терминах функции напряжений Φ пред-
ставляет собой нелинейное дифференциальное уравнение в частных производ-
ных пятого порядка

2l̇

E
∆2 ∂Φ

∂x1
+ B∂i∂j (δij∆Φ− 3∂i∂jΦ)

[
3

2
(∂k∂lΦ)2 − 1

2
(∆Φ)2

](n−1)/2

= 0. (5.23)
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Здесь использована следующая сокращенная запись:

(∂k∂lΦ)2 = (∂k∂lΦ)(∂k∂lΦ)

для суммы квадратов всех возможных вторых частных производных от функ-
ции напряжений.

Условия отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины задаются
известными соотношениями

∂2Φ(r, ϕ = ±π)

∂r2 = 0,
∂Φ(r, ϕ = ±π)

∂ϕ
= 0. (5.24)

Как и в случае антиплоского сдвига, асимптотическое решение в окрестно-
сти вершины трещины для n ≥ 3 разыскивается в виде187

Φ(r, ϕ, t) =

(
l̇(t)

EB

)1/(n−1)

rαf(ϕ, n). (5.25)

Показатели асимптотик линейного и нелинейного слагаемых в уравнении
(5.23) будут совпадать, если

α = (2n− 3)/(n− 1). (5.26)

Подставляя (5.25) в (5.23), получаем обыкновенное дифференциальное урав-
нение для функции f(ϕ, n):

2L[f ]− {n(α− 2) [q2 + (nα− 2n+ 1)q1]− q2
′′−

−6(nα − 2n+ 1)q3
′} = 0,

(5.27)

где

L[f ] = (4− α)k(ϕ) cosϕ+ k′(ϕ) sinϕ,
k(ϕ) = f ′′′′ + 2(α2 + 2)f ′′ + α2(α− 2)2f,

p(ϕ) =

{[
f ′′ +

α

2
(3− α)f

]2
+ 3(α− 1)2

[
f ′2 +

(
αf

2

)2
]}(n−1)/2

,

q1(ϕ) = p(ϕ) [f ′′ + α(3− 2α)f ] ,
q2(ϕ) = p(ϕ) [2f ′′ + α(3− α)f ] ,
q3(ϕ) = (α− 1)p(ϕ)f ′.

(5.28)

187Отметим, что в случае неустановившегося роста трещины полная производная по времени в движущейся
системе координат x1, x2, начало которой находится в вершине трещины и движется вместе с трещиной,
вычисляется по формуле

Φ̇ = −l̇ ∂Φ
∂x1

+
∂Φ
∂t
.

Если в последнее выражение подставить асимптотическое разложение для функции напряжений (5.13), то
можно заключить, что второе слагаемое есть величина более высокого порядка малости при r → 0 по срав-
нению с первым. Поэтому изложенные в разделе 3.10.5А результаты для трещины антиплоского сдвига
справедливы и для неустановившегося роста трещины, и в дальнейшем можно полагать, что l̇ = l̇(t), т.е.
рост трещины—неустановившийся.

Нелинейная механика разрушения



3.10. Трещины в условиях ползучести 363

Следует отметить, что дифференциальный оператор L[f ] является линей-
ным дифференциальным оператором пятого порядка.

Нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение (5.27) должно быть
проинтегрировано с учетом следующих граничных условий на берегах трещины
и условий симметрии на ее продолжении:

f ′(π, n) = 0, f(π, n) = 0, f ′(0, n) = 0, f ′′′(0, n) = 0. (5.29)

Вновь, как и в случае антиплоского сдвига, необходимо сформулировать
условие регулярности решения при ϕ = 0:

−2(3− α)k(0) + {n(α− 1) [q2(0) + (nα− n− 1)q1(0)]−

−q2
′′(0)− 6(nα− n− 1)q3

′(0)} = 0.
(5.30)

Численное решение уравнения (5.27) вместе с граничными условиями (5.29),
(5.30) строилось методом Рунге—Кутта в сочетании с методом пристрелки: под-
бирались пробные значения f(0, n) и f ′′(0, n) с тем, чтобы выполнились гранич-
ные условия на берегу трещины.

Для компонент тензора напряжений и интенсивности напряжений справед-
ливы формулы

σij = βn

(
l̇(t)

BEr

)1/(n−1)

σij(ϕ, n), σe = βn

(
l̇(t)

BEr

)1/(n−1)

σe(ϕ, n), (5.31)

где

βnσrr(ϕ) = αf(ϕ, n) + f ′′(ϕ, n), βnσϕϕ(ϕ) = α(α− 1)f(ϕ, n),

βnσrϕ(ϕ) = −(α − 1)f ′(ϕ, n), σe(ϕ) =
√
σ2
rr + σ2

ϕϕ − σ2
rrσ

2
ϕϕ + 3σ2

rϕ.
(5.32)

Графики, иллюстрирующие угловые распределения компонент тензора на-
пряжений и интенсивностей напряжений для различных показателей n, приве-
дены в [250].

Таким образом, компоненты тензора напряжений имеют при r → 0 особен-
ность вида r−1/(n−1), как и в случае антиплоского сдвига.

3.10.5В. Растущая трещина типа I в упруго нелинейно вязком теле
(плоское деформированное состояние)

Рассмотрим плоское деформированное состояние пространства с растущей
полубесконечной трещиной нормального отрыва в упругом нелинейно вязком
теле, определяющие соотношения которого имеют вид (5.20).

Вводя функцию напряжений Эри и учитывая, что s33 = 0 для случая плос-
кого деформированного состояния, можно получить нелинейное дифференци-
альное уравнение в частных производных:

l̇

E
∆2 ∂Φ

∂x1
+ B∂i∂j (δij∆Φ− 2∂i∂jΦ)

[
3

2
(∂k∂lΦ)2 − 3

4
(∆Φ)2

](n−1)/2

= 0. (5.33)
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Граничные условия (5.24) остаются прежними. Полагая, что функция напря-
жений представляется в форме (5.25), где α определяется выражением (5.26),
получаем нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение для опреде-
ления функции f(ϕ, n):

2L[f ] − [n(α− 2)(nα− 2n + 2)q1 − q1
′′ − 4(nα− 2n+ 1)q3

′] = 0, (5.34)

где

q1(ϕ) =

(√
3

2

)(n−1)/2

[f ′′ + α(2− α)] p(ϕ),

q3(ϕ) = (α− 1)f ′p(ϕ),

p(ϕ) =
{

[f ′′ + α(2− α)f ]2 + 4(α− 1)2f ′2
}(n−1)/2

.

(5.35)

Дифференциальное уравнение (5.34) вместе с граничными условиями (5.29)
и соответствующим условием регулярности интегрировалось численно методом
Рунге—Кутта в сочетании с методом пристрелки. Напряжения находятся по
формулам (5.31), за исключением интенсивности напряжений, определяемой
соотношением

σe(ϕ) =

√
3

2

√(
σ2
rr − σ2

ϕϕ

)2
+ 4σ2

rϕ. (5.36)

В [250] приведены угловые распределения безразмерных функций σrr, σϕϕ,
σrϕ для различных значений показателя n. Так, было найдено, что β4 = 1.042
и β6 = 1.237.

В заключение следует отметить, что:
1) Скорости упругих деформаций существенны в окрестности растущей тре-

щины и обладают такой же особенностью, что и скорости деформаций ползуче-
сти. Найден новый тип асимптотики полей напряжений и скоростей деформа-
ций: σij ∼ r−1/(n−1), ε̇ij ∼ r−n/(n−1);

2) Главные члены асимптотических разложений компонент тензора напря-
жений и скоростей деформаций явно не зависят от приложенной нагрузки и,
следовательно, любой критерий роста трещины, включающий комбинации ко-
эффициентов главных членов асимптотик напряжений и скоростей деформа-
ций, будет вести к скорости распространения трещины, не зависящей от прило-
женной нагрузки, что противоречит экспериментальным наблюдениям.

Данное противоречие может быть объяснено несколькими путями, один из
которых — предположение о зависимости от приложенной нагрузки следующего
несингулярного слагаемого асимптотических разложений (аналогичное предпо-
ложение использовано, например, в [315]).
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3.11. Трещины в средах с дробно-линейным определяю-
щим законом

3.11.1. Предварительные замечания

В теории ползучести большое внимание уделяется как построению общих
соотношений для неупругих сред, так и выбору конкретных определяющих за-
висимостей. Проблема состоит в том, чтобы определяющие уравнения не только
достаточно хорошо описывали наблюдаемые в экспериментах явления, но и бы-
ли удобны при практическом использовании в расчетах. В теории ползучести
существует несколько подходов построения общих соотношений. Одним из наи-
более развитых подходов является теория механического уравнения состояния,
развитая в монографии Ю. Н. Работнова [130]. В этом варианте теории ползу-
чести скорость деформации ползучести выражается в явном виде как функция
напряжения, температуры и параметров, характеризующих структурные осо-
бенности материалов.

Проведенный в [180] анализ большого числа экспериментальных данных для
различных металлов показывает, что если для установившейся ползучести при-
нять соотношение вида

ε̇c = A

(
σ − σa
σb − σ

)n
(σ > σa), (1.1)

где σa —напряжение, ниже которого ползучесть практически не наблюдается,
σb— напряжение типа предела прочности, то удается достаточно хорошо одним
набором констант, входящих в этот определяющий закон, аппроксимировать
скорость деформации ползучести для всего диапазона изменения σ. В этой же
работе отмечается, что для многокомпонентных сплавов во многих случаях n
можно принять равным единице; для чистых металлов n ≈ 3.

Для каждого конкретного определяющего закона ползучести необходимо
разработать методы решения краевых задач при расчете элементов конструк-
ций. Наиболее изученными здесь безусловно являются соотношения степенного
закона. Поэтому интерес представляет дробно-линейная зависимость. В данном
разделе книги изучаются поля напряжений и скоростей деформаций ползучести
в окрестности вершин трещин различных типов при использовании частного
случая определяющего закона — дробно-линейного закона ползучести.

3.11.2. Трещина антиплоского сдвига. Решение методом разложения
по собственным функциям

Известно, что нелинейные уравнения задачи о продольном сдвиге можно
привести к линейным уравнениям с переменными коэффициентами, используя
преобразование годографа (см., например, [1]). Применение этого метода часто
позволяет решить задачу аналитически. Это обстоятельство было использовано
в [161] и [185] при изучении асимптотик полей напряжений и скоростей дефор-
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маций ползучести в окрестности вершины трещины антиплоского сдвига для
дробно-линейного закона ползучести.

В 3.9.4 с помощью метода годографа были получены асимптотики скоро-
стей деформации ползучести у вершины трещины антиплоского сдвига в среде,
подчиняющейся дробно-линейному определяющему закону. Естественным про-
должением исследований для дробно-линейного закона ползучести в задачах о
трещинах является изучение полей напряжений и скоростей деформаций ползу-
чести в окрестности вершин трещин нормального отрыва и поперечного сдвига.
Метод годографа для задач такого класса не развит и следует отыскать дру-
гой способ исследования напряженно-деформированного состояния. В случае,
если новый метод будет давать результаты, совпадающие с точным решени-
ем для трещины антиплоского сдвига, то разумно будет затем применить его
для трещин двух других типов. Одним из самых простых и эффективных ме-
тодов определения полей напряжений и деформаций в окрестности вершины
трещины является метод построения асимптотических разложений по парамет-
ру r, где r есть расстояние от вершины трещины, что дает возможность найти
асимптотики полей скоростей деформаций ползучести в окрестности вершины
трещины. Заметим, что для дробно-линейного закона ползучести, в отличие от
степенных определяющих соотношений, напряжения в окрестности вершины
трещины ограничены и не имеют особенности. Следовательно, главный член
асимптотических разложений для компонент тензора напряжений есть констан-
та τ∗.

Далее будут построены асимптотические разложения для компонент векто-
ра скорости перемещений, тензоров скоростей деформаций ползучести и напря-
жений. Причем следует отметить, что сначала, исходя из вида самого опреде-
ляющего соотношения, строится разложение компонент тензора напряжений,
по ним восстанавливаются разложения скоростей деформаций, а затем — скоро-
стей перемещений.

С другой стороны, поскольку скорости перемещений не могут быть сингу-
лярными в окрестности вершины трещины, то можно построить асимптоти-
ческое разложение скорости перемещения, по которому восстановить асимпто-
тическое разложение скоростей деформаций и, далее, разложение компонент
тензора напряжений.

Таким образом, будут получены две группы асимптотических разложений,
представляющих собой, очевидно, решение одной и той же задачи. Сравнение
построенных разложений по собственным функциям приводит к отысканию
неизвестных собственных значений задачи.

Рассмотрим антиплоскую деформацию пространства с полубесконечной тре-
щиной. Для определяющей связи между напряжениями и скоростями деформа-
ций ползучести используется дробно-линейное соотношение [180]

γ̇ = A
τ

τ∗ − τ
, (2.1)

где τ , γ̇ —интенсивности касательных напряжений и скоростей деформаций
сдвига соответственно; A, τ∗ —константы материала.
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Основными уравнениями рассматриваемой задачи являются: уравнение рав-
новесия

∂

∂r
(rτrz) +

∂τϕz
∂ϕ

= 0, (2.2)

условие совместности, сформулированное для скоростей деформаций сдвига

∂

∂r
(rγ̇ϕz) =

∂γ̇rz
∂ϕ

, (2.3)

которые дополняются определяющими соотношениями, связывающими скоро-
сти деформаций ползучести и напряжения188

γ̇rz =
3

2
A

τrz
τ∗ − τ

, γ̇ϕz =
3

2
A

τϕz
τ∗ − τ

, (2.4)

где
τ 2 = τ 2

rz + τ 2
ϕz, γ̇2 = γ̇2

rz + γ̇2
ϕz. (2.5)

Условия отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины имеют вид

τϕz = 0 (ϕ = ±π). (2.6)

При решении задачи можно рассматривать одну из полуплоскостей, учиты-
вая условие симметрии на продолжении трещины

τrz = 0 (ϕ = 0). (2.7)

Для рассматриваемых определяющих соотношений характерна следующая
особенность: при малых уровнях напряжений (τ/τ∗ � 1) дробно-линейный за-
кон задает линейную связь между напряжениями и скоростями деформаций,
тогда как для больших уровней напряжений (напряжения близки к величине
τ∗ —напряжению типа предела прочности) дробно-линейный закон описывает
неограниченный рост скоростей деформаций при постоянном уровне напряже-
ний. По аналогии с маломасштабным пластическим течением данная ситуация
может быть названа маломасштабной ползучестью: нелинейность определяю-
щих соотношений оказывается существенной вблизи вершины трещины, тогда
188Напомним, что в теории установившейся ползучести при сложном напряженном состоянии обычно ис-

пользуются квазилинейные уравнения установившейся ползучести

ε̇cij =
3
2
f(σe)
σe

sij ,

где sij = σij − σkkδij/3— компоненты девиатора напряжений; σe =
√

3sijsij/2 — интенсивность касательных
напряжений.
Этот определяющий закон подразумевает следующее соотношение между интенсивностью скоростей де-

формаций ползучести ε̇c =
√

2ε̇cij ε̇cij/3 и интенсивностью касательных напряжений:

ε̇c = f(σe).

Квазилинейные уравнения установившейся ползучести являются тензорно линейными соотношениями, вся
нелинейность этих определяющих выражений заключена в функции f(σe).
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как на больших расстояниях от вершины связь между напряжениями и скоро-
стями деформаций линейна.

Поэтому на бесконечности формулируется асимптотическое условие выхода
на решение задачи для линейно вязкого материала [185]

τrz →
√
C∗τ∗
AI

sin(ϕ/2)√
2πr

, τϕz →
√
C∗τ∗
AI

cos(ϕ/2)√
2πr

(r→∞), (2.8)

где

C∗ =

π∫
−π

[W ∗ cos ϕ− (τrz γ̇rz cosϕ− τrzγ̇ϕz sinϕ)] rdϕ (2.9)

— инвариантный интеграл теории ползучести,

I =
1

4π

π∫
−π

[
cosϕ− 2 sin

ϕ

2

(
sin

ϕ

2
cosϕ− cos

ϕ

2
sinϕ

)]
dϕ =

1

2
(2.10)

— безразмерный интеграл (аналог параметра In для степенных определяющих
соотношений).

Для решения задачи удобно перейти к безразмерным переменным:

τ̂ =
τ

τ∗
, τ̂rz =

τrz
τ∗
, τ̂ϕz =

τϕz
τ∗
, ˆ̇γ =

2γ̇

3A
, ˆ̇γrz =

2γ̇rz
3A

,

ˆ̇γϕz =
2γ̇ϕz
3A

, x̂1 =
x1

L
, x̂2 =

x2

L
, r̂ =

r

L
,

(2.11)

где L = C∗/(AIτ∗).
В безразмерных переменных уравнение равновесия, условие сплошности,

граничные условия на берегах трещины и на ее продолжении сохраняются в
прежней форме, а определяющие соотношения и асимптотическое условие на
бесконечности принимают вид

ˆ̇γrz =
τ̂rz

1− τ̂ ,
ˆ̇γϕz =

τ̂ϕz
1− τ̂ ; (2.12)

τ̂rz →
sin(ϕ/2)√

2πr
, τ̂ϕz →

cos(ϕ/2)√
2πr

(r→∞) (2.13)

соответственно.
В дальнейшем знакˆнад символом и индекс z у компонент тензора напря-

жений и скоростей деформаций опускаются.
Точное решение поставленной задачи, приведенное в [161], показывает, что

скорости деформаций ползучести имеют особенность при приближении к вер-
шине трещины (r → 0). Поэтому предполагается, что интенсивность напряже-
ний достигает своего критического значения τ∗ только в одной точке — вершине
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трещины. В силу этого будем искать асимптотическое разложение при (r→ 0)
компонент тензора напряжений в окрестности вершины трещины в виде

τs(r, ϕ) = τ (0)
s (ϕ) + rατ (1)

s (ϕ) + rβτ (2)
s (ϕ) + ... , (2.14)

где s = r, ϕ; α > 0, β > α— положительные константы, подлежащие опреде-
лению, причем интенсивность напряжений при r = 0 должна достигать своего
критического значения τ∗, следовательно, в безразмерных переменных(

τ (0)
r

)2
+
(
τ (0)
ϕ

)2
= 1. (2.15)

При использовании дробно-линейной зависимости напряжения являются огра-
ниченными величинами, а скорости деформаций ползучести, в принципе, могут
иметь особенность. Ясно, что представления (2.14) и (2.15) позволяют моде-
лировать такое поведение напряжений и скоростей деформаций ползучести в
окрестности вершины трещины.

В силу (2.14) и (2.15) интенсивность напряжений в окрестности вершины
трещины будет иметь вид

τ(r, ϕ) = 1 + rαω1 + r2αω2 + rβω3 + ... , (2.16)

где

ω1 = ω1

(
τ (0)
s , τ (1)

s

)
, ω2 = ω2

(
τ (0)
s , τ (1)

s

)
, ω3 = ω3

(
τ (0)
s , τ (2)

s

)
.

Поэтому асимптотическое разложение компонент тензора скоростей дефор-
маций ползучести в окрестности вершины трещины будет следующим:

γ̇s = − τ
(0)
s

rαω1
− τ

(1)
s

ω1
− τ (0)

s

ω2

ω2
1
− rβ−α τ

(2)
s

ω1
+ rατ (1)

s

ω2

ω2
1

+ rβτ (2)
s

ω2

ω2
1

+

(2.17)

+rβ−2ατ (0)
s

ω3

ω2
1

+ rβ−ατ (1)
s

ω3

ω2
1

+ r2(β−α)τ (2)
s

ω3

ω2
1

+ ... (s = r, ϕ).

Необходимо отметить, что коэффициенты нулевого приближения в (2.14)
определяются из уравнения равновесия и условия предельного состояния (2.15):189

∂τ
(0)
ϕ

∂ϕ
+ τ (0)

r = 0,
(
τ (0)
r

)2
+
(
τ (0)
ϕ

)2
= 1. (2.18)

Решение системы уравнений (2.18), удовлетворяющее граничным условиям
(2.6) и условиям симметрии (2.7), имеет вид

0 ≤ ϕ ≤ π/2 : τ
(0)
r = 0, τ

(0)
ϕ = 1;

(2.19)
π/2 ≤ ϕ ≤ π : τ

(0)
r = − cosϕ, τ

(0)
ϕ = sinϕ.

189Под предельным состоянием понимается достижение интенсивностью касательных напряжений своего
критического значения τ∗. В безразмерных переменных это критическое значение равно единице.
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Коэффициенты следующих приближений τ
(k)
s (ϕ) определяются из уравне-

ния равновесия и условия совместности.
Таким образом, для определения коэффициентов первого приближения фор-

мулируются уравнение равновесия и условие совместности

∂τ
(1)
ϕ

∂ϕ
+ (1 + α)τ (1)

r = 0,
∂

∂ϕ

(
τ

(0)
r

ω1

)
= (1− α)

τ
(0)
ϕ

ω1
. (2.20)

Для определения нулевого приближения в асимптотическом разложении
скоростей деформаций достаточно получить решение второго уравнения послед-
ней группы уравнений, из которого вытекает, что постоянная α = 1 (0 ≤ ϕ <
π/2) при произвольной функции ω1. Для π/2 < ϕ ≤ π упомянутое уравнение
принимает форму

− ∂

∂ϕ

(
cosϕ

ω1

)
= (1− α)

sinϕ

ω1
,

откуда легко вычисляется функция ω1(ϕ):

ω1 = C (− cosϕ)α (π/2 < ϕ ≤ π), (2.21)

определяющая нулевое приближение для скоростей деформаций ползучести:

π/2 < ϕ ≤ π

(2.22)
γ̇r = r−αC cosϕ (− cosϕ)−α , γ̇ϕ = r−αC sinϕ (− cosϕ)−α .

Следующим шагом будет нахождение второго приближения. Для чего необ-
ходимо найти в (2.17) наименьшую степень r. При этом следует рассмотреть
различные случаи:

1) β−2α > 0. Тогда наименьшая степень (за исключением r−α) равна нулю.
Но коэффициент при этой степени τ (0)

s ω2/ω
2
1 не содержит неизвестных функций,

поэтому данный случай должен быть исключен из рассмотрения;
2) Если β−2α < 0, то в разложении (2.17) появляется еще одно слагаемое с

особенностью при r → 0. Однако из точного решения известно, что асимптотики
скоростей деформаций ползучести имеют лишь одно сингулярное слагаемое,
поэтому в данном исследования случай β − 2α < 0 исключается;

3) β = 2α. Это — единственно возможный в рассматриваемой задаче случай,
когда получается система уравнений для определения коэффициентов асимпто-
тических разложений (2.15) и (2.17).

Поэтому напряжения следует искать в виде ряда по степеням rα:

τs(r, ϕ) = τ (0)
s (ϕ) + rατ (1)

s (ϕ) + r2ατ (2)
s (ϕ) + ... (α > 0). (2.23)

С другой стороны, поля напряжений и скоростей деформаций можно полу-
чить, разыскивая асимптотическое разложение для скоростей перемещений и
используя затем формулы

γ̇r =
∂w

∂r
, γ̇ϕ =

1

r

∂w

∂ϕ
, (2.24)
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τr =
1

1 + ω

∂w

∂r
, τϕ =

1

1 + ω

1

r

∂w

∂ϕ
, (2.25)

где

ω2 =

(
∂w

∂r

)2

+

(
1

r

∂w

∂ϕ

)2

.

Подстановка последней группы формул в уравнение равновесия позволяет
получить дифференциальное уравнение в частных производных для скорости
перемещения w(r, ϕ):

(
∂w

∂r
+ r

∂2w

∂r2 +
1

r

∂2w

∂ϕ2

)√(
∂w

∂r

)2

+

(
1

r

∂w

∂ϕ

)2

+

+

(
∂w

∂r

)3

+

(
∂w

∂r

)2
1

r

∂2w

∂ϕ2 + 2

(
1

r

∂2w

∂ϕ2

)2
∂w

∂r
+ (2.26)

+r
∂2w

∂r2

(
1

r

∂w

∂ϕ

)2

− 2

r

∂w

∂r

∂w

∂ϕ

∂2w

∂r∂ϕ
= 0.

Для того, чтобы получить напряжения в окрестности вершины трещины в
виде (2.14), необходимо искать скорость перемещения в виде ряда

w(r, ϕ) = f (0)(ϕ) + rµf (1)(ϕ) + ... , (2.27)

где µ > 0.
Подставляя (2.27) в (2.26) и приравнивая коэффициенты при одинаковых

степенях r, можно получить систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений для собственных функций f (k). Коэффициент при отрицательной степени
r имеет вид

f (1)(ϕ)
df (0)(ϕ)

dϕ
= 0. (2.28)

Следует рассмотреть два случая:

1) f (1)(ϕ) = 0,
d

dϕ
f (0)(ϕ) 6= 0. Из (2.24) можно найти, что

γ̇(0)
r = 0, γ̇(0)

ϕ =
1

r

df (0)(ϕ)

dϕ
;

2) f (1)(ϕ) 6= 0,
d

dϕ
f (0)(ϕ) = 0. В этом случае для определения f (1)(ϕ) необ-

ходимо найти в уравнении (2.26) минимальную степень r (учитывая условие
(2.28)) и приравнять нулю коэффициент при данной степени. Получившееся
уравнение имеет вид:

µ
d2f (1)

dϕ2 f (1) + (1− µ)

(
df (1)

dϕ

)2

+ µ2
(
f (1)
)2

= 0, (2.29)
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решением которого является функция ([58], уравнение 6.128)

f (1)(ϕ) = C1 cosµ(ϕ− C2). (2.30)

Граничное условие на берегу трещины и условие симметрии на ее продол-
жении для функций f (k) принимают вид

f (0) = 0, f (1) = 0 (ϕ = 0);

df (0)

dϕ
= 0,

df (1)

dϕ
= 0 (ϕ = π).

(2.31)

Удовлетворить условиям (2.31) можно, разбив полуплоскость на две обла-
сти:

0 ≤ ϕ < π/2

df (0)

dϕ
= f(ϕ), f (1) = 0, (2.32)

γ̇
(0)
r = 0, γ̇

(0)
ϕ =

f(ϕ)

r
, τ (0)

r = 0, τ (0)
ϕ = 1;

π/2 < ϕ ≤ π

df (0)

dϕ
= 0, f (1) = C1 cosµ ϕ, (2.33)

γ̇
(0)
r = rµ−1Cµ cosϕ (− cosϕ)µ−1 , γ̇

(0)
ϕ = −rµ−1Cµ sinϕ (− cosϕ)µ−1 ,

τ
(0)
r = − cosϕ, τ

(0)
ϕ = sinϕ.

Следует отметить, что асимптотические разложения для компонент тензо-
ров напряжений и скоростей деформаций ползучести определялись двумя спо-
собами: 1) разыскивалось асимптотическое разложение для напряжений, по
которому впоследствии восстанавливалось асимптотическое представление для
скоростей деформаций; 2) по найденному приближенному решению для компо-
ненты вектора перемещения определялись асимптотики скоростей деформаций
и напряжений. Однако и (2.22), и (2.33) представляют собой решения одной и
той же задачи и, следовательно, упомянутые формулы должны приводить к
одной и той же зависимости скоростей деформаций от r и тому же угловому
распределению. А это возможно лишь при α = µ = −1/2.

Итоговое распределение скоростей деформаций ползучести в окрестности
вершины трещины имеет вид:

0 ≤ ϕ < π/2

γ̇
(0)
r = 0, γ̇

(0)
ϕ =

f(ϕ)

r
;

(2.34)
π/2 < ϕ < π

γ̇
(0)
r =

1

2
r−1/2C cosϕ (− cosϕ)−1/2 , γ̇(0)

ϕ = −1

2
r−1/2C sinϕ (− cosϕ)−1/2 .
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Формулы (2.32) и (2.34) дают асимптотическое решение задачи о полубес-
конечной трещине антиплоского сдвига в окрестности её вершины и содержат
пока неопределенные константы, которые определяются из склейки получен-
ного ”ближнего поля” и условий на бесконечности — ”дальнего поля”, учиты-
вающего приложенную нагрузку и геометрию тела с трещиной. В нелинейной
механике разрушения сращивание ”ближнего ” и ”дальнего” полей обычно осу-
ществляется с помощью инвариантных интегралов — J-интеграла при наличии
пластических деформаций и C∗-интеграла в условиях ползучести, определяе-
мого согласно равенству [272]

C∗ =

∮
C

[
W ∗dx2 − σijni

∂uj
∂x1

]
ds, (2.35)

где

W ∗ =

∫
σijdε̇ij

—потенциал напряжений, выраженный через скорости деформации ε̇ij .190
Предварительно вычислим интеграл

W ∗ =

∫
σijdε̇ij ,

используя определяющие соотношения теории установившейся ползучести [130]:∫
σijdε̇ij = σij ε̇ij −

∫
ε̇ijdσij = σij

3

2

f(σe)

σe
sij −

3

2

∫
f(σe)

σe
sijdσij .

Поскольку σijsij = σij(σij −σkkδij/3) = σijσij−3(σkk/3)2 = 2σ2
e/3, то преды-

дущее выражение можно преобразовать к виду∫
σijdε̇ij = σef(σe)−

∫
f(σe)dσe.

Переходя к дробно-линейной зависимости, можно вычислить (в безразмер-
ных переменных)

W ∗ = γ̇ − ln(1 + γ̇). (2.36)

Процедура сращивания ”ближнего” и ”дальнего” полей предусматривает вы-
числение C∗-интеграла по приближенному решению в окрестности вершины
трещины и приравнивание его значению C∗, вычисленному по окружности, це-
ликом расположенной в области, занимаемой линейно вязким материалом. Это

190Функция W ∗ является однозначной функцией от ε̇ij, точно также как W =
∫
σijdεij, используемая при

выводе J-интеграла на основании деформационной теории пластичности, является однозначной функцией
деформаций. Дискуссия, посвященная исследованию физического смысла введенной величины W ∗ и в целом
инвариантных интегралов, приведена, например, в [17].
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значение C∗-интеграла считается известным и определяется геометрией образ-
ца и приложенной нагрузкой. Условие сращивания принимает вид

C∗ =

π∫
−π

[W ∗ cosϕ− τrz (γ̇rz cosϕ− γ̇ϕz sinϕ)] rdϕ =

= τ∗AL

π∫
−π

[
W ∗ cosϕ− τ̂rz

(̂
γ̇rz cosϕ− ˆ̇γϕz sinϕ

)]
r̂dϕ =

= τ∗AL

π/2∫
−π/2

[
ˆ̇γ cosϕ−

ˆ̇γrz
ˆ̇γ

(
ˆ̇γrz cosϕ− ˆ̇γϕz sinϕ

)]
r̂dϕ =

= τ∗AL

π/2∫
−π/2

f(ϕ) cosϕdϕ,

(2.37)

откуда следует, что на одну константу, содержащуюся в выражении для функ-
ции f(ϕ), накладывается условие

π/2∫
−π/2

f(ϕ) cosϕdϕ = I.

Постоянная в (2.34) должна быть определена из условия непрерывности ком-
поненты тензора скоростей деформации γ̇ϕz. Так как скорости деформаций име-
ют различную асимптотику по r в областях 0 ≤ ϕ < π/2 и π/2 < ϕ ≤ π, то
непосредственно приравнивать значения скоростей деформаций γ̇ϕz по их зна-
чениям внутри рассматриваемых областей нельзя. Необходимо отметить, что
задача сращивания двух решений на границе ϕ = π/2 имеет ряд особенностей.
С одной стороны, возникает проблема, связанная с различной асимптотикой по
r при r → 0. С другой стороны, появляется особенность в функциях, завися-
щих от угла ϕ при ϕ → π/2. Для того, чтобы найти связь между функцией
f(ϕ) и постоянной C в (2.34), необходимо построить решение, справедливое на
самой прямой ϕ = π/2, и уже затем ставить условия асимптотического сращи-
вания полученного решения с имеющимися решениями внутри областей, что
даст значение константы C.

Соотношения (2.32) и (2.34) представляют асимптотики полей напряжений
и скоростей деформаций ползучести в окрестности вершины трещины антип-
лоского сдвига. Как видно из асимптотических разложений, скорости дефор-
маций ползучести имеют особенность γ̇ → r−k при приближении к вершине
трещины, причем характер сингулярности меняется дискретным образом от
k = 1 (0 ≤ ϕ < π/2) до k = 1/2 (π/2 < ϕ < π). Сравнение полученного
приближенного решения с имеющимся точным решением показывает, что пове-
дение скоростей деформаций ползучести при ϕ = π/2 в рамках приближенного
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решения остается неопределенным, несмотря на то, что асимптотически распре-
деления напряжений и скоростей перемещений при данном значении полярного
угла непрерывны.

Очевидно, что построенное приближенное решение задачи методом разложе-
ния в степенные ряды хорошо согласуется с имеющимся точным решением для
полубесконечной трещины антиплоского сдвига, приведенном в разделе 3.9.4:
асимптотики скоростей деформаций сдвига точного и приближенного решений
совпадают. Поэтому этот метод может быть применен к анализу более сложных
задач о трещинах нормального отрыва и поперечного сдвига.

3.11.3. Трещина нормального отрыва (плоское деформированное со-
стояние). Решение методом разложения по собственным функ-
циям

Рассматривается растяжение неограниченного нелинейно вязкого тела с по-
лубесконечной трещиной типа I в условиях плоской деформации.191 Для свя-
зи между скоростями деформаций ползучести и напряжениями используется
дробно-линейное соотношение192

ε̇rr =
3

4
A
σrr − σϕϕ
σ∗ − σe

, ε̇ϕϕ =
3

4
A
σϕϕ − σrr
σ∗ − σe

, ε̇rϕ =
3

2
A

σrϕ
σ∗ − σe

(3.1)

или в терминах интенсивностей скоростей деформаций ползучести и напряже-
ний

ε̇ = A
σe

σ∗ − σe
, (3.2)

где
ε̇ =
√

2
√
ε̇2
rr + ε̇2

rϕ

и

σe =

√
3

2

√
(σϕϕ − σrr)2 + 4σ2

rϕ

—интенсивности скоростей деформаций ползучести и напряжений соответствен-
но; A, σ∗— постоянные дробно-линейного закона ползучести.

Уравнения равновесия имеют вид

∂

∂r
(rσrr) +

∂σrϕ
∂ϕ
− σϕϕ = 0,

∂σϕϕ
∂ϕ

+
∂

∂r
(rσrϕ) + σrϕ = 0. (3.3)

Условие совместности, сформулированное для скоростей деформаций пол-
зучести, принимается в форме

∂2ε̇ϕϕ
∂r2 +

1

r2

∂2ε̇rr
∂ϕ2 +

2

r

∂ε̇ϕϕ
∂r
− 1

r

∂ε̇rr
∂r

=
2

r

∂2ε̇rϕ
∂r∂ϕ

+
2

r2

∂ε̇rϕ
∂ϕ

. (3.4)

191Решение этой задачи методом разложения по собственным функциям получено в [161].
192Как и в предыдущей задаче скоростями упругих деформаций можно пренебречь по сравнению со скоро-

стями деформаций ползучести, поэтому ε̇ij = ε̇cij .
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Соотношения, связывающие скорости деформаций и напряжения

ε̇rr =
σrr − σϕϕ

1− σe
, ε̇ϕϕ =

σϕϕ − σrr
1− σe

, ε̇rϕ =
2σrϕ

1− σe
, (3.5)

замыкают определяющую систему уравнений. Здесь и далее все величины за-
писаны в безразмерном виде.

Из зависимостей (3.5) следует условие несжимаемости ε̇rr = −ε̇ϕϕ. Поэтому

∂

∂r
(rvr) =

∂vϕ
∂ϕ

,

где vr и vϕ —физические компоненты вектора скорости перемещения.
Уравнения (3.3)–(3.5) должны быть решены с учетом следующих граничных

условий. Берега трещины должны быть свободны от поверхностных усилий:

σrϕ = 0, σϕϕ = 0 (ϕ = ±π). (3.6)

В силу симметрии задачи можно рассматривать одну из полуплоскостей,
сформулировав условие на продолжении трещины

σrϕ = 0, uϕ = 0 (ϕ = 0). (3.7)

Условие симметрии uϕ(ϕ = 0) = 0 может быть также сформулировано в напря-
жениях

∂σrr
∂ϕ

= 0 (ϕ = 0). (3.8)

Асимптотические условия сближения с решением задачи для линейно-вяз-
кого материала на больших расстояниях (r→∞) от вершины трещины имеют
вид [161]:

σrr →
√
C∗σ∗
AI

1√
2πr

(
5 cos

ϕ

2
− cos

3ϕ

2

)
,

σϕϕ →
√
C∗σ∗
AI

1√
2πr

(
3 cos

ϕ

2
+ cos

3ϕ

2

)
, (3.9)

σrϕ →
√
C∗σ∗
AI

1√
2πr

(
sin

ϕ

2
+ sin

3ϕ

2

)
.

Из уравнения несжимаемости вытекает, что компоненты вектора скорости
могут быть представлены через одну функцию:

vr =
1

r
Φ′ϕ(r, ϕ), vϕ = −Φ′r(r, ϕ). (3.10)

Используя соотношения, связывающие скорости деформаций с компонента-
ми скорости

ε̇rr =
∂vr
∂r

, ε̇ϕϕ =
vr
r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

, 2ε̇rϕ =
1

r

∂vr
∂ϕ

+
∂vϕ
∂r
− vϕ

r
,
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можно получить

ε̇ϕϕ =
1

r2Φ′ϕ −
1

r
Φ′′rϕ = g1(r, ϕ),

2ε̇rϕ =
1

r2Φ′′ϕϕ − Φ′′rr +
1

r
Φ′r = 2g2(r, ϕ).

(3.11)

Учитывая, что

σϕϕ − σrr =
ε̇ϕϕ

1 +
√
ε̇2
ϕϕ + ε̇2

rϕ

, 2σrϕ =
ε̇rϕ

1 +
√
ε̇2
ϕϕ + ε̇2

rϕ

, (3.12)

и преобразуя уравнения равновесия к одному уравнению, содержащему раз-
ность σϕϕ − σrr и компоненту σrϕ, можно получить

∂2 (σϕϕ − σrr)
∂r∂ϕ

+ r
∂2σrϕ
∂r2 −

1

r

∂2σrϕ
∂ϕ2 + 3

∂σrϕ
∂r

+
1

r

∂ (σϕϕ − σrr)
∂ϕ

= 0. (3.13)

Подставляя (3.11) в (3.12) и результат подстановки в (3.13), можно получить нелиней-
ное дифференциальное уравнение в частных производных четвертого порядка для функции
Φ(r, ϕ), которое в силу его громоздкости приводится для функций g1(r, ϕ) и g2(r, ϕ):

[
(g1)′′rϕ + r

(g2)′′rr
2
−

(g2)′′ϕϕ
2r

+ 3
(g2)′r

2
+

(g1)′ϕ
r

](
1 +

√
g2

1 + g2
2

)2 (
g2

1 + g2
2

)3/2 −

−
(

1 +
√
g2

1 + g2
2

)(
g2

1 + g2
2

)3/2
{

[g1(g1)′r + g2(g2)′r]
[
(g1)′ϕ + r(g2)′r + 3

g2

2

]
+

+
[
g1(g1)′ϕ + g2(g2)′ϕ

] [
(g1)′r −

(g2)′ϕ
r

+
g1

r

]
+ g1

[
g1(g1)′ϕ + g2(g2)′ϕ

]′
r

+ (3.14)

+r
g2 [g1(g1)′r + g2(g2)′r]

′
r

2
− g2

[
g1(g1)′ϕ + g2(g2)′ϕ

]′
ϕ

}
+

(
1 + 3

√
g2

1 + g2
2

)
×

×
{
g1

[
g1(g1)′ϕ + g2(g2)′ϕ

]
[g1(g1)′r + g2(g2)′r] + r

g2 [g1(g1)′r + g2(g2)′r]
2

2
−

−
g2

[
g1(g1)′ϕ + g2(g2)′ϕ

]2
2r

}
= 0.

По аналогии с задачей о трещине антиплоского сдвига приближенное реше-
ние в окрестности вершины трещины разыскивается в виде

Φ(r, ϕ) = rf0(ϕ) + rα+1f1(ϕ) + r2α+1f2(ϕ) + ... (r → 0), (3.15)

где α > 0.
Представление (3.15) задает поведение компонент тензора напряжений как

функций, не обладающих особенностью при r→ 0, и сингулярное поведение ско-
ростей деформаций у вершины трещины. Асимптотическое разложение (3.15)
приводит к следующим разложениям для скоростей деформаций:

ε̇ϕϕ = −rα−1αf ′1 + ... ,

ε̇rϕ =
1

2r

[
f ′′0 + f0 + rα

(
f ′′1 + (1− α2)f1

)]
+ ... .

(3.16)
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Обозначая

a(ϕ) = −αf ′1, b(ϕ) =
1

2
(f ′′0 + f0) , c(ϕ) =

1

2

(
f ′′1 + (1− α2)f1

)
, (3.17)

скорости деформаций можно представить как

ε̇ϕϕ = rα−1a+ ... , ε̇rϕ =
1

r
(b+ rαc) + ... . (3.18)

Нелинейное уравнение в частных производных (3.14) для функции Φ(r, ϕ)
после подстановки (3.15) и учета (3.17) и выделения коэффициента при мини-
мальной степени r принимает форму

b(ba′ − ab′) = 0, (3.19)

которое может быть выполнено либо в случае 1) b = 0, либо 2) (ba′ − ab′) = 0.
В случае 2) b 6= 0 скорости деформаций ползучести в окрестности вершины
трещины описываются формулами (3.18), а для напряжений из (3.12) можно
получить

σϕϕ − σrr = rα
a

b
− rα+1 a

b2 − r
2αac

b2 + ... ,

(3.20)

σrϕ =
1

2

(
1− r1

b
− rα+1 c

b2 − r
2αc

2

b2

)
+ ... .

Функции a, b, c определяются из уравнений равновесия и условия совмест-
ности, что дает

a′′ − (α2 − 1)a+ 2αc′ = 0. (3.21)

Уравнения равновесия должны дать недостающие два уравнения для опре-
деления функций, зависящих от полярного угла (На самом деле одно из сот-
ношений уже получено— (3.19) в случае b 6= 0. Тем не менее при построен-
ных асимптотических разложениях для компонент тензора напряжений (3.20)
можно непосредственно пользоваться уравнениями равновесия.). При этом если
α < 1, то минимальная степень r в уравнении (3.13), как это следует из (3.20),
будет α, и уравнение будет давать слагаемое rαa/b в разложении для σϕϕ−σrr.
Это уравнение легко находится

∂

∂ϕ

(a
b

)
= 0.

Третье уравнение для определения функций a, b, c можно вывести из урав-
нения (3.13), приравнивая коэффициент при следующей степени r. В случае
α < 1 это уравнение будет давать слагаемое r/b в разложении для σrϕ. Однако
коэффициенты следующих членов ряда не содержат новые неизвестные функ-
ции. Приравнивая нулю коэффициенты при следующих степенях r, например,
при тех, которые будут давать слагаемые rα+1a/b2 и rα+1c/b2, будем получать
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новые уравнения для ранее определенных функций. В случае α > 1 ситуация
аналогична описанной. И только в случае α = 1, когда

σϕϕ − σrr = r
a

b
− r2

( a
b2 +

ac

b2

)
+ ... ,

(3.22)

σrϕ =
1

2

(
1− r1

b
− r2

(
c

b2 +
c2

b2

))
+ ... ,

удается получить систему уравнений для определения функций a, b, c.
Таким образом, в случае b 6= 0 асимптотическое разложение для функции

имеет вид
Φ(r, ϕ) = rf0(ϕ) + r2f1(ϕ) + r3f2(ϕ) + ... . (3.23)

Следует отметить, что условиям на берегах трещины и на ее продолжении
поле напряжений, определяемое асимптотическим разложением (3.22), не удо-
влетворяет. Поэтому область, в которой решение описывается формулами (3.22)
и (3.18), не примыкает к лучам ϕ = 0 и ϕ = π.

В случае b = 0 асимптотическое разложение для компонент тензора скоро-
стей деформаций ползучести имеет вид

ε̇ϕϕ = rα−1a+ ... , ε̇rϕ = rα−1c + ... . (3.24)

Напряжения в окрестности вершины трещины в этом случае определяются вы-
ражениями

σϕϕ − σrr =
a√

a2 + b2
, σrϕ =

1

2

b√
a2 + b2

. (3.25)

Тогда из условия совместности (3.4) и первого из уравнений равновесия (3.3)
следует система двух уравнений

a′′ − (α2 − 1)a+ 2αc′ = 0,
d

dϕ

(
c√

a2 + c2

)
− 2

a√
a2 + c2

= 0. (3.26)

Заменой
a(ϕ) = ρ(ϕ) cos θ(ϕ), c(ϕ) = ρ(ϕ) sin θ(ϕ)

второе уравнение системы (3.26) приводится к соотношению

cos θ (θ′ − 2) = 0,

которое удовлетворяется при:
1) θ = πn/2, n = ±1,±3,±5, ... . Этот случай исключается из рассмотре-

ния, поскольку невозможно удовлетворить граничным условиям и условиям
симметрии;

2) θ = 2ϕ + C. Из первого уравнения системы (3.26) получается уравнение
для определения функции ρ:

ρ′′ + 2(α− 2) tg(2ϕ + C)ρ′ + (−α2 + 4α− 3)ρ = 0, (3.27)
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решением которого является функция

ρ(ϕ) = A cosα−1 (ϕ +C/2 + π/4) +B sinα−1 (ϕ + C/2 + π/4) . (3.28)

В силу (3.25), (3.26) и (3.28) поле напряжений имеет вид

σrr = C1 −
1

2
cos(2ϕ +C), σϕϕ = C1 +

1

2
cos(2ϕ + C),

σrϕ =
1

2
sin(2ϕ +C).

(3.29)

Удовлетворяя граничным условиям, условиям симмметрии на продолжении
трещины и условиям непрерывности компонент σrϕ и σϕϕ на границах областей
ϕ = π/4, ϕ = 3π/4, можно получить поле напряжений в окрестности вершины
трещины (r → 0):

0 ≤ ϕ ≤ π/4

σrr =
1

2
+
π

2
− 1

2
cos 2ϕ, σϕϕ =

1

2
+
π

2
+

1

2
cos 2ϕ,

σrϕ =
1

2
sin 2ϕ;

π/4 ≤ ϕ ≤ 3π/4

σrr = σϕϕ = −ϕ +
1

2
+

3π

4
, σrϕ =

1

2
;

3π/4 ≤ ϕ ≤ π

σrr =
1

2
+

1

2
cos 2ϕ, σϕϕ =

1

2
− 1

2
cos 2ϕ,

σrϕ = −1

2
sin 2ϕ.

(3.30)

Полученные поля напряжений (3.30) совпадают с полями напряжений для
жесткопластического материала [148].

Соответствующее найденному распределению напряжений поле скоростей
деформаций определяется формулами

0 ≤ ϕ < π/4

ε̇ϕϕ = −ε̇rr = rα−1 cos 2ϕ
[
A cosα−1(ϕ+ π/4) + B sinα−1(ϕ+ π/4)

]
,

ε̇rϕ = rα−1 sin 2ϕ
[
A cosα−1(ϕ+ π/4) + B sinα−1(ϕ+ π/4)

]
;

π/4 < ϕ < 3π/4

ε̇ϕϕ = ε̇rr = 0, ε̇rϕ =
f(ϕ)

r
;

(3.31)

3π/4 < ϕ ≤ π

ε̇ϕϕ = −ε̇rr = −rα−1 cos 2ϕ
[
C cosα−1(ϕ+ 3π/4) +D sinα−1(ϕ+ 3π/4)

]
,
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ε̇rϕ = −rα−1 sin 2ϕ
[
C cosα−1(ϕ+ 3π/4) +D sinα−1(ϕ+ 3π/4)

]
.

С другой стороны, при построении приближенного решения задачи мож-
но задавать асимптотическое разложение для компонент тензора напряжений,
определяя затем асимптотические разложения скоростей деформаций ползуче-
сти и скоростей перемещений. Поскольку, в силу рассматриваемых определяю-
щих соотношений, напряжения являются ограниченными величинами и не мо-
гут превышать предельной величины σ∗, а скорости деформаций могут иметь
особенность в окрестности вершины трещины, то асимптотическое разложение
для напряжений можно разыскивать в виде

σrr(r, ϕ) = σ
(0)
rr (ϕ) + rµσ

(1)
rr (ϕ) + r2µσ

(2)
rr (ϕ) + ... ,

σϕϕ(r, ϕ) = σ
(0)
ϕϕ(ϕ) + rµσ

(1)
ϕϕ(ϕ) + r2µσ

(2)
ϕϕ(ϕ) + ... , (3.32)

σrϕ(r, ϕ) = σ
(0)
rϕ (ϕ) + rµσ

(1)
rϕ (ϕ) + r2µσ

(2)
rϕ (ϕ) + ... ,

а интенсивность напряжений в окрестности вершины трещины будет иметь вид

σe = 1− rµσ(ϕ) + ... . (3.33)

Следовательно, принимается предположение о том, что интенсивность на-
пряжений достигает своего критического значения лишь в одной точке — вер-
шине трещины r = 0. Поэтому нулевое приближение для напряжений (функции
σ

(0)
rr , σ

(0)
ϕϕ, σ

(0)
rϕ ) определяется из уравнений равновесия и условия предельного со-

стояния (
σ(0)
ϕϕ − σ(0)

rr

)2
+ 4

(
σ(0)
rϕ

)2
= 1. (3.34)

Таким образом, задача определения нулевого приближения для компонент
тензора напряжений является статически определимой и ее решение есть (3.30).

Используя (3.5) и (3.33), для скоростей деформаций ползучести в окрестно-
сти вершины трещины можно получить

ε̇ϕϕ = −ε̇rr =
σ

(0)
ϕϕ − σ(0)

rr

rµσ(ϕ)
+
σ

(1)
ϕϕ − σ(1)

rr

σ(ϕ)
+ ... ,

ε̇rϕ = 2
σ

(0)
rϕ

rµσ(ϕ)
+ 2

σ
(1)
rϕ

σ(ϕ)
+ ... .

(3.35)

Поскольку нулевое приближение для компонент тензора напряжений найде-
но, то скорости деформаций ползучести в непосредственной окрестности вер-
шины трещины определяются соотношениями

0 ≤ ϕ < π/4, 3π/4 < ϕ ≤ π

ε̇
(0)
ϕϕ = −ε̇(0)

rr =
cos(2ϕ+ C)

rµσ(ϕ)
, ε̇(0)

rϕ =
sin(2ϕ + C)

rµσ(ϕ)
,
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где C = 0 для 0 ≤ ϕ < π/4 и C = π для 3π/4 < ϕ ≤ π;

π/4 < ϕ < 3π/4

ε̇
(0)
ϕϕ = −ε̇(0)

rr = 0, ε̇
(0)
rϕ =

f(ϕ)

r
. (3.36)

Функция σ(ϕ) находится из условия совместности скоростей деформаций:

[cos(2ϕ+ C)Y (ϕ)]′′ − µ(µ− 2) cos(2ϕ+ C)Y (ϕ)+

+2(1− µ) [sin(2ϕ+ C)Y (ϕ)]′ = 0,
(3.37)

где

Y (ϕ) =
1

σ(ϕ)
.

Решением уравнения (3.37) является функция

Y (ϕ) = C1 cos−µ
(
ϕ+

C

2
+
π

4

)
+ C2 sin−µ

(
ϕ+

C

2
+
π

4

)
, (3.38)

C = 0 (0 ≤ ϕ < π/4); C = π (3π/4 < ϕ ≤ π).

В итоге главный член асимптотического разложения скоростей деформаций
ползучести в окрестности вершины трещины имеет вид

0 ≤ ϕ < π/4

ε̇
(0)
ϕϕ = −ε̇(0)

rr =
cos 2ϕ

rµ

[
A1 cos−µ

(
ϕ+

π

4

)
+ B1 sin−µ

(
ϕ +

π

4

)]
,

ε̇
(0)
rϕ =

sin 2ϕ

rµ

[
A1 cos−µ

(
ϕ +

π

4

)
+B1 sin−µ

(
ϕ+

π

4

)]
;

π/4 < ϕ < 3π/4

ε̇
(0)
ϕϕ = −ε̇(0)

rr = 0, ε̇rϕ =
f(ϕ)

r
; (3.39)

3π/4 < ϕ ≤ π

ε̇
(0)
ϕϕ = −ε̇(0)

rr = −cos 2ϕ

rµ

[
C1 cos−µ

(
ϕ +

3π

4

)
+D1 sin−µ

(
ϕ +

3π

4

)]
,

ε̇
(0)
rϕ = −sin 2ϕ

rµ

[
C1 cos−µ

(
ϕ+

3π

4

)
+D1 sin−µ

(
ϕ +

3π

4

)]
.

Однако скорости деформаций ползучести, определяемые полученными вы-
ше формулами (3.37) и (3.31), представляют собой решение одной и той же
задачи и поэтому должны совпадать. Следовательно, для собственных зна-
чений двух различных асимптотических разложений справедливы равенства
α = µ = 1/2.
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Искомое поле скоростей деформаций имеет вид

0 ≤ ϕ < π/4

ε̇
(0)
ϕϕ = −ε̇(0)

rr =
cos 2ϕ

r1/2

[
A1 cos−1/2

(
ϕ+

π

4

)
+B1 sin−1/2

(
ϕ+

π

4

)]
,

ε̇
(0)
rϕ =

sin 2ϕ

r1/2

[
A1 cos−1/2

(
ϕ +

π

4

)
+ B1 sin−1/2

(
ϕ +

π

4

)]
;

π/4 < ϕ < 3π/4

ε̇
(0)
ϕϕ = −ε̇(0)

rr = 0, ε̇
(0)
rϕ =

f(ϕ)

r
; (3.40)

3π/4 < ϕ ≤ π

ε̇
(0)
ϕϕ = −ε̇(0)

rr = −cos 2ϕ

r1/2

[
C1 cos−1/2

(
ϕ +

3π

4

)
+D1 sin−1/2

(
ϕ +

3π

4

)]
,

ε̇
(0)
rϕ = −sin 2ϕ

r1/2

[
C1 cos−1/2

(
ϕ+

3π

4

)
+D1 sin−1/2

(
ϕ+

3π

4

)]
.

Таким образом, найдены асимптотические разложения компонент тензора
напряжений и скоростей деформаций ползучести в окрестности вершины тре-
щины. Полученное ”ближнее” поле необходимо срастить с ”дальним” полем—
напряжениями, фигурирующими в условии на бесконечности. Для этого снова
необходимо вычислить значение C∗-интеграла по полученному решению при
малых r и приравнять это значение величине C∗-интеграла, определяемому
условиями нагружения и геометрией реального образца. Для рассматриваемой
задачи

C∗ = r

π∫
π

{W ∗ cosϕ− σrr [ε̇rr cosϕ− (ε̇rϕ − ω̇) sinϕ]−

−σrϕ [(ε̇rϕ + ω̇) cosϕ− ε̇ϕϕ sinϕ]}dϕ,
(3.41)

где

ω̇ =
vϕ
r

+
∂vϕ
∂r
− 1

r

∂vr
∂ϕ

, W ∗ = ε̇− ln(1 + ε̇).

При r → 0, ε̇→∞

C∗ = 2r

3π/4∫
π/4

[W ∗ cosϕ+ σrrε̇rϕ sinϕ] dϕ =

= 2r

3π/4∫
π/4

[ε̇ cosϕ+ σrrε̇rϕ sinϕ] dϕ = (3.42)
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= 2

3π/4∫
π/4

f(ϕ)(cosϕ+ σrr sinϕ)dϕ.

При r →∞, ε̇→ 0

C∗ = r

π∫
π

{
(σ∗ε̇

2 cosϕ)/(2A)− σrr [ε̇rr cosϕ− (ε̇rϕ − ω̇) sinϕ]−

−σrϕ [(ε̇rϕ + ω̇) cosϕ− ε̇ϕϕ sinϕ]}dϕ,
(3.43)

где напряжения определяются соотношениями (3.9) и данным напряжениям
соответствуют следующие поля скоростей деформаций:

ε̇rr = −ε̇ϕϕ =
A

σ∗

√
C∗σ∗
AI

1√
2πr

(
cos

ϕ

2
− cos

3ϕ

2

)
,

ε̇rϕ =
A

σ∗

√
C∗σ∗
AI

1√
2πr

(
sin

ϕ

2
+ sin

3ϕ

2

)
и скоростей

vr = 2
A

σ∗

√
C∗σ∗
AI

√
r

(
cos

ϕ

2
− cos

3ϕ

2

)
,

vϕ = −2
A

σ∗

√
C∗σ∗
AI

√
r

(
sin

ϕ

2
− 1

3
sin

3ϕ

2

)
.

Приравнивая значения C∗-интеграла, вычисленные по контуру, расположен-
ному в окрестности вершины трещины, и контуру, удаленному от вершины тре-
щины, можно найти

2

3π/4∫
π/4

f(ϕ)

[
cosϕ +

(
−ϕ +

1

2
+

3π

4

)
sinϕ

]
dϕ = I, (3.44)

где

I = 2

π∫
0

{
4(1− cos 2ϕ) cosϕ−

(
5 cos

ϕ

2
− cos

3ϕ

2

)
×

×
[(

cos
ϕ

2
− cos

3ϕ

2

)
cosϕ− 2

(
sin

ϕ

2
+ sin

3ϕ

2

)
sinϕ

]
−

−
(

sin
ϕ

2
+ sin

3ϕ

2

)(
cos

ϕ

2
− cos

3ϕ

2

)
sinϕ

}
dϕ = 10π
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— безразмерная величина, являющаяся аналогом интеграла In, фигурирующего
при вычислении J-интеграла для степенного закона связи между деформация-
ми и напряжениями.

Соотношение (3.44) представляет собой условие на функцию f(ϕ), которая
остается произвольной в рамках приближенного решения. Константы A1, B1,
C1, D1 должны быть определены из условия непрерывности компонент тензора
скоростей деформаций ε̇ϕϕ и ε̇rϕ при ϕ = π/4 и ϕ = 3π/4 —при переходе через
лучи, разделяющие три введенные области. Однако, как видно из формул (3.40),
скорости деформаций имеют особенность не только по r при приближении к
вершине трещины, но и по углу ϕ при ϕ→ π/4 и ϕ→ 3π/4, что показывает (как
и в случае трещины антиплоского сдвига) следующее: найденные асимптотики
скоростей деформаций ползучести справедливы лишь внутри областей, тогда
как на их границах построенные разложения непригодны и существует иная
асимптотика, которая не может быть найдена в рамках данного приближенного
анализа.193

193 Такая ситуация не является исключительной в теории асимптотических методов. Например, при изуче-
нии дифференциальных уравнений с большим параметром известно решение Вентцеля, Крамерса и Брил-
люэна (ВКБ-приближение) [104]. ВКБ-приближения становятся непригодными в так называемых точках
поворота (точках, где асимптотическое решение имеет особенность.) Для того, чтобы построить разложение,
пригодное в окрестности точки поворота, в теории асимптотических методов вводят растягивающее преоб-
разование независимой переменной в окрестности точки поворота, а затем строится решение, пригодное в
данной окрестности. Поэтому для нахождения асимптотики в окрестности ϕ = π/2 необходимо провести
дополнительное исследование.
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Глава 4
Связанные задачи нелинейной
механики разрушения

4.1. Связанная постановка (упругость–поврежденность, пол-
зучесть–поврежденность) задач о трещинах

В настоящем разделе рассмотрен цикл задач, посвященных оценке влия-
ния поврежденности материала на напряженно-деформированное состояние в
окрестности вершины трещины, в связанной постановке (в связках упругость—
поврежденность, ползучесть—поврежденность), когда скалярный параметр по-
врежденности D входит в определяющие уравнения в отличие от несвязанной
постановки, в рамках которой параметр поврежденности не входит в определя-
ющий закон и, поэтому, сначала отдельно рассматривается задача определения
напряженно-деформированного состояния, а затем по найденным полям напря-
жений и деформаций (либо скоростей деформаций) восстанавливается распре-
деление поврежденности путем интегрирования кинетического уравнения.

В рамках связанной постановки процесс накопления повреждений оказывает
влияние на напряжения и деформации, возникающие в твердом теле, и в то
же время напряжения и деформации в зонах локализации поврежденности в
значительной мере определяют характер ее распределения и ее уровень.

Учет влияния поврежденности приводит к качественно новым асимптоти-
кам напряжений и деформаций в окрестности вершины трещины: в принципе
отсутствует свойственная для теории хрупкого разрушения сингулярность по-
лей напряжений и деформаций, или эти сингулярности существенно ослабля-
ются.

Особенностям постановки и решения связанных краевых задач и будет по-
священ весь этот раздел.
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4.1.1. Влияние поврежденности материала на напряженно-деформи-
рованное состояние в окрестности вершины растущей трещины
антиплоского сдвига при ползучести

Рассмотрим задачу антиплоского сдвига для полубесконечной трещины в
условиях ползучести для среды с поврежденностью.194 Определяющие соотно-
шения теории ползучести для среды с поврежденностью, предложенные Л. М. Ка-
чановым [60] и Ю. Н. Работновым [130], имеют в случае антиплоского сдвига
следующий вид:

γ̇α = B

(
τ

ψ

)n−1
τα
ψ
, (1.1)

где α = 1, 2; γ̇α— скорости деформаций сдвига, τ =
(
τ 2

1 + τ 2
2
)1/2 —интенсив-

ность касательных напряжений; B, n—константы материала.
Мы пренебрегаем упругими деформациями и деформациями ползучести,

накопленными на первой стадии ползучести.
Параметр сплошности материала ψ = 1 − D изменяется в соответствии с

кинетическим уравнением [60], [130], [244]

dψ

dt
= −A

(
τ

ψ

)m
, ψ(t = 0) = 1, (1.2)

где d/dt—материальная производная по времени; A, m—константы материа-
ла.

В начальном неповрежденном состоянии ψ = 1, распределение напряжений
у вершины трещины известно и имеет вид [253], [314]

τα(r, ϕ, t = 0) =

(
C∗

BInr

)1/(n+1)

τα(n, ϕ), (1.3)

где r, ϕ— полярные координаты с центром в вершине трещины, C∗—не зави-
сящий от контура инвариантный интеграл теории ползучести, In— значение
безразмерного C∗-интеграла для степенного закона связи между скоростями
деформаций ползучести и напряжениями, зависящее только от n, функции
τα(n, ϕ) численно определены в [253]. В случае трещины, движущейся с некото-
рой скоростью v(t) в направлении оси x1 (x1Ox2 —декартова система координат
с центром в вершине трещины), материальная производная по t имеет вид

d

dt
=

∂

∂t
− v ∂

∂x1
=

∂

∂t
− v

(
cosϕ

∂

∂r
− sinϕ

r

∂

∂ϕ

)
. (1.4)

Начальные распределения (1.3) будут одновременно и граничными условия-
ми на бесконечности (r →∞) для любого t > 0. Граничные условия на берегу
трещины и на ее продолжении имеют вид

τϕ(r, ϕ = π) = 0, τr(r, ϕ = 0) = 0. (1.5)
194Изложение следует [14].
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Анализ размерностей физических величин позволяет представить решение
в виде

τα =

(
AC∗

vBIn

)1/(n+1−m)

Σα(R,ϕ, T ),

ψ = Ψ(R,ϕ, T ),

(1.6)

где Σα и Ψ — безразмерные функции от безразмерных переменных R = r/r0 и
T = tv/r0,

r0 =

(
C∗

BIn

)p/(p−1)(
A

v

)1/(p−1)

(p = m/(n + 1) < 1). (1.7)

Уравнение равновесия, условие совместности, записанное в напряжениях,
кинетическое уравнение и граничное условие на бесконечности в безразмерных
переменных будут иметь вид

∂Σr

∂R
+

Σr

R
+

1

R

∂Σϕ

∂ϕ
= 0,

∂

∂ϕ

[
Σn−1Σr

Ψn

]
− ∂

∂R

[
RΣn−1Σϕ

Ψn

]
= 0,

∂Ψ

∂T
− cosϕ

∂Ψ

∂R
+

sinϕ

R

∂Ψ

∂ϕ
= −

(
Σ

Ψ

)m
,

Σα =
1

R1/(n+1)τα(n, ϕ) (R→∞),

Σr(R,ϕ = 0) = 0, Σϕ(R,ϕ = π) = 0,

(1.8)

где Σ =
(
Σ2
r + Σ2

ϕ

)1/2.
Асимптотическое решение краевой задачи (1.8) можно найти, положив

Ψ = Rµg(ϕ, T ) + ... ,
Σα

Ψ
= Rλfα(ϕ, T ) + ... , (1.9)

где неизвестные показатели λ и µ связаны соотношением µ = 1 + mλ, что
следует из кинетического уравнения, а функции fα, g (α = r, ϕ) находятся из
следующих уравнений:

f ′ϕ = −(λ+ µ + 1)fr −
fϕg

′

g
,

f ′r =
(nλ+ 1)f2fϕ − (n− 1)frfϕf

′
ϕ

nf2
r + f2

ϕ

,

g′ =
µg cosϕ− fm

sinϕ
,

(1.10)

Нелинейная механика разрушения



4.1. Связанная постановка задач о трещинах 389

где f = (f2
ϕ + f2

r )1/2 и штрихом обозначается дифферецирование по ϕ.
Данная система уравнений должна быть решена с учетом граничного усло-

вия на верхнем берегу трещины

fϕ(ϕ = π) = 0 (1.11)

и условия симметрии на продолжении трещины

fr(ϕ = 0) = 0, (1.12)

а также условия регулярности решения

g(ϕ = 0) = fm(ϕ = 0)/µ. (1.13)

Система (1.10) с граничными условиями (1.11)–(1.13) приводит к следующей
задаче на собственные значения: найти такое собственное число λ, чтобы дан-
ная система уравнений с однородными граничными условиями имела ненулевое
решение.

Из однородности системы (1.10) следует, что наряду с функциями fr(ϕ),
fϕ(ϕ), g(ϕ) функции κ(T )fr(ϕ), κ(T )fϕ(ϕ), κm(T )g(ϕ), где κ(T ) —масштабиру-
ющий множитель, также являются решением. Поэтому может быть сформули-
ровано условие нормировки

fϕ(ϕ = 0) = 1. (1.14)

Система уравнений (1.10) с граничными условиями (1.12)–(1.14) представ-
ляет собой задачу Коши и может быть проинтегрирована численно при любом
значении λ. Численное решение задачи Коши для λ ∈ [−1, 0] с помощью стан-
дартной процедуры метода Рунге—Кутта показало, что ни одно из значений λ
не приводит к выполнению условия (1.12) на верхнем берегу трещины. Более
того, начиная с некоторого значения ϕ = ϕd, функция g, входящая в асимпто-
тическое разложение параметра сплошности, становилась отрицательной, что
противоречит ее физическому смыслу. Для устранения этого парадокса была
предложена модифицированная постановка задачи на собственные значения.

Предполагается, что на некотором отрезке [ϕd, π] решение для fϕ, fr, g нуле-
вое195 и разыскивается ненулевое решение уравнений (1.10), удовлетворяющее
граничным условиям (1.12)–(1.14), на отрезке [0, ϕd].

Требование непрерывности решения при ϕ = ϕd приводит к дополнитель-
ным условиям

g(ϕ = ϕd) = 0, fϕ(ϕ = ϕd) = 0. (1.15)

Требование fr(ϕ = ϕd) = 0 переопределяет сформулированную задачу, одна-
ко непрерывность fr не является непременным условием и решение с разрывной
функцией fr не противоречит основным законам механики сплошных сред.
195Строго обосновать это предположение в рамках модели [14] не удается. Ясно, однако, что при ϕd < ϕ < π

уже нельзя пользоваться уравнениями (1.8), например, из-за возможной несовместности деформаций в зоне
полностью поврежденного материала.
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Численное интегрирование модифицированной задачи показало, что реше-
ние, удовлетворяющее граничным условиям (1.15), существует лишь для λ = 0
и ϕd = π/2. Анализ системы (1.10) показал, что на отрезке [0, π/2] при λ = 0
для данной системы можно найти аналитическое решение

g = cosϕ, fϕ = cosϕ, fr = sinϕ. (1.16)

Возвращаясь к размерным переменным, асимптотику решения задачи при
r→ 0 можно представить как

ψ = κm
(
C∗

BIn

)m/(n+1−m)(
A

v

)(n+1)/(n+1−m)

rg(ϕ) (0 < ϕ < π/2), (1.17)

τα
ψ

= κ

(
AC∗

vBIn

)1/(n+1−m)

fα(ϕ) (0 < ϕ < π/2), (1.18)

где κ—неопределенный множитель (вообще говоря, зависящий от t), возника-
ющий вследствие однородности задачи. Зависимость κ от t можно найти при
полном решении задачи во всем диапазоне изменения переменных 0 < r < ∞,
0 < t <∞.

Представленное решение модельной задачи о росте трещины антиплоского
сдвига в связанной постановке для случая ползучести с поврежденностью по-
казало следующее:

1) У вершины трещины отсутствует характерное для теории трещин сингу-
лярное поле напряжений (эффективные напряжения τα/ψ ограничены, а сами
напряжения τα и сплошность линейно спадают до нуля в вершине трещины),
что соответствует результатам конечно-элементых решения для трещин отрыва
[200], [245];

2) К свободным от нагрузок берегам трещины ϕ = ±π вблизи ее вершины
примыкает область полностью поврежденного материала π/2 < ϕ < π и π <
ϕ < 3π/2, в которой τα = 0, ψ = 0;

3) Связанность проявляется в исчезновении сингулярности компонент тен-
зоров напряжений и скоростей деформаций у вершины трещины (что в целом
соответствует реальному положению дел) и приводит к относительным мень-
шим значениям скорости ее роста.196

196Следует отметить, что в [14], кроме приведенных здесь результатов, дана также оценка скорости роста
трещины и сделан вывод о более низкой скорости распространения трещины по сравнению с результатами,
полученными в несвязанной постановке [270], [8], [9], [11]. Однако при анализе был применен C∗ψ−интеграл,
введенный в статье [10] и трактуемый как инвариантный интеграл механики разрушения. Более поздние
исследования показали, что этот интеграл свойством инвариантности не обладает. Поэтому вопрос оценки
скорости роста трещины в связанной постановке отстается открытым и требует дополнительного изучения.
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4.1.2. Анализ распределения напряжений и поврежденности у вер-
шины растущей в процессе ползучести трещины типа I и II
(связанная постановка)

Рассмотрим продвигающуюся прямолинейную полубесконечную трещину с
началом координат в ее вершине.197 Пусть трещина движется со скоростью v(t)
в направлении оси x1. Материальная производная по времени t в движущейся
системе координат, связанной с вершиной трещины, определяется следующим
образом:

d

dt
=

∂

∂t
− v

(
cosϕ

∂

∂r
− sinϕ

r

∂

∂ϕ

)
, (2.1)

где x1, x2 —декартовы; r, ϕ—полярные координаты.
Определяющие соотношения связанной задачи теории ползучести и механи-

ки поврежденности имеют вид [130]:

ε̇ij =
3

2
B

(
σe
ψ

)n−1
sij
ψ
, (2.2)

где ε̇ij и σij —компоненты тензоров скоростей деформаций ползучести и напря-
жений соответственно; σe—интенсивность напряжений; ψ —параметр сплошно-
сти Качанова—Работнова; B, n—константы степенного закона ползучести.

Кинетическое уравнение для параметра сплошности материала в случае
сложного напряженного состояния принимает вид [130], [63], [244]:

dψ

dt
= −A

(
σэ
ψ

)m
, (2.3)

где σэ— эквивалентное напряжение, которое при одноосном растяжении совпа-
дает с величиной растягивающего напряжения; A, m—константы степенного
закона длительной прочности.

В [244] была предложена следующая зависимость эквивалентного напряже-
ния σэ от интенсивности напряжений σe, максимального главного напряжения
σ1 и гидростатического напряжения σkk:

σэ = ασ1 + βσe + (1− α− β)σkk. (2.4)

Константы α и β в формуле (2.4) находятся экспериментально по серии
изохронных кривых длительной прочности.

В начальный момент времени t = 0 параметр сплошности ψ = 1, а рас-
пределение напряжений описывается решением Хатчинсона—Райса—Розенгре-
на (HRR) для степенных определяющих соотношений [253], [314]:

σij(r, ϕ, 0) =

(
C∗

BInr

)1/(n+1)

σij(n, ϕ), (2.5)

197Изложение следует [15].
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где C∗-интеграл— не зависящий от пути интегрирования контурный интеграл
теории установившейся ползучести, аналогичный J-интегралу, безразмерные In
и σij(n, ϕ) численно определены в [253].

На верхнем берегу распространяющейся трещины должны быть выполнены
следующие граничные условия:

σϕϕ(r, ϕ = π, t) = 0, σrϕ(r, ϕ = π, t) = 0. (2.6)

Для полубесконечной трещины условие (2.5) при t > 0 есть также условие
затухания напряжений на бесконечности (r→∞).

Решение краевой задачи для определяющих соотношений (2.2), начальных
и граничных условий (2.5), (2.6) является функцией следующего множества
переменных и материальных параметров задачи: r, ϕ, t, A, v, C∗/BIn.

Анализ размерностей показывает, что можно перейти к следующим безраз-
мерным функциям:

σij(r, ϕ, t) =

(
AC∗

vBIn

)1/q

Σij(R,ϕ, T ), q = n + 1−m,

ψ(r, ϕ, t) = Ψ(R,ϕ, T ), R =
r

r0
, T =

tv

r0
, (2.7)

r0 =

(
C∗

BIn

)p/(p−1)(
A

v

)1/(p−1)

, p =
m

n+ 1
< 1,

где Σij, Ψ, R, T — безразмерные компоненты тензора напряжений, параметр
сплошности, безразмерные полярный радиус и время.

Уравнения равновесия, условие совместности в напряжениях и кинетическое
уравнение в полярных координатах для безразмерных величин принимают вид:

∂ΣRR

∂R
+

ΣRR − Σϕϕ

R
+

1

R

∂ΣRϕ

∂ϕ
= 0, (2.8)

∂ΣRϕ

∂R
+ 2

ΣRϕ

R
+

1

R

∂Σϕϕ

∂ϕ
= 0, (2.9)

2
∂

∂R

(
R
∂

∂ϕ

(
Σn−1
e ΣRϕ

Ψn

))
− ∂2

∂ϕ2

(
Σn−1
e SRR

Ψn

)
+

+R
∂

∂R

(
Σn−1
e SRR

Ψn

)
− R ∂2

∂R2

(
R

Σn−1
e Sϕϕ
Ψn

)
= 0,

(2.10)

∂Ψ

∂T
− cosϕ

∂Ψ

∂R
+

sinϕ

R

∂Ψ

∂ϕ
= −

(
Σ∗
Ψ

)m
, (2.11)

Σ∗ = αΣ1 + βΣe + (1− α− β)Σkk,
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где SRR = −Sϕϕ = (ΣRR − Σϕϕ)/2, Σe = (S2
ϕϕ + Σ2

Rϕ)1/2 для случая плоского
деформированного состояния; SRR = (2ΣRR − Σϕϕ)/3, Sϕϕ = (2Σϕϕ − ΣRR)/3,
Σe = (S2

RR + S2
ϕϕ + SRRSϕϕ + Σ2

Rϕ)1/2 для случая плоского напряженного состо-
яния.

Начальные условия в безразмерных переменных примут следующий вид:

Σij(R,ϕ, 0) = R−1/(n+1)σij(n, ϕ), Ψ(R,ϕ, 0) = 1. (2.12)

Асимптотическое решение системы уравнений (2.8)–(2.11) с начальными усло-
виями (2.12) и граничными условиями

Σϕϕ(R, π, T ) = 0, ΣRϕ(R, π, T ) = 0 (2.13)

разыскивается в виде

Ψ(R,ϕ, T ) = Rµ
(
g(1)(ϕ, T ) + Rg(2)(ϕ, T ) + ...

)
,

Σij

Ψ
= Rλ

(
f

(1)
ij (ϕ, T ) + Rf

(2)
ij (ϕ, T ) + ...

)
.

(2.14)

Подставив представление (2.14) в уравнения (2.8)–(2.11), можно получить
последовательность систем дифференциальных уравнений для неизвестных функ-
ций

f
(1)
ij , g

(1); f
(2)
ij , g

(2); ... ; f
(k)
ij , g

(k); ... .

Из кинетического уравнения (2.11), в частности, следует, что µ = 1 + λm.
Принимая обозначения y1 = g(1), y2 = f

(1)
ϕϕ , y3 = f

(1)
Rϕ, y4 = f

(1)
RR и вводя

вспомогательную переменную

y5 = 4(nλ + 1)y3 + (y2 − y4)
′ + (n− 1)(y2 − y4)y

′/y,

где y =
√
y2

3 + (y2 − y4)2/4, уравнения (2.8)–(2.11) при R → 0 и уравнение для
y5
′ можно преобразовать к виду

y1
′ =

µy1 cosϕ− yme
sinϕ

,

y2
′ = −(λ + µ+ 2)y3 −

y2y1
′

y1
,

y3
′ = y2 − (λ+ µ+ 1)y4 −

y3y1
′

y1
,

y4
′ = y2

′ − (y5 − 4(nλ + 1)y3)y
2 + (n− 1)(y4 − y2)y3y3

′

ny2 − (n− 1)y2
3

,

y5
′ = nλ(nλ + 2)(y2 − y4)−

(n− 1)y5y
′

y
.

(2.15)

В случае плоского деформированного состояния функция ye является ли-
нейной комбинацией функций (y2 + y4) и y вида

ye = (3− 2α − 3β)(y2 + y4)/2 + (α+ β)y.
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Уравнения (2.15) образуют систему нелинейных дифференциальных урав-
нений со следующими граничными условиями:

условия отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины

y2(ϕ = π) = 0, y3(ϕ = π) = 0; (2.16)

условия симметрии на продолжении трещины

y3(ϕ = 0) = 0, y4
′(ϕ = 0) = 0; (2.17)

условие регулярности решения

y1(ϕ = 0) = yme (ϕ = 0)/µ. (2.18)

Следует отметить, что условие симметрии y4
′(ϕ = 0) = 0 эквивалентно

условию y5(ϕ = 0) = 0.
Система дифференциальных уравнений (2.15) с граничными условиями (2.16)–(2

представляет собой классическую нелинейную задачу на собственные значения
для неизвестного собственного числа λ и неизвестных собственных функций
y1(ϕ), ..., y5(ϕ). Из однородности системы уравнений (2.15) и граничных усло-
вий (2.16)–(2.18) следует, что функции κ(T )y2(ϕ), ..., κ(T )y5(ϕ) и κm(T )y1(ϕ)
также являются решениями, т.е. амплитуда решения κ не может быть найдена
при анализе асимптотического поведения решения при R → 0. Поэтому для
нормировки решения полагаем198

y(ϕ = 0) = 1. (2.19)

Для реализации численного решения системы дифференциальных уравне-
ний (2.15) формулируется дополнительное пробное граничное условие при ϕ =
0:

y2(0) = Y2, (2.20)

где Y2 —некоторая константа.
Численное решение сформулированной краевой задачи осуществлялось ме-

тодом пристрелки: подбирались пробные значения λ и Y2, для которых реше-
ние системы уравнений (2.15) с граничными условиями (2.17)–(2.20) при ϕ = 0
(задача Коши) удовлетворяло бы оставшимся граничным условиям (2.16) при
ϕ = π.
198Заметим, что данное условие, по-видимому, не является полным, поскольку исключает возможность об-

ращения в нуль интенсивности напряжений при ϕ = 0. Априорно исключать возможность обращения в нуль
интенсивности напряжений на продолжении трещины нельзя. Поэтому условие y(ϕ = 0) = 1 следует при-
знать ограничивающим общность анализа. Корректным условием нормировки, по-видимому, будет условие

max
0≤ϕ≤π

y(ϕ) = 1.
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Численное решение задачи Коши разыскивалось методом Рунге—Кутта 4-го
порядка с автоматическим изменением шага на отрезке [0, π]. В случае, когда
полученное численное решение удовлетворяло условию√

y2
2(π) + y2

3(π) < ε,

пробные значения λ и Y2 считались подобранными верно, а решение найденным.
Результаты решения данной задачи методом пристрелки и методом Рунге—

Кутта показали, что никакая пара значений λ и Y2 не позволяет удовлетворить
условиям (2.16) с заданной точностью ε. Более того, оказалось, что независимо
от численной реализации метода пристрелки, функция y1, начиная с некото-
рого значения ϕd, становилась отрицательной, что противоречит физическому
смыслу сплошности Ψ.

Теоретический анализ поведения решения вблизи точки ϕ = π показал, что
функция y1 при ϕ→ 0 ведет себя как y1 = Cξµ − yme (π)/µ, где ξ = π − ϕ, C —
константа. Таким образом, действительно существует некоторое значение ϕd <
π, при котором функция y1 обращается в нуль и на отрезке [ϕd, π] становится
отрицательной.

Для устранения данного противоречия была предложена модифицирован-
ная постановка задачи, согласно которой решение разыскивается на отрезке
[0, ϕd], в оставшейся части полуплоскости все компоненты тензора напряжений
и параметр сплошности обращаются в нуль. Очевидно, что такое доопределение
функций на отрезке [ϕd, π] не противоречит условиям непрерывности решения,
если потребовать выполнения условий

y1(ϕ = ϕd) = 0, y2(ϕ = ϕd) = 0, y3(ϕ = ϕd) = 0. (2.21)

Требование непрерывности для y4 и y5 не является обязательным при поста-
новке краевых задач механики сплошных сред.

Поэтому для системы (2.15) на отрезке [0, ϕd] получаем модифицированную
постановку задачи для определения собственных значений и собственных функ-
ций, для которых неизвестные значения λ, Y2, ϕd находятся из дополнительных
условий (2.21).

Численное решение задачи в модифицированной постановке методом при-
стрелки (интегрирование системы (2.15) осуществляется методом Рунге—Кут-
та) показало, что такое решение существует для λ = 0, ϕd = π/2 и Y2 = 2.
Более того, для данных значений параметров систему удалось проинтегриро-
вать и найти аналитическое решение задачи

y1 = ψ0 cosϕ, y2 = 2 cos2 ϕ, y3 = sin 2ϕ

y4 = 2 sin2ϕ, y5 = 0, y = 1, ye = 3− 2β − α (2.22)
ψ0 = (3− 2β − α)m.

На отрезке [π/2, π] в соответствии с модифицированной постановкой задачи
система (2.15) имеет нулевое решение. Численное решение модифицированной
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задачи методом пристрелки показало отсутствие другого решения задачи, удо-
влетворяющего всем указанным граничным условиям.

Уравнения равновесия и кинетическое уравнение для параметра сплошно-
сти в случае плоского напряженного состояния идентичны соответствующим
уравнениям для плоской деформации, но условие совместности в напряжени-
ях будет иным. В случае плоского напряженного состояния вспомогательная
функция y5 имеет вид

y5 = 6(nλ+ 1)y3 + (y2 − 2y4)
′ + (n− 1)(y2 − 2y4)z

′/z,

где z =
√
y2

3 + (y2
2 + y2

4 − y2y4)/3, а система уравнений для y1(ϕ), ..., y5(ϕ) при-
нимает форму

y1
′ =

µy1 cosϕ− yme
sinϕ

,

y2
′ = −(λ + µ + 2)y3 −

y2y1
′

y1
,

y3
′ = y2 − (λ + µ + 1)y4 −

y3y1
′

y1
,

y4
′ =

y2
′

2
− (y5 − 6(nλ+ 1)y3)z

2 + (n− 1)(2y4 − y2)(y3y3
′ + y2y2

′/4)

2nz2 − 2(n− 1)(y2
3 + y2

2/4)
,

y5
′ = nλ [(2nλ + 3)y2 − (nλ+ 3)y4]−

(n− 1)y5z
′

z
,

ye = (2− α− 2β)
y2 + y4

2
+ αy + βz.

(2.23)

Аналогично решению задачи для плоского деформированного состояния,
при нахождении решения системы (2.23) с граничными условиями (2.17)–(2.20)
была использована модифицированная постановка задачи на интервале [0, ϕd]
с дополнительными условиями (2.21). Численное решение задачи для плоско-
го напряженного состояния методом пристрелки показало, что решение также
существует лишь для λ = 0, ϕd = π/2 и Y2 =

√
3. Для данных значений пара-

метров удалось найти аналитическое решение задачи в виде

y1 = ψ0 cosϕ, y2 =
√

3 cos2 ϕ, y3 =
√

3 sin 2ϕ, y4 =
√

3 sin2 ϕ,

y5 = 0, y =
√

3/2, z = 1, ye =
√

3 + (1−
√

3)β, (2.24)

ψ0 =
(√

3 + (1−
√

3)β
)m

.

На отрезке [ϕd, π] решение, в соответствии с модифицированной постанов-
кой, доопределялось нулевыми значениями.

Возвращаясь к размерным переменным, решение можно представить в виде:

ψ = κm (C∗/BIn)
m/q (A/v)(n+1)/q rg(1)(ϕ),

σij
ψ

= κ (AC∗/vBIn)1/q f
(1)
ij (ϕ),

(2.25)

где f (1)
ij и g(1) определяются выражениями (2.22) и (2.24) в зависимости от вида

задачи.
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Следует отметить, что безразмерный параметр κ и текущая скорость тре-
щины v(t) являются неопределенными и могут быть найдены в результате чис-
ленного решения задачи во всем диапазоне изменения переменных 0 < r <∞,
0 < t <∞, 0 < ϕ < π.

Полученные результаты означают следующее: к берегам развивающейся в
процессе ползучести трещины примыкает область полностью разрушенного ма-
териала, в котором (с точностью до членов второго порядка малости относи-
тельно расстояния от берегов трещины) поля напряжений и сплошность нуле-
вые. Такое поле напряжений принципиально отличается от соответствующего
сингулярного поля напряжений в несвязанной постановке задачи и является
результатом влияния поврежденности на процесс ползучести.

Полностью разрушенная область у берегов растущей трещины может быть
интерпретирована как область микроветвления, когда вдоль всей траектории
развития магистральной трещины возникают ортогонально ориентированные к
ней микротрещины, т.е. ортогональное берегам трещины поле микротрещин—
преимущественная форма существования поврежденности. Ясно также, что по-
добная ярко выраженная анизотропность ориентации микротрещин может ста-
вить под сомнение адекватность использованной скалярной меры поврежден-
ности. В разделе 4.3 мы обсудим тензорные меры поврежденности, которые
в состоянии учесть анизотропию распределения микротрещин в поврежденной
зоне.

4.1.3. Асимптотический анализ усталостного роста трещины в среде
с поврежденностью

По сравнению с традиционной механикой деформируемого твердого тела
механика поврежденности учитывает изменение свойств материала вследствие
накопления различного рода повреждений, что делает необходимым использо-
вание определяющих соотношений, включающих параметр поврежденности.

В настоящее время появляются многочисленные исследования, посвящен-
ные изучению как стационарной, так и растущей трещины в связанной постанов-
ке задачи (в связках упругость—поврежденность, пластичность—поврежден-
ность, ползучесть—поврежденность). Несмотря на то, что единой математиче-
ски развитой и завершенной теории роста трещин в сплошной среде с учетом
процесса накопления повреждений к настоящему моменту не существует, мож-
но выделить характерные особенности, присущие этому классу задач.

Мы попытаемся сделать это на примере асимптотического анализа усталост-
ного роста трещины в среде с поврежденностью [343].

Для линейно упругого материала с рассеянным полем микродефектов урав-
нения, связывающие напряжения и деформации, имеют вид

σij = Cijklψεkl, (3.1)

σij, εij и Cijkl есть компоненты тензора напряжений, деформаций и начальной
жесткости, ψ — сплошность.
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Пусть для рассматриваемого материала параметр ψ эволюционирует соглас-
но закону

dψ

dN
=

 −c
(
σe
ψ

)m
1

ψn−m
(σe ≥ σthψ

γ),

0 (σe < σthψ
γ),

(3.2)

где N — число циклов; c, m, n (n > m), γ и σth — положительные постоянные
материала;

σe =

√
3

2
sijsij, (3.3)

где
sij = σij − σkkδij/3

есть компоненты девиатора напряжений.
Если ψ интерпретируется как отношение площади поперечного сечения об-

разца, не занятой повреждениями, к его начальной площади, то можно поло-
жить γ = 1.

Рассмотрим развитие усталостной трещины нормального отрыва (l— теку-
щая длина трещины) в среде с поврежденностью в условиях плоского напря-
женного состояния.

После введения функции напряжений Эри F (r, θ):

σrr =
1

r

∂F

∂r
+

1

r2

∂2F

∂θ2 , σθθ =
∂2F

∂r2 , σrθ = − ∂

∂r

(
1

r

∂F

∂θ

)
, (3.4)

и предположения, что

F (r, θ) = αrλ+2f(θ), ψ(r, θ) = βrµg(θ), (3.5)

так что

σrr(r, θ) = αrλσ̃rr(θ), σθθ(r, θ) = αrλσ̃θθ(θ), σrθ(r, θ) = αrλσ̃rθ(θ), (3.6)

где

σ̃rr(θ) = (λ+2)f+f ′′, σ̃θθ(θ) = (λ+2)(λ+1)f, σ̃rθ(θ) = −(λ+1)f ′; (3.7)

задача сводится к решению обыкновенного дифференциального уравнения чет-
вертого порядка, вытекающего из условия совместности деформаций:

f ′′′′ − 2Ēf ′′′ + (b1 + Ḡ)f ′′ − b2Ēf
′ + (b3 + e1Ḡ)f = 0, (3.8)

где

Ē =
g′

g
, Ḡ = 2E2 − g′′

g
;

b1 = e1 + c2 − c3ν + c1e3, b2 = 2e1 + c1e3, b3 = c2e1 + c3e2,

c1 = −2(λ− µ+ 1), c2 = µ− λ, c3 = (λ− µ)(λ− µ + 1); (3.9)
e1 = (λ+ 2)(1− νλ− ν), e2 = (λ+ 2)(λ− ν + 1),

e3 = −(1 + ν)(1 + λ);
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и уравнения, следующего из кинетического уравнения накопления поврежде-
ний:

dψ

dN
= −cαmβ−nrmλ−µnσ̃me g−n, (3.10)

где
σ̃e =

√
σ̃2
rr − σ̃rrσ̃θθ + σ̃2

θθ + 3σ̃2
rθ.

Замечание 1. Следует отметить, что последнее соотношение справедливо
только при условии

αrλσ̃e ≥ σthβr
µg, (3.11)

или
q(r, θ) ≥ 1, (3.12)

где

q(r, θ) =
α

βσth
rλ−µ

σ̃e
g
. (3.13)

Замечание 2. Очевидно также, что необходимо выполнение условия λ −
µ < 0, поскольку при r → 0 последнее требование гарантирует существование
области, где происходит накопление повреждений.

Производная сплошности по числу циклов dψ/dN вычисляется по формуле

dψ

dN
= β

dl

dN
rµ−1(−µg cos θ + g′ sin θ). (3.14)

Действительно, представив производную как

dψ

dN
=
dψ

dl

dl

dN
, (3.15)

и воспользовавшись асимптотическим представлением ψ(r, θ) = βrµg(θ) и фор-
мулами

dψ

dl
=
∂ψ

∂β

dβ

dl
+
∂ψ

∂r

dr

dl
+
∂ψ

∂θ

dθ

dl
, (3.16)

dψ

dl
=
dβ

dl
rµg + µβrµ−1g

dr

dl
+ βrµ−1g′

dθ

dl
, (3.17)

а также (см. рис. 78)

dr

dl
= − cos θ,

dθ

dl
=

1

r
sin θ, (3.18)

можно получить
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x1

x2

θ

θ + dθ

l dl

− dr

Рис. 78. Выбор системы координат в окрестности вершины продвигающейся трещины

dψ

dl
=
dβ

dl
rµg + βrµ−1(−µg cos θ + g′ sin θ), (3.19)

или, отбрасывая первое слагаемое в правой части, имеющее при r → 0 более
высокий порядок малости по сравнению с оставшимся, —

dψ

dl
= βrµ−1(−µg cos θ + g′ sin θ). (3.20)

Пользуясь асимптотическими формулами для напряжений и сплошности в
окрестности вершины трещины, можно установить, что

dψ

dN
= −cαmβ−nrmλ−µnσ̃me g−n, (3.21)

откуда, сравнивая с выражения для dψ/dN , полученным ранее, можно заклю-
чить

dl

dN
= cαmβ−(n+1), (3.22)

λ =
µ(n+ 1)− 1

m
, (3.23)

g′ sin θ − µg cos θ = −σ̃me g−n. (3.24)

Поскольку неизвестные постоянные λ и µ связаны друг с другом, то рассмат-
риваемая проблема сводится к задаче на собственные значения для значения µ
и системы двух дифференциальных уравнений

f ′′′′ − 2Ēf ′′′ + (b1 + Ḡ)f ′′ − b2Ēf
′ + (b3 + e1Ḡ)f = 0, (3.25)
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g′ sin θ − µg cos θ = −σ̃me g−n. (3.26)

В силу симметрии при θ = 0 выполняются следующие условия:

f ′(0) = f ′′′(0) = 0, g′(0) = 0. (3.27)

Заметим, что в силу однородности уравнений можно положить

f(0) = 1. (3.28)

На продолжении трещины справедливы условия вида g(0) =

[
σ̃me (0)

µ

]1/(n+1)

,

g′′(0) = F (µ, f ′′(0)),

(3.29)

где F (µ, f ′′(0))—некоторая функция.199
Традиционные условия для напряжений на берегах трещины имеют вид

σθθ(r, π) = σrθ(r, π) = 0. (3.30)

Кроме того, может быть сформулировано естественное условие на берегах
трещины

ψ(r, π) = 0.

Этим условиям, вообще говоря, невозможно удовлетворить, распоряжаясь
только двумя параметрами µ и f ′′(0), так как если все сформулированные усло-
вия на берегах трещины выполняются, то имеем σrr(r, π) = 0 и, следовательно,
имеются три условия и лишь два подбираемых параметра.

Поэтому необходимо перейти к модифицированной постановке задачи, вводя
новый неизвестный угол θd, такой что{

σθθ(r, θd) = σrθ(r, θd) = 0,
ψ(r, θd) = 0 (0 < θd ≤ π),

(3.31)

или {
f(θd) = f ′(θd) = 0,
g(θd) = 0 (0 < θd ≤ π).

(3.32)

199Можно показать, что

g′′(0) =
2µg(0) + mh1 [g(0)]−n [σ̃e(0)]m−2

[2µ(n+ 1)− 4] g(0)−mh2 [g(0)]−(n+1) [σ̃e(0)]m−2
,

где
h1 = 2s1f

′′(0) + (s2 + 2s3) [f ′′(0)]2 − [s2 + 2f ′′(0)] [b1f ′′(0) + b3] ,

h2 = [s2 + 2f ′′(0)] [f ′′(0) + e1] ,

s1 = (λ+ 2)2(λ2 + λ+ 1), s2 = (λ + 2)(1− λ), s3 = 3(1 + λ).
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Численное решение системы двух обыкновенных дифференциальных урав-
нений для функций f(θ), g(θ)

f ′′′′ − 2Ēf ′′′ + (b1 + Ḡ)f ′′ − b2Ēf
′ + (b3 + e1Ḡ)f = 0, (3.33)

g′ sin θ − µg cos θ = −σ̃me g−n, (3.34)

получено с помощью метода Рунге—Кутта при задании значений µ и f ′′(0) и
проверки выполнения граничных условий при θ = θd.

Рассматривались следующие значения материальных констант: ν = 0.3, γ =
1, m = 2, 4, 7 и n = 2, 4, 7.

Приведем полученную в [343] таблицу значений найденных показателей λ,
µ и углов θd для различных значений материальных констант.

m n µ λ θd
2 2 0.331 −0.003 130.7◦

2 4 0.251 0.128 95.7◦

2 7 0.152 0.106 92.1◦

4 4 0.257 0.071 113.5◦

4 7 0.158 0.067 97.2◦

7 7 0.168 0.049 107.8◦

Для приведенных значений констант материала построены [343] области, в
которых происходит накопление повреждений.

Контуры этих областей определяются уравнением ω−1r = r̃d(θ), где

r̃d(θ) =
rd(θ)

ω
, ω = rd(0), (3.35)

причем rd(θ) находится из уравнения

q(rd, θ) = 1 (q(ω, 0) = 1). (3.36)

Скорость роста усталостной трещины будет теоретически найдена после
определения констант α и β в (3.22). Для этих целей необходимо исследовать
характеристики поля, окружающего область, в которой существенен процесс
накопления повреждений. Самая простая схема — предположить, что поле на-
пряжений вне области накопления повреждений определяется сингулярным сла-
гаемым классического упругого решения. Таким образом, по аналогии с мало-
масштабным пластическим течением данное предположение можно назвать ги-
потезой о маломасштабной поврежденности, согласно которой считается, что
зона, где процесс накопления повреждений существенен, мала по сравнению
с длиной макроскопической трещины, с характерным линейным размером об-
разца. Более сложная схема — предположение о существовании промежуточной
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области, разделяющей зону накопления повреждений и удаленную зону домини-
рования чисто упругого решения. Напряжения внутри промежуточной области
определяются выражением:

σ∗ij(r, θ) = K̃Ir
−1/pσ̂∗ij(θ), (3.37)

где K̃I — аналог коэффициента интенсивности напряжений для промежуточ-
ной области. В силу влияния процесса накопления повреждений особенность
напряжений должна быть более слабой по сравнению с особенностью упругого
решения, поэтому p > 2.

В [343] дан качественный анализ введенной промежуточной области с целью
определения α и β. Рассмотрим условия непрерывности на границе области
накопления повреждений и переходной зоны в точке θ = 0 и r = ω (см. (3.35)
и (3.36)).

Необходимо сформулировать условие непрерывности напряжения σrr:

σrr(ω, 0) = σ∗rr(ω, 0), (3.38)

непрерывность параметра сплошности:

ψ(ω, 0) = 1, (3.39)

а также условие, определяющее область накопления повреждений:

q(ω, 0) = 1. (3.40)

Разрешая систему последних трех уравнений (3.38)–(3.40) относительно ω,
α и β, можно найти

ω =

[
K̃Iσe(0)σ∗rr(0)

σthσrr(0)

]p
,

α =

[
σrr(0)

K̃Iσe(0)σ∗rr(0)

]pλ [
σth

σe(0)

]pλ+1

, (3.41)

β =
1

ϕ̃(0)

[
σthσrr(0)

K̃Iσ
∗
rr(0)σe(0)

]pµ
.

Учитывая полученные результаты, можно оценить скорость роста трещины

dl

dN
= cK̃p

I , (3.42)

где

c = c̃ [ϕ(0)]n+1
[
σth

σe(0)

]m−p [
σ∗rr(0)

σrr(0)

]p
. (3.43)

Последняя формула представляет собой соотношение, по своей структуре
аналогичное закону роста усталостной трещины Париса—Эрдогана (P. S. Paris,
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F. Erdogan, 1963 г.). В частности, если p = 2 (что соответствует предположению
о том, что зона накопления повреждений окруженаKI-доминантной областью),
имеет место формула

dl

dN
= cK2

I . (3.44)

4.2. Автомодельные решения задач теории трещин в свя-
занной постановке (связка ползучесть–поврежденность)

Вопросам определения напряженно-деформированного состояния в окре-
стности вершины как стационарной, так и растущей трещины в связанной поста-
новке задачи теории ползучести и механики поврежденности в последнее время
посвящается большое количество исследований [14], [15], [343], [275], [274], [338],
[322]. Основной интерес представляет оценка влияния процесса накопления по-
вреждений на распределение напряжений и скоростей деформаций ползучести.
С практической точки зрения важно определить скорость докритического под-
растания трещины.

Можно выделить ряд характерных черт, свойственных двумерным задачам
о стационарной и растущей полубесконечных трещинах в неограниченном теле
в связанной постановке (упругость—поврежденность, ползучесть—поврежден-
ность).

В [14], [15], [343] показано, что влияние накопления повреждений проявляет-
ся либо в полном исчезновении особенности напряжений в окрестности верши-
ны трещины, либо в значительном ослаблении сингулярности поля напряжений
(показатель степени α в r−α уменьшается).

В [14] установлено, что эффективные напряжения σij/ψ, где ψ—параметр
сплошности Качанова—Работнова, ограничены при приближении к вершине
трещины, а параметр сплошности и сами компоненты тензора напряжений ли-
нейным образом спадают до нуля при r→ 0.

В [343] представлен асимптотический анализ полей напряжений и деформа-
ций в окрестности растущей усталостной трещины в связанной постановке для
линейно упругих определяющих соотношений. Численное исследование полу-
ченной системы уравнений для различных значений определяющих констант
m и n, входящих в кинетическое уравнение, задающее степенной закон накоп-
ления повреждений, показало, что связанность постановки задачи приводит к
слабой сингулярности (по сравнению с классической асимптотикой линейной
механики разрушения) поля напряжений для малых значений m и n, тогда как
при возрастании значений данных параметров особенность вообще исчезает.

В [275], [274], где представлено асимптотическое исследование стационарной
трещины нормального отрыва в упругом нелинейно вязком теле со степенной за-
висимостью между напряжениями и скоростями деформаций ползучести, учет
влияния поврежденности также приводит к устранению особенности поля на-
пряжений в окрестности вершины трещины.
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Следующей характерной чертой, присущей этому типу задач, является на-
личие области полностью разрушенного материала, в которой все компоненты
тензора напряжений и сплошность обращаются в нуль [14], [15]. В данных рабо-
тах при численном определении коэффициентов асимптотических разложений
компонент тензора напряжений и сплошности оказалось, что, начиная с некото-
рого значения полярного угла ϕd (значение ϕ = π соответствует верхнему бере-
гу трещины, ϕ = 0 — ее продолжению) функция, определяющая главный член
асимптотического разложения параметра сплошности, начинает принимать от-
рицательные значения, что противоречит физическому смыслу этой величины.
Данное обстоятельство привело к модифицированной постановке задачи, соглас-
но которой решение разыскивалось лишь для значений 0 ≤ ϕ ≤ ϕd. Оставшаяся
область ϕd ≤ ϕ ≤ π, локализованная в окрестности вершины рапространяю-
щейся трещины, есть полностью разрушенная зона, в которой все компоненты
тензора напряжений и сплошность равны нулю. На границе же введенных об-
ластей должны выполняться условия непрерывности функции сплошности и
компонент тензора напряжений. В [343] авторы апеллируют к невозможности
выполнения граничных условий на берегах трещины и переходят к модифициро-
ванной постановке задачи, вводя область полностью разрушенного материала,
примыкающую к берегам трещины.

Необходимо отметить, что вместе c асимптотическим изучением полей в
окрестности вершины трещины в связанной постановке использовались и иные
методы. Например, для анализа растущей трещины антиплоского сдвига в [338]
сделана попытка использования метода годографа. Однако авторы вообще отка-
зываются от проблемы интегрирования кинетического уравнения и оперируют
с предполагаемым результатом интегрирования, полагая, что параметр сплош-
ности (или поврежденности) есть функция лишь от напряжений, но не физи-
ческих координат x1, x2, что, вообще говоря, неверно. Явная зависимость пара-
метра сплошности от координат x1, x2 вносит сложности в процедуру метода
годографа и ставит под сомнение возможность его использования для движу-
щейся трещины.

Для анализа распространяющейся трещины в среде с поврежденностью для
степенных определяющих соотношений в [322] предложена автомодельная пере-
менная, что позволяет снизить число независимых переменных (в данной зада-
че время может быть исключено из числа независимых переменных). Однако
полное решение задачи и даже полная математическая постановка задачи от-
сутствуют.

К числу еще неразрешенных задач, требующих детального изучения, отно-
сится оценка скорости роста трещины в условиях ползучести в среде с повре-
жденностью и связанная с данным вопросом проблема сращивания ”ближнего
поля” (т.е. решения, полученного в окрестности вершины трещины) с ”дальним
полем”, определяемым заданными граничными условиями на бесконечности.200
Стандартным приемом сращивания ”ближнего” и ”дальнего” полей является
использование инвариантных интегралов механики разрушения: J-интеграла,
200Здесь имеется ввиду задача о росте полубесконечной трещины в неограниченной среде.
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C∗-интеграла и некоторых иных инвариантных интегралов, полученных обоб-
щением упомянутых. Однако такие параметры не обладают свойством инвари-
антности в рамках связанной постановки задачи теории ползучести и механики
поврежденности.

В данном разделе приведено новое исследование полей напряжений, ско-
ростей деформаций ползучести и сплошности в окрестности трещины антип-
лоского сдвига в связанной постановке с помощью автомодельной переменной,
предложенной в [322], определена геометрия области полностью разрушенного
материала.

4.2.1. Автомодельная переменная в задаче о трещине в среде с по-
врежденностью

Рассмотрим стационарную полубесконечную трещину в неограниченном те-
ле в материале с определяющими соотношениями, построенными на основе сте-
пенной связи между скоростями деформаций ползучести и напряжениями

ε̇ij =
3

2
B

(
σe
ψ

)n−1
sij
ψ
, (1.1)

где ψ —параметр сплошности; ε̇ij —компоненты тензора скоростей деформа-
ций ползучести; sij —компоненты девиатора напряжений; σe— интенсивность
напряжений; B, n—константы материала.

Начальные условия имеют вид

σij(r, ϕ, t = 0) =

(
C∗

BInr

)1/(n+1)

σij(ϕ, n), (1.2)

где C∗—инвариантый интеграл теории установившейся ползучести; In —функ-
ция, зависящая от n и определяемая как безразмерный C∗-интеграл; σij(ϕ, n) —
функции, известные из решения Хатчинсона, Райса и Розенгрена (HRR-асимп-
тотика); r, ϕ—полярные координаты.

Асимптотическое условие при r → ∞ определяется решением аналогичной
задачи без учета процесса накопления повреждений (ψ = 1):

σij(r→∞, ϕ, t) =

(
C∗

BInr

)1/(n+1)

σij(ϕ, n). (1.3)

Заметим, что начальное условие при t = 0 (1.2) и граничное условие в бесконеч-
но удаленной точке (1.3) совпадают, поскольку они задаются решением задачи
для ψ = 1.

Необходимо отметить, что асимптотическое условие (1.3) справедливо для
всех n > 1, так как это условие есть, ставшее уже классическим, решение HRR
для степенных соотношений, связывающих скорости деформаций ползучести и
напряжения. В случае n = 1 оказывается, что скоростями упругих деформаций
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даже для неподвижной трещины пренебрегать нельзя и определяющий закон
должен иметь вид

ε̇ij =
1 + ν

E
σ̇ij −

ν

E
σ̇kkδij +

3

2
Bsij. (1.4)

Поэтому распределение напряжений (1.3) не является решением задачи для
определяющего закона (1.4). В силу этого дальнейшие рассмотрения справед-
ливы для всех n > 1.

В [322] установлено, что для определяющих соотношений (1.1) с начальными
и граничными условиями (1.2) и (1.3) существует автомодельная переменная

R =
r

k(n) (At)(n+1)/m , (1.5)

где k(n) = C∗/(BIn); A, m—постоянные кинетического уравнения

dψ

dt
= −A

(
σэ
ψ

)m
, (1.6)

или в декартовой системе координат — автомодельные переменные

X1 =
x1

k(n) (At)(n+1)/m , X2 =
x2

k(n) (At)(n+1)/m . (1.7)

Выражение (1.5) и само существование автомодельной переменной R без
труда обосновывается с помощью анализа размерностей.

Перейдем к безразмерным величинам согласно формулам

r̂ =
r

L
, t̂ =

t

T
, σ̂ij =

σij

(k(n)/L)1/(n+1) , (1.8)

где L—некоторая характерная длина, T —характерное время. Характерные
длина и время могут быть связаны с помощью анализа кинетического урав-
нения накопления повреждений, позволяющего установить, что

T =
1

A

(
k(n)

L

)−m/(n+1)

. (1.9)

В этом случае безразмерные напряжения σ̂ij как функции от безразмерных
переменных могут быть представлены в следующей форме

σ̂ij(r̂, ϕ, t̂) =
1

(k(n)/L)1/(n+1) σij(r/L, ϕ, tA (k(n)/L)m/(n+1)). (1.10)

Поскольку в рассматриваемой задаче отсутствует характерный линейный раз-
мер L, то необходимо его исключить из аргументов функции σ̂ij , что достига-
ется с помощью введения автомодельной переменной

R =
r/L[

tA (k(n)/L)m/(n+1)
](n+1)/m . (1.11)
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В результате имеем автомодельную переменную (1.5).
В этом случае напряжения и параметр сплошности представляются в виде

σij(r, ϕ, t) = (At)(n+1)/m σ̂ij(R,ϕ), ψ(r, ϕ, t) = ψ̂(R,ϕ), (1.12)

где σ̂ij(R,ϕ) и ψ̂(R,ϕ) являются безразмерными функциями безразмерных пе-
ременных R,ϕ и подлежат определению в ходе решения конкретных краевых
задач.

4.2.2. Антиплоский сдвиг пространства с полубесконечной трещиной
(автомодельное решение связанной задачи)

4.2.2A. Постановка задачи в автомодельных переменных
В механике деформируемого твердого тела часто оказывается удобным на-

чинать изучение явления с наиболее простой с математической точки зрения
задачи антиплоского сдвига. Поэтому сначала рассматривается проблема стаци-
онарного состояния полубесконечной трещины антиплоского сдвига в условиях
ползучести в среде с поврежденностью. На основе результатов исследований
[14], [15], [343] принимается, что у вершины трещины существует область полно-
стью разрушенного материала, в которой все компоненты тензора напряжений
и сплошность обращаются в нуль.

Таким образом, необходимо найти решение системы уравнений, состоящей
из уравнения равновесия

∂

∂R
(Rσ̂Rz) +

∂σ̂ϕz
∂ϕ

= 0; (2.1)

условия совместности, сформулированного для скоростей деформаций ползуче-
сти γ̂ϕz и γ̂Rz,

∂

∂R
(Rγ̂ϕz) =

∂γ̂Rz
∂ϕ

, (2.2)

где

γ̂Rz =

(
σ̂e

ψ̂

)n−1
σ̂Rz

ψ̂
, γ̂ϕz =

(
σ̂e

ψ̂

)n−1
σ̂ϕz

ψ̂
; (2.3)

γ̂Rz(R,ϕ) =
2γRz(r, ϕ, t)

3B
(At)n(n+1)/m ,

γ̂ϕz(R,ϕ) =
2γϕz(r, ϕ, t)

3B
(At)n(n+1)/m ;

и кинетического уравнения

R
∂ψ̂

∂R
=

m

n + 1

(
σ̂e

ψ̂

)m
. (2.4)
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Решение системы уравнений (2.1)–(2.4) должно удовлетворять следующим
граничным условиям: условиям отсутствия поверхностных усилий на берегах
трещины

σ̂ϕz(R,ϕ = π) = 0; (2.5)

условию симметрии на ее продолжении

σ̂Rz(R,ϕ = 0) = 0. (2.6)

Асимптотическое условие сближения разыскиваемого решения с распреде-
лением HRR при R→∞ имеет вид

σ̂Rz(R,ϕ) = R−1/(n+1)σRz(ϕ, n), σ̂ϕz(R,ϕ) = R−1/(n+1)σϕz(ϕ, n) (2.7)

(граничное условие в бесконечно удаленной точке).
Решение системы уравнений (2.1)–(2.4), подчиняющееся граничным услови-

ям (2.5)–(2.7), разыскивается во всей плоскости за исключением поврежденной
зоны, внутри которой материал не удовлетворяет сформулированной системе
уравнений. Предполагается, что внутри области полностью разрушенного ма-
териала все компоненты тензора напряжений и сплошность обращаются в нуль,
а на границе области полностью поврежденной зоны разыскиваемое решение
должно удовлетворять условиям непрерывности:

ψ̂ = 0, σ̂Rz = 0, σ̂ϕz = 0. (2.8)

4.2.2Б. Асимптотическое решение автомодельной задачи
Для построения асимптотических разложений компонент тензора напряже-

ний и сплошности в окрестности вершины трещины необходимо перейти к новой
системе координат (рис. 79), смещенной на расстояние ξ относительно вершины
трещины вправо x1 = x′1 + ξ, x2 = x′2, где ξ —протяженность области разрушен-
ного материала по горизонтальной оси (ρ = r′):201

R cosϕ = ξ + ρ cos θ, R sinϕ = ρ sin θ. (2.9)

В противном случае, разыскивая асимптотические разложения в окрестности
вершины трещины (при малыхR), пришлось бы исследовать систему уравнений
в той области, где она не описывает состояния тела.

В системе координат ρ, θ система уравнений (2.1)–(2.4) принимает форму:202
уравнение равновесия

∂

∂ρ
(ρσρz) +

∂σθz
∂θ

= 0; (2.10)

условие совместности

∂

∂ρ
(ργθz) =

∂γρz
∂θ

; (2.11)

201Величина ξ также подлежит определению.
202В дальнейшем символˆпри записи уравнений опускается.
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x1

x2

O ξ

ϕ θ ′x1

′x2

r ′r

Рис. 79. Новая система координат, смещенная на расстояние ξ вправо относительно вершины
трещины

определяющие уравнения

γρz =

(
σe
ψ

)n−1
σρz
ψ
, γθz =

(
σe
ψ

)n−1
σθz
ψ
, (2.12)

кинетическое уравнение

(ρ + ξ cos θ)
∂ψ

∂ρ
− ξ sin θ

ρ

∂ψ

∂θ
=

m

n + 1

(
σe
ψ

)m
. (2.13)

Граничное условие на верхнем берегу трещины есть

σθz(ρ, θ = π) = 0. (2.14)

Условие симметрии на линии трещины

σρz(ρ, θ = 0) = 0 (2.15)

сохраняет свою форму.
Асимптотическое условие (2.7) при ρ→∞ имеет вид

σsz(ρ, θ) = ρ−1/(n+1)σsz(θ, n) (s = ρ, θ). (2.16)

Решение системы уравнений (2.10)–(2.13) с граничными условиями (2.14)–(2.16)
в окрестности вершины трещины r′ = 0 (т.е. ρ→ 0) разыскивается в форме сте-
пенных разложений

σsz
ψ

= ραfsz(θ) + ... , ψ = ρµg(θ) + ... , (2.17)

где µ > 0, α—неизвестные показатели, подлежащие определению. Функции
fsz(θ), g(θ) находятся из решения системы уравнений (2.10)–(2.13) с граничны-
ми условиями (2.14)–(2.16) .
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Подстановка главных членов асимптотических разложений (2.17) в уравне-
ние равновесия и условие совместности приводит к системе двух обыкновенных
дифференциальных уравнений

d

dθ
(fθzg) + (1 + µ + α)fρzg = 0, (2.18)

d

dθ

(
fn−1fρz

)
= (αn+ 1)fn−1fθz, (2.19)

где f =
√
f2
ρz + f2

θz.
Кинетическое уравнение принимает вид

(ρ+ ξ cos θ)µρµ−1g − ξ sin θρµ−1dg

dθ
=

m

n+ 1
ραmfm. (2.20)

При ρ � ξ первое слагаемое в левой части последнего уравнения есть ве-
личина более высокого порядка малости по сравнению с оставшимися двумя
слагаемыми и им можно пренебречь. Поэтому для ρ� ξ кинетическое уравне-
ние упрощается:

ξ cos θµρµ−1g − ξ sin θρµ−1dg

dθ
=

m

n+ 1
ραmfm. (2.21)

Анализ этого уравнения показывает, что µ− 1 = αm.
Таким образом, для главных членов асимптотических разложений компо-

нент тензора напряжений и сплошности можно получить следующую систему
обыкновенных дифференциальных уравнений (2.18), (2.19) и (2.21), решение
которой необходимо подчинить граничным условиям

fρz(θ = 0) = 0, fθz(θ = π) = 0, (2.22)

причем для устранения особенности функции g(θ) при θ = 0 следует добавить
условие регулярности решения, вытекающее из кинетического уравнения:

g(θ = 0) =
m

n+ 1

1

µξ
[f(θ = 0)]m . (2.23)

Вводя новые функции

h(θ) = m

√
m

(n+ 1)ξ
f(θ), hs(θ) = m

√
m

(n+ 1)ξ
fsz(θ), (2.24)

можно исключить характерный линейный размер ξ области полностью разру-
шенного материала перед вершиной трещины из разрешающей системы урав-
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нений. В результате получим следующую систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений: 

d

dθ
(hθg) + (1 + µ+ α)hρg = 0,

d

dθ

(
hn−1hρ

)
= (αn+ 1)hn−1hθ,

µ cos θg − sin θ
dg

dθ
= hm

(2.25)

с граничными условиями

hρ(θ = 0) = 0, hθ(θ = π) = 0, µg(θ = 0) = h(θ = 0). (2.26)

Полученная система уравнений полностью совпадает с исследованной ранее
системой уравнений [14], и можно сразу же дать результаты ее анализа (ср.
3.10.5, система уравнений (1.10)).

Установлено [14], что:
1) Система (2.25) является однородной системой уравнений, так что, если

функции hs(θ), g(θ) есть решение системы, то и κhs(θ), κmg(θ) есть также ре-
шение той же системы. Это обстоятельство ведет к возможности нормировки
граничного условия на продолжении трещины

hθ(θ = 0) = 1. (2.27)

2) Краевая задача (2.25)–(2.27) (без учета условия на берегу трещины) есть
задача Коши, и система (2.25) может быть проинтегрирована численно при
любом значении параметра α (µ = 1 +αm). Дополнительное условие при θ = π
позволяет из множества всех α найти искомое собственное число.

3) Численное решение задачи Коши с помощью метода Рунге—Кутта пока-
зало, что ни одно из значений α не приводит к выполнению условия на берегах
трещины. Более того, установлено, что, начиная с некоторого θ = θd, функция
g(θ), входящая в асимптотическое разложение для параметра сплошности при-
нимает отрицательные значения, что противоречит физическому смыслу дан-
ной величины. Для устранения этого противоречия была введена модифициро-
ванная постановка задачи, согласно которой на отрезке [θd, π] решение нулевое,
а на отрезке [0, θd] необходимо искать ненулевое решение системы уравнений
(2.25) с граничными условиями

g(θ = θd) = 0, hθ(θ = θd) = 0, (2.28)

выражающими требования непрерывности решения при θ = θd.
4) Численное решение модифицированной задачи показало, что функции,

удовлетворяющие сформулированным уравнениям и граничным условиям, су-
ществуют лишь для α = 0 и θd = π/2. Таким образом, решение поставленной
краевой задачи имеет вид

g = cos θ, hθ = cos θ hρ = sin θ. (2.29)
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Возвращаясь к исходным функциям, искомое решение можно представить
в виде

fθz(θ) = κ
m

√
(n+ 1)ξ

m
cos θ, fρz(θ) = κ

m

√
(n+ 1)ξ

m
sin θ,

g(θ) = κm cos θ.

(2.30)

Выражения

ψ(ρ, θ) = κmρ cos θ,

σsz(ρ, θ)

ψ
= κ

m

√
(n+ 1)ξ

m
hs

(2.31)

дают распределение сплошности и компонент тензора напряжений в непосред-
ственной окрестности вершины трещины (вне области полностью разрушенного
материала). Следовательно, областью полностью разрушенного материала яв-
ляются зоны π/2 ≤ θ ≤ π и −π ≤ θ ≤ −π/2, локализованные в окрестности
вершины трещины.

Для определения конфигурации области полностью поврежденного матери-
ала необходимо рассмотреть значения ρ, сравнимые с характерным линейным
размером данной зоны ξ. Действительно, анализ ρ � ξ позволяет лишь уста-
новить наличие вертикальной касательной к границе рассматриваемой области
при θ = 0.

Кинетическое уравнение (2.20) показывает, что на расстояниях ρ ∼ ξ первое
слагаемое в левой части уравнения не является малым более высокого поряд-
ка по сравнению с остальными и его необходимо учитывать. Так, при ρ = ξ
кинетическое уравнение (2.20) принимает форму

(1 + cos θ)µξµ−αmg − sin θξµ−αm
dg

dθ
=

m

n+ 1
fm. (2.32)

Таким образом, в дальнейшем исследуется обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение

(C + cos θ)µg1 − sin θ
dg1

dθ
=

m

n+ 1
fm, (2.33)

полученное из кинетического уравнения (2.20) путем задания значений ρ = Cξ
и последующей заменой

g1 = ξ (Cξ)µ−1−αm g,

с вытекающим из него условием регулярности

g1(0) =
m (f(0))m

(n+ 1)(C + 1)µ
. (2.34)

Нелинейная механика разрушения



414 Глава 4. Связанные задачи нелинейной механики разрушения

Полагая hs = m
√
m/(n+ 1)fs, приходим к системе уравнений

d

dθ
(hθg1) + (1 + µ+ α)hρg1 = 0,

d

dθ

(
hn−1hρ

)
= (αn+ 1)hn−1hθ,

(C + cos θ)µg1 − sin θ
dg1

dθ
= hm

с граничными условиями hρ(0) = 0, hθ(0) = 1 и условием регулярности g1(0) =
1/(µ(C + 1)), решение которой осуществлялось методом Рунге—Кутта.

В ходе построения решения задавались расстояния ρ = Cξ и подбирались
значения параметров α и µ, которые в данном случае не связаны друг с дру-
гом,203 с тем чтобы выполнились граничные условия204

g1(θ = θd) = 0, hθ(θ = θd) = 0. (2.35)

Для случая n = 2, m = 0.7n значения этих параметров приведены в табли-
це.

Найденные значения углов θd позволяют исследовать геометрию зоны полно-
стью разрушенного материла (см. рис. 80–81): полностью разрушенная область
примыкает к берегам трещины, охватывая ее вершину и простираясь на рассто-
яние, равное приблизительно 4ξ (n = 2, m = 0.7n) вдоль ее берегов.

В рассматриваемой задаче численное исследование полей напряжений, ско-
ростей деформаций ползучести и сплошности позволяет утверждать, что об-
ласть полностью поврежденного материала примыкает к берегам трещины на
расстояниях −4ξ ≤ X1 ≤ 0. За пределами этой зоны решение выходит на ре-
шение HRR и параметр поврежденности принимает постоянное значение (что
соответствует асимптотическому условию на бесконечности).

203Отметим, что из полученного решения в непосредственной окрестности вершины трещины, где α = 0 и
µ = 1, а также из граничного условия в бесконечно удаленной точке, указывающего, что α = −1/(n+1) и µ = 0
при больших ρ, можно предположить, что показатели степеней удовлетворяют неравенствам −1/(n + 1) ≤
α ≤ 0 и 0 ≤ µ ≤ 1 и в отличие от случая малых ρ, когда из кинетического уравнения удается определить
связь между показателями α и µ, в случае, когда расстояния ρ и ξ сравнимы друг с другом, не удается
определить связь между показателями степеней α и µ.
204Анализ кинетического уравнения при θ → π с учетом естественного граничного условия на берегу тре-

щины g1(θ = π) = 0 показывает, что h(θ = π) = 0, следовательно, не только hθ(θ = π) = 0, но и hρ(θ = π) = 0.
Поэтому вновь можно прийти к гипотезе о существовании области полностью разрушенного материала, в
которой все компоненты тензора напряжений и сплошность обращаются в нуль, что, в свою очередь, делает
необходимым введение дополнительного угла θd. Таким образом, имеются три неизвестные величины µ, α
и θd, подлежащие определению всего из двух условий g1(θ = θd) = 0, hθ(θ = θd) = 0. В ходе численного
анализа была предложена следующая процедура нахождения неизвестных показателей степеней и угла θd.
Поскольку отрезок изменения параметра α известен (α ∈ [−1/(n+ 1), 0]), то, назначая α из данного отрезка,
всегда можно подобрать два оставшихся параметра из сформулированных граничных условий. Следует от-
метить существующий произвол при назначении α, так как фактически задавая C и α, априори выбирается
характер поведения эффективных напряжений для указанного ρ и по нему восстанавливается промежуточ-
ная асимптотика параметра сплошности (асимптотика решения на достаточно больших расстояниях ρ по
сравнению с нулем, но все еще малых по сравнению с бесконечностью). В ходе построения численного ре-
шения исследовались различные комбинации показателей α и µ, для которых значения угла θd оказывались
в нужном диапазоне π/2 < θ ≤ π. Численный эксперимент показал, что существует вполне определенный
интервал значений показателей α и µ для выбранного значения C (с точностью до 0.01 для значений α и µ).
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C α µ θd
0.1 −0.10 0.787947 108, 18◦

0.3 −0.11 0.666503 113, 04◦

0.5 −0.12 0.579088 117, 18◦

0.7 −0.13 0.513216 120, 91◦

1 −0.15 0.438834 126, 76◦

1.5 −0.175 0.358035 134, 14◦

2 −0.2 0.304887 140, 94◦

2.2 −0.21 0.288359 143, 59◦

2.5 −0.225 0.267102 147, 51◦

2.8 −0.24 0.249113 151, 42◦

3 −0.265 0.235920 157, 63◦

3.5 −0.32 0.199433 172, 12◦

4 −0.333 0.0001 180.00◦
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Рис. 80. Геометрия зоны полностью поврежденного материала в окрестности вершины тре-
щины антиплоского сдвига в плоскости автомодельных переменных X1/ξ, X2/ξ. Метками
обозначены точки, полученные в ходе численного анализа. Точка с координатами X1/ξ =
−1, X2/ξ = 0 есть вершина трещины. Точка с координатами X1/ξ = 0, X2/ξ = 0 —начало
новой системы координат, сдвинутой на расстояние ξ вперед от вершины трещины
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Рис. 81. Геометрия зоны полностью поврежденного материала в окрестности вершины тре-
щины антиплоского сдвига в плоскости автомодельных переменных

Таким образом, установлено, что на расстояниях, больших 4ξ, от верши-
ны трещины, влияние процесса накопления поврежденности не является суще-
ственным. Внутри круговой области радиуса 4ξ с центром в вершине трещи-
ны влияние процесса накопления повреждений нельзя игнорировать. Действи-
тельно, в непосредственной близости к вершине распространяющейся трещины
существует область полностью разрушенного материала, в которой все компо-
ненты тензора напряжений и параметр сплошности обращаются в нуль. За пре-
делами этой области имеется так называемая ”область процесса”, в которой
происходит накопление рассеянных повреждений, что оказывает влияние на
напряженно-деформированное состояние. В данной области справедливы про-
межуточные асимптотики с собственными значениями, приведенными в (2.34).

На рис. 82–85 показаны угловые распределения компонент тензора напря-
жений и параметра сплошности в промежуточной области для различных зна-
чений C.

Таким образом, установлено, что у границы области полностью поврежден-
ного материала поля напряжений и сплошности линейно падают до нуля при
ρ → 0. По мере удаления от этой области поля напряжений и сплошности пе-
рераспределяются: показатели α и µ принимают промежуточные значения из
интервалов своего изменения, сближаясь затем с асимптотикой для ρ → ∞.
На рис. 82–85 видно, что качественно изменяется характер углового распреде-
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Рис. 82. Угловые распределения компонент тензора эффективных напряжений σsz/ψ =
ρακ[(n+ 1)ξ/m]1/m hs(θ) и параметра сплошности ψ = ρµκmξ (Cξ)1−αm−µ g1(θ) в зависимости
от полярного угла θ (измеряемого в градусах) для n = 2, m = 0.7n, C = 1.

ления функции g1(θ). Угловые распределения компонент тензора напряжений
при удалении от полностью поврежденной зоны выходят на решение HRR. Дей-
ствительно, на рис. 85 кривые, иллюстрирующие угловые распределения компо-
нент тензора напряжений для n = 2, m = 0.7n, C = 3.8, полностью совпадают
с решением HRR, что указывает на достоверность полученного решения.

Следует отметить, что характерный линейный размер ξ области полностью
поврежденного материала не определяется в рамках приведенного асимптоти-
ческого анализа полей напряжений, скоростей деформаций и параметра сплош-
ности и для его оценки необходимы дополнительные условия.

Для оценки ξ воспользуемся следующими рассуждениями. Характерной осо-
бенностью данной задачи является то, что после введения автомодельной пере-
менной R формально задачи о стационарном состоянии трещины и ее росте
не различимы. Однако эти два состояния следует различать и необходимо еще
сформулировать критерий роста трещины. Естественно воспользоваться крите-
рием роста трещины, учитывающим структурные изменения материала. Можно
принять, что рост трещины начинается (и поддерживается), если на некотором
расстоянии dc от вершины трещины сплошность достигает своего критического
значения ψcr. Однако в рамках настоящего исследования уже введена область,
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Рис. 83. Угловые распределения компонент тензора эффективных напряжений σsz/ψ =
ρακ[(n+ 1)ξ/m]1/m hs(θ) и параметра сплошности ψ = ρµκmξ (Cξ)1−αm−µ g1(θ) в зависимости
от полярного угла θ (измеряемого в градусах) для n = 2, m = 0.7n, C = 2

в которой сплошность принимает критическое значение (равное нулю), следо-
вательно, под ξ можно понимать величину dc и считать, что ξ = dc.

4.3. Представление анизотропной поврежденности тензо-
ром поврежденности второго ранга

Под поврежденностью мы, следуя [283], понимаем сокращение упругого
отклика тела вследствие сокращения эффективной площади, передающей внут-
ренние усилия от одной части тела к другой его части, обусловленного, в свою
очередь, появлением и развитием рассеянного поля микродефектов (микротре-
щины— в упругости, дислокации— в пластичности, микропоры— при ползуче-
сти, поверхностные микротрещины— при усталости).

Поврежденность за редким исключением нельзя непосредственно наблю-
дать и измерять так, как в физике и механике измеряются скорость, сила или
температура. Деградация механических свойств тела может быть обнаружена в
результате анализа реакции тела на различные внешние воздействия. Наличие
поля повреждений в твердых телах согласно современной экспериментальной
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Рис. 84. Угловые распределения компонент тензора эффективных напряжений σsz/ψ =
ρακ[(n+ 1)ξ/m]1/m hs(θ) и параметра сплошности ψ = ρµκmξ (Cξ)

1−αm−µ
g1(θ) в зависимости

от полярного угла θ (измеряемого в градусах) для n = 2, m = 0.7n, C = 3

практике может быть косвенно обнаружено и отчасти количественно представ-
лено через уменьшение модуля Юнга, уменьшение скорости прохождения уль-
тразвукового сигнала, уменьшение плотности, изменение твердости, падение
электрического потенциала, падение амплитуды напряжений при циклическом
испытании, ускорение ползучести в третьей стадии. Методы акустической эмис-
сии позволяют достаточно определенно выявлять зоны локализации поврежден-
ности.

Механика поврежденного континуума интенсивно развивается, начиная с
основополагающих работ Л. М. Качанова [60] иЮ. Н. Работнова [129]. Ценность
этих первых работ, признанных ныне классическими, заключается в возможно-
сти применения единой схемы представления поврежденности для описания
поврежденности в упругих и упругопластических телах, а также ее развития
в условиях ползучести. Сущность нового подхода заключалась в использова-
нии новой мезо-переменной— параметра поврежденности, — отражающей при-
сутствие в теле поврежденности (или различных видов повреждений) —фено-
мена совершенно другого масштаба — микро-масштаба. Последующее развитие
теории происходило, в частности, по пути обобщения основных положений ме-
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Рис. 85. Угловые распределения компонент тензора эффективных напряжений σsz/ψ =
ρακ[(n+ 1)ξ/m]1/m hs(θ) и параметра сплошности ψ = ρµκmξ (Cξ)1−αm−µ g1(θ) в зависимости
от полярного угла θ (измеряемого в градусах) для n = 2, m = 0.7n, C = 3.8

ханики поврежденного континуума для случая трехмерного состояния анизо-
тропной поврежденности.

В этом разделе развивается так называемый геометрический подход механи-
ки поврежденности, изложенный впервые в работе [294], где на основе представ-
ления об эквивалентной конфигурации континуума как собрания элементов,
поврежденность которых некоторым воображаемым образом элиминирована,
приводится определение новой тензорной меры анизотропной поврежденности
(тензора поврежденности), которая обладает фундаментальным свойством сим-
метрии. Дальнейшее обоснование и разработку эта теория получила в работах
[305], [100], [138], [139]. По существу аналогичная схема представления повре-
жденности была использована в [13].

Геометрический подход [294] естественно возникает при попытке обобщения
первых классических представлений о поврежденности, восходящих к Л. М. Ка-
чанову [60] и Ю. Н. Работнову [129], и в то же самое время позволяет в самой
простейшей форме учесть анизотропию состояния поврежденности. Одним из
главных преимуществ этого подхода является возможность достаточно просто-
го и естественного представления эффекта возрастания внутренних напряже-
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ний в среде с повреждениями с помощью понятия эффективного напряжения,
что открывает возможность применения механики поврежденности в класси-
ческих разделах механики деформируемого твердого тела: теории упругости,
пластичности и теории ползучести. В разделе 4.4 геометрический подход [294]
выступает в качестве основы для вывода связанных уравнений теории пластич-
ности и поврежденности.

Отметим, что мы применяем тензор поврежденности второго ранга, опреде-
ление которого отлично от приведенного в [294] и впервые дано в [305]. Новая
тензорная мера анизотропной поврежденности, в силу определения являясь ме-
рой сокращения, вследствие распределенных микродефектов, реально несущей
нагрузку площади поверхностного элемента в зависимости от его ориентации,
с самого начала вводится как симметричный тензор второго ранга. Это позво-
ляет преодолеть трудности, связанные с несимметричностью введенных ранее
тензорных мер анизотропной поврежденности, а также дать ясную геометриче-
скую и механическую интерпретацию собственных значений и главных направ-
лений тензора поврежденности.

Показано также, что эквивалентная конфигурация, введенная в работе [294],
может быть корректно определена только как трехмерное риманово многообра-
зие, при этом тензор поврежденности выступает как изометрический инвариант
указанного многообразия. Можно даже пойти дальше и трактовать эквивалент-
ную конфигурацию как многообразие с кривизной и кручением, тем более что
такого рода пространства (с неевклидовой внутренней геометрией) уже давно
применяются механиками для моделирования дефектных структур— дислока-
ций, дисклинаций и точечных дефектов, — начиная с классических работ 50-х
годов К. Кондо и Б. Билби (изложение этого чрезвычайно интересного круга
вопросов и соответствующая библиография (в том числе с указаниями на ори-
гинальные работы Кондо, опубликованные на японском языке) имеются в кни-
ге [112]). Применение методов дифференциальной геометрии для построения
параметров состояния тела с полем повреждений и в настоящее время пред-
ставляется актуальной задачей, несмотря на то, что, по-видимому, уже сфор-
мировались основные принципы соответствия между аффинно-метрическими
теориями и дефектными структурами. Действительно, не могут считаться до
конца преодоленными проблемы, связанные с построением термодинамических
потенциалов сред, внутренняя геометрия которых определяется не только тензо-
ром кривизны, но и тензором кручения, и с формулировкой граничных условий
для неевклидовых характеристик тела. Из всего сказанного можно заключить,
что геометрическая модель с тензором поврежденности второго ранга может и
дальше с успехом развиваться в плане учета микроструктуры тела с помощью
методов дифференциальной геометрии.

Изложение данного раздела книги в основном следует работам [305], [100].
Мы не затрагиваем здесь термодинамику возрастания поврежденности и тео-
рию определяющих уравнений твердого тела с рассеянной поврежденностью,
отсылая читателя к оригинальным исследованиям [306], [307], [136], [309].
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4.3.1. Модель Качанова–Работнова. Параметр поврежденности. Эф-
фективные напряжения

Как уже отмечалось, геометрический подход [294] естественно возникает при
попытке обобщения первых классических представлений о поврежденности, вос-
ходящих к Л. М. Качанову и Ю. Н. Работнову, и в то же самое время позволяет
в самой простейшей форме учесть анизотропию состояния поврежденности.

Сущность этого подхода к математическому моделированию процессов на-
копления повреждений может быть достаточно ясно продемонстрирована на
примере простейшего одномерного состояния поврежденности одноосно растя-
нутого образца.

Рассмотрим цилиндрический образец, растягиваемый силой P . Обозначим
через A0 и A площади поперечных сечений образца в начальном неповрежден-
ном и текущем поврежденном состояниях соответственно.

В соответствии с классической теорией Качанова—Работнова, текущее состо-
яние внутренней поврежденности образца может быть представлено с помощью
единственного скалярного параметра (параметра поврежденности) D, который
представляет собой монотонно возрастающую функцию времени 0 ≤ D ≤ 1,
причем D = 0 для начального неповрежденного состояния и D = 1 для конеч-
ного состояния разрушения.

Обычно параметр поврежденности D интерпретируется как относительное
сокращение вследствие распределенных внутри образца микродефектов эффек-
тивной, несущей нагрузку площади поперечного сечения. Поэтому, деградация
материала объясняется как постепенное уменьшение эффективной площади, ко-
торая реально несет растягивающую нагрузку и определяет сопротивляемость
образца растяжению. В силу такой интерпретации текущая несущая нагрузку
площадь оказывается равной не A, а некоторому меньшему значению A∗ и для
параметра D имеет место следующее простое соотношение:

1−D =
A∗

A
. (1.1)

Ясно, что определенный таким образом параметр поврежденности представ-
ляет собой чисто геометрическую характеристику текущего состояния повре-
жденности, однако его эволюция определяется, конечно же, и свойствами мате-
риала, и историей внешнего нагружения.

Вызванное внутренним распределением повреждений сокращение площади,
несущей растягиващую нагрузку, сразу же приводит к важнейшему представле-
нию об эффекте возрастания внутренних напряжений в теле с распределенными
поврежденностями. Действительно, наряду с напряжением

σ =
P

A
, (1.2)

очевидно следует рассмотреть эффективное напряжение

σ∗ =
P

A∗
, (1.3)

Нелинейная механика разрушения



4.3. Представление анизотропной поврежденности тензором поврежденности 423

которое в силу формулы (1.1) можно также представить в виде

σ∗ =
σ

1−D. (1.4)

Последняя формула выражает эффект повышения уровня напряжений в
поврежденном материале, поскольку 0 ≤ D ≤ 1.

Таким образом, мы можем представить себе вместо исходного образца дру-
гой, воображаемый неповрежденный образец, площадь поперечного сечения ко-
торого равна A∗ и который растягивается той же самой силой P (см. рис. 86).
Механическое состояние подобного образца полностью эквивалентно текущему
состоянию поврежденного образца, а изменение геометрии полностью описыва-
ется параметром поврежденности D.

P

P

P P

A
σ

A∗ = (1 − D)A

σ∗ =
σ

1 − D

Рис. 86. Поврежденный и эквивалентный неповрежденный образец

Изложенные выше понятия, несмотря на свою простоту, являются доста-
точными предпосылками для дальнейшего развития механики поврежденного
континуума. Ясно, однако, что понятия о геометрической мере поврежденности,
выражающей сокращение несущей способности поверхностных элементов внут-
ри деградирующего континуума, и об эффективных напряжениях нуждаются
в корректном обобщении на случай произвольного трехмерного состояния ани-
зотропной поврежденности. Такое обобщение было выполнено в работах [292],
[293], [294].
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То, что поврежденность чаще всего носит ярко выраженный анизотропный
характер, доказывают многочисленные эксперименты по измерению хрупкой
поврежденности, существующей в форме полей микротрещин различной ори-
ентации, коррозионной поврежденности в металлах, а также поврежденности
при ползучести.

В качестве примера рассмотрим двумерное распределение поврежденности
в концевой зоне коррозионной трещины в низколегированной стали 30G2 после
400 часов выдержки в водородсодержащей среде.205

Для оценки поврежденности в концевой зоне трещины брались пробы мик-
ротвердости по Кнупу (Knoop microhardness), численные значения H которой
обычно выражаются в условных единицах твердости.

Испытания микротвердости проводились (см. рис. 87) в трех направлениях
под углами −30◦, 0◦, +45◦ к линии трещины в пределах зоны с характерным
линейным размером 250µm от вершины коррозионной трещины, вне которой
микротвердость практически не отличается от таковой для неповрежденной
стали.
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Рис. 87. Концевая зона трещины и ориентации проб микротвердости

Результаты испытаний графически изображены на рис. 88. По горизонталь-
ной оси измеряется расстояние (в микрометрах), по вертикальной — в условных
единицах изменение ∆H = H−H0 микротвердости по отношению к микротвер-
дости неповрежденного материала H0, значение которой равно ста условным
единицам.206

Определяя ориентационную поврежденность ς как абсолютную величину
205Приводимые ниже экспериментальные данные получены в работе: Ботвина Л. Р., Тетюева Т. В., Иоффе

А. В. Стадийность множественного разрушения сталей в среде сероводорода// Металловедение и термиче-
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Рис. 88. Результаты испытаний микротвердости низколегированной стали 30G2 по трем на-
правлениям в концевой зоне коррозионной трещины после 400 часов выдержки в водород-
содержащей среде. Ориентациям −30◦, 0◦, +45◦ по отношению к линии трещины соответ-
ствуют данные, отмеченные крестиками, черными ромбиками и звездочками

относительного изменения микротвердости вдоль каждого из направлений, ис-
ходящего из вершины трещины, на характерном расстоянии, когда анизотро-
пия поврежденности ярче всего выражена, порядка одной десятой линейного
размера поврежденной концевой зоны (т.е. 25µm), для сплошности находим вы-
ражение

ς(n) = 1 +
H(n)−H0

H0
.

Согласно приведенным экспериментальным данным, ориентационное рас-
пределение сплошности ς = ς(n) можно представить в форме полярной диаг-
раммы, изображенной на рис. 89.

Ниже мы попытаемся с одной стороны дать строгое формальное обосно-
вание и уточнение основных положений трехмерной теории анизотропной по-

ская обработка металлов. 1998. №2. С. 14-22.
206По поводу измерения твердости и микротвердости тел, а также единицах измерения твердости см. По-

литехнический словарь. Гл. ред. А. Ю. Ишлинский. М.: Советская энциклопедия, 1989, с. 305, 518, 63, 81,
458.
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Рис. 89. Полярная диаграмма распределения сплошности по ориентациям в концевой зоне
коррозионной трещины. Горизонтальная ось, от которой отсчитывается полярный угол,
соответствует линии трещины. Величина сплошности вычисляется как полярный радиус
кусочно-постоянного распределения

врежденности, а с другой — ее дальнейшее развитие на основе нового подхода
к моделированию анизотропии, вызванной трехмерным распределением повре-
ждений. Отличительной чертой предлагаемого подхода к тензорному представ-
лению поврежденности также является и то, что, с одной стороны, возможность
строго определить и ясно интерпретировать тензорную меру поврежденности
(в этом плане предлагаемая схема является отчасти формализацией подхода
[294]), а с другой — явно вычислять тензор поврежденности по эксперименталь-
ным диаграммам ориентационного распределения поврежденности. На основе
развиваемой ниже теории появляется возможность ввести новую симметрич-
ную тензорную меру возрастания внутренних напряжений в анизотропно по-
врежденном теле, интерпретация собственных элементов которой согласуется
с геометрической и механической интерпретацией собственных элементов как
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тензора поврежденности, так и тензора напряжений Коши.
Аккуратное аналитическое описание поврежденного состояния представля-

ет собой довольно сложную проблему. Не вдаваясь здесь в детальное обсужде-
ние всего многообразия подходов к моделированию анизотропной поврежден-
ности, укажем только на монографию [269], где имеется достаточно полный
список работ, посвященных тензорным мерам поврежденности.

4.3.2. Эквивалентная конфигурация континуума с внутренним рас-
пределением повреждений

Как было указано выше, распределение микродефектов внутри континуума
приводит с феноменологической точки зрения к сокращению реальной несущей
способности поверхностных элементов континуума. В рамках математической
модели это сокращение, зависящее очевидно от ориентации элемента, может
быть описано, как это будет показано ниже, с помощью симметричного тензора
второго ранга, имеющего простой геометрический смысл. Мы, поэтому, следуя
[294], начнем с геометрического рассмотрения текущего состояния поврежден-
ного континуума.

Рассмотрим континуум с внутренним распределением повреждений в теку-
щем деформированном состоянии K. Обозначим через x положение в простран-
стве материальной точки континуума, которая до деформации занимала поло-
жение X в отсчетной (которую также будем считать неповрежденной) конфи-
гурации KR.

Отображение X→ x определяет деформацию континуума. Обозначим через
F градиент деформации:

F =
∂x

∂X
= (∇R ⊗ x)T. (2.1)

Если через Ik и ik обозначить локальные базисные векторы конвективной
системы координат в отсчетной и текущей конфигурациях соответственно, то
справедлива также формула

ik = FIk. (2.2)

Выберем произвольно объемный элемент dτR, локализованный в окрестно-
сти точки X отсчетной конфигурации, а через dτ обозначим его деформиро-
ванный образ, локализованный в окрестности точки x текущей конфигурации.
Вследствие трехмерного распределения микродефектов, несущая нагрузку пло-
щадь плоского элемента, выбранного произвольно внутри объемного элемента
dτ , будет меньше геометрической площади этого элемента. Поэтому, поврежден-
ный плоский элемент можно заменить на неповрежденный элемент с сокращен-
ными геометрическими размерами и считать оба элемента эквивалентными.
Если элементарный объем dτ разложить на множество плоских поврежденных
элементов, а затем заменить каждый поврежденный элемент ему эквивалент-
ным, то собрав уже неповрежденные элементы, получим эквивалентный непо-
врежденный объемный элемент.
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Искажение геометрии поврежденного элемента при описанной выше его
трансформации в эквивалентный неповрежденный элемент определяет тензор
второго ранга, который будем называть фиктивной дисторсией поврежденного
элемента и обозначать через G.

Если теперь каждый элемент континуума в его текущем поврежденном со-
стоянии заменить эквивалентным неповрежденным элементом, а затем осуще-
ствить сборку эквивалентных элементов в одно тело, то получим конфигура-
цию, которую, следуя [294], будем называть эквивалентной конфигурацией по-
врежденного континуума K∗.

Обозначим через x∗ положение в эквивалентной конфигурации материаль-
ной точки, которая в текущей поврежденной конфигурации занимала положе-
ние x, а через dτ ∗—деформированный в результате перехода в эквивалентное
неповрежденное состояние элемент объема dτ .

Отметим два важных для дальнейших рассуждений обстоятельства. Пре-
жде всего ясно, что введенная выше эквивалентная конфигурация не определе-
на однозначно, ибо сборка эквивалентных объемных элементов в единое тело
может быть произведена многими способами. Можно даже указать степень та-
кого произвола: положение эквивалентного элемента определяется с точностью
до вращения его как жесткого целого. И второе важное замечание. Посколь-
ку, вообще говоря, фиктивные дисторсии поврежденных объемных элементов
несовместны, то не существует непрерывного поля перемещений из текущей
конфигурации в эквивалентную и отображение x→ x∗ не является гладким.

Чтобы восстановить гладкость этого отображения, необходимо рассматри-
вать эквивалентную конфигурацию как трехмерное риманово многообразие [149],
метрика которого g∗αβ определяется фиктивной дисторсией G:

g∗αβ = i∗α · i∗β, (2.3)

где векторы i∗α (α = 1, 2, 3) являются образами базисных векторов iα (α =
1, 2, 3) при трансформации в эквивалентное состояние:

i∗α = Giα. (2.4)

Еще раз подчеркнем, что метрика g∗αβ, в отличие от метрики текущего по-
врежденного состояния gαβ, не является евклидовой, поэтому тензор Римана—
Кристоффеля (B. Riemann, E. B. Christoffel) не исчезает [182]:

R∗αβγδ 6= 0. (2.5)

4.3.3. Определение и координатное представление тензора поврежден-
ности второго ранга

Определенные выше понятия об эквивалентной конфигурации и фиктивной
дисторсии поврежденных элементов являются ключевыми для корректного по-
строения тензорной меры анизотропной поврежденности и ее последующей ме-
ханической интерпретации. Как сейчас будет показано, тензор поврежденности
может быть определен только через тензор фиктивной дисторсии G.
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Рассмотрим тензор фиктивной дисторсии G. Равенства (2.4) можно рассмат-
ривать как формальное определение тензора G и получить, как следствие, сле-
дующее выражение:

G = i∗α ⊗ iα. (3.1)

Чтобы вычислить изменение площади поврежденного плоского элемента
при его трансформации в эквивалентный неповрежденный элемент, рассмот-
рим внутри объема dτ произвольно ориентированный плоский элемент PQR
(см. рис. 90), который будем представлять с помощью вектора dA = ndA, где
n— единичный вектор нормали, dA—площадь элемента PQR.

P

R

Q

x

n

dA = ndA

i1

i 2

i 3

G

i 1
∗

i 2
∗

i 3
∗

P∗

R∗
Q∗

x∗

n∗

dA∗ = n∗dA∗

K

K∗

Рис. 90. Изменение площади поврежденного плоского элемента при его трансформации в
эквивалентный неповрежденный элемент

Эквивалентный неповрежденный элемент P ∗Q∗R∗ в свою очередь представ-
ляется вектором dA∗ = n∗dA∗.
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В соответствии с определением тензора G справедливы следующие соотно-
шения:

P ∗Q∗ = GPQ, P ∗R∗ = GPR. (3.2)

Далее, следуя [294] и используя последнюю формулу, с помощью теоремы
Нансона можно получить следующее уравнение, связывающее векторные эле-
менты площади dA и dA∗:

dA∗ =
1

2
P ∗Q∗ × P ∗R∗ =

1

2
(GPQ)× (GPR) = (detG)G−TdA. (3.3)

Определяя тензор D посредством соотношения [294]

I−D = (detG)G−T, (3.4)

где I — единичный тензор, уравнение (3.3) может быть представлено в форме

dA∗ = (I−D)dA. (3.5)

Последнее уравнение показывает, что тензор D полностью определяет ори-
ентацию и площадь эквивалентного неповрежденного элемента и в принципе
может быть принят в качестве тензорной меры поврежденности, как это бы-
ло сделано в работе [294]. Однако, как следует из определения (3.4), тензор
D, вообще говоря, несимметричен, что вызывает значительные трудности при
его интерпретации. Поэтому мы продолжим рассуждения, чтобы найти более
подходящую меру.

Как было отмечено выше, эквивалентное неповрежденное тело может быть
собрано в одно целое из эквивалентных элементарных объемов многими спо-
собами. Ясно также, что вращения эквивалентных элементов в процессе сбор-
ки следует исключить, что равносильно требованию симметричности тензора
фиктивной дисторсии G. Можно, однако, считать тензор G несимметричным и
учесть указанную инвариантность относительно вращений эквивалентных эле-
ментов следующим образом.

Умножим скалярно левую и правую части уравнения (3.3) сами на себя. В
результате получим соотношение

dA∗ · dA∗ = (detG)2(dA)2
∣∣G−Tn

∣∣2 , (3.6)

подставляя в которое следующее очевидное равенство∣∣G−Tn
∣∣2 = tr

[
G−1G−T(n⊗ n)

]
, (3.7)

получим

dA∗

dA
= (detG)

√
tr [G−1G−T(n⊗ n)]. (3.8)
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Последнее уравнение выражает сокращение эффективной, несущей нагруз-
ку площади в зависимости от ориентации плоского поврежденного элемента и
позволяет корректно ввести симметричный тензор поврежденности.

Введем в уравнение (3.8), пользуясь формулой (3.4), тензор D, в результате
получим следующее уравнение:

dA∗

dA
=
√

tr [(I−D)T(I−D)(n⊗ n)]. (3.9)

Определим тензор второго ранга D посредством следующего соотношения:

I−D =
√

(I−D)T(I−D). (3.10)

Подобное определение является корректным, поскольку под корнем нахо-
дится симметричный положительно определенный тензор.

В силу определения тензор D является симметричным и положительно опре-
деленным, поэтому его собственные значения D(α) удовлетворяют следующему
неравенству:

1−D(α) > 0 (α = 1, 2, 3). (3.11)

Покажем, что вращательная составляющая тензора I − D оказывается ис-
ключенной.

Рассмотрим полярное разложение Коши тензора I−D:

I−D = ΛΣ, (3.12)

где Λ — ортогональный тензор, Σ— симметричный положительно определен-
ный тензор. Подставляя это разложение в формулу (3.10), получим

I−D =
√

ΣΛTΛΣ = Σ. (3.13)

Следовательно, разложение (3.12) может быть также представлено в виде

I−D = Λ(I−D). (3.14)

Исключая вращательную часть, т. е. полагая

Λ = I,

получим равенство двух тензорных мер поврежденности

D = D. (3.15)

Тензор D в работе [294] был назван тензором поврежденности. Мы сохра-
ним это название, но за тензором D. В дальнейшем для сокращения записи
уравнений вместо обозначения D будем использовать более короткое — D.

Тензор поврежденности определяет сокращение несущей нагрузку площади
плоского элемента с нормалью n по формуле (см. уравнения (3.9), (3.10)):

dA∗

dA
=
√

tr [(I−D)2(n⊗ n)]. (3.16)
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Сравнивая выражения (3.8) и (3.16) для отношения площадей поврежден-
ного и эквивалентного элементов, можно получить следующее представление
тензора поврежденности через фиктивную дисторсию:

I−D =

√
G−1G−T

det(G−1G−T)
. (3.17)

Как следует из последнего уравнения, тензор (I − D)2 вполне аналогичен
тензорной мере деформации Фингера (J. Finger) [336].

Рассмотрим координатное представление тензора поврежденности. Для это-
го симметричный тензор, находящийся под корнем в уравнении (3.17), предста-
вим, пользуясь тождеством Гамильтона—Кэли [220], в следующем виде:

G−1G−T

det(G−1G−T)
= (GTG)2 − IGTGGTG + IIGTGI, (3.18)

где IGTG и IIGTG — главные инварианты тензора GTG.
В силу формулы (3.1) имеем

GTG = g∗αβi
α ⊗ iβ. (3.19)

Подстановка последнего выражения в (3.18) и подсчет инвариантов тензора
GTG приводят к следующей формуле для компонент тензора (I−D)2 относи-
тельно конвективной системы координат текущего поврежденного состояния:

(I−D)2
γλ = g∗γβg

∗
µλg

βµ − g∗γλg∗αβgαβ +
1

2

[
(g∗αβg

αβ)2 − g∗αβg∗µνgβµgαν
]
gγλ. (3.20)

Подставляя это выражение в уравнение (3.16), получим также

(dA∗)2

(dA)2 = g∗αβg
∗
µνg

βµnνnα − g∗αβg∗µνgαβnµnν+

+
1

2

[
(g∗αβg

αβ)2 − g∗αβg∗µνgβµgαν
]
.

(3.21)

Формулы (3.20), (3.21) показывают, что тензор поврежденности является
изометрическим инвариантом как текущей поврежденной, так и эквивалентной
неповрежденной конфигурации, т. е. не изменяется при любых трансформациях
указанных конфигураций, при которых метрики gαβ, g∗αβ остаются неизменны-
ми.

Таким образом, эквивалентная неповрежденная конфигурация определена
также с точностью до ее изометрической трансформации.

Заканчивая на этом исследование формальных свойств тензора поврежден-
ности, переходим к содержательной интерпретации собственных элементов тен-
зора поврежденности.
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4.3.4. Главные поврежденности и главные оси поврежденности. Гео-
метрическая и механическая интерпретация собственных эле-
ментов тензора поврежденности

Будучи симметричным тензором второго ранга, тензор поврежденности D
имеет три взаимно ортогональных главных направления (главные оси повре-
жденности) и три соответствующих собственных значения (главные поврежден-
ности).

Векторы ортонормированного базиса из собственных векторов тензора D
будем обозначать через d(α), а собственные значения, как указывалось выше, —
через D(α).

Для содержательной интерпретации тензор поврежденности удобно предста-
вить в форме спектрального разложения

D =

3∑
α=1

D(α)d(α) ⊗ d(α). (4.1)

Рассмотрим произвольно ориентированный поврежденный плоский элемент
PQR, опирающийся на главные оси поврежденности в точке O текущей конфи-
гурации K, так что образуется тетраэдр OPQR (см. рис. 91).

Эквивалентный неповрежденный тетраэдр O∗P ∗Q∗R∗ получается в резуль-
тате преобразования тетраэдра OPQR линейным оператором

√
GTG.

В силу уравнений (3.5), (3.15) векторные элементы dA и dA∗ связаны сле-
дующим соотношением:

dA∗ = (I−D)dA, (4.2)

подставляя в которое спектральное разложение (4.1), получим

dA∗ =

3∑
α=1

(1−D(α))dA(α)d(α), (4.3)

где dA(α) = dA · d(α) есть площади граней тетраэдра OPQR, расположенных в
главных плоскостях поврежденности.

Умножая обе части уравнения (4.3) скалярно на вектор d(β), получим

dA∗(β) = (1−D(β))dA(β), (4.4)

(по β не суммировать β = 1, 2, 3)

где dA∗(α) = dA∗ · d(α) есть площади граней эквивалентного неповрежденного
тетраэдра O∗P ∗Q∗R∗, расположенных в главных плоскостях поврежденности.

Последнее уравнение позволяет дать механическую интерпретацию собствен-
ных значений тензора поврежденности: главные поврежденности выражают со-
кращение несущей нагрузку площади элементов, нормальных главным осям
поврежденности, так как это определяется простыми формулами (4.4).
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Рис. 91. Трансформация поврежденного объемного элемента, опирающегося на главные оси
поврежденности, в эквивалентное неповрежденное состояние

Формула (4.4) в простейшей форме выражает количественно эффект сокра-
щения эффективной площади элементов континуума с внутренним распределе-
нием повреждений.

Возможна также и другая интерпретация главных поврежденностей через
сокращение линейных размеров тетраэдра OPQR при его трансформации в
эквивалентный неповрежденный тетраэдр O∗P ∗Q∗R∗.

Действительно, поскольку тензоры I − D и GTG соосны, то справедливы
соотношения √

GTGd(α) = LD(α)d(α), (4.5)

(по α не суммировать α = 1, 2, 3)

где LD(α) есть фиктивные удлинения (сокращения) главных осей поврежденности
при переходе в эквивалентное неповрежденное состояние.

Воспользовавшись уравнениями (3.17), (4.5), находим соотношения, связы-
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вающие главные поврежденности с главными фиктивными удлинениями:

1−D(α) =
LD(1)L

D
(2)L

D
(3)

LD(α)
. (4.6)

Разрешив последние уравнения относительно LD(α), находим также

LD(1) =

√
(1−D(2))(1−D(3))

(1−D(1))
,

LD(2) =

√
(1−D(1))(1−D(3))

(1−D(2))
,

LD(3) =

√
(1−D(1))(1−D(2))

(1−D(3))
.

(4.7)

Таким образом, главные поврежденности D(α) определяют удлинения (со-
кращения) главных осей поврежденности при переходе в эквивалентное состоя-
ние K∗ в соответствии с формулами (4.7) и позволяют вычислить приведенные
длины поврежденности. При этом, очевидно, что при переходе в эквивалент-
ное состояние объем элемента может изменяеться, т.е. поврежденность может
иметь ненулевую объемную меру.

4.3.5. Экстремальные свойства главных поврежденностей. Вычисле-
ние тензора поврежденности по экспериментальным диаграм-
мам

Главные поврежденностиD(α) обладают важным экстремальным свойством,
которое может также служить их определением. Кроме того, тензор поврежден-
ности и главные поврежденности могут быть вычислены как результат усред-
нения ориентационного распределения поврежденности, что дает возможность
прямого вычисления тензорной меры поврежденности, исходя из полученных
экспериментально диаграмм распеределения поврежденности по ориентациям.

Формула (3.16), переписанная в главных осях поврежденности, имеет вид

(dA∗)2

(dA)2 = (1−D(1))
2n2

(1) + (1−D(2))
2n2

(2) + (1−D(3))
2n2

(3). (5.1)

Занумеровав главные поврежденности в порядке их убывания

D(1) ≥ D(2) ≥ D(3)

и подставляя равенство
n2

(1) = 1− n2
(2) − n2

(3)
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в формулу (5.1), после преобразований получим

(dA∗)2

(dA)2 = (1−D(1))
2 +

[
(1−D(2))

2 − (1−D(1))
2]n2

(2)+

+
[
(1−D(3))

2 − (1−D(1))
2]n2

(3) ≥ (1−D(1))
2.

(5.2)

Аналогично может быть получена оценка сверху для отношения площадей
поврежденного и неповрежденного плоских элементов:

(dA∗)2

(dA)2 = (1−D(3))
2 −

[
(1−D(3))

2 − (1−D(2))
2]n2

(2)−

−
[
(1−D(3))

2 − (1−D(1))
2]n2

(1) ≤ (1−D(3))
2.

(5.3)

Объединяя оценки (5.2) и (5.3), получим следующую двустороннюю оценку:

1−D(1) ≤
dA∗

dA
≤ 1−D(3), (5.4)

которая показывает, что наибольшее и наименьшее сокращение несущей нагруз-
ку площади происходит в первом и третьем главных направлениях поврежден-
ности.

Экстремальные значения относительного сокращения эффективной площа-
ди равны D(1) и D(3), как это следует из оценки

D(3) ≤
dA− dA∗

dA
≤ D(1). (5.5)

Таким образом, главные поврежденности устанавливают границы относи-
тельного уменьшения эффективной площади плоских элементов в континууме
с внутренним распределением повреждений.

Обратимся теперь к исходному определению тензора поврежденности (3.16).
Уравнение (3.16) может быть разрешено относительно тензора поврежден-

ности в виде [100], [138], [141]:

I−D =

√
3

8π

∫∫
S

ς2(n) [5n⊗ n− I] dS, (5.6)

где интегрирование производится по сфере единичных направлений S и введено
обозначение

ς(n) =
dA∗(n)

dA(n)
.

Таким образом, тензор поврежденности второго ранга может быть вычис-
лен, исходя из известного (в том числе, определенного экспериментально) ло-
кального распределения поврежденности в зависимости от направления ς =
ς(n).
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Формула (5.6) в главных осях поврежденности приобретает следующий вид:

D(α) = 1−

√
3

8π

∫∫
S

ς2(n)
[
5n2

(α) − 1
]
dS (5.8)

и может быть использована для прямого подсчета главных поврежденностей.
Наиболее типичны получаемые экспериментально кусочно-постоянные на

сфере единичных направлений диаграммы поврежденности. Если обозначить
через ςi значение сплошности для участка сферы малой площади δAi, в преде-
лах которого поврежденность можно считать постоянной, то тензор поврежден-
ности вычисляется по формуле

I−D =

√
3

8π

∑
l

ς2
l [5nl ⊗ nl − I] δAl, (5.9)

которая связывает теоретическую модель с экспериментальным измерением по-
врежденности.

4.3.6. Возрастание напряжений в континууме с внутренним распре-
делением повреждений. Тензор эффективных напряжений

Как было отмечено, вследствие сокращения эффективной площади элемен-
тов поврежденного континуума, уровень напряжений в поврежденном контину-
уме должен возрастать. Для моделирования этого эффекта обычно вводится со-
ответствующий тензор, который затем используется также при формулировке
определяющих уравнений поврежденного континуума, заменяя тензор истин-
ных напряжений Коши.

Прежде всего определим вектор эффективных напряжений t∗, полагая, что
поверхностные усилия, действующие на поврежденный плоский элемент и эк-
вивалентный неповрежденный элемент с сокращенными геометрическими раз-
мерами, равны:

tdA = t∗dA∗. (6.1)

Пользуясь формулой (3.16), последнее уравнение можно также представить
в форме

t∗ =
t√

tr [(I−D)2(n⊗ n)]
. (6.2)

Ясно, что вектор эффективного поверхностного усилия t∗ имеет то же на-
правление, что и вектор истинного поверхностного усилия t, превосходя его по
абсолютной величине.

Вводя в уравнение (6.1) тензор напряжений Коши T и используя формулу
(4.2), получим

t∗ = T
dA

dA∗
= T(I−D)−1dA

∗

dA∗
= T∗n∗, (6.3)
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где тензор T∗ определен следующим равенством

T∗ = T(I−D)−1. (6.4)

Мы будем называть тензор T∗ тензором эффективных напряжений.
Как следует из определения, тензор T∗, вообще говоря, не является симмет-

ричным, поэтому система эффективных поверхностных усилий, действующих
на эквивалентный неповрежденный объемный элемент dτ ∗, не будет самоурав-
новешенной.

Так как поверхностные усилия, действующие на элемент dτ , самоуравнове-
шены, то

tdA + t1dA1 + t2dA2 + t3dA3 = 0, (6.5)

где t, t1, t2, t3 —поверхностные усилия, действующие на грани тетраэдраOPQR,
образованного плоским элементом PQR, опирающимся на векторы iα конвек-
тивного базиса (см. рис. 92).

В силу уравнения (6.1) из уравнения равновесия (6.5) следует также

t∗dA∗ + t∗1dA∗1 + t∗2dA∗2 + t∗3dA∗3 = 0, (6.6)

т. е. главный вектор эффективных поверхностных усилий, действующих на гра-
ни эквивалентного неповрежденного тетраэдра, равен нулю. Поэтому эквива-
лентный объемный элемент будет находиться только под действием неуравно-
вешенной пары сил.

Последнее обстоятельство чрезвычайно затрудняет использование тензора
T∗ для представления напряжений в поврежденном континууме, поэтому мы
сначала обсудим условия симметрии тензора.

Так как тензор напряжений Коши симметричен, то из уравнения (6.4) сле-
дует

T∗T = (I−D)−1T∗(I−D). (6.7)

Полученное уравнение позволяет сформулировать условие симметрии

T∗ = T∗T (6.8)

в виде

T∗D = DT∗ (6.9)

или также в виде

TD = DT. (6.10)

Таким образом, тензор T∗ симметричен тогда и только тогда, когда тензор
поврежденности перестановочен с тензором напряжений Коши. Перестановка
двух симметричных тензоров второго ранга возможна в свою очередь тогда и
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tdA = TndA
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Рис. 92. Равновесие поврежденного и эквивалентного неповрежденного элемента

только тогда, когда эти тензоры соосны (точнее имеют по крайней мере одну
общую тройку главных направлений).

Если тензоры T и D соосны, то тензор T∗ также им соосен, так что в главных
осях поврежденности имеем следующее равенство (см. уравнение (6.4)):

T ∗(α) =
T(α)

1−D(α)
. (6.11)

(по α не суммировать α = 1, 2, 3)
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Полученная формула в простейшей, согласующейся с геометрическим смыс-
лом тензора поврежденности форме, описывает эффект возрастания напряже-
ний в континууме с внутренним распределением повреждений.

Становится также ясно, что тензор T∗ необходимо симметризовать таким
образом, чтобы выполнялось соотношение, аналогичное (6.11). Необходимость
симметризации тензора эффективных напряжений была осознана давно и были
предложены различные схемы симметризации (см., например, [328], [292], [208],
[191], [281], [337]).

4.4. Связанные (пластичность–поврежденность) уравнения
теории пластичности и методы связанного анализа

В этом разделе книги рассматриваются трехмерные уравнения равновесия
упругопластической среды с рассеянными повреждениями при условии пла-
стичности Треска и ассоциированным с ним законом течения. Напряженное
состояние может соответствовать как грани, так и ребру поверхности текуче-
сти. Распределение повреждений в среде представляется с помощью тензора
поврежденности второго ранга (см. раздел 4.3), главные оси которого предпо-
лагаются коориентированными главным осям напряжений.

Получена замкнутая система статических и кинематических уравнений тео-
рии связанной пластичности и поврежденности. В качестве уравнений кине-
матики пластического течения приняты уравнения совместности (сплошности)
приращений малых деформаций. Выведены статические и кинематические со-
отношения связанной задачи вдоль траекторий главных напряжений, которые
представлены в приращениях, взятых при изменении положения вдоль траек-
торий главных напряжений, что исключительно удобно при численной реали-
зации предлагаемой схемы.

При условии расслоенности поля собственных векторов тензора напряже-
ний, отвечающих наибольшему (или наименьшему) главному напряжению, най-
дены такие канонические криволинейные координаты, при преобразовании к
которым уравнения равновесия, сформулированные для ребра поверхности те-
кучести, приводятся к трем уравнениям, допускающим при некоторых ограни-
чениях точные интегралы. Найдены инварианты, сохраняющие свои значения
при продвижении вдоль линий главных напряжений в среде с повреждениями.
Построены канонические координаты плоской задачи и найдены инвариантные
отношения, устанавливающие баланс главных напряжений, повреждений и кри-
визн линий главных напряжений.

Получены соотношения для скоростей пластических деформаций вдоль ли-
ний главных напряжений в среде с повреждениями.

Основные уравнения теории пластичности представляются сначала в тра-
диционной тензорной записи в декартовой системе координат. Затем они пе-
реформулируются в инвариантную безындексную запись. В части, касающейся
вывода условий совместности приращений малых деформаций в изостатической
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криволинейной сетке, все соотношения приводятся в физических компонентах
по отношению к локальному базису, связанному с линиями главных напряже-
ний. При этом мы сочли необходимым отойти от соглашения, согласно которому
индексы у физических компонент тензора должны заключаться в треугольные
скобки, чтобы упростить запись довольно сложных тензорных уравнений.

Представление условий совместности приращений малых деформаций в кри-
волинейной сетке линий главных напряжений представляет собой довольно
трудную задачу ввиду большого количества труднообозримых соотношений.
Однако если пренебречь упругими деформациями, то, согласно ассоциирован-
ному закону течения, тензор приращения полных деформаций оказывается со-
осным тензору напряжений, что существенно упрощает дело. Тем не менее и в
этом случае приходится отказываться от важного преимущества идеально пла-
стического течения— его несжимаемости — с тем, чтобы учесть влияние поля
повреждений на него, которое может проявляться прежде всего в возможной
сжимаемости пластического течения. Влияние поля микродефектов на кинема-
тику пластического течения может быть учтено и в форме несовместности де-
формаций, и в наиболее общей форме — в рамках неклассической кинематики.
Рассеянное поле микродефектов настолько искажает картину деформирования,
что часто требует отхода от классической евклидовой схемы (в частности, по-
является дополнительная тензорная мера деформации третьего ранга в форме
тензора кручения) и оперирования с несовместным полем деформаций (см., на-
пример, [72], [73], [39], [112]). Ясно, что несовместность поля деформаций из-за
присутствия рассеянного поля микродефектов проявляется как неоднородность
(в форме тензора четвертого ранга) в уравнениях совместности (точнее, несов-
местности) деформаций. Подробное изложение этого круга вопросов заинтере-
сованный читатель может найти в книге [112].

Специально исследуется важная проблема учета влияния упругой деформа-
ции на кинематику пластического течения в среде с повреждениями.

Общие соотношения теории идеальной пластичности при условии пластич-
ности Треска анализировались в цикле оригинальных работ [46], [47], [48] и
достаточно хорошо изучены.207 Однако связанная постановка задачи, когда
пластическое течение искажается полем повреждений и одновременно повре-
ждения возрастают в процессе накопления пластических деформаций, вообще
не подвергалась анализу с точки зрения общих свойств уравнений, возможных
постановок задач и возможных подходов к интегрированию более сложных,
по сравнению с традиционными уравнениями теории пластичности, связанных
уравнений.

Изложение этого раздела будет в основном следовать работам [141], [142],
[143].

207Две первые из указанных работ воспроизводятся в книге [50], с. 5-19.
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4.4.1. Основные уравнения модели упругопластического тела с усло-
вием пластичности Треска

Уравнения пространственной задачи теории идеальной пластичности впер-
вые были получены Леви (M. Levy, 1870 г.) [80], который принял в качестве
условия текучести уравнение грани призмы Треска и присоединил в качестве
определяющего уравнение, выражающее пропорциональность девиатора тензо-
ра напряжений и тензора скорости деформации.

Пространственная задача в общем случае при условии пластичности Мизеса
и ассоциированным с ним законом течения является статически неопределимой,
и, кроме того, уравнения пространственной задачи не гиперболичны. Все это не
оставляет шансов обобщить методы интегрирования (см. [172], [125], [158], [27]),
развитые ранее для плоской задачи, соотношения которой формально статиче-
ски определимы и гиперболичны, что в конце концов и позволяет построить
теорию полей скольжения и ввести представление о системе скольжения как
механизме пластического течения, согласующееся с многочисленными экспери-
ментальными данными по геометрии пластического течения металлов. Принци-
пиально иная ситуация наблюдается в пространственной задаче при использо-
вании критерия текучести Треска. Здесь уравнения пластического равновесия
в ряде важных случаев становятся гиперболическими [46].

Исследованию уравнений осесимметричной и пространственной задачи тео-
рии пластичности посвящены работы [32], [170], [53], [54], [334], [335], [212], [219].

Распространение математического аппарата гиперболических уравнений, опи-
сывающего плоское течение идеально пластического материала на общий трех-
мерный случай явилось предметом целого ряда исследований.

В 1909 г. Хаар и Карман (A. Haar, Th. von Karman) выдвинули условие
полной пластичности [170], которое по существу устанавливает соответствие
напряженного состояния ребру призмы Треска, и оказалось, что соотношения
пространственной задачи теории идеальной пластичности при условии полной
пластичности являются статически определимыми.

В 1944 г. А. Ю. Ишлинский [53] исследовал осесимметричную задачу тео-
рии пластичности, предполагая выполнение условия полной пластичности Ха-
ара—Кармана, доказав, статическую определимость и гиперболичность основ-
ных уравнений. С помощью численного метода в этой же работе было получено
решение задачи о вдавливании твердого шарика в идеально пластическую сре-
ду.

Соотношения пространственной задачи теории пластичности, когда, анало-
гично условию полной пластичности Хаара—Кармана, имеется два соотноше-
ния между главными напряжениями, были предложены и проанализированы
А. Ю. Ишлинским [54], который также использовал обобщенный закон пласти-
ческого течения, не предполагающий столь жесткие ограничения на скорости
пластических деформаций, устанавливаемые традиционным требованием про-
порциональности тензора скорости пластических деформаций и девиатора тен-
зора напряжений.
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Результаты А. Ю. Ишлинского предвосхитили более поздние исследования
Д. Д. Ивлева [46], [47], в которых было показано фундаментальное значение
условия полной пластичности Хаара—Кармана для всей теории пластичности
и развит соответствующий вариант теории пластичности: сингулярное условие
текучести (в частности, ребро призмы Треска) и обобщенный ассоциированный
закон пластического течения. Было установлено, что при условии полной пла-
стичности (т.е. когда напряженное состояние соответствует ребру призмы Трес-
ка) уравнения пространственной задачи теории идеальной пластичности явля-
ются статически определимыми и принадлежат к гиперболическому типу, нор-
мали к характеристическим поверхностям совпадают с нормалями к площад-
кам максимальных касательных напряжений (площадкам скольжения). Было
доказано, что именно состояние полной пластичности и только оно позволяет
сформулировать общую теорию идеальной пластичности с единым математи-
ческим аппаратом статически определимых уравнений гиперболического типа,
соответствующим сдвиговой природе идеально пластического деформирования.

Ассоциированный закон течения для ребра призмы Треска не фиксирует на-
правление вектора, представляющего тензор приращения пластической дефор-
мации [65]. Поэтому появляется дополнительная функция— угол, определяю-
щий положение вектора приращения пластической деформации между норма-
лями к граням призмы,— которой можно воспользоваться для построения со-
гласованного поля скоростей. Именно поэтому на ребре призмы Треска часто
можно отыскать решения прикладных задач о течении пластических тел.

Необходимо также отметить то обстоятельство, что решения уравнений ста-
тики, полученные в известных работах [32], [53], соответствуют именно ребру
призмы Треска.

Принципиально важным также является тот факт, что соотношения про-
странственной и осесимметричной задачи вдоль характеристик являются неин-
тегрируемыми в отличие от случая плоской пластической деформации. Конеч-
ные соотношения можно получить, как будет показано ниже, только вдоль ли-
ний главных напряжений. Поэтому отличительной чертой предлагаемого под-
хода является то, что уравнения пространственной задачи исследуются не ме-
тодом характеристик, а с помощью канонических преобразований, естественно
определяемых с помощью сетки линий главных напряжений. Последователь-
ное проведение такого подхода подразумевает представление всех уравнений в
криволинейной сетке линий главных напряжений (изостат). Ясно, что изостаты
исключительно удобны при анализе статических уравнений и записи соотноше-
ний ассоциированного кусочно-линейному условию пластичности закона тече-
ния, поскольку в главных осях напряжений вообще удается получить так назы-
ваемые полные соотношения в главных приращениях девиаторов напряжений
и деформаций, но переформулировка уравнений кинематики в изостатические
координаты сопряжена со значительными трудностями.

Связанная постановка задачи, когда пластическое течение искажается по-
лем повреждений и одновременно повреждения возрастают в процессе накопле-
ния пластических деформаций, вообще не подвергалась анализу с точки зрения
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общих свойств уравнений, возможных постановок задач и возможных подходов
к интегрированию более сложных, по сравнению с традиционными уравнения-
ми теории пластичности, связанных уравнений.

Несколько слов необходимо сказать о выборе представления анизотропной
поврежденности. Мы использовали модель, предложенную в [100] (см. также
раздел 4.3), и ограничились тензором эффективных напряжений построенным
как произведение тензора напряжений Коши и соосного ему обратного тензора
сплошности. Это условие соосности, как было установлено в [100], действитель-
но выполняется только если в процессе нагружения влиянием упругой деформа-
ции на состояние поврежденности можно пренебречь. Заметим, что достаточно
полное изложение современной механики поврежденности может быть найдено
в книге [269].

Формулировки связанных уравнений теории пластичности и поврежденно-
сти могут быть получены на основе микромеханического подхода.

В. Н. Кукуджановым в работе [71] предложена микромеханическая модель
упруговязкопластической среды с поврежденностью и дано ее приложение к
исследованию процессов локализации пластических деформаций. Согласно кон-
цепции В. Н. Кукуджанова, пластическое течение и разрушение есть единый
процесс, вызванный движением дислокаций, а на более поздней стадии — за-
рождением и развитием микродефектов (микропор различной геометрии). Мо-
дель может учитывать форму микропор: эллипсоидальную или сферическую.
В случае эллипсоидальных микропор поврежденность тела представляется с
помощью тензора поврежденности второго ранга. В этой же работе предложе-
но условие пластичности пористого материала с кинематическим упрочнением,
сформулирован соответствующий ассоциированный закон течения и получена
определяющая зависимость для пористости.

Еще раз следует подчеркнуть, что все основные соотношения связанной за-
дачи будут представлены в приращениях, взятых при изменении положения
вдоль траекторий главных напряжений, что исключительно удобно при числен-
ной реализации предлагаемой схемы.

Рассмотрим, следуя [46], уравнения равновесия для тела, подчиняющегося
условию пластичности Треска. Предположим, что реализуется напряженное со-
стояние, соответствующее ребру призмы Треска. Обозначим через σij тензор на-
пряжений; li, mi, ni— ортонормированный базис из собственных векторов тен-
зора напряжений; σ1, σ2, σ3 — соответствующие собственные значения (главные
напряжения).

Спектральное разложение тензора напряжений имеет следующий вид:

σij = σ1lilj + σ2mimj + σ3ninj . (1.1)

В пространстве главных напряжений условие текучести Треска для тела без
повреждений представляется правильной шестигранной призмой с ребрами

σ1 ± 2k = σ2 = σ3,

σ1 = σ2 ± 2k = σ3,
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σ1 = σ2 = σ3 ± 2k,

где k— предел текучести при чистом сдвиге.
Для данного напряженного состояния, соответствующего ребру призмы Трес-

ка, всегда можно перенумеровать главные оси тензора напряжений так, чтобы
выполнялось равенство

σ1 = σ2 = σ3 ± 2k.

Последнее условие означает, что главное напряжение σ3 является либо наи-
меньшим, либо наибольшим главным нормальным напряжением.

Поскольку базис li, mi, ni предполагается ортонормированным, то

δij = lilj +mimj + ninj. (1.2)

Учитывая уравнения (1.1) и (1.2), а также уравнение ребра призмы σ1 =
σ2 = σ3 ± 2k, получим

σij = (σ3 ± 2k)δij ∓ 2kninj . (1.3)

Таким образом, напряжения в неповрежденном жесткопластическом теле
определяются скалярным полем σ3 и единичным векторным полем ni.

Традиционное уравнение равновесия

∂σij
∂xj

= 0

после подстановки в него разложения (1.3) может быть представлено в следую-
щей инвариантной форме

gradσ3 ∓ 2kdiv(n⊗ n) = 0. (1.4)

Следовательно, задача о равновесии жесткопластического тела для ребра
призмы Треска статически определима (поскольку имеется ровно три уравне-
ния для определения трех неизвестных: собственного значения σ3 и, например,
двух углов, задающих ориентацию единичного вектора ni), если граничные
условия заданы в напряжениях. Уравнения равновесия могут быть рассмот-
рены независимо от кинематических уравнений.

Вводя обозначение
Σ =

σ3

∓2k
,

уравнение (1.4) приведем к виду:

gradΣ + div(n⊗ n) = 0. (1.5)

В декартовых координатах уравнение (1.5) эквивалентно системе уравнений:

∂Σ

∂xi
+ nk

∂ni
∂xk

+ ni
∂nk
∂xk

= 0 (i, k = 1, 2, 3). (1.6)
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Система уравнений (1.6) принадлежит к гиперболическому типу, так как
в каждой точке существует три характеристических направления (нормали к
характеристическим поверхностям).

Если обозначить через n(1), n(2), n(3) единичные нормали к характеристиче-
ским поверхностям в данной точке, то

n(1) · n =
1√
2
, n(2) · n = − 1√

2
, n(3) · n = 0. (1.7)

Заметим, что характеристиками являются не только поверхности скольже-
ния, но и поверхности, составленные из интегральных линий векторного поля
n.

Отметим также еще одну инвариантную форму уравнения (1.5):

∇Σ + (n ·∇)n + n(∇ · n) = 0. (1.8)

Для единичного векторного поля справедлива формула

(n ·∇)n = −n× rot n,

с помощью которой векторное уравнение (1.8) может быть также представлено
в виде

∇Σ− n× rot n + n(∇ · n) = 0.

В дальнейшем мы будем использовать также следующее равенство:

((n ·∇)n) · rot n = 0.

Любопытно отметить, что уравнения статики плоской пластической дефор-
мации (см., например, [158])

∂p

∂x1
− 2k

(
sin 2θ

∂θ

∂x1
− cos 2θ

∂θ

∂x2

)
= 0,

∂p

∂x2
+ 2k

(
cos 2θ

∂θ

∂x1
+ sin 2θ

∂θ

∂x2

)
= 0,

(1.9)

где p = 1/2(σ1 +σ2), θ— угол наклона главного направления, соответствующего
наибольшему собственному значению σ1 к оси x1, по форме являются двумер-
ным аналогом уравнений (1.6).

Действительно, вводя обозначения Σ = p/(2k) и определяя единичное плос-
кое векторное поле n с помощью соотношений

n1 = cos θ, n2 = sin θ,

систему (1.9) можно представить в форме (1.6).
В дальнейшем особую роль будут играть расслоенные векторные поля n.

Векторное поле, определенное в некоторой области пространства, называется
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расслоенным, если существует семейство поверхностей, заполняющих эту об-
ласть, такое, что векторное поле единичных нормалей к поверхностям семей-
ства совпадает с полем n.

Для того, чтобы векторное поле n было расслоенным в некоторой области
пространства, необходимо и достаточно, чтобы всюду в этой области выполня-
лось следующее соотношение:

n · rot n = 0. (1.10)

Здесь мы опускаем детали вывода этого далеко не очевидного условия.
Слои векторного поля n составляются из векторных линий поля rot n следу-

ющим образом: сначала выбирается поверхность, так чтобы векторы n касались
ее в каждой точке, затем на этой поверхности строится семейство траекторий,
ортогональных векторам n, и из каждой точки ортогональной траектории вы-
пускаются векторные линии поля rot n, образуя слой векторного поля n.

Для единичного векторного поля n введем углы ϑ, ψ, определяющие его
ориентацию в пространстве:

n = sinψ sin ϑi − cosψ sin ϑj + cosϑk. (1.11)

Тогда условие расслоенности поля напряжений, следующее из (1.10), можно
получить в виде:

cosψ
∂ϑ

∂x1
+ sinψ

∂ϑ

∂x2
− 1

2
sin 2ϑ sin ψ

∂ψ

∂x1
+

+
1

2
sin 2ϑ cosψ

∂ψ

∂x2
+ sin2 ϑ

∂ψ

∂x3
= 0.

(1.12)

Заметим, что любое плоское и осесимметричное векторное поле является
расслоенным.

Таким образом, для напряженного состояния, соответствующего ребру приз-
мы Треска, которое, кроме того, является расслоенным в некоторой области
пространства, поле собственных векторов тензора напряжений с наибольшим
(или наименьшим) собственным значением n должно удовлетворять уравнени-
ям:

rotdiv(n⊗ n) = 0, n · rot n = 0, n · n = 1. (1.13)

Векторное уравнение (1.5) имеет инвариантную форму, исключительно удоб-
ную для преобразования к криволинейным координатам. Преобразуем его к
криволинейным координатам ξ1, ξ2, ξ3. Ковариантные компоненты векторного
поля div(n⊗ n) определяются как следует ниже (см., например, [159]):

(div(n⊗ n))l =
1
√
g
gkl

∂

∂ξm
(√

gnknm
)

+ nrns[rs, l], (1.14)

где gkl—компоненты метрического тензора, g = detgij, [rs, l] = Γrs,l— символы
Кристоффеля первого рода, через nm обозначены контравариантные компонен-
ты единичного векторного поля n.
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Используя формулу (1.14), представим уравнение (1.5) в ковариантной фор-
ме:

∂Σ

∂ξl
+

1
√
g
gkl

∂

∂ξm
(√

gnknm
)

+ nrns[rs, l] = 0. (1.15)

Ниже мы воспользуемся последним уравнением для преобразования уравне-
ний пластического равновесия к специальным образом подобранным криволи-
нейным координатам.

Для грани призмы Треска, задаваемой уравнением σ1 − σ2 = 2k, тензор
напряжений имеет вид

σij = σ2δij − (σ2 − σ3)ninj + 2klilj . (1.16)

Поэтому уравнения равновесия получаются в виде (ср. (1.5))

gradΣ2 + div(l⊗ l) + (Σ3 − Σ2)div(n⊗ n)+

+ [n · grad(Σ3 − Σ2)] n = 0,
(1.17)

где Σ2 = σ2/(2k), Σ3 = σ3/(2k).
Аналогом векторного уравнения (1.8) будет выступать уравнение

∇Σ2 + (l ·∇)l + l(∇ · l) + (Σ3 − Σ2) [(n ·∇)n + n(∇ · n)]+

+n
∂

∂n
(Σ3 − Σ2) = 0.

(1.18)

Векторное уравнение (1.8) представим также в форме проекций на характер-
ные ориентации, связанные с полем напряжений: проектируя на направление
n, находим

∂Σ

∂n
+∇ · n = 0; (1.19)

проектируя на любое ортогональное вектору n направление (задаваемое ортом
τ ), получим

∂Σ

∂τ
+ τ · [(n ·∇)n] = 0. (1.20)

Проектируя векторное уравнение (1.18) на главные оси тензора напряжений,
находим:

направление n:

∂Σ3

∂n
+ n · [(l ·∇)l] + (Σ3 − Σ2)(∇ · n) = 0; (1.21)

направление l:

∂Σ2

∂l
+ (∇ · l) + (Σ3 − Σ2) {l · [(n ·∇)n]} = 0; (1.22)

направление m:

∂Σ2

∂m
+ m · [(l ·∇)l] + (Σ3 − Σ2) {m · [(n ·∇)n]} = 0. (1.23)
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Обратимся теперь к соотношениям, связывающим приращения напряжений
и деформаций. Известно, что одним из важнейших преимуществ кусочно-линей-
ных условий пластичности (к которым относится и условие пластичности Трес-
ка) является возможность для напряженных состояний, соответствующих гра-
ни поверхности текучести, выразить главные значения тензора приращения пла-
стических деформаций dεPj через ”полные” приращения dej = deEj + dεPj . Здесь
deEj —приращение главного значения девиатора тензора упругих деформаций
eEis. Ясно, что принципиально иная ситуация наблюдается в случае, когда напря-
женное состояние соответствует ребру: приращение пластической деформации
здесь принципиально определить нельзя ни по величине, ни по направлению.

В дальнейшем мы будем часто оперировать с величинами dσj, dεj , dεEj , dεPj . Не следует
забывать об их точном определении.

Так, dσj есть приращение главного напряжения σj, вообще говоря, отличное от глав-
ного приращения тензора напряжений, т.е. собственного значения тензора σ. То же самое
относится и к величине dsj .

Величина dεPj есть главное значение тензора приращения пластических деформаций;
dεEj —приращение главного значения тензора упругих деформаций εEis.

Значение dεj, вообще говоря, не является приращением главных полных деформаций, а
используются лишь для обозначения суммы

dεj = dεEj + dεPj .

Тем не менее мы будем иногда говорить о величинах dεj как о главных приращениях
”полных” деформаций. Именно в этом смысле величины dεj входят в запись уравнений сов-
местности полных деформаций, рассматриваемых ниже.

Искомые соотношения (как для граней, так и для ребер призмы Треска) без
труда выводятся с помощью разложения приращения пластической деформа-
ции на три части

dεPij = dε
P (1)
ij + dε

P (2)
ij + dε

P (3)
ij , (1.24)

каждая из которых соответствует одной из трех функций текучести

f (1)(σ1, σ2, σ3) = |σ1 − σ2| − 2k,

f (2)(σ1, σ2, σ3) = |σ2 − σ3| − 2k,

f (3)(σ1, σ2, σ3) = |σ3 − σ1| − 2k,

(1.25)

составляющих условие пластичности Треска, и ассоциированного закона тече-
ния


dε

P (α)
ij = 0, f (α) < 0 или f (α) = 0 и

∂f (α)

∂σij
dσij < 0,

dε
P (α)
ij =

∂f (α)

∂σij
dλ(α), f (α) = 0 и

∂f (α)

∂σij
dσij = 0, dλ(α) > 0.

(1.26)

Ясно также, что достаточно получить только три соотношения, связываю-
щих приращения главных напряжений dσj и главные приращения ”полных” де-
формаций dεj , поскольку ассоциированный закон течения устанавливает лишь
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соосность тензора приращения пластических деформаций и тензора напряже-
ний и не дает никаких дополнительных соотношений для определения ориента-
ций l, m, n в пространстве.208

Опуская детали вывода, приведем итоговые соотношения

ds1 = 2G∆
[
(4− 2γ(1) − 2γ(3) − γ(1)γ(2) − γ(2)γ(3) + γ(1)γ(3))de1+

+(2γ(1) − γ(1)γ(2) + γ(2)γ(3) − γ(1)γ(3))de2+

+(2γ(3) + γ(1)γ(2) − γ(2)γ(3) − γ(1)γ(3))de3

]
,

ds2 = 2G∆
[
(2γ(3) − γ(1)γ(2) + γ(2)γ(3) − γ(1)γ(3))de1+

+(4− 2γ(1) − 2γ(2) + γ(1)γ(2) − γ(2)γ(3) − γ(1)γ(3))de2+

+(2γ(2) − γ(1)γ(2) − γ(2)γ(3) + γ(1)γ(3))de3

]
,

(1.27)

ds3 = 2G∆
[
(2γ(3) + γ(1)γ(2) − γ(2)γ(3) + γ(1)γ(3))de1+

+(2γ(2) − γ(1)γ(2) − γ(2)γ(3) + γ(1)γ(3))de2+

+(4− 2γ(2) − 2γ(3) − γ(1)γ(2) + γ(2)γ(3) − γ(1)γ(3))de3

]
,

где G—упругий модуль сдвига,

γ(1) =

{
1, |σ1 − σ2| = 2k и dσ1 − dσ2 = 0
0, |σ1 − σ2| < 2k или | σ1 − σ2| = 2k и (dσ1 − dσ2)sgn(σ1 − σ2) < 0,

γ(2) =

{
1, | σ2 − σ3| = 2k и dσ2 − dσ3 = 0
0, |σ2 − σ3| < 2k или | σ2 − σ3| = 2k и (dσ2 − dσ3)sgn(σ2 − σ3) < 0,

γ(3) =

{
1, | σ1 − σ3| = 2k и dσ1 − dσ3 = 0
0, | σ1 − σ3| < 2k или |σ1 − σ3| = 2k и (dσ1 − dσ3)sgn(σ1 − σ3) < 0,

∆ = (4− γ(1)γ(2) − γ(2)γ(3) − γ(1)γ(3))−1.

Из полученных соотношений, в частности, для нагружений вдоль ребра
призмы Треска, которое определяется условиями

f (1)(σ1, σ2, σ3) = | σ1 − σ2| − 2k = 0,
f (2)(σ1, σ2, σ3) = | σ2 − σ3| − 2k = 0,
f (3)(σ1, σ2, σ3) = | σ1 − σ3| − 2k < 0,
dσ1 − dσ2 = 0, dσ2 − dσ3 = 0,

(1.28)

208Напомним, что векторы, задающие ориентацию главных осей тензора напряжений, присутствуют в урав-
нениях равновесия для ребра (1.5) и грани (1.17) и неизбежно появляются в кинематических уравнениях—
уравнениях совместности для приращений полной деформации.
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находим

ds1 = 0, ds2 = 0, ds3 = 0. (1.29)

Для нагружений, соответствующих смещению изображающей напряжения
точки вдоль грани призмы

f (1)(σ1, σ2, σ3) = |σ1 − σ2| − 2k = 0,
f (2)(σ1, σ2, σ3) = |σ2 − σ3| − 2k < 0,
f (3)(σ1, σ2, σ3) = |σ3 − σ1| − 2k < 0,

dσ1 − dσ2 = 0,

(1.30)

получим полные соотношения в форме

ds1 = ds2 = G(de1 + de2),

ds3 = 2Gde3.
(1.31)

К уравнениям равновесия и определяющим уравнениям, очевидно, необхо-
димо присоединить еще кинематические уравнения. В качестве таковых вместо
уравнений для скоростей перемещений, традиционно использующихся в теории
пластичности, исключительно удобными оказываются уравнения сплошности
(см., например, [33], [86]) для главных приращений полных деформаций, сфор-
мулированные в изостатической криволинейной сетке. Уравнения кинематики
будут рассмотрены несколько ниже.

4.4.2. Канонические инварианты уравнений пластического равнове-
сия

Рассмотрим класс напряженных состояний с расслоенными полями n. Как
было отмечено выше, все плоские и осесимметричные пластические поля напря-
жений заведомо входят в этот класс.

Воспользуемся предположением о расслоенности векторного поля n и вы-
берем криволинейные координаты ξm специальным образом: поверхности ξ3 =
const есть слои поля n, а поверхности ξ1 = const, ξ2 = const —интегральные
поверхности векторного поля n.

При таком выборе криволинейных координат имеем:

g13 = 0, g23 = 0, n1 = 0, n2 = 0,

что позволяет существенно упростить уравнения (1.15):

∂Σ

∂ξ1 −
1

2

(
n3)2 ∂g33

∂ξ1 = 0,

∂Σ

∂ξ2 −
1

2

(
n3)2 ∂g33

∂ξ2 = 0,

∂Σ

∂ξ3 +
1

2

(
n3)2

g33
∂

∂ξ3 ln(g33g) + g33
∂

∂ξ3

(
n3)2

= 0.

(2.1)
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Так как (
n3)2

=
1

g33
,

то последние уравнения эквивалентны следующим:

∂

∂ξ1

(
Σ− 1

2
ln g33

)
= 0,

∂

∂ξ2

(
Σ− 1

2
ln g33

)
= 0,

∂

∂ξ3

(
Σ− 1

2
ln g33 +

1

2
ln g

)
= 0.

(2.2)

Уравнения (2.2) интегрируются вдоль линий главных напряжений: инвари-
ант I1,2 = Σ − ln

√
g33 сохраняет свое значение на каждом из слоев поля n,

инвариант I3 = Σ− ln
√
g33 + ln

√
g не изменяется вдоль векторной линии поля

n. Инварианты Is будем называть каноническими инвариантами пространствен-
ной задачи теории пластичности.

Отметим, что пространственная задача для жесткопластической среды с
критерием текучести Мизеса исследовалась в работе [261] в координатной сет-
ке линий главных напряжений. Осесимметричная жесткопластическая задача
также анализировалась при помощи криволинейной сетки линий главных на-
пряжений в [327], [278], [279]. Инварианты пространственных уравнений теории
пластичности были получены в работе [135]. В этой же работе была установ-
лена связь между преобразованием области пластического течения с помощью
координат ξ1, ξ2, ξ3 и каноническими преобразованиями, изучавшимися в свое
время Пуанкаре (H. Poincare) [127], [128] (см. также [2]). Канонические преобра-
зования можно эффективно анализировать с помощью производящих функций.
Как было показано в [134], [135], уравнения для производящих функций, кото-
рые подлежат определению в плоских и осесимметричных задачах теории пла-
стичности, обладают важными свойствами инвариантности относительно пре-
образований Лежандра и Ампера.

Необходимое и достаточное условие интегрируемости системы (2.2) состоит
в возможности разложения детерминанта g на произведение двух положитель-
ных функций:

g = G1(ξ
3)G2(ξ

1, ξ2). (2.3)

Уравнение (2.3) является одновременно и общим интегралом уравнений (1.13):
если задаться криволинейными координатами ξ1, ξ2, ξ3 так, чтобы g13 = 0, g23 =
0 и выполнялось уравнение (2.3), то векторное поле

n =
gradξ3

|gradξ3|

будет тождественно удовлетворять уравнениям (1.13).
В качестве примеров расслоенного поля напряжений можно привести осе-

симметричную задачу и задачу о плоской деформации. Действительно, любое
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осесимметричное и плоское векторное поле является расслоенным. Если ввести
цилиндрические координаты r, ϕ, z, то слоями осесимметричного поля n бу-
дут поверхности, образованные вращением вокруг оси симметрии ортогональ-
ных полю n траекторий, расположенных в плоскости ϕ = 0. Слоями плоского
векторного поля являются цилиндрические поверхности над ортогональными
линиями поля n.

Cистема уравнений (2.2) может быть также выведена из известных уравне-
ний Ламе (G. Lame) — уравнений равновесия, представленных в ортогональной
криволинейной сетке изостат.209 Изостаты отнюдь не всегда образуют сетку, ко-
торая допускает подбор криволинейных координат ξ1, ξ2, ξ3 так, чтобы изоста-
ты совпадали с координатными линиями.210 Но если такая возможность суще-
ствует, то уравнения равновесия сводятся к трем соотношениям вдоль изостат
([24], с. 230-232; [280], p. 91):

dσ1

dL1
+
σ1 − σ2

r12
+
σ1 − σ3

r13
+ ρF<1> = 0,

dσ2

dL2
+
σ2 − σ3

r23
+
σ2 − σ1

r21
+ ρF<2> = 0, (2.4)

dσ3

dL3
+
σ3 − σ1

r31
+
σ3 − σ2

r32
+ ρF<3> = 0,

где L1, L2, L3 —натуральные параметры, измеряемые вдоль взаимно ортого-
нальных изостат; F<1>, F<2>, F<3>—физические компоненты поля массовых
сил по отношению к локальному ортонормированному базису, связанному с изо-

209Напомним, что изостатой (или линией главного напряжения) называется кривая, касательная к которой
направлена вдоль главной оси тензора напряжений.
210Необходимое и достаточное условие этого — одновременное выполнение равенств

l · rot l = 0, m · rot m = 0, n · rot n = 0.

Если n— слоистое векторное поле и поверхности уровня функции ω(x1, x2, x3) задают слои поля n, то
условие того, чтобы семейство поверхностей уровня могло быть дополнено до трижды ортогональной системы
поверхностей, выражается уравнением Кэли—Дарбу (A. Cayley, 1872; G. Darboux, 1898) (см.: Математическая
энциклопедия. Т. 3. (Гл. ред. И. М. Виноградов). М.: Советская Энциклопедия, 1982. с. 159.)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c22 c33 2c12 2c23 2c31

∂2
11ω ∂2

22ω ∂2
33ω 2∂2

12ω 2∂2
23ω 2∂2

31ω
1 1 1 0 0 0
∂1ω 0 0 ∂2ω 0 ∂3ω

0 ∂2ω 0 ∂1ω ∂3ω 0
0 0 ∂3ω 0 ∂2ω ∂1ω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

где

cij =
3∑

k=1

[
(∂kω)(∂3

ijkω) − 2(∂2
ikω)(∂2

jkω)
]
.
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статами;
1

r13
=

1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g33,

1

r23
=

1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g33,

1

r31
=

1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g11,

1

r32
=

1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g22,

1

r12
=

1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g22,

1

r21
=

1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g11.

(2.5)

Заметим, что rij 6= rji.
Следует отметить, что изостатические сетки, использованные для формули-

ровки уравнений (2.2) и (2.4), различны, поскольку в первом случае g12 6= 0, а
во втором — недиагональные компоненты метрического тензора равны нулю.

Коэффициенты 1/rij в уравнениях (2.4) легко могут быть выражены че-
рез кривизны изостат в соответствующих локальных координатных плоскостях.
Действительно, преобразуя уравнение равновесия

∇ · (l⊗ lσ1 + m⊗mσ2 + n⊗ nσ3) = 0

к виду

l
∂σ1

∂l
+ m

∂σ2

∂m
+ n

∂σ3

∂n
+ σ1 [l(∇ · l) + (l ·∇)l] + σ2 [m(∇ ·m) + (m ·∇)m]+

+σ3 [n(∇ · n) + (n ·∇)n] = 0,

и учитывая, что

∇ · l = κ32 + κ23, ∇ ·m = κ13 + κ31, ∇ · n = κ12 + κ21,

l · [(m ·∇)m] = −κ23, l · [(n ·∇)n] = −κ32,

m · [(l ·∇)l] = −κ13, m · [(n ·∇)n] = −κ31,

n · [(l ·∇)l] = −κ12, n · [(m ·∇)m] = −κ21,

где κij есть кривизна изостаты с номером i в локальной координатной плоско-
сти, перпендикулярной направлению j,211 находим

1

r12
= κ23,

1

r21
= κ13,

1

r13
= κ32,

1

r31
= κ12,

1

r23
= κ31,

1

r32
= κ21.

Обозначая через dk производную по направлению изостатической траекто-
рии

d

dLk
=

1
√
gkk

∂

∂ξk

(по k не суммировать (k = 1, 2, 3))

211Речь идет о кривизне проекции изостаты с номером i, причем проектирование осуществляется парал-
лельно направлению j на плоскость, ортогональную этому направлению.
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и вводя кривизны κij, приведем уравнения Ламе (2.4) к виду

d1σ1 + κ23(σ1 − σ2) + κ32(σ1 − σ3) = 0,

d2σ2 + κ31(σ2 − σ3) + κ13(σ2 − σ1) = 0,

d3σ3 + κ12(σ3 − σ1) + κ21(σ3 − σ2) = 0.

Заметим далее, что значения кривизн κij вдоль изостат можно, пользуясь
деривационными формулами (см., например, [282], p. 649), связать уравнениями

d1κ32 + d3κ12 + κ2
32 + κ2

12 + κ13κ31 = 0,

d1κ23 + d2κ13 + κ2
23 + κ2

13 + κ21κ12 = 0,

d1κ31 + d3κ21 + κ2
31 + κ2

21 + κ32κ23 = 0,

d2κ12 = κ13(κ21 − κ12),

d3κ23 = κ21(κ32 − κ23),

d1κ31 = κ32(κ13 − κ31),

или, что эквивалентно, — уравнениями

d1κ32 + d3κ12 + κ2
32 + κ2

12 + κ13κ31 = 0,

d1κ23 + d2κ13 + κ2
23 + κ2

13 + κ21κ12 = 0,

d1κ31 + d3κ21 + κ2
31 + κ2

21 + κ32κ23 = 0,

d3κ13 = κ12(κ31 − κ13),

d1κ21 = κ23(κ12 − κ21),

d2κ32 = κ31(κ23 − κ32).

Для напряженных состояний на ребре призмы Треска с максимальным тре-
тьим собственным значением в случае отсутствия массовых сил уравнения Ламе
приобретают весьма простой вид:

dσ1

dL1
− 2k

r13
= 0,

dσ2

dL2
− 2k

r23
= 0,

dσ3

dL3
+

2k

r31
+

2k

r32
= 0.

(2.6)

Чтобы преобразовать уравнения (2.6) к форме (2.2), достаточно воспользо-
ваться (2.5).

В двумерном случае аналогом уравнений (2.4) являются уравнения Ламе—
Максвелла [169]:

dσ1

dL1
+
σ1 − σ2

ρ2
= 0,

dσ2

dL2
+
σ1 − σ2

ρ1
= 0,

(2.7)
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где ρ1, ρ2 —радиусы кривизны линий главных напряжений, причем эти величи-
ны считаются положительными, если с возрастанием натурального параметра
вдоль кривой касательная вращается против часовой стрелки, при этом поло-
жительное направление вдоль первой траектории выбирается произвольно, а
положительное направление вдоль второй траектории определяется вращением
против хода часовой стрелки положительного направления первой траектории.

Ясно, что в случае плоской пластической деформации σ1 − σ2 = 2k и урав-
нения (2.7) приобретают вид соотношений

dσ1

dL1
+

2k

ρ2
= 0,

dσ1

dL2
+

2k

ρ1
= 0.

(2.8)

Заметим также, что двумерные дифференциальные уравнения равновесия
вдоль линий наибольших касательных напряжений имеют вид [169]:

d(σ1 + σ2)

ds1
− d(σ1 − σ2)

ds2
+

2(σ1 − σ2)

R1
= 0,

d(σ1 + σ2)

ds2
− d(σ1 − σ2)

ds1
− 2(σ1 − σ2)

R2
= 0,

(2.9)

где s1, s2 —натуральные параметры, измеряемые вдоль линий наибольших ка-
сательных напряжений,R1, R2 —радиусы кривизны, причем считается установ-
ленным сформулированное выше правило выбора знаков кривизн.

Ясно, что в случае плоской пластической деформации σ1 − σ2 = 2k и урав-
нения (2.9) существенно упрощаются

d(σ1 + σ2)

ds1
+

4k

R1
= 0,

d(σ1 + σ2)

ds2
− 4k

R2
= 0

(2.10)

и непосредственно приводят к интегралам Генки вдоль линий скольжения.
Обратимся теперь к уравнениям кинематики. Как было подчеркнуто выше,

в качестве таковых удобно взять уравнения совместности главных приращений
полных деформаций, представленные в изостатической криволинейной сетке.
Уравнения совместности деформаций пригодны при любой определяющей за-
висимости и в инвариантной форме представляются тензорным уравнением

∇×P = 0,

где тензор второго ранга P есть с точностью до знака ротор тензора полных
деформаций (или тензора приращения полных деформаций).

Согласно соотношениям ассоциированного закона течения, приращение пла-
стических деформаций есть тензор, соосный тензору напряжений, что оказыва-
ется, вообще говоря, неверным для приращения упругих деформаций. Ясно,
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поэтому, что преобразование уравнений совместности деформаций к главным
осям напряжений проще всего осуществляется в том случае, когда упругими
деформациями можно пренебречь. Заметим также, что при выводе уравнений
совместности мы с самого начала не будем предполагать несжимаемость пласти-
ческого деформирования, чтобы получить соотношения, пригодные и в случае
учета анизотропной поврежденности (влияние анизотропной поврежденности
проявляется, в частности, и в том, что пластическое течение становится сжима-
емым).

С целью вывода уравнений сплошности рассмотрим сначала инвариантное
представление этих уравнений для главных приращений деформаций (прираще-
ниями упругих деформаций будем пренебрегать, но откажемся от требования
несжимаемости):

∇× (∇× (l⊗ ldε1 + m⊗mdε2 + n⊗ ndε3))T = 0. (2.11)

Замечая, что212

∇× (l⊗ ldε1) = [(∇dε1)× l]⊗ l+

+

{
1
√
g11

(
Γ2

11n⊗ l− Γ3
11m⊗ l

)
− 1
√
g22

Γ2
12n⊗m +

1
√
g33

Γ3
13m⊗ n

}
dε1,

а также два аналогичных выражения

∇× (m⊗mdε2) = [(∇dε2)×m]⊗m+

+

{
1
√
g22

(
−Γ1

22n⊗m + Γ3
22l⊗m

)
+

1
√
g11

Γ1
21n⊗ l− 1

√
g33

Γ3
23l⊗ n

}
dε2,

∇× (n⊗ ndε3) = [(∇dε3)× n]⊗ n+

+

{
1
√
g33

(
Γ1

33m⊗ n− Γ2
33l⊗ n

)
− 1
√
g11

Γ1
31m⊗ l +

1
√
g22

Γ2
32l⊗m

}
dε3,

матрицу тензора

dP = (∇× (l⊗ ldε1 + m⊗mdε2 + n⊗ ndε3))T

в главных осях напряжений можно получить в виде
212Для ортогональной криволинейной сетки мы определяем Γ-символы как коэффициенты в разложениях

частных производных от единичных локальных базисных векторов iα:

∂iα
∂ξβ

= Γγαβiγ ,

где
|iγ | = 1.

Тем самым в этой части книги мы отступаем от традиционного определения символов Кристоффеля [159].
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∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 d3dε1 +
dε1 − dε3

r31
−d2dε1 +

dε2 − dε1

r21

−d3dε2 +
dε3 − dε2

r32
0 d1dε2 +

dε2 − dε1

r12

d2dε3 +
dε3 − dε2

r23
−d1dε3 +

dε1 − dε3

r13
0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (2.12)

Таким образом, уравнения совместности есть

∇× dP = 0, (2.13)

где тензор ∇× dP в главных осях тензора напряжений представляется матри-
цей (мы опускаем детали вывода и опускаем для краткости символ d в записи
тензора dP), элементы которой приводятся ниже:

(∇×P)11 = d2P31 − d3P21 +
1

r23
P31 −

1

r32
P21+

+
1

r13
P23 −

1

r12
P32,

(∇×P)12 = d2P32 +
1

r23
(P32 + P23) +

1

r12
P31,

(∇×P)13 = −d3P23 −
1

r32
(P23 + P32)−

1

r13
P21,

(∇×P)21 = −d1P31 −
1

r13
(P31 + P13)−

1

r21
P32,

(∇×P)22 = d3P12 − d1P32 +
1

r31
P12 −

1

r13
P32+

+
1

r21
P31 −

1

r23
P13,

(∇×P)23 = d3P13 +
1

r31
(P13 + P31) +

1

r23
P12,
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(∇×P)31 = d1P21 +
1

r12
(P21 + P12) +

1

r31
P23,

(∇×P)32 = −d2P12 −
1

r21
(P12 + P21)−

1

r32
P13,

(∇×P)33 = d1P23 − d2P13 +
1

r12
P23 −

1

r21
P13+

+
1

r32
P12 −

1

r31
P21.

Подставляя элементы матрицы (2.12) в матрицу тензора ∇ × P, находим
физические компоненты этого тензора в форме:

(∇×P)11 = d2d2dε3 + d3d3dε2 + d2 [κ31(dε3 − dε2)]− d3 [κ21(dε3 − dε2)]+

+κ31d2dε3 + κ21d3dε2 + κ32d1dε2 + κ23d1dε3 + (κ2
31 − κ2

21)(dε3 − dε2)+

+κ32κ23(dε2 − dε1)− κ32κ23(dε1 − dε3),

(∇×P)12 = −d2d1dε3 + d2 [κ32(dε1 − dε3)]− κ31d1dε3 + κ31d1dε2 + κ23d2dε3+

+κ31κ32(dε1 − dε3) + κ31κ23(dε2 − dε1) + κ23κ31(dε3 − dε2),

(∇×P)13 = −d3d1dε2 − d3 [κ23(dε2 − dε1)]− κ21d1dε2 + κ21d1dε3 + κ32d3dε2−
−κ23κ21(dε2 − dε1)− κ32κ21(dε1 − dε3)− κ21κ32(dε3 − dε2),

(∇×P)21 = −d1d2dε3 − d1 [κ31(dε3 − dε2)]− κ32d2dε3 + κ13d1dε3 + κ32d2dε1−
−κ31κ32(dε3 − dε2)− κ13κ32(dε2 − dε1)− κ13κ32(dε1 − dε3),

(∇×P)22 = d1d1dε3 + d3d3dε1 + d3 [κ12(dε1 − dε3)]− d1 [κ32(dε1 − dε3)]+

+κ12d3dε1 + κ32d1dε3 + κ13d2dε3 + κ31d2dε1 + κ2
12(dε1 − dε3)−

−κ2
32(dε1 − dε3) + κ13κ31(dε3 − dε2)− κ31κ13(dε2 − dε1),

(∇×P)23 = −d3d2dε1 + d3 [κ13(dε2 − dε1)]− κ12d2dε1 + κ12d2dε3 + κ31d3dε1+

+κ12κ31(dε3 − dε2) + κ12κ13(dε2 − dε1) + κ31κ12(dε1 − dε3),

(∇×P)31 = −d1d3dε2 + d1 [κ21(dε3 − dε2)]− κ23d3dε2 + κ23d3dε1 + κ12d1dε2+

+κ23κ21(dε3 − dε2) + κ23κ12(dε1 − dε3) + κ23κ12(dε2 − dε1),
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(∇×P)32 = −d2d3dε1 − d2 [κ12(dε1 − dε3)]− κ13d3dε1 + κ13d3dε2 + κ21d2dε1−
−κ12κ13(dε1 − dε3) − κ21κ13(dε3 − dε2)− κ13κ21(dε2 − dε1),

(∇×P)33 = d1d1dε2 + d2d2dε1 + d1 [κ23(dε2 − dε1)]− d2 [κ13(dε2 − dε1)]+

+κ23d1dε2 + κ13d2dε1 + κ21d3dε1 + κ12d3dε2 + κ2
23(dε2 − dε1)−

−κ2
13(dε2 − dε1) + κ12κ21(dε1 − 2dε3 + dε2).

Для удобства обозначим через S симметричный тензор второго ранга, опре-
деляемый соотношением

S =∇× (dε)×∇. (2.14)

Поскольку −P = (dε)×∇, тензор −S в точности равен тензору ∇×P.
Нетрудно видеть, что приведенные выше девять компонент тензора −S =

∇ × P можно получить по следующей схеме: выражения для компонент с ин-
дексами 22 и 33 получаются циклической перестановкой индексов в выражении
для компоненты 11; выражения для компонент с индексами 23 и 31 получаются
циклической перестановкой индексов в выражении для компоненты 12.

Равенство нулю всех приведенных выше компонент тензора ∇ × P и дает
условия совместности деформаций. Обычно считается, что независимых уравне-
ний совместности должно быть шесть (т.к. тензор S =∇×P симметричен).213

На самом деле ситуация несколько сложнее. Действительно, оказывается, что тензор S
удовлетворяет соотношению ∇ · S = 0, следовательно, независимых условий должно быть
всего три.

Доказать справедливость этого соотношения проще всего, используя декартову систему
координат, в которой, как известно, компоненты тензора S вычисляются по формулам

Slp = enrlemkp∂n∂kdεrm,

или

− S33 =
∂2dε11

∂x2
2

+
∂2dε22

∂x2
1

− 2
∂2dε12

∂x1∂x2
,

− S11 =
∂2dε22

∂x2
3

+
∂2dε33

∂x2
2

− 2
∂2dε23

∂x2∂x3
,

− S22 =
∂2dε33

∂x2
1

+
∂2dε11

∂x2
3

− 2
∂2dε31

∂x3∂x1
,

− S23 = − ∂2dε11

∂x2∂x3
+

∂

∂x1

(
−∂dε23

∂x1
+
∂dε31

∂x2
+
∂dε12

∂x3

)
,

− S31 = − ∂2dε22

∂x3∂x1
+

∂

∂x2

(
∂dε23

∂x1
− ∂dε31

∂x2
+
∂dε12

∂x3

)
,

− S12 = − ∂2dε33

∂x1∂x2
+

∂

∂x3

(
∂dε23

∂x1
+
∂dε31

∂x2
− ∂dε12

∂x3

)
.

213Следует отметить, что полученные выше выражения для S21, S31, S32 отличны соответственно от S12,
S13, S23. Тем не менее в силу симметрии тензора S должны быть справедливы соотношения S21 = S12,
S31 = S13, S32 = S23.
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Прямым подсчетом затем можно показать, что

∂1S11 + ∂2S12 + ∂3S31 = 0,

∂1S12 + ∂2S22 + ∂3S23 = 0,

∂1S31 + ∂2S23 + ∂3S33 = 0.

На первый взгляд может показаться, что три независимых условия могут составить ли-
бо три уравнения S11 = 0, S22 = 0, S33 = 0, либо три уравнения S23 = 0, S31 = 0, S12 = 0.
Однако, ни три условия первой группы, ни три условия второй группы по отдельности ис-
пользовать нельзя (см., например, [339]). Известно [289], что если три условия первой группы
удовлетворяются внутри некоторой односвязной области, а вторая тройка условий — на гра-
нице этой области, то все три условия второй группы будут удовлетворяться внутри области.
Аналогичное утверждение будет справедливо, если поменять группы условий ролями.

В изостатической координатной сетке уравнение ∇ · S = 0 приобретает форму

d1S<11> + κ23(S<11> − S<22>) + κ32(S<11> − S<33>) + (2κ13 + κ31 + d2)S<12>+

+(2κ12 + κ21 + d3)S<13> = 0,

d2S<22> + κ31(S<22> − S<33>) + κ13(S<22> − S<11>) + (2κ23 + κ32 + d1)S<21>+

+(2κ21 + κ12 + d3)S<23> = 0,

d3S<33> + κ12(S<33> − S<11>) + κ21(S<33> − S<22>) + (2κ32 + κ23 + d1)S<31>+

+(2κ31 + κ13 + d2)S<32> = 0.

Рассмотрим далее различные частные формы представлений условий сплош-
ности деформаций.

Плоская, возможно сжимаемая, пластическая деформация. В слу-
чае плоской сжимаемой пластической деформации (при пренебрежимо малых
упругих деформациях) матрица тензора P в главных осях напряжений есть

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0 −d2dε1 +

1

r21
(dε2 − dε1)

0 0 +d1dε2 +
1

r12
(dε2 − dε1)

0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ . (2.15)

Поэтому уравнение совместности в главных приращениях полных деформа-
ций получается как

d1P23 − d2P13 +
1

r12
P23 −

1

r21
P13 = 0, (2.16)

или

d2d2dε1 + d1d1dε2 + (dε2 − dε1)

(
d1

1

r12
− d2

1

r21
+

1

r2
12
− 1

r2
21

)
+

+
1

r12
d1(2dε2 − dε1) +

1

r21
d2(2dε1 − dε2) = 0.

(2.17)
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Учитывая, что r12 = ρ2, r21 = −ρ1, получим также

d2d2dε1 + d1d1dε2 + (dε2 − dε1)

(
d1

1

ρ2
+ d2

1

ρ1
+

1

ρ2
2
− 1

ρ2
1

)
+

+
1

ρ2
d1(2dε2 − dε1)−

1

ρ1
d2(2dε1 − dε2) = 0.

(2.18)

Пространственное несжимаемое пластическое течение при нагру-
жениях вдоль грани призмы Треска. Для нагружений жесткопластическо-
го тела вдоль грани (1.30) имеем dε3 = 0, dε1 +dε2 = 0, следовательно, матрица
(2.12) приобретает вид

∥∥∥∥∥∥
0 d3dε1 + 2κ12dε1 −d2dε1 − 2κ13dε1

d3dε1 + 2κ21dε1 0 +d1dε2 − 2κ23dε1
κ31dε1 κ32dε1 0

∥∥∥∥∥∥ . (2.19)

Тензор ∇×P при этом в главных осях напряжений имеет компоненты

(∇×P)11 = −d3d3dε1 + d2(κ31dε1)− d3(κ21dε1)− κ32d1dε1 − κ21d3dε1+

+(κ2
31 − 3κ32κ23 − κ2

21)dε1,

(∇×P)12 = d2(κ32dε1)− κ31d1dε1 + κ31(κ32 − κ23)dε1,

(∇×P)13 = d3d1dε1 + 2d3(κ23dε1) + κ21d1dε1 − κ32d3dε1+

+2κ21(κ23 − κ32)dε1,

(∇×P)21 = −d1(κ31dε1)− κ32d2dε1 + κ32(κ13 − κ31)dε1,

(∇×P)22 = d3d3dε1 + d3(κ12dε1)− d1(κ32dε1) + κ12d3dε1 + κ31d2dε1+

+(κ2
12 − κ2

32 + 2κ31κ13)dε1,

(∇×P)23 = −d3d2dε1 − 2d3(κ13dε1)− κ12d2dε1 + κ31d3dε1+

+2κ12(κ31 − κ13)dε1,
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(∇×P)31 = d1d3dε1 + d1(κ21dε1) + 2κ23d3dε1 − κ12d1dε1+

+κ23(κ21 − κ12)dε1,

(∇×P)32 = −d2d3dε1 − d2(κ12dε1)− 2κ13d3dε1 + κ21d2dε1+

+κ13(κ21 − κ12)dε1,

(∇×P)33 = d2d2dε1 − d1d1dε1 − 2d1(κ23dε1) + 2d2(κ13dε1)− κ23d1dε1+

+κ13d2dε1 + κ21d3dε1 − κ12d3dε1 + 2(κ2
13 − κ2

23)dε1,

или, пренебрегая квадратами кривизн для слабо искривленных траекторий глав-
ных напряжений,

(∇×P)11 = −d3d3dε1 + d2(κ31dε1)− d3(κ21dε1)− κ32d1dε1 − κ21d3dε1,

(∇×P)12 = d2(κ32dε1)− κ31d1dε1,

(∇×P)13 = d3d1dε1 + 2d3(κ23dε1) + κ21d1dε1 − κ32d3dε1,

(∇×P)21 = −d1(κ31dε1)− κ32d2dε1,

(∇×P)22 = d3d3dε1 + d3(κ12dε1)− d1(κ32dε1) + κ12d3dε1 + κ31d2dε1,

(∇×P)23 = −d3d2dε1 − 2d3(κ13dε1)− κ12d2dε1 + κ31d3dε1,

(∇×P)31 = d1d3dε1 + d1(κ21dε1) + 2κ23d3dε1 − κ12d1dε1,

(∇×P)32 = −d2d3dε1 − d2(κ12dε1)− 2κ13d3dε1 + κ21d2dε1,

(∇×P)33 = d2d2dε1 − d1d1dε1 − 2d1(κ23dε1) + 2d2(κ13dε1)− κ23d1dε1+

+κ13d2dε1 + κ21d3dε1 − κ12d3dε1.

Плоское несжимаемое пластическое течение.В случае плоской несжи-
маемой пластической деформации при пренебрежимо малых упругих деформа-
циях матрица (2.15) и уравнение совместности деформаций (2.18), соответствен-
но, приобретают форму

∥∥∥∥∥∥
0 0 −d2dε1 − 2κ13dε1
0 0 +d1dε2 − 2κ23dε1
0 0 0

∥∥∥∥∥∥ , (2.20)
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(d2d2 − d1d1)dε1 − 2
(
d1κ2 + d2κ1 + κ2

2 − κ2
1
)
dε1 − 3κ2d1dε1−
−3κ1d2dε1 = 0.

(2.21)

Пренебрегая в последнем уравнении квадратами кривизн линий главных
напряжений, получим

(d2d2 − d1d1)dε1 − 2 (d1κ2 + d2κ1) dε1 − 3κ2d1dε1 − 3κ1d2dε1 = 0. (2.22)

Далее рассмотрим уравнения совместности деформаций в приращениях с
учетом вклада упругой составляющей dεEij . Как и прежде, в качестве координат-
ной сетки выберем сетку изостат. Поскольку главные оси тензора dεEij , вообще
говоря, отличаются от главных осей тензора напряжений, то вычисление ком-
понент тензора S, определяемого согласно уравнению (2.14), в изостатических
координатах является гораздо более сложной задачей, чем в предшествующем
рассмотрении.

Для описания поворота главных осей напряжений l, m, n при догружении
введем вектор dω так, что

dl = dω × l,

dm = dω ×m,

dn = dω × n.

После ряда довольно сложных преобразований можно получить следующие
формулы для вычисления компонент тензора S:214

S<11> = −d2d2dε3 − d3d3dε2 + (κ2
21 − κ2

31)(dε3 − dε2)+

+d3 [κ21(dε3 − dε2)]− d2 [κ31(dε3 − dε2)]−
−κ23κ32(dε2 + dε3 − 2dε1)−

−κ31d2dε3 − κ21d3dε2 − κ32d1dε2 − κ23d1dε3+

+(4κ31κ21 + 2d2κ21 + 2d3κ31 + d2d3 + d3d2 + 3κ31d3 + 3κ21d2)
[
(εE2 − εE3 )dω1

]
+

+(2κ23κ12 + κ32κ21 + κ23κ21 + d3κ23 + 2κ23d3)
[
(εE3 − εE1 )dω2

]
+

+(2κ32κ13 + κ23κ31 + κ31κ32 + d2κ32 + 2κ32d2)
[
(εE1 − εE2 )dω3

]
,

214Ниже приводятся только выражения для физических компонент S<11> и S<12>. Остальные компоненты
можно получить, пользуясь следующей схемой: выражения для компонент с индексами 22 и 33 получаются
циклической перестановкой индексов в выражении для компоненты S<11>; выражения для компонент с
индексами 23 и 31 получаются циклической перестановкой индексов в выражении для компоненты S<12>.
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S<12> = d2d1dε3 + d2 [κ32(dε3 − dε1)] + κ31d1(dε3 − dε2)−
−κ23d2dε3 + κ31(κ32 − κ23)(dε3 − dε1)+

+(κ23κ21 − κ21κ32 − d3κ32 − d3d1 + κ23d3 − 2κ21d1 − κ32d3)
[
(εE2 − εE3 )dω1

]
+

+(2κ21κ13 − 2κ31κ12 − 2d2κ12 + d3κ13 − d3κ31 − d2d3 + κ21d2−
−2κ31d3 − 2κ12d2 + κ13d3)

[
(εE3 − εE1 )dω2

]
+

+(κ23κ32 + 2κ31κ13 + 2κ21κ12 − κ2
21 − κ2

31 + d3κ12 − d2κ31+

+d3d3 + κ21d3 + κ12d3)
[
(εE1 − εE2 )dω3

]
.

Напомним, что величины dεj , вообще говоря, не являются приращениями
главных полных деформаций, а используются как обозначение для суммы dεEj
и dεPj , причем dεEj — приращение главного значения εEj тензора упругих дефор-
маций εE, dεPj — собственное значение тензора dεP . Если пренебречь упругими
деформациями, то величина dεj представляет собой главное значение тензора
приращения полной деформации.

Следует также заметить, что аналогичная по сути процедура может быть
использована для вывода уравнений равновесия в приращениях главных напря-
жений в изостатической координатной системе. Не останавливаясь на деталях,
приведем окончательный результат

d1dσ1 + κ23(dσ1 − dσ2) + κ32(dσ1 − dσ3) + (2κ13 + κ31 + d2) [(σ1 − σ2)dω3]+

+(2κ12 + κ21 + d3) [(σ3 − σ1)dω2] = 0,

d2dσ2 + κ31(dσ2 − dσ3) + κ13(dσ2 − dσ1) + (2κ23 + κ32 + d1) [(σ1 − σ2)dω3]+

+(2κ21 + κ12 + d3) [(σ2 − σ3)dω1] = 0,

d3dσ3 + κ12(dσ3 − dσ1) + κ21(dσ3 − dσ2) + (2κ32 + κ23 + d1) [(σ3 − σ1)dω2]+

+(2κ31 + κ13 + d2) [(σ2 − σ3)dω1] = 0.

Все основные уравнения плоской (плоское деформированное состояние) и
осесимметричной задачи, сформулированные в изостатической сетке, читатель
может найти в Приложении IV.

4.4.3. Учет анизотропной поврежденности

Мы, по-прежнему, будем рассматривать упругопластическое тело, подчиня-
ющееся критерию текучести Треска, но предметом исследования будет являть-
ся учет анизотропного распределения поврежденности в основных уравнениях.
Ограничимся простейшим вариантом: поврежденность представляется симмет-
ричным тензором поврежденности второго ранга D, определенного выше, в раз-
деле 4.3, главные оси которого считаются коориентированными главным осям
тензора напряжений.

Рассеянное поле микродефектов довольно сильно искажает картину дефор-
мирования, что часто требует отхода от классической евклидовой схемы (в част-
ности, появляется дополнительная тензорная мера деформации третьего ранга
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в форме тензора кручения) и оперирования с несовместным полем деформаций
(см., например, [112]). Ясно, что несовместность поля деформаций из-за при-
сутствия рассеянного поля микродефектов проявляется как неоднородность (в
форме тензора второго ранга) в уравнениях совместности (точнее, несовместно-
сти) деформаций.

Подробное изложение этого круга вопросов заинтересованный читатель мо-
жет найти в упомянутой выше книге [112], где достаточно подробно обсужда-
ются неевклидовы характеристики деформации и модификация уравнений сов-
местности деформаций. Здесь мы лишь отметим, что вместо уравнения совмест-
ности деформаций (2.11) следует рассматривать уравнение с тензором несов-
местности в правой части:

∇× dP = dη,

где η — тензор расхождения Кренера, который выражается через тензор плот-
ности дислокаций.

Микронапряжения χij , обусловленные сопротивлением несовместности, опре-
деляются, как обычно, термодинамической производной

χij =
∂ψD
∂ηij

,

где ψD — объемная плотность свободной энергии Гельмгольца тела с рассеянны-
ми микроповреждениями, и могут быть включены в определяющие зависимости
согласно схеме, изложенной в монографии [108].

Несколько слов следует сказать и о постановке условий на границах зон
локализации пластических деформаций и поврежденности. Традиционное для
постановок задач математической теории пластичности условие непрерывности
всех компонент тензора напряжений при переходе через границу локализованно-
го пластического течения нуждается в особой проверке и может быть заменено
более общим граничным условием [7].

Ключевой принцип, позволяющий сформулировать основные уравнения мо-
дели, состоит в использовании тензора эффективных напряжений вместо тен-
зора истинных напряжений во всех определяющих зависимостях.

Сначала будем считать, что эффективные напряжения находятся на ребре
призмы Треска и занумеруем главные оси так, чтобы третье главное эффектив-
ное напряжение было максимальным (или минимальным), а два других глав-
ных эффективных напряжения принимаются равными друг другу:

σ1

1−D1
=

σ2

1−D2
=

σ3

1−D3
± 2k, (3.1)

причем главные поврежденности D1, D2 также считаются равными (их общее
значение обозначим через D̃).

Тензор напряжений тогда представляется в форме (ср. (1.3)):
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σij =

(
σ3

1−D3
± 2k

)
(1− D̃)δij +

[(
1− 1− D̃

1−D3

)
σ3 ∓ 2k(1− D̃)

]
ninj . (3.2)

Уравнение равновесия имеет вид (ср. (1.5)):

grad

[
(1− D̃)

(
−1 +

Σ

1−D3

)]
+

(
Σ

1− D̃
− Σ

1−D3
+ 1

)
(1− D̃)div(n⊗ n)+

+n

{
n · grad

[(
Σ

1− D̃
− Σ

1−D3
+ 1

)
(1− D̃)

]}
= 0,

(3.3)
где по-прежнему используется обозначение Σ = σ3/(∓2k).

Проектируя последнее уравнение соответственно на направление n и на на-
правление τ , ортогональное вектору n, находим:

∂Σ

∂n
+

(
Σ

1− D̃
− Σ

1−D3
+ 1

)
(1− D̃)(∇ · n) = 0,

∂

∂τ

[(
− Σ

1−D3
+ 1

)
(1− D̃)

]
−

−
(

Σ

1− D̃
− Σ

1−D3
+ 1

)
(1− D̃)τ · [(n ·∇)n] = 0.

(3.4)

Более простые соотношения получаются в том случае, если поврежденность,
соответствующая ориентациям l и m, пренебрежимо мала. На основании

σ1 = σ2 =
σ3

1−D3
± 2k (3.5)

получим следующее представление напряжений:

σij =

(
σ3

1−D3
± 2k

)
δij +

[(
1− 1

1−D3

)
σ3 ∓ 2k

]
ninj, (3.6)

и уравнение равновесия

grad
Σ

1−D3
+ div(n⊗ n) +

(
1− 1

1−D3

)
Σdiv(n⊗ n)+

+n

{
n · grad

[(
1− 1

1−D3

)
Σ

]}
= 0.

(3.7)

Проектируя последнее уравнение соответственно на направление n и на на-
правление τ , ортогональное вектору n, находим:
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∂Σ

∂n
+

[(
1− 1

1−D3

)
Σ + 1

]
(∇ · n) = 0,

∂

∂τ

Σ

1−D3
+

[(
1− 1

1−D3

)
Σ + 1

]
τ · [(n ·∇)n] = 0.

(3.8)

Наконец, изотропное по ориентациям распределение поврежденности подра-
зумевает соотношение

σ1 = σ2 = σ3 ± 2k(1−D), (3.9)

которое приводит к тензору напряжений вида

σij = (σ3 ± 2k(1−D)) δij ∓ 2k(1−D)ninj (3.10)

и уравнению равновесия

grad(Σ− (1−D)) + (1−D)div(n⊗ n)+

+n [n · grad(1−D)] = 0.
(3.11)

Проектируя последнее уравнение соответственно на направление n и на на-
правление τ , ортогональное вектору n, находим:

∂Σ

∂n
+ (1−D)(∇ · n) = 0,

∂

∂τ
(Σ− (1−D)) + (1−D)τ · [(n ·∇)n] = 0.

(3.12)

Рассмотрим теперь основные соотношения для напряженного состояния, со-
ответствующего грани призмы Треска, уравнение которой в терминах эффек-
тивного напряжения имеет вид

σ1

1−D1
− σ2

1−D2
= 2k. (3.13)

Тензор напряжений в этом случае представим в форме:

σij = σ2δij + 2k(1−D1)lilj +

(
1−D1

1−D2
− 1

)
σ2lilj + (σ3 − σ2)ninj . (3.14)

Уравнение равновесия, следовательно, может быть получено как

∇Σ2 + (Σ3 − Σ2) [(n ·∇)n + n(∇ · n)] + n [n ·∇(Σ3 −Σ2)]+

+

[
(1−D1) +

D2 −D1

1−D2
Σ2

]
[(l ·∇)l + l(∇ · l)]+

+l

{
l ·∇

[
(1−D1) +

D2 −D1

1−D2
Σ2

]}
= 0.

(3.15)
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Проектируя последнее уравнение соответственно на направления n, l, m,
находим:

∂Σ3

∂n
+ (Σ3 − Σ2)(∇ · n) +

[
(1−D1) +

D2 −D1

1−D2
Σ2

]
n · [(l ·∇)l] = 0, (3.16)

∂Σ2

∂l
+ (Σ3 −Σ2)l · [(n ·∇)n] +

[
(1−D1) +

D2 −D1

1−D2
Σ2

]
(∇ · l)+

+
∂

∂l

[
(1−D1) +

D2 −D1

1−D2
Σ2

]
= 0,

(3.17)

∂Σ2

∂m
+(Σ3−Σ2)m·[(n ·∇)n]+

[
(1−D1) +

D2 −D1

1−D2
Σ2

]
m·[(l ·∇)l] = 0. (3.18)

Из полученных соотношений для грани призмы Треска непосредственно мо-
гут быть выведены основные уравнения пластического плоского деформирован-
ного состояния, на которое накладывается поле рассеянной поврежденности.
Условие пластичности выражается уравнением (3.13).

Опуская детали вывода, приведем уравнение равновесия в случае плоского
деформированного состояния

ω [(l ·∇)l + l(∇ · l)] + l [l ·∇ω] + Σ2 [(m ·∇)m + m(∇ ·m)]+

+m [m ·∇Σ2] = 0,
(3.19)

где

ω = 1−D1 +
1−D1

1−D2
Σ2, Σ2 =

σ2

2k
.

Ясно, что с помощью этого уравнения, имеющего инвариантную форму, без
труда могут быть получены переформулировки для любой нужной координат-
ной системы. Ясно, что наибольший интерес представляет уравнение (3.19),
записанное в криволинейной координатной сетке изостат. С этой целью спроек-
тируем уравнение (3.19) соответственно на главные направления l, m:

∂ω

∂l
+ ω(∇ · l) + Σ2l · [(m ·∇)m] = 0,

∂Σ2

∂m
+ Σ2(∇ ·m) + ωm · [(l ·∇)l] = 0.

(3.20)

Пользуясь затем геометрическими соотношениями

κ1 =∇ ·m, κ2 =∇ · l,
−κ1 = m · [(l ·∇)l] , −κ2 = l · [(m ·∇)m] ,

(3.21)
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где κ1, κ2 —кривизны соответственно первого и второго семейства изостатиче-
ских траекторий, уравнения (3.20) представим в форме, которая является обоб-
щением уравнений (2.8) на случай пластической среды с рассеянными поврежде-
ниями (L1, L2 — натуральные параметры вдоль изостатических траекторий):

dω

dL1
− (Σ2 − ω)κ2 = 0,

dΣ2

dL2
+ (Σ2 − ω)κ1 = 0.

(3.22)

Ясно также, что кривизны изостатических траекторий κ1, κ2 выражаются
(с учетом сформулированного правила знаков) через радиусы кривизны ρ1, ρ2
по формулам:

κ1 = − 1

ρ1
, κ2 =

1

ρ2
. (3.23)

Отметим также следующие формулы:

1

ρ1
= d2 ln

dξ1

dL1
,

1

ρ2
= −d1 ln

dξ2

dL2
.

Нам осталось еще рассмотреть соотношения ассоциированного закона тече-
ния для тела с рассеянными повреждениями.

Начнем с соотношений для грани (3.13). Ассоциированный закон течения
здесь имеет форму двух соотношений

dεP1 =
dλ

1−D1
, dεP2 = − dλ

1−D2
, dεP3 = 0. (3.24)

Множитель dλ определяется из условия непрерывности

d

(
σ1

1−D1
− σ2

1−D2

)
= 0,

которое в результате преобразований и с учетом уравнений роста повреждений,
которые мы примем в достаточно общей форме,

dDk = Fk(σ1, σ2, σ3, ε
P
1 , ε

P
2 , ε

P
3 , D1, D2, D3)dγ (k = 1, 2, 3), (3.25)

где γ — длина траектории пластического деформирования

γ =

∫ √
dεPj dε

P
j , (3.26)

приводит к соотношению

dλ =
(1−D1)(1−D2)√

(1−D1)2 + (1−D2)2
dγ,

или
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dλ =
(1−D1)(1−D2)√

(1−D1)2 + (1−D2)2

(1−D1)dσ2 − (1−D2)dσ1

σ2F1 − σ1F2 + 2k [(1−D2)F1 + (1−D1)F2]
.

Ясно, что с помощью последнего соотношения уравнения ассоциированного
закона течения для грани (3.24) могут быть представлены в форме


(1−D1)dε

P
1 + (1−D2)dε

P
2 = 0,

dεP1 =
1−D2√

(1−D1)2 + (1−D2)2

(1−D1)dσ2 − (1−D2)dσ1

σ2F1 − σ1F2 + 2k [(1−D2)F1 + (1−D1)F2]
,

dεP3 = 0.
(3.27)

Таким образом, приращения пластической деформации однозначно опреде-
лены.

Заметим, что пластическое течение при нагружениях на грани призмы Трес-
ка из-за влияния анизотропной поврежденности становится сжимаемым.

Рассмотрим соотношения на ребре. Предположим, что ребро образовано пе-
ресечением граней

σ1

1−D1
− σ3

1−D3
= 2k,

σ2

1−D2
− σ3

1−D3
= 2k. (3.28)

Приращение полной главной деформации в соответствии с нумерацией функ-
ций текучести (1.25) тогда есть

dεPk = dε
P (2)
k + dε

P (3)
k ,

где согласно ассоциированному закону течения


(1−D2)dε

P (2)
2 + (1−D3)dε

P (2)
3 = 0,

dε
P (2)
2 =

1−D3√
(1−D2)2 + (1−D3)2

(1−D2)dσ3 − (1−D3)dσ2

σ3F2 − σ2F3 + 2k [(1−D3)F2 + (1−D2)F3]
,

dε
P (2)
1 = 0,

(3.29)


(1−D1)dε

P (3)
1 + (1−D3)dε

P (3)
3 = 0,

dε
P (3)
1 =

1−D3√
(1−D1)2 + (1−D3)2

(1−D1)dσ3 − (1−D3)dσ1

σ3F1 − σ1F3 + 2k [(1−D3)F1 + (1−D1)F3]
,

dε
P (3)
2 = 0.

(3.30)
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Соотношения ассоциированного закона течения однозначно определяют все
три приращения dεP1 , dεP2 , dεP3 . Действительно,

dεP1 = dε
P (3)
1 , dεP2 = dε

P (2)
2 , −dεP3 =

1−D1

1−D3
dε

P (3)
1 +

1−D2

1−D3
dε

P (2)
2 ,

где приращения dεP (3)
1 , dε

P (2)
2 , в свою очередь, однозначно определены (3.29),

(3.30).
В двумерном случае полная система уравнений плоской пластической де-

формации включает два уравнения равновесия (3.22), условие пластичности
(3.13), уравнение совместности (2.18) в формулировке, не исключающей возмож-
ную сжимаемость течения, два соотношения ассоциированного закона течения
(3.27) и два уравнения (см. (3.25)), определяющих изменение главных повре-
жденностей D1, D2 с возрастанием пластических деформаций. Всего имеется
восемь уравнений для определения восьми неизвестных величин: двух главных
напряжений σ1, σ2, двух приращений dε1, dε2, двух главных поврежденностей
D1, D2, и двух уравнений, определяющих преобразование декартовых коорди-
нат в изостатические координаты. Ясно, что определение напряжений не может
быть проведено независимо от поврежденности и поля деформаций. Плоская
задача в принципе статически неопределима.

Укажем далее случаи, когда соотношения вдоль изостат могут быть точно
проинтегрированы.

4.4.4. Инварианты плоской и пространственной связанной (пластич-
ность–поврежденность) задачи

Ниже приводятся инварианты плоской и пространственной связанной зада-
чи, сохраняющие свои значения вдоль линий главных напряжений. Все инвари-
анты непосредственно находятся из уравнений равновесия (3.4), (3.8), (3.12) и
(3.22), сформулированных в проекциях на главные оси напряжений, при усло-
вии (для трехмерных уравнений) расслоенности векторного поля n.

1. Пространственная задача (ребро (3.1), две различных главных
поврежденности). При условии, что Σ, D̃, D3 не изменяются на слое вектор-
ного поля n, величина

I = Σ− ln
√
g33 = Σ + ln

dξ3

dL3
(4.1)

является инвариантом на указанном слое.
Вдоль векторной линии поля n имеем соотношение

d3Σ = Γd3

(
ln
dξ1

dL1
+ ln

dξ2

dL2

)
, (4.2)

где
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Γ =

(
Σ

1− D̃
− Σ

1−D3
+ 1

)
(1− D̃).

2. Пространственная задача (ребро (3.5), одноосная поврежден-
ность). При условии, что Σ, D3 не изменяются на слое векторного поля n,
величина (4.1) является инвариантом на указанном слое.

Вдоль векторной линии поля n имеем соотношение (4.2), в котором следует
считать

Γ = Σ− Σ

1−D3
+ 1.

3. Пространственная задача (ребро (3.9), изотропная поврежден-
ность). При условии, что поврежденность D не изменяется на слое векторного
поля n, величина

I =
Σ

1−D + ln
dξ3

dL3
(4.3)

является инвариантом на указанном слое.
Вдоль векторной линии поля n имеем соотношение

d3Σ = (1−D)d3

(
ln
dξ1

dL1
+ ln

dξ2

dL2

)
. (4.4)

4. Плоская пластическая деформация (условие пластичности (3.13),
двумерное распределение поврежденности). В случае, когда Σ2 не изме-
няется вдоль изостат первого семейства, отношение

I1 =
ω −Σ2

dξ2

dL2

(4.5)

также не изменяется вдоль изостат первого семейства.
В случае, когда ω не изменяется вдоль изостат второго семейства, отношение

I2 =
ω −Σ2

dξ1

dL1

(4.6)

также не изменяется вдоль изостат второго семейства.
Заметим также, что

ln
dξ1

dL1
=

∫
dL2

ρ1
, − ln

dξ2

dL2
=

∫
dL1

ρ2
. (4.7)

И в первом, и во втором случае ξ1, ξ2 есть аналоги канонических перемен-
ных, введенных в [134] посредством преобразования

x1 = x1(ξ1, ξ2), x2 = x2(ξ
1, ξ2)
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области пластического течения, не изменяющего площади любого элемента пла-
стической зоны.

Общие соотношения вдоль линий главных напряжений для первых из трех
перечисленных выше случаев имеют следующий вид:

d3Σ + Γ(d1ϑ12 + d2ϑ21) = 0,

d1(Γ− Σ) + Γd3ϑ31 = 0,

d2(Γ− Σ) + Γd3ϑ32 = 0.

(4.8)

Здесь ϑik —угол между касательной к проекции изостаты с номером i на
плоскость, нормальную изостате с номером k, и фиксированным направлением
в этой плоскости.

Для напряженного состояния, соответствующего грани (3.13), общие соот-
ношения вдоль линий главных напряжений есть

d3Σ3 + (Σ3 − Σ2)(d1ϑ12 + d2ϑ21)− Γd1ϑ12 = 0,

d1(Γ + Σ2)− (Σ3 −Σ2)d3ϑ32 + Γ(d3ϑ32 + d2ϑ23) = 0,

d2Σ2 − (Σ3 − Σ2)d3ϑ31 − Γd1ϑ13 = 0,

(4.9)

где

Γ = 1−D1 +
D2 −D1

1−D2
Σ2.
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Приложение I

Ниже приводятся основные сведения, относящиеся к определению, свойствам и приме-
нению преобразований Лежандра и Ампера (см. также [38], с. 140-142; [23], с. 95-104). Эти
преобразования широко используется в математической физике, в частности, для точной
линеаризации нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных.

Рассмотрим достаточно гладкую функцию f(xk), определенную в некоторой области про-
странства n измерений.

Установим соответствие между переменными xk и x∗k на основании уравнений

∂if(xk) = x∗i . (A)

Переменные x∗i часто называют также тангенциальными координатами.
Если для некоторых значений переменных x∗i решение системы уравнений (A) есть xi, и

в точке xi определитель Гесса отличен от нуля∣∣∣∣ ∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣∣ 6= 0,

то по теореме о неявных функциях существует некоторая окрестность точки xi, в которой
между переменными xk и x∗k имеется взаимно однозначное и непрерывно дифференцируемое
соответствие:

xi = xi(x
∗
k). (B)

Преобразованием Лежандра функции f(xk) называется функция f∗(x∗k), определяемая
уравнением

f∗(x∗s) =
n∑
i=1

xix
∗
i − f(xk), (C)

в котором переменные xk выражены через переменные x∗k с помощью соотношений (B).
Согласно построению преобразование Лежандра корректно определено только в доста-

точно малой окрестности точки xk. Однако если функция f(xk) строго выпукла в некоторой
выпуклой области, то преобразование Лежандра корректно определено всюду в этой области.

Действительно, тогда между переменными xk и x∗k имеется взаимно однозначное и непре-
рывно дифференцируемое соответствие: если бы такого соответствия не было, то нашлись
бы две различные точки x′k и x′′k, в которых значения производных ∂if одинаковы и, следо-
вательно, (

(∂if)xs=x′s − (∂if)xs=x′′s
)

(x′i − x′′i ) = 0,

что противоречит строгой выпуклости функции f(xk):(
(∂if)xs=x′s − (∂if)xs=x′′s

)
(x′i − x′′i ) > 0

при условии ‖x′ − x′′‖ 6= 0.
Одним из важнейших свойств преобразования Лежандра является свойство взаимности.

Чтобы установить это свойство продифференцируем функцию f∗, определенную уравнением
(C), по xk, рассматривая ее как сложную функцию:

n∑
i=1

∂f∗

∂x∗i

∂2f

∂xi∂xk
=

n∑
i=1

xi
∂2f

∂xi∂xk
.
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В силу того, что определитель Гесса функции f отличен от нуля из последнего соотно-
шения находим

∂f∗

∂x∗i
= xi, (D)

и кроме того

f(xs) =

n∑
i=1

x∗ixi − f∗(x∗k). (E)

Таким образом, восстановить исходную функцию по ее преобразованию Лежандра очень
просто: достаточно применить еще раз это же преобразование. Ясно, поэтому, что преобра-
зование Лежандра инволютивно, т.е. его квадрат есть тождественное преобразование. Это
свойство преобразования Лежандра обычно называют свойством взаимности.

Рассмотрим далее преобразование Лежандра от функции двух независимых переменных
f(x1, x2). Будем пользоваться классическими обозначениями Монжа p, q, r, s, t для первых и
вторых частных производных от функции f . Соответствующие производные от f∗ обозначим
через p∗, q∗, r∗, s∗, t∗.

Согласно свойству взаимности имеем:

p∗ = x1, q
∗ = x2. (F)

Вычислим теперь вторые частные производные r∗, s∗, t∗.
Ясно, что

dp∗ = r∗dx∗1 + s∗dx∗2,

dq∗ = s∗dx∗1 + t∗dx∗2,

или, благодаря свойству взаимности,

dx1 = r∗(rdx1 + sdx2) + s∗(sdx1 + tdx2),

dx2 = s∗(rdx1 + sdx2) + t∗(sdx1 + tdx2),

откуда в силу произвольности дифференциалов dx1, dx2 можно заключить, что

r∗r + s∗s = 1, r∗s+ s∗t = 0,

s∗r + t∗s = 0, s∗s+ t∗t = 1.

С помощью последней группы формул находим:

r∗ =
t

rt− s2
, s∗ =

−s
rt− s2

, t∗ =
r

rt− s2
(G)

и обратно

r =
t∗

r∗t∗ − s∗2 , s =
−s∗

r∗t∗ − s∗2 , t =
r∗

r∗t∗ − s∗2 . (H)

Из этих соотношений можно заключить, что

(rt− s2)(r∗t∗ − s∗2) = 1.

Формулы (A) и (H) позволяют утверждать, что нелинейное дифференциальное уравне-
ние в частных производных вида

A(p, q)r + 2B(p, q)s+ C(p, q)t = 0 (I)

после применения преобразования Лежандра и при условии

rt− s2 6= 0 (J)

изображается как
A(x∗1, x

∗
2)t
∗ − 2B(x∗1, x

∗
2)s
∗ + C(x∗1, x

∗
2)r
∗ = 0, (K)
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т.е. становится линейным.
Еще одним примером преобразования, обладающего свойством взаимности, является пре-

образование Ампера функции f :

f∗(x∗1, x
∗
2) = x2x

∗
2 − f(x1, x2), (L)

где в правой части переменные x1, x2 следует выразить через переменные x∗1, x∗2 на основании
уравнений

x∗1 = x1, x∗2 =
∂f

∂x2

. (M)

Дифференцируя левую и правую части уравнения (L) по x1 и x2, получим
∂f∗

∂x∗1
+
∂f∗

∂x∗2

∂2f

∂x1∂x2

= x2
∂2f

∂x1∂x2

− ∂f

∂x1

,

∂2f

∂x2
2

(
∂f∗

∂x∗2
− x2

)
= 0,

откуда, при условии
∂2f

∂x2
2

6= 0

сразу же находим

x2 =
∂f∗

∂x∗2
,

∂f

∂x1
= −∂f

∗

∂x∗1
, (N)

т.е. преобразование Ампера обладает свойством взаимности:

f(x1, x2) = x2x
∗
2 − f∗(x∗1, x∗2), (O)

x1 = x∗1, x2 =
∂f∗

∂x∗2
. (P)

На основании (M) и (N) для первых производных от преобразования Ампера функции
f имеем

p∗ = −p, q∗ = x2, (Q)

а также— обратные зависимости
p = −p∗, q = x∗2, (R)

а для вторых, как показывает несложный расчет, —

r∗ =
s2 − rt

t
, s∗ = −s

t
, t∗ =

1

t
, (S)

и обратно

r =
s∗2 − r∗t∗

t∗
, s = −s

∗

t∗
, t =

1

t∗
. (T)

Действительно, так как
dp∗ = r∗dx1 + s∗dx∗2,

dq∗ = s∗dx1 + t∗dx∗2,
и кроме того

dp∗ = −dp = −rdx1 − sdx2, dq∗ = dx2, dx∗2 = sdx1 + tdx2,

находим, что
(r + r∗ + ss∗)dx1 + (s+ s∗t)dx2 = 0,

(s∗ + t∗s)dx1 + (tt∗ − 1)dx2 = 0,

откуда в силу независимости дифференциалов dx1 и dx2 сразу следуют формулы (S) и (T).
Изображение по Амперу уравнений в частных производных уже не требует выполнения

условия (J), но, очевидно, возможно только при условии t 6= 0. Заметим также, что уравнение
rt− s2 = 0 с успехом интегрируется с помощью преобразования Ампера (см., например, [38],
с. 142).

Применение преобразований Лежандра и Ампера к уравнениям математической теории
пластичности читатель может найти в работах [134], [135].

Нелинейная механика разрушения



478 Приложение II

Приложение II

На основании схемы Леонова—Панасюка—Дагдейла граничные условия краевой задачи,
соответствующей плоскому напряженному состоянию неограниченной пластины с трещиной
типа I, имеют следующий вид

σ22 = 0 (x2 = 0, |x1| < l),

σ22 = Y (x2 = 0, l < |x1| < l + c),

σ12 = 0 (x2 = 0, −∞ < x1 < +∞),

u2 = 0 (x2 = 0, |x1| > l + c),

σ22 → σ∞22 (|x1 + ix2| → ∞),

где Y —предел текучести при одноосном растяжении, σ∞22 —напряжения дальнего поля.
Длина пластической зоны c неизвестна и должна быть определена в процессе решения

задачи из условия непрерывности напряжений на продолжении трещины.
Решение сформулированной задачи можно представить в виде суперпозиции решений

двух задач: растяжения пластины без трещины напряжениями σ∞22, приложенными на беско-
нечности, и нагружение пластины с трещиной длины 2l напряжениями −σ∞22, действующими
на берегах трещины так, что суммарно выполняются приведенные выше краевые условия.
Напряжения, соответствующие каждой из задач, в дальнейшем обозначены через σIij и σ∗ij,
поэтому напряжения исходной задачи имеют вид σij = σIij + σ∗ij.

Решение первой задачи очевидно:

σI11 = 0, σI12 = 0, σI22 = σ∞22, uI1 = 0, uI2 =
x2σ

∞
22

E
,

где E —модуль Юнга, поэтому интерес представляет вторая задача с краевыми условиями

σ∗22 = −σ∞22 (x2 = 0, |x1| < l),

σ∗22 = Y − σ∞22 (x2 = 0, l < |x1| < l + c),

σ∗12 = 0 (x2 = 0, −∞ < x1 < +∞),

u∗2 = 0 (x2 = 0, |x1| > l + c),

σ∗22 → 0 (|x1 + ix2| → ∞).

Решение сформулированной задачи можно получить с помощью формул Колосова—Мус-
хелишвили

σ∗11 + σ∗22 = 4Re[ϕ∗′(z)],

σ∗22 − σ∗11 + 2iσ∗12 = 2[zϕ∗′′(z) + ψ∗′(z)], (A)

2µ(u∗1 + iu∗2) = κϕ∗(z)− zϕ∗′(z)− ψ∗(z),

где ϕ∗(z) и ψ∗(z)—комплексные потенциалы, которые являются аналитическими функциями
комплексного переменного z = x1 + ix2 в верхней полуплоскости, черта сверху является
знаком комплексного сопряжения, µ—модуль сдвига. Для рассматриваемой задачи κ = (3−
ν)/(1 + ν), где ν —коэффициент Пуассона.

Так как σ∗12 = 0 всюду на оси x1, то

Im [zϕ∗′′(z) + ψ∗′(z)] = 0 (B)

при x2 = 0.
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Этому условию можно удовлетворить, положив

ψ∗(z) = ϕ∗(z)− zϕ∗′(z). (C)

Таким образом, задача сводится к отысканию одной неизвестной функции ϕ∗(z).
Из формул (A) в силу (C) получаются следующие выражения для компонент тензора

напряжений

σ∗11 = 2Re[ϕ∗′(z)]− 2x2Im[ϕ∗′′(z)],

σ∗22 = 2Re[ϕ∗′(z)] + 2x2Im[ϕ∗′′(z)], (D)

σ∗12 = −2x2Re[ϕ∗′′(z)]

и для компонент вектора перемещений

2µu1 = (κ− 1)Re[ϕ∗(z)]− 2x2Im[ϕ∗′(z)],

2µu2 = (κ+ 1)Im[ϕ∗(z)]− 2x2Re[ϕ∗′(z)].
(E)

Поэтому для определения функции ϕ∗′(z) можно сформулировать следующую краевую
задачу: на отрезке |x1| < l + c задана действительная часть функции ϕ∗′(z)

Re[ϕ∗′(z)] =

−
σ∞22

2
(|x1| < l),

Y − σ∞22

2
(l < |x1| < l + c),

(F)

а на оставшейся части оси x1 определена мнимая часть этой функции, поскольку последнее
соотношение из (E) при x2 = 0 приводит к заключению, что

Im[ϕ∗′(z)] = 0 (|x1| > l + c). (G)

Решение сформулированной задачи можно получить, если использовать общие формулы
смешанной задачи теории аналитических функций для полуплоскости.

Пусть на вещественной оси имеется n отрезков

(a1, b1), (a2, b2), ..., (an, bn),

на которых заданы значения σ∗22 (что означает задание на отрезках действительной части
потенциала ϕ∗′(z)), вне этих отрезков u2 = 0 (что, в свою очередь, означает равенство нулю
мнимой части потенциала ϕ∗′(z)) вне указанных отрезков). На бесконечности напряжения и
перемещения исчезают.

Решение этой задачи будет содержать n произвольных постоянных, которые определя-
ются из условия u2 = 0, выполняющегося вне данных отрезков. Необходимо отметить, что
если напряжения обращаются в нуль на бесконечности, то

ϕ∗′(z) = O(z−2) (z →∞).

Решение смешанной задачи для полуплоскости имеет вид [181]:

ϕ∗′(z) =

n∑
m=1

(−1)n−m
bm∫

am

√√√√∣∣∣∣∣
n∏

m=1

(t− am)(t− bm)

∣∣∣∣∣σ∗22(t)dt

t− z + Pn−1(z)

2π

√
n∏

m=1

(z − am)(z − bm)

, (H)

где полином Pn−1(z) = c0 + c1z + c2z
2 + ...+ cnz

n имеет вещественные коэффициенты.
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Решение краевой задачи для верхней полуплоскости с граничными условиями (F), (G) в
силу формулы (H) имеет вид

ϕ∗′(z) = − 1

π
√
z2 − (l + c)2

−σ∞22

2

l∫
−l

√
(l + c)2 − ξ2

z − ξ dξ+

+
Y − σ∞22

2

−l∫
−(l+c)

√
(l + c)2 − ξ2

z − ξ dξ +
Y − σ∞22

2

l+c∫
l

√
(l + c)2 − ξ2

z − ξ dξ

 =

=
1

π
√
z2 − (l + c)2

Y − σ
∞
22

2

l+c∫
−(l+c)

√
(l + c)2 − ξ2

z − ξ dξ − Y

2

l∫
−l

√
(l + c)2 − ξ2

z − ξ dξ

 .

(I)

Полином Pn−1 исчезает в силу условия на бесконечности.
Вычисление первого из интегралов, входящих в последнее выражение, приводит к фор-

муле
l+c∫

−(l+c)

√
(l + c)2 − ξ2

z − ξ dξ = −{
√
z2 − (l + c)2 − z}π (z /∈ [−l− c, l + c]),

где ветвь корня на бесконечности имеет разложение

√
z2 − (l + c)2 = z − (l + c)2

2z
+ ... .

Если t ∈ [−l− c, l + c], то

l+c∫
−(l+c)

√
(l + c)2 − ξ2

ξ − t dξ = −πt. (J)

Для вычисления последнего интеграла в (I) можно воспользоваться формулами ([126],
с. 105, формулы 9, 13)

∫ √
ω2 − ξ2

ξ − p dξ =

∫ −ξ − p√
ω2 − ξ2

dξ + (ω2 − p2)

∫
dξ

(ξ − p)
√
ω2 − ξ2

+ C

и ∫
dξ

(ξ − p)
√
ω2 − ξ2

= − 1√
ω2 − p2

ln

∣∣∣∣∣
√
ω2 − p2 +

√
ω2 − ξ2

ξ − p − p√
ω2 − p2

∣∣∣∣∣ + C.

(ω2 − p2 > 0)

Здесь и в дальнейшем C —константа интегрирования; ω, p— вещественные переменные.
Поэтому

∫ √
ω2 − ξ2

ξ − p dξ = −p arcsin
ξ

ω
+
√
ω2 − ξ2−

−
√
ω2 − p2 ln

∣∣∣∣∣
√
ω2 − p2 +

√
ω2 − ξ2

ξ − p − p√
ω2 − p2

∣∣∣∣∣ (ω2 > p2).
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Возвращаясь к последнему интегралу из (I), можно заключить

l∫
−l

√
(l + c)2 − ξ2

ξ − p dξ = −2p arcsin
l

l + c
−

−
√

(l + c)2 − p2 ln

(√
(l + c)2 − p2 +

√
(l + c)2 − l2

l− p − p√
(l + c)2 − p2

)
+

+
√

(l + c)2 − p2 ln

(√
(l + c)2 − p2 +

√
(l + c)2 − l2

−l − p − p√
(l + c)2 − p2

)
=

= −2p arcsin
l

l + c
+
√

(l + c)2 − p2×

× ln

√
(l + c)2 − p2 +

√
(l + c)2 − l2

l + p
+

p√
(l + c)2 − p2√

(l + c)2 − p2 +
√

(l + c)2 − l2
l− p − p√

(l + c)2 − p2

=

= −2p arcsin
l

l + c
+
√

(l + c)2 − p2 ln
p− l
p + l

+

+
√

(l + c)2 − p2 ln
(l + c)2 +

√
(l + c)2 − l2

√
(l + c)2 − p2 + pl

(l + c)2 +
√

(l + c)2 − l2
√

(l + c)2 − p2 − pl
(l < p < l + c)

Для комплексных значений переменной p значения исследуемого интеграла следует по-
лучать как результат аналитического продолжения. Поэтому приведенная выше формула
будет справедлива и для комплексных значений p, при условии, что ветвь корня выбрана
так, чтобы ее значение было вещественным и положительным, если p ∈ [−l− c, l+ c], а ветвь
логарифма такова, что при p ∈ [−l− c, l+ c] ее следует рассматривать как соответствующую
вещественную функцию.

Если учесть, что∫
dξ

(ξ − p)
√
ω2 − ξ2

=
−1√
p2 − ω2

arcsin
ω2 − pξ
(ξ − p)ω + C (p2 > ω2 > ξ2),

то выражение для значений исследуемого интеграла, когда параметр пробегает всю веще-
ственную ось, имеет вид:

l∫
−l

√
(l + c)2 − ξ2

ξ − x1
dξ = (K)

=



−2x1 arcsin
l

l + c
+
√

(l + c)2 − x2
1 ln

∣∣∣∣ l − x1

l + x1

∣∣∣∣+
+
√

(l + c)2 − x2
1 ln

√
(l + c)2 − l2

√
(l + c)2 − x2

1 + x1l + (l + c)2√
(l + c)2 − l2

√
(l + c)2 − x2

1 − x1l + (l + c)2
,

(|x1| ≤ l + c)

−2x1 arcsin
l

l + c
+
√
x2

1 − (l + c)2×

×
[
arcsin

(l + c)2 + x1l

(l + x1)(l + c)
+ arcsin

(l + c)2 − x1l

(l− x1)(l + c)

]
.

(|x1| ≥ l + c)
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Следовательно, для комплексного потенциала справедливо выражение

ϕ∗′(z) = − 1

π
√
z2 − (l + c)2

{
Y − σ∞22

2
π(z −

√
z2 − (l + c)2)−

−Y
2

[
2z arcsin

l

l + c
−
√
z2 − (l + c)2

(
arcsin

(l + c)2 + lz

(l + z)(l + c)
+ arcsin

(l + c)2 − lz
(l − z)(l + c)

)]}
,

где корень имеет арифметическое значение, а арксинус следует рассматривать как соответ-
ствующую вещественную функцию, если l + c < z = x1.

Значение комплексного потенциала ϕ∗′(z) на отрезке z ∈ [−l−c, l+c]можно получить как
результат аналитического продолжения (при этом используются соответствующие формулы
для интегралов (J) и (K)).

В вершине трещины напряжения не могут иметь особенности, поэтому выражение в
фигурных скобках должно обращаться в нуль при z →±(l + c), что приводит к условию,
позволяющему определить длину области пластического течения

1− σ∞22/Y

2
π = arcsin

l

l + c
,

откуда
c

l
= sec

πσ∞22

2Y
− 1. (L)

Для определения компонент вектора перемещений необходимо найти комплексный по-
тенциал ϕ∗(z). Для вычисления потенциала воспользуемся соотношениями (E) и формулой

ψ∗′(z) = −zϕ∗′′(z), (M)

а также проведём следующие дополнительные вычисления.
Если l < t < l + c, то

lim
z→t

ϕ∗′(z) =
i

π
√

(l + c)2 − t2

{
−Y − σ

∞
22

2

(
−πt+ iπ

√
(l + c)2 − t2

)
+

+
Y

2

(
−2t arcsin

l

l + c
+
√

(l + c)2 − t2 ln
t− l
t + l

+

+
√

(l + c)2 − t2 ln

√
(l + c)2 − l2

√
(l + c)2 − t2 + tl + (l + c)2√

(l + c)2 − l2
√

(l + c)2 − t2 − tl + (l + c)2

)}
.

Откуда следует, что

ϕ∗′′(z)|z→t = −i
(
−Y − σ

∞
22

2
+
Y

π
arcsin

l

l + c

)[
1√

(l + c)2 − t2
+

+
t2

((l + c)2 − t2)
√

(l + c)2 − t2

]
+
iY l

π

1

t2 − l2 +

+
i(c+ l)2Y l

π
√

(l + c)2 − t2

√
(l + c)2 − l2 +

√
(l + c)2 − t2[√

(l + c)2 − l2
√

(l + c)2 − t2 + (l + c)2
]2

− l2t2
.

Первое слагаемое в последнем выражении исчезает в силу условия (L), поэтому после
упрощений можно получить

ϕ∗′′(z)|z→t =
iY l

π

[
1

t2 − l2 +
1√

(l + c)2 − t2(
√

(l + c)2 − l2 +
√

(l + c)2 − t2)

]
.
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Связь между потенциалами (M) позволяет найти потенциал ψ∗:

ψ∗(t) =
iY l

π

[
−1

2
ln(t2 − l2) + ln

(√
(l + c)2 − l2 +

√
(l + c)2 − t2

)]
и, поэтому при l < t < l + c потенциал ϕ∗(t) определяется выражением

ϕ∗(t) = ψ∗(t) + tϕ∗′(t) =

=
iY l

π

[
−1

2
ln(t2 − l2) + ln

(√
(l + c)2 − l2 +

√
(l + c)2 − t2

)
+

+
t

2l
ln
t− l
t + l

− i(Y − σ∞22)tπ

2Y l
+

+
t

2l
ln

√
(l + c)2 − l2

√
(l + c)2 − t2 + tl + (l + c)2√

(l + c)2 − l2
√

(l + c)2 − t2 − tl + (l + c)2

]
.

Полученное выражение можно преобразовать к виду

ϕ∗(t) = ψ∗ + tϕ∗′(t) = − iY l
2π

ln(t2 − l2) +
(Y − σ∞22)t

2
+

+
iY l

2π
ln

[
2(l + c)2 − t2 + 2l

√
sec2

πσ∞22

2Y
− 1
√

(l + c)2 − t2 − l2
]

+

+
iY t

2π
ln
t− l
t + l

+
iY t

2π
ln

√
(l + c)2 − l2

√
(l + c)2 − t2 + tl + (l + c)2√

(l + c)2 − l2
√

(l + c)2 − t2 − tl + (l + c)2
.

В силу этого для компоненты вектора перемещений u2 на продолжении трещины можно
получить

2µu2(x1, 0) = (κ + 1)Imϕ∗(z) =

= (κ+ 1)

{
−Y l

2π
ln (x2

1 − l2) +
Y x1

2π
ln
x1 − l
x1 + l

+

+
Y l

2π
ln

[
2(l + c)2 − x2

1 + 2l

√
sec2

πσ∞22

2Y
− 1
√

(l + c)2 − x2
1 − l2

]
+

+
Y x1

2π
ln

√
(l + c)2 − l2

√
(l + c)2 − x2

1 + x1l + (l + c)2√
(l + c)2 − l2

√
(l + c)2 − x2

1 − x1l + (l + c)2

}
,

где l < x1 < l + c.
После введения обозначений ξ = x1/l и cos β = l/(l + c) последнее выражение переписы-

вается следующим образом

4πµ

Y (κ+ 1)

u2

l
= ξ ln

ξ − 1

ξ + 1
+

+ ln
2 cos−2 β − ξ2 + 2

√
cos−2 β − 1

√
cos−2 β − ξ2 − 1

ξ2 − 1
+

+ξ ln

√
cos−2 β − 1

√
cos−2 β − ξ2 + ξ + cos−2 β√

cos−2 β − 1
√

cos−2 β − ξ2 − ξ + cos−2 β
,

где 1 < ξ < cos−1 β.
Поскольку

κ+ 1

2µ
=

4

E
,
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то после ряда преобразований можно получить

πE

2Y

u2

l
(ξ, 0) = − ln(ξ2 − 1) − 2 ln cos β + 2 ln

(
sinβ +

√
1− ξ2 cos2 β

)
+

+ξ ln

(
ξ − 1

ξ + 1

sinβ
√

1− ξ2 cos2 β + ξ cos2 β + 1

sinβ
√

1− ξ2 cos2 β − ξ cos2 β + 1

)
.

(1 < ξ < cos−1 β)

Напряжение σ∗22 вычисляется по формуле

σ∗22 = 2Re[ϕ∗′(z)]|x2=0.

Так как при |x1| > l + c производная комплексного потенциала ϕ∗′(z) определяется соот-
ношением

ϕ∗′(x1, 0) = − 1

π
√
x2

1 − (l + c)2

{
−(Y − σ∞22)π

2

√
x2

1 − (l + c)2 +

+
Y

2

√
x2

1 − (l + c)2

(
arcsin

(l + c)2 + lx1

(l + x1)(l + c)
+ arcsin

(l + c)2 − lx1

(l− x1)(l + c)

)}
,

то напряжение σ22 находится по формуле

σ22(x1, 0) = Y − Y

π

(
arcsin

(l + c)2 + lx1

(l + x1)(l + c)
+ arcsin

(l + c)2 − lx1

(l− x1)(l + c)

)
(|x1| ≥ l + c).
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Приложение III

Эллиптические интегралы Лежандра и эллиптические функции Якоби часто необхо-
димы для решения важнейших прикладных задач механики и физики. Этим специальным
функциям математической физики посвящена обширная литература.215 Имеется также ряд
замечательных справочных руководств,216 лучшим из которых является книга [199].

Ниже приводятся разложения эллиптических интегралов Лежандра и эллиптических
функций Якоби в ряды Фурье, пригодные для быстрого вычисления их значений.

Любой эллиптический интеграл ∫
R(z, w)dz,

где R—рациональная функция своих аргументов, w2 = a0z
4 +4a1z

3 +6a2z
2 +4a3z+a4 —мно-

гочлен четвертой или третьей степени без кратных корней, всегда можно выразить через
три канонических эллиптических интеграла, известных как эллиптические интегралы Ле-
жандра. Канонические эллиптические интегралы Лежандра определяются формулами (k—
модуль эллиптического интеграла)

F (ϕ, k) =

ϕ∫
0

dϑ√
1− k2sin2ϑ

,

E(ϕ, k) =

ϕ∫
0

√
1− k2sin2ϑ dϑ, (A)

Π(ϕ, ω2, k) =

ϕ∫
0

dϑ

(1− ω2sin2ϑ)
√

1− k2sin2ϑ
.

Эллиптические интегралы (A), взятые в пределах от 0 до π/2, называются полными
эллиптическими интегралами:

K(k) = F (π/2, k), E(k) = E(π/2, k), K′(k) = F (π/2,
√

1− k2). (B)

Эллиптические функции Якоби определяются равенствами

snu = sin amu, cnu = cos amu, dnu =
damu

du
, (C)

где ϕ = amu есть обращение интеграла с переменным верхним пределом

u =

ϕ∫
0

dθ√
1− k2 sin2 θ

.

215Теория эллиптических интегралов и функций изложена, например, в монографиях:
Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функции. Эллиптические и автоморфные функции. Функ-
ции Ламе и Матье. М.: Наука, 1967. 300 с.;
Ахиезер Н. И. Элементы теории эллиптических функций. М.: Наука, 1970. 304 с.
216Абрамовиц А., Стиган И. Справочник по специальным функциям с формулами, графиками и математи-

ческими таблицами. М.: Наука, 1979. 832 с.;
Корн Г., Корн Т. Справочник по математике (для научных работников и инженеров). М.: Наука, 1977. 832 с.
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С целью вычисления эллиптических интегралов Лежандра воспользуемся аппаратом
тэта-функций, определяемых как суммы рядов Фурье (q—параметр тэта-функции):

ϑ1(z) = 2

∞∑
m=1

(−1)m−1q(m− 1
2

)2

sin(2m− 1)z = i

∞∑
n=−∞

(−1)nq(n− 1
2

)2

ei(2n−1)z,

ϑ2(z) = 2
∞∑
m=1

q(m− 1
2

)2

cos(2m− 1)z =
∞∑

n=−∞
q(n− 1

2
)2

ei(2n−1)z,

ϑ3(z) = 1 + 2
∞∑
m=1

qm
2

cos2mz =
∞∑

n=−∞
qn

2

ei2nz,

ϑ4(z) ≡ ϑ0(z) ≡ ϑ(z) = 1 + 2
∞∑
m=1

(−1)mqm
2

cos2mz =
∞∑

n=−∞
(−1)nqn

2

ei2nz.

(D)

Для логарифмов и логарифмических производных тэта-функций имеем следующие Фу-
рье-разложения ([199], 1050.02):

lnϑ1(z) = ln(2 4
√
ξsinz)− 2

∞∑
n=1

q2n

n(1− q2n)
cos2nz,

lnϑ2(z) = ln(2 4
√
ξcosz) + 2

∞∑
n=1

(−1)n−1q2n

n (1− q2n)
cos2nz,

lnϑ3(z) = lnξ + 2
∞∑
n=1

(−1)n−1qn

n (1− q2n)
cos2nz,

lnϑ0(z) = lnξ − 2

∞∑
n=1

qn

n(1− q2n)
cos2nz,

(E)

где ξ = 0.57721566... —число Эйлера;

ϑ′1(z)

ϑ1(z)
= ctgz + 4

∞∑
n=1

q2n

1− q2n
sin2nz,

ϑ′2(z)

ϑ2(z)
= −tgz + 4

∞∑
n=1

(−1)nq2n

1− q2n
sin2nz,

ϑ′3(z)

ϑ3(z)
= 4

∞∑
n=1

(−1)nqn

1− q2n
sin2nz,

ϑ′0(z)

ϑ0(z)
= 4

∞∑
n=1

qn

1− q2n
sin2nz.

(F)

Эллиптический интеграл второго рода выражается через тэта-функцию по формуле
([217], 13.20.16)

E(u, k) =
E

K
u+

d

du
lnϑ0(

πu

2K
) (q = exp (−πK′/K)),

которая в силу (F) может быть представлена в виде

E(u, k) =
E

K
u+

2π

K

∞∑
m=1

qm

1− q2m
sin

mπu

K
. (G)

Вычисление эллиптического интеграла третьего рода распадается на несколько случаев.
Вводя переменные

v =
πu

2K
, t =

πγ

2K
, (H)
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имеем ([217], формулы 13.20.21, 13.20.25, 13.20.22; 13.20.19, 13.20.24, 13.20.23; 13.20.20, 13.19.19.4,
13.19.18.1; 13.20.18, 13.19.19.1, 13.19.18.4):

Круговой случай I: ω2 = −k2sn2(γ, k′)cn−2(γ, k′) (0 < γ < K′)

dn(γ, k′)

sn(γ, k′)cn(γ, k′)
Π(u,−k2 sn2(γ, k′)

cn2(γ, k′)
, k) =

1

2i
ln
ϑ0(v + it)

ϑ0(v − it) + i
ϑ′1(it)

ϑ1(it)
v,

1

2i
ln
ϑ0(v + it)

ϑ0(v − it) =
∞∑
n=1

1

n

qn

1− q2n
sin2nvsh2nt,

i
ϑ′1(it)

ϑ1(it)
= ctht− 4

∞∑
n=1

q2n

1− q2n
sh2nt.

(I)

Круговой случай II: ω2 = dn2(γ, k′) (0 < γ < K′)

k′2
sn(γ, k′)cn(γ, k′)

dn(γ, k′)
Π(u, dn2(γ, k′), k) = − 1

2i
ln
ϑ2(v + it)

ϑ2(v − it)
− iϑ

′
3(it)

ϑ3(it)
v,

1

2i
ln
ϑ2(v + it)

ϑ2(v − it)
= −arctg(tgv · tht)+

+ 2
∞∑
n=1

(−1)n

n

q2n

1− q2n
sin2nvsh2nt,

i
ϑ′3(it)

ϑ3(it)
= 4

∞∑
n=1

(−1)n

n

qn

1− q2n
sh2nt.

(J)

Гиперболический случай I: ω2 = k2sn2(γ, k) (0 < γ < K)

cn(γ, k)dn(γ, k)

sn(γ, k)
Π(u, k2sn2(γ, k), k) = −1

2
ln
ϑ0(v + t)

ϑ0(v − t)
+
ϑ′1(t)

ϑ1(t)
v,

1

2
ln
ϑ0(v + t)

ϑ0(v − t) = 2
∞∑
n=1

1

n

qn

1− q2n
sin2nvsin2nt,

ϑ′1(t)

ϑ1(t)
= ctgt + 4

∞∑
n=1

q2n

1− q2n
sin2nt.

(K)

Гиперболический случай II: ω2 = sn−2(γ, k) (0 < γ < K)

cn(γ, k)dn(γ, k)

sn(γ, k)
Π(u, sn−2(γ, k), k) =


1

2
ln
ϑ1(v + t)

ϑ1(v − t)
− ϑ′0(t)

ϑ0(t)
v, |v| > t

1

2
ln
ϑ1(t+ v)

ϑ1(t− v)
− ϑ′0(t)

ϑ0(t)
v, |v| < t

1

2
ln
ϑ1(v + t)

ϑ1(v − t)
=

1

2
ln

sin(v + t)

sin(v − t) + 2
∞∑
n=1

1

n

q2n

1− q2n
sin2nvsin2nt,

ϑ′0(t)

ϑ0(t)
= 4

∞∑
n=1

qn

1− q2n
sin2nt.

(L)

Оперирование с приведенными формулами (в плане вычисления значений эллиптических
функций Якоби cnu, snu, dnu, sdu) упрощается, если воспользоваться (E) и разложениями
эллиптических функций Якоби в ряды Фурье ([236], формулы 8.146.4, 8.146.1, 8.146.2, 8.146.3;
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[199], формула 908.10)

amu =
πu

2K
+ 2

∞∑
n=1

1

n

qn

1 + q2n
sin

nπu

K
,

snu =
1√
k

ϑ1(v)

ϑ0(v)
=

2π

kK

∞∑
n=1

qn−
1
2

1− q2n−1
sin

(2n − 1)πu

2K
,

cnu =

√
k′√
k

ϑ2(v)

ϑ0(v)
=

2π

kK

∞∑
n=1

qn−
1
2

1 + q2n−1
cos

(2n − 1)πu

2K
,

dnu =
√
k′
ϑ3(v)

ϑ0(v)
=

2π

K

[
1

4
+
∞∑
n=1

qn

1 + q2n
cos

nπu

K

]
,

sdu =
2π

kk′K

∞∑
n=0

(−1)n
qn+ 1

2

1 + q2n+1
sin

(2n+ 1)πu

2K
,

(M)

где, по-прежнему, используются обозначения v и q для аргумента и параметра тэта-функции,
причем при вычислениях значений эллиптических функций следует положить

v =
πu

2K
, q = exp (−πK′/K), (N)

и полный эллиптический интеграл первого рода находится, например, как сумма ряда по
степеням модуля k ([236], формула 8.113.1)217

K(k) =
π

2

{
1 +

1

22
k2 +

(1 · 3)2

(2 · 4)2
k4 + · · ·+

[
(2n− 1)!!

2nn!

]2

k2n + · · ·
}
, (O)

а также следующими Фурье-разложениями, позволяющими организовать ускоренное вычис-
ление некоторых комбинаций эллиптических функций Якоби, встречающихся в формулах
(I)–(L) (см. [236], формулы 8.146.7, 8.146.8, 8.146.11, 8.146.26, 8.146.27):

ndu =
1

dnu
=

2π

k′K

[
1

4
+
∞∑
n=1

(−1)n
qn

1 + q2n
cos

nπu

K

]
,

tnu =
snu

cnu
=

π

2k′K

[
tg
πu

2K
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n
q2n

1 + q2n
sin

nπu

K

]
,

cdu =
cnu

dnu
= − 2π

kK

∞∑
n=1

(−1)n
qn−

1
2

1− q2n−1
cos

(2n− 1)πu

2K
,

sn2u =
2π

K

∞∑
n=0

1

2k3

[
1 + k2 − (2n+ 1)2π2

4K2

]
qn+ 1

2

1− q2n+1
sin

(2n+ 1)πu

2K
,

1

sn2u
=

π2

4K2
cosec2 πu

2K
+

K− E

K
− 2π2

K2

∞∑
n=1

nq2n

1− q2n
cos

nπu

2K
,

(P)

217Приводимый ниже ряд не позволяет реализовать быстрое вычисление K(k) для значений модуля k,
незначительно отличающихся от единицы. Здесь стоит также напомнить, что полный эллиптический инте-
грал первого рода K(k)→∞, если k → 1.
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и, кроме того ([236], формулы 8.146.15, 8.146.16, 8.146.17)

tnudnu =
π

2K

[
tg
πu

2K
+ 4

∞∑
n=1

qn

1 + (−1)nqn
sin

nπu

K

]
,

snucdu =
4π2

k2K

∞∑
n=1

q2n−1

1− q2(2n−1)
sin

(2n − 1)πu

K
,

tnundu =
π

2k′2K

[
tg
πu

2K
+ 4

∞∑
n=1

(−1)nqn

1− qn sin
nπu

K

]
.

(Q)

Использование приведенных выше формул (I)–(L) для вычисления эллиптического инте-
грала Лежандра третьего рода требует решения уравнения вида

snγ = f(u) (R)

с целью определения параметра γ.
Решение уравнения (R) может быть найдено в форме интеграла Лежандра первого рода,

а затем вычислено с помощью разложения в ряд ([236], формула 8.117):

γ =
2K

π
amγ − snγ

√
1− sn2γ

(
a0 +

2

3
a1sn

2γ +
2 · 4
3 · 5a2sn

4γ + ...

)
, (S)

a0 =
2K

π
− 1, an = an−1 −

[
(2n− 1)!!

2nn!

]2

k2n.
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Приложение IV

Ниже приводятся основные уравнения плоской и осесимметричной задачи теории пла-
стичности, сформулированные в изостатических координатах, в обозначениях, соответству-
ющих 4.4.2.

Плоское деформированное состояние

Плоское деформированное состояние характеризуется условием ε33 = 0. В плоскости
течения x1, x2 имеется два взаимно ортогональных семейства изостатических траекторий.
Одно из семейств будем идентифицировать номером 1, другое — номером 2. Если считать, что
σ1 —наибольшее главное напряжение, то любое условие пластичности в состоянии плоской
деформации выражается уравнением σ1 − σ2 = 2k, где k есть предел текучести при сдвиге.

Обозначая через θ угол наклона к оси x1 изостаты первого семейства, получаем

κ1 = κ13 = −d1θ, κ2 = κ23 = d2θ.

Деривационное соотношение в этом случае имеет форму

d1κ2 + d2κ1 + κ2
1 + κ2

2 = 0.

Уравнения равновесия, сформулированные в изостатической координатной сетке, сводят-
ся к двум соотношениям Ламе—Максвелла

d1σ1 + κ2(σ1 − σ2) = 0,

d2σ2 + κ1(σ2 − σ1) = 0.
(A)

В пределах пластической зоны в уравнениях (A) следует учесть, что σ1 − σ2 = 2k.
Уравнения равновесия в приращениях главных напряжений dσj, сформулированные в

изостатической сетке, можно получить в виде

d1 + κ2(dσ1 − dσ2) + (2κ1 + d2) [(σ1 − σ2)dω] = 0,

d2dσ2 + κ1(dσ2 − dσ1) + (2κ2 + d1) [(σ1 − σ2)dω] = 0,
(B)

где dω = dω3 —малый поворот главных осей напряжений при догружении.
Условия соместности деформаций в главных приращениях деформаций dεj

218 сводятся
к одному уравнению219

S<33> = −d1d1dε2 − d2d2dε1 − (d1κ2 − d2κ1 + κ2
2 − κ2

1)(dε2 − dε1)−
−κ2d1(2dε2 − dε1)− κ1d2(2dε1 − dε2)+

+(d1d2 + d2d1 + 3κ1d1 + 3κ2d2)
[
(εE1 − εE2 )dω

]
+

+2(2κ1κ2 + d1κ1 + d2κ2)(εE1 − εE2 )dω = 0,

(C)

218Напомним, что величины dεj , вообще говоря, не являются приращениями главных полных деформаций, а
используются как обозначение для суммы dεEj и dεPj , причем dεEj — приращение главного значения εEj тензора
упругих деформаций εE , dεPj — собственное значение тензора dεP . Если пренебречь упругими деформациями,
то величина dεj представляет собой главное значение тензора приращения полной деформации.
219Заметим, что в случае плоского деформированного состояния

S<33> =∇ · (∇ · ε) −∆εjj.
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или, пренебрегая в (C) вкладом упругой деформации, —

S<33> = −d1d1dε2 − d2d2dε1 − (d1κ2 − d2κ1 + κ2
2 − κ2

1)(dε2 − dε1)−
−κ2d1(2dε2 − dε1)− κ1d2(2dε1 − dε2) = 0.

(D)

Осесимметричная деформация

Осесимметричное пластическое течение, когда напряженное состояние соответствует реб-
ру призмы Треска, можно разделить на следующие два типа:220 1) тангенциальное напряже-
ние является наибольшим (наименьшим) главным напряжением, а меридиональные главные
напряжения равны; 2) тангенциальное напряжение равно одному из меридиональных глав-
ных напряжений, а максимальное касательное напряжение в меридиональной плоскости рав-
но пределу текучести k. Первый случай исследуется элементарными средствами. Второй слу-
чай — состояние ”полной пластичности” Хаара—Кармана. Если присвоить тангенциальному
главному направлению второй номер и обозначить через σ3 наибольшее (наименьшее) из
двух меридиональных главных напряжений, то приходим к соотношениию

σ1 = σ2 = σ3 ± 2k,

характеризующему состояние ”полной пластичности”. В дальнейшем примем также, что глав-
ное напряжение σ1 —наибольшее из меридиональных главных напряжений. Это означает, что
в приведенном выше соотношении следует выбрать положительный знак.

В случае осесимметричной деформации удобно ввести цилиндрическую систему коорди-
нат r, ϕ, z.

В меридиональной плоскости ϕ = const имеется два взаимно ортогональных семейства
изостатических траекторий, соответствующих первому и третьему главным направлениям.
Введем угол χ так, чтобы наклон (к горизонтальной оси) траектории первого семейства был
равен π − χ.

Ясно, что справедливы следующие соотношения:

d2 = 0, κ23 =
cosχ

r
, κ21 =

sinχ

r
, κ31 = 0, κ13 = 0.

Деривационные соотношения выражаются либо группой уравнений

d1κ32 + d3κ12 + κ2
12 + κ2

32 = 0,

d1κ23 + κ2
23 + κ12κ21 = 0,

d3κ21 + κ2
21 + κ23κ32 = 0,

d3κ23 = κ21(κ32 − κ23),

либо группой —
d1κ32 + d3κ12 + κ2

12 + κ2
32 = 0,

d1κ23 + κ2
23 + κ12κ21 = 0,

d3κ21 + κ2
21 + κ23κ32 = 0,

d1κ21 = κ23(κ12 − κ21).

Компоненты тензора напряжений можно задать в форме

σ<rr> = p + τ cos 2χ,

σ<zz> = p− τ cos 2χ,

σ<ϕϕ> = σ2,

σ<rz> = −τ sin 2χ,

(E)

220Тангенциальное напряжение всегда будет главным напряжением при осесимметричном напряженном
состоянии.
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где
p =

1

2
(σ1 + σ3),

τ =
1

2
(σ1 − σ3),

и следует учесть, что τ = k в пределах зоны пластического течения.
Главные напряжения определяются как

σ1, σ3 =
1

2
(σ<rr> + σ<zz>)± 1

2

√
(σ<rr> − σ<zz>)2 + 4σ2

<rz>. (F)

Уравнения равновесия

∂σ<rr>
∂z

+
∂σ<rz>
∂z

+
σ<rr> − σ<ϕϕ>

r
= 0,

∂σ<rz>
∂r

+
∂σ<zz>
∂z

+
σ<rz>
r

= 0,

сформулированные относительно изостатической сетки, есть

d1σ1 + κ23(σ1 − σ2) + κ32(σ1 − σ3) = 0,

d3σ3 + κ21(σ3 − σ2) + κ12(σ3 − σ1) = 0.
(G)

В пределах пластической зоны в этих уравнениях следует положить σ1−σ3 = 2k и σ2−σ3 =
2k, а также σ1 − σ2 = 0.

Принимая во внимание, что

κ12 =
ctgχ

r
d1r + d1χ−

cosχctgχ

r
= d1χ,

κ32 =
tgχ

r
d3r − d3χ−

sinχtgχ

r
= −d3χ,

уравнения равновесия (G) можно также представить в форме

d1σ1 +
cosχ

r
(σ1 − σ2)− (σ1 − σ3)d3χ = 0,

d3σ3 +
sinχ

r
(σ3 − σ2)− (σ1 − σ3)d1χ = 0.

(H)

Уравнения равновесия в приращениях главных напряжений, сформулированные в изо-
статической сетке, можно получить в следующем виде:

d1dσ1 + κ23(dσ1 − dσ2) + κ32(dσ1 − dσ3) + (2κ12 + κ21 + d3) [(σ3 − σ1)dω] = 0,

d3dσ3 + κ21(dσ3 − dσ2) + κ12(dσ3 − dσ1) + (2κ32 + κ23 + d1) [(σ3 − σ1)dω] = 0,
(I)

где dω = dω2 —поворот главных осей напряжений 1 и 3 (в плоскости ϕ = const) при догру-
жении. В пределах пластической зоны в этих уравнениях следует положить σ1 − σ3 = 2k и
σ2 − σ3 = 2k, а также σ1 − σ2 = 0.

Компоненты осесимметричного тензора приращения деформации можно задать в форме

dε<rr> = dλ + dµ cos 2χ,

dε<ϕϕ> = dε2,

dε<zz> = dλ− dµ cos 2χ,

dε<rz> = −dµ sin 2χ,

(J)

где
dλ =

1

2
(dε1 + dε3),

dµ =
1

2
(dε1 − dε3).
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Главные приращения деформаций вычисляются по формуле

dε1, dε3 =
1

2
(dε<rr> + dε<zz>)± 1

2

√
(dε<rr> − dε<zz>)2 + 4(dε<rz>)2. (K)

Заметим, что имеет место равенство

dε2 =
du<r>
r

.

Соотношения Коши, связывающие приращения деформаций и перемещений, в осесим-
метричном случае сводятся к

dε<rr> =
∂du<r>
∂r

, dε<ϕϕ> =
du<r>
r

, dε<zz> =
∂du<z>
∂z

,

2dε<rz> =
∂du<r>
∂z

+
∂du<z>
∂r

.

(L)

Несжимаемость течения и принцип соосности тензора напряжений и тензора приращения
деформаций выражаются следующими уравнениями:

∂du<r>
∂r

+
∂du<z>
∂z

+
du<r>
r

= 0,

∂du<r>
∂z

+
∂du<z>
∂r

∂du<r>
∂r

− ∂du<z>
∂z

= − tg 2χ.

Условия совместности приращений деформаций выражаются тремя уравнениями (из ко-
торых в силу ∇ · S = 0 независимы только два, например, первое и третье) относительно
изостатических координат

S<11> = −d3d3dε2 + κ2
21(dε3 − dε2) + d3 [κ21(dε3 − dε2)]− κ23κ32(dε2 + dε3 − 2dε1)−

−κ21d3dε2 − κ32d1dε2 − κ23d1dε3+

+(2κ23κ12 + κ21κ32 + κ21κ23 + d3κ23 + 2κ23d3)
[
(εE3 − εE1 )dω

]
= 0,

S<22> = −d3d3dε1 − d1d1dε3 + (κ2
32 − κ2

12)(dε1 − dε3) + d1 [κ32(dε1 − dε3)]−
−κ12d3dε1 − κ32d1dε3 − d3 [κ12(dε1 − dε3)]+

+(4κ32κ12 + 2d3κ32 + 2d1κ12 + d3d1 + d1d3 + 3κ12d1 + 3κ32d3)
[
(εE3 − εE1 )dω

]
= 0,

(M)

S<33> = −d1d1dε2 − κ2
23(dε2 − dε1)− d1 [κ23(dε2 − dε1)]− κ21κ12(dε1 + dε2 − 2dε3)−

−κ23d1dε2 − κ21d3dε1 − κ12d3dε2+

+(2κ21κ32 + κ12κ23 + κ21κ23 + d1κ21 + 2κ21d1)
[
(εE3 − εE1 )dω

]
= 0.

Заметим, что условия S<12> = 0, S<23> = 0, S<31> = 0 удовлетворяются тождественно в
силу dω1 = 0, dω3 = 0, κ31 = 0, κ13 = 0, d2 = 0.

Пренебрегая вкладом упругих деформаций, уравнения совместности в приращениях (M)
можно привести к следующему виду:

S<11> = −d3d3dε2 + κ2
21(dε3 − dε2) + d3 [κ21(dε3 − dε2)]− κ23κ32(dε2 + dε3 − 2dε1)−

−κ21d3dε2 − κ32d1dε2 − κ23d1dε3 = 0,

S<22> = −d3d3dε1 − d1d1dε3 + (κ2
32 − κ2

12)(dε1 − dε3) + d1 [κ32(dε1 − dε3)]−
−κ12d3dε1 − κ32d1dε3 − d3 [κ12(dε1 − dε3)] = 0,

(N)

S<33> = −d1d1dε2 − κ2
23(dε2 − dε1)− d1 [κ23(dε2 − dε1)]− κ21κ12(dε1 + dε2 − 2dε3)−

−κ23d1dε2 − κ21d3dε1 − κ12d3dε2 = 0.
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Наконец, учитывая, что

κ12 = d1χ, κ32 = −d3χ, κ21 =
sinχ

r
, κ23 =

cosχ

r
,

а также
d3κ21 = κ23d3χ− κ2

21,

d1κ23 = −κ21d1χ− κ2
23,

получаем условия совместности в виде

S<11> = −d3d3dε2 + κ23(dε3 − dε2)d3χ + κ21(d3dε3 − d3dε2)− κ23κ32(dε2 + dε3 − 2dε1)−
−κ21d3dε2 − κ32d1dε2 − κ23d1dε3 = 0,

S<22> = −d3d3dε1 − d1d1dε3 + (κ2
32 − κ2

12 − d1d3χ− d3d1χ)(dε1 − dε3)− κ12d3dε1 − κ32d1dε3+

+κ32(d1dε1 − d1dε3)− κ12(d3dε1 − d3dε3) = 0,

S<33> = −d1d1dε2 + κ21(dε2 − dε1)d1χ− κ23(d1dε2 − d1dε1)− κ21κ12(dε1 + dε2 − 2dε3)−
−κ23d1dε2 − κ21d3dε1 − κ12d3dε2 = 0.

Уравнения ассоциированного закона течения

Рассмотрим уравнения ассоциированного с условием пластичности Треска221 закона тече-
ния. Нас будет интересовать определяющая зависимость главных приращений пластической
деформации от приращений напряжений в поврежденной среде.

Сначала предположим, что напряженное состояние соответствует грани условия теку-
чести. Перенумеровав, если потребуется, главные напряжения, грань призмы Треска всегда
можно задать уравнением

σэ1 − σэ2 = 2k.

Согласно ассоциированному закону течения, определяющие зависимости есть

dεP1 =
dΛ

1−D1
, dεP2 = − dΛ

1−D2
, dεP3 = 0. (O)

Множитель dΛ без труда исключается с помощью уравнения, устанавливающего непре-
рывность нагружения. Предполагая также, что приращения главных поврежденностей и
главные приращения пластической деформации связаны определящими зависимостями ви-
да

dD1 = K1sgn(dεP1 )dεP1 , dD2 = K2sgn(dεP2 )dεP2 , (P)

где определяющие функции K1, K2 не зависят от приращений напряжений и деформаций,
находим

dΛ =
(1−D1)2(1−D2)2[(β − 1)dσ2 − dσ1]

K1sgn(dεP1 )σ1 − (β − 1)K2sgn(dεP2 )σ2
,

где

β − 1 =
1−D1

1−D2
,

и, таким образом, —
dεP1
F

= (β − 1)dσ2 − dσ1. (Q)

Здесь F обозначает следующее отношение:

F =
(1−D1)(1−D2)2

K1sgn(dεP1 )σ1 − (β − 1)K2sgn(dεP2 )σ2

.

221Условие пластичности Треска для поврежденной среды формулируется в терминах главных эффектив-
ных напряжений σэj .
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Ясно, что в силу ассоциированного закона течения на грани (O)

dεP2 = −(β − 1)dεP1 , (R)

поэтому
dεP2
F

= −(β − 1)2dσ2 + (β − 1)dσ1. (S)

Рассмотрим далее уравнения ассоциированного закона течения для ребра поверхности
текучести. Всегда, после подходящей перенумерации главных осей напряжений, можно счи-
тать, что ребро задается уравнениями

σэ1 − σэ3 = 2k, σэ2 − σэ3 = 2k.

Ясно, что, как и выше, главные приращения пластических деформаций dεP1 и dεP2 выра-
жаются через приращения напряжений определяющими зависимостями вида

dεP1
F1

= (β1 − 1)dσ3 − dσ1,

dεP2
F2

= (β2 − 1)dσ3 − dσ2,

(T)

где

β1 − 1 =
1−D1

1−D3
, β2 − 1 =

1−D2

1−D3
,

F1 =
(1−D1)(1−D3)2

K1sgn(dεP1 )σ1 − (β1 − 1)K3sgn(dεP3 )σ3
,

F2 =
(1−D2)(1−D3)2

K2sgn(dεP2 )σ2 − (β2 − 1)K3sgn(dεP3 )σ3
.

Для приращения dεP3 имеем формулу

−dεP3 = (β1 − 1)dεP1 + (β2 − 1)dεP2 ,

или

− dεP3
F1F2

=

[
(β1 − 1)2

F2
+

(β2 − 1)2

F1

]
dσ3 −

β1 − 1

F2
dσ1 −

β2 − 1

F1
dσ2. (U)

Уравнения ассоциированного закона течения для грани (Q), (S) и ребра (T), (U) не
позволяют, в силу линейной зависимости правых частей, найти обратные соотношения, т.е.
выразить приращения напряжений через главные приращения пластических деформаций.
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Методы голографической интерферометрии
в экспериментальном анализе деформаций

твердых тел222

Экспериментальные методы исследований, интенсивно развивающиеся в по-
следние годы, позволяют находить с высокой точностью действительные значе-
ния деформаций, возникающих в деталях машин и элементах конструкций при
различных условиях их работы. Ясно, что высокоточные экспериментальные
методики часто оказываются единственным средством верификации различных
теорий механики деформируемого твердого тела и механики разрушения, как
одной из ее составных частей.

В настоящее время особое место среди экспериментальных методов занима-
ют оптические методы, позволяющие получать полную информацию о напряжен-
но-деформированном состоянии конструкции. Среди оптических методов следу-
ет выделить методы голографической интерферометрии.

Голографическая интерферометрия— высокочувствительный метод, позво-
ляющий исследовать предметы сложной формы. Он, во-первых, не предъявляет
строгих требований к качеству оптики и исследуемой поверхности, а, во-вторых,
дает возможность сравнивать световые волны, рассеянные объектом в разные
моменты времени и в разных направлениях в пределах телесного угла, который
охватывает голограмма.

Для количественной расшифровки интерферограмм необходимо проведение
определенного объема экспериментальных и расчетных операций. Существуют
различные методы расчета вектора смещения с помощью метода голографиче-
ской интерферометрии [1]–[7]. Основными являются метод многих голограмм
[7] и метод Александрова—Бонч-Бруевича [2], которые за счет наличия мно-
гих голограмм на стадии записи информации, или за счет изменения направле-
ний наблюдений на стадии восстановления, по изменению интерференционных
картин, позволяют определять поля перемещений. Эти методы базируются на
стандартной двухлучевой оптической схеме записи голограмм. Представляет
интерес использование оптических схем записи голограмм с несколькими пред-
метными и опорными лучами для расшифровки голографических интерферо-
грамм.

Рассмотрим метод расшифровки двухэкспозиционных голографических ин-
терферограмм по трехлучевой схеме с двумя произвольно расположенными в
пространстве предметными световыми пучками, которые имеют линейную по-
ляризацию с взаимно ортогональным расположением плоскостей поляризации.

222Текст настоящего добавления написан по просьбе авторов канд. физ.-мат. наук М. Н. Осиповым.
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Распределение интенсивности в интерференционной картине в этом случае
определяется выражением [7]:

I ≈ I0
[
cos2 ϕ+ cos2ϕ′

]
(A)

где I0 — суммарная интенсивность света, ϕ— разность фаз между двумя восста-
новленными волнами, несущими информацию о смещении поверхности между
экспозициями и связанными с первым предметным пучком; ϕ′—разность фаз
между двумя восстановленными волнами, связанными со вторым предметным
пучком.

Из физических соображений, а также предварительного теоретического ана-
лиза, следует, что для определения полной информации о смещении поверхно-
сти необходимо также иметь и несколько направлений наблюдения.

Для определения разности фаз рассмотрим ход световых лучей, как показа-
но на рис. 93, для произвольно выбранной точки на исследуемой поверхности
и произвольно выбранных точек освещения и наблюдения.

Q1 Q2

O

O1

P

P1

P2

q

k1

∆k1

k 3
k 5

k 6

∆k5

k9

∆k9

k10

k 2

∆k2

k 4

k7

∆k 7k8

r1
r5

r3

r6

r9

r10

r2

r4

r7

r8

Рис. 93. Схема пространственного расположения векторов при расчете интерференционных
картин (Q1, Q2 —исходное и соответственно новое положение точки в результате деформации
поверхности)

В точках O и O1 располагаются источники освещения, а в точках P и P1
исследуется образование интерференционной картины, или, с другой стороны,
эти точки являются точками наблюдения. Предположим, что исследуемый эле-

Нелинейная механика разрушения



498 Добавление

мент поверхности между экспозициями смещается из точки Q1 в точку Q2 на
вектор q.

Волновые векторы световых лучей, представляющие направление освеще-
ния и наблюдения для данной оптической схемы, согласно рис. 93, обозначим
как ki; |ki| = 2πλ−1, где λ— длина волны лазерного излучения, используемо-
го для записи голограмм. Расстояние от источника освещения до исследуемой
точки, и далее до точки наблюдения, обозначим как ri.

Используя введенные обозначения, определим величину фазового набега лу-
чей, интерферирующих в точках P и P1:

ϕ1 = k1 · r1 + k2 · r2, ϕ2 = k3 · r3 + k4 · r4,
ϕ3 = k1 · r1 + k7 · r7, ϕ4 = k8 · r8 + k3 · r3,
ϕ5 = k5 · r5 + k2 · r2, ϕ6 = k6 · r6 + k4 · r4,
ϕ7 = k5 · r5 + k7 · r7, ϕ8 = k6 · r6 + k8 · r8.

(B)

При изменении направлений наблюдения и освещения между волновыми
векторами ki выполняются следующие соотношения:

k3 = k1 + ∆k1, k4 = k2 + ∆k2,
k6 = k5 + ∆k5, k8 = k7 + ∆k7.

(C)

Тогда, используя уравнения (B) и (C), разности фаз двух интерферирующих
лучей в точках P и P1 запишутся в следующем виде:

ϕ = ϕ1 − ϕ2 = k1 · (r3 − r1)− k2 · (r4 − r2) + ∆k1 · r3 + ∆k2 · r4,

ϕ′ = ϕ4 − ϕ3 = k1 · (r3 − r1)− k7 · (r7 − r8) + ∆k1 · r3 + ∆k7 · r8,

ϕ′′ = ϕ6 − ϕ5 = k5 · (r6 − r5)− k2 · (r2 − r4) + ∆k5 · r6 + ∆k2 · r4,

ϕ′′′ = ϕ8 − ϕ7 = k5 · (r6 − r5)− k7 · (r7 − r8) + ∆k5 · r6 + ∆k7 · r8.

(D)

В реальных экспериментальных исследованиях обычно выполняются следу-
ющие условия:

|q| = |r3 − r1| = |r6 − r5| = |r2 − r4| = |r7 − r8| << |ri| (E)

Тогда с большой степенью точности можно считать, что ∆k1⊥r3, ∆k5⊥r6,
∆k2⊥r4, ∆k7⊥r8, и поэтому (D) можно записать в следующем виде:

ϕ = (k1 − k2) · q, ϕ′ = (k1 − k7) · q,
ϕ′′ = (k5 − k2) · q, ϕ′′′ = (k5 − k7) · q.

(F)

Рассмотрим расшифровку интерферограмм для двух обобщенных случаев:
1) номер интерференционной полосы при восстановлении интерферограммы из-
вестен; 2) номер интерференционной полосы неизвестен.

1. Номер интерференционной полосы известен. В этом случае из вы-
ражения (A) следует, что светлые полосы в интерференционных картинах, на-
блюдаемых в точках P и P1 для двух предметных лучей освещения, будут об-
разованы при разности фаз, удовлетворяющей следующим соотношениям:

ϕ = 2πN1, ϕ′ = 2πN2,
ϕ′′ = 2πN3, ϕ′′′ = 2πN4,

(G)
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где N1, N2 —номера интерференционных полос, наблюдаемых в точках P и
P1 соответственно для первого предметного пучка; N3, N4 —номера интерфе-
ренционных полос, наблюдаемых в точках P и P1 соответственно для второго
предметного пучка.

Тогда систему уравнений (F) перепишем в следующем виде:

2πN1 = |k1| |q| cos (k1,q) − |k2| |q| cos (k2,q) ,
2πN2 = |k1| |q| cos (k1,q) − |k7| |q| cos (k7,q) ,
2πN3 = |k5| |q| cos (k5,q) − |k2| |q| cos (k2,q) ,
2πN4 = |k5| |q| cos (k5,q) − |k7| |q| cos (k7,q) .

(H)

Введем произвольно ориентированную систему координат (см. рис. 94), кото-
рая связана с исследуемой точкой поверхности, и относительно нее расположим
векторы наблюдения, освещения и перемещения.

Используя обозначения углов согласно рис. 94, введенные для расположения
указанных векторов относительно координатных осей (x, y, z), для cos (ki,q)
получим следующие соотношения:

cos (k1,q) = cosα1 cos θ1 + cosβ1 cos θ2 + cos γ1 cos θ3,
cos (k2,q) = cosα2 cos θ1 + cosβ2 cos θ2 + cos γ2 cos θ3,
cos (k5,q) = cosα3 cos θ1 + cosβ3 cos θ2 + cos γ3 cos θ3,
cos (k7,q) = cosα4 cos θ1 + cosβ4 cos θ2 + cos γ4 cos θ3.

(I)

где α1, β1, γ1 — значения углов расположения вектора освещения k1 относитель-
но координатных осей (x, y, z) соответственно; α2, β2, γ2 — значения углов рас-
положения вектора наблюдения k2 относительно координатных осей (x, y, z)
соответственно; α3, β3, γ3 — значения углов расположения вектора освещения
k5 относительно координатных осей (x, y, z) соответственно; α4, β4, γ4 — значе-
ния углов расположения вектора наблюдения k7 относительно координатных
осей (x, y, z) соответственно; θ1, θ2, θ3 — значения углов расположения вектора
смещения q относительно координатных осей (x, y, z) соответственно.

Отметим также, что справедливы соотношения

qx = |q| cos θ1, qy = |q| cos θ2, qz = |q| cos θ3. (J)

Тогда, используя соотношения (I), (J) и учитывая, что |ki| = 2πλ−1, систему
уравнений (H) представим в следующем виде:

qx (cosα1 − cosα2) + qy (cosβ1 − cos β2) +

+ qz (cos γ1 − cos γ2) = N1λ,

qx (cosα1 − cosα4) + qy (cosβ1 − cos β4) +

+ qz (cos γ1 − cos γ4) = N2λ,

qx (cosα3 − cosα2) + qy (cosβ3 − cos β2) +

+ qz (cos γ3 − cos γ2) = N3λ,

qx (cosα3 − cosα4) + qy (cosβ3 − cos β4) +

+ qz (cos γ3 − cos γ4) = N4λ.

(K)
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Рис. 94. Схема углового расположения вектора перемещения q, векторов наблюдения k2, k7

и освещения k1, k5 относительно произвольно ориентированной системы координат

Решение системы уравнений (K) позволяет найти компоненты qx, qy, qz век-
тора смещения q. Следовательно, используя соотношения (H) или (K), можно
определить величину и направляющие косинусы вектора смещения q:

|q| =
√
q2
x + q2

y + q2
z , cos θ1 =

qx
|q| , cos θ2 =

qy
|q| , cos θ3 =

qz
|q| . (L)

Система уравнений (K) переопределена, однако это условие необходимо для
однозначного определения вектора смещения q. Кроме того, отметим, что знак
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вектора смещения q по данному методу однозначно определить нельзя. Тот, или
иной знак вектора смещения q обычно определяется из условий эксперимента
и физических соображений.

2. Номер интерференционной полосы неизвестен. Этот случай осно-
ван на методе Александрова—Бонч-Бруевича по расшифровке голографиче-
ских интерферограмм [2]. Рассмотрим физические основы метода. Так как но-
мер интерференционной полосы неизвестен, то предлагается определять измене-
ние порядка интерференционной полосы при изменении направления наблюде-
ния и изменении направления освещения. Теоретический анализ, проведенный
аналогично первому случаю, показывает, что при освещении исследуемой по-
верхности одним пучком необходимо произвести измерения изменения порядка
интерференционной полосы в трех различных направлениях относительно вы-
бранного направления наблюдения. При освещении исследуемой поверхности
двумя пучками под различными направлениями необходимо произвести изме-
рения изменения порядка интерференционной полосы только в двух различных
направлениях относительно выбранного направления наблюдения.

Выполняя аналогичные расчеты, как и в первом случае, сформулируем си-
стему уравнений, которая описывает изменения порядка интерференционных
полос при изменении направления наблюдения. Эта система уравнений имеет
вид, аналогичный системе уравнений (K):

qx (cosα1 − cosα2) + qy (cosβ1 − cos β2) +

+ qz (cos γ1 − cos γ2) = ∆N11λ,

qx (cosα1 − cosα4) + qy (cosβ1 − cos β4) +

+ qz (cos γ1 − cos γ4) = ∆N21λ,

qx (cosα3 − cosα2) + qy (cosβ3 − cos β2) +

+ qz (cos γ3 − cos γ2) = ∆N12λ,

qx (cosα3 − cosα4) + qy (cosβ3 − cos β4) +

+ qz (cos γ3 − cos γ4) = ∆N22λ,

(M)

где ∆N11, ∆N21 — изменение порядка интерференционных полос при изменении
направления наблюдения из точки P в точки P1 и P2 соответственно для перво-
го предметного пучка; ∆N12, ∆N22 —изменение порядка интерференционных
полос, при изменении направления наблюдения из точки P в точки P1 и P2
соответственно, для второго предметного пучка; для значений углов α1, β1, γ1
и α3, β3, γ3 сохраняются прежние (как и в первом случае) обозначения; α2, β2,
γ2 — значения углов расположения вектора наблюдения k из точки P1 относи-
тельно координатных осей (x, y, z) соответственно; α4, β4, γ4 — значения углов
расположения вектора наблюдения k из точки P2 относительно координатных
осей (x, y, z) соответственно.

Таким образом, решая систему уравнений (M) и используя соотношения (L),
можно определить величину и направляющие косинусы вектора смещения q,
как и в первом случае. Замечания, сделанные относительно переопределенности
системы уравнений и знака вектора смещения q, остаются в силе.
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Проведенный теоретический анализ показывает, что трехлучевые оптиче-
ские схемы записи и восстановления голографических интерферограмм дают
дополнительную информацию, позволяющую ускорить процесс расшифровки
интерференционных картин и повысить точность измерений по сравнению с
двухлучевыми оптическими схемами.

В качестве примера представлены фотографии (см. рис. 95) интерферо-
грамм, восстановленных с голограмм (записанных по трехлучевой оптической
схеме с двумя предметными световыми лучами) при четырех различных углах
наблюдения, для изгиба дюралевой полосы, защемленной с одного конца. Экс-
перимент проводился с тонкой дюралевой полосой (длина— 85мм, ширина—
15мм, толщина— 1,5мм), защемленной снизу и нагруженной на свободном кон-
це силой 10Г, направленной перпендикулярно плоскости полосы.

Рис. 95. Фотографии восстановленных интерферограмм (для четырех различных углов на-
блюдения) в эксперименте с изгибом. Относительные смещения, обусловленные изгибом, то-
чек поверхности образца, расположенных в центрах двух смежных черных полос, пропорци-
ональны λ/2

Процесс расшифровки голографических интерферограмм, полученных по
многолучевой оптической схеме, связан с исследованием диффузно отражаю-
щих объектов. При исследовании фазовых объектов с использованием много-
лучевых оптических схем возникают дополнительные особенности. Например,
теоретический анализ записи и восстановления голографических интерферо-
грамм диффузно отражающих объектов ведется в рамках скалярной теории
электромагнитных волн, в то время как при исследовании фазовых объектов
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необходимо во многих случаях учитывать векторный характер электромагнит-
ных волн.

Рассмотрим процесс записи и восстановления голографических интерферо-
грамм фазовых объектов и методику расшифровки получаемых интерферо-
грамм для многолучевых оптических схем. Для теоретического анализа вос-
пользуемся методом Джонса (R. C. Jones, 1941 г.) [3], учитывающим в ком-
плексной форме векторный характер электромагнитных волн. В данном мето-
де плоская световая волна (точнее вектор электрической напряженности) пред-
ставляется в комплексной форме в виде вектор-столбца:

E (x, y, z) =

[
Axe

iϕ

Aye
iγ

]
e−ikz, (N)

где Ax, Ay —компоненты амплитуды вектора напряженности электрического
поля световой волны вдоль осей x и y соответственно для произвольно выбран-
ной декартовой системы координат, ось z которой совпадает с направлением
распространения световой волны; ϕ и γ — соответствующие начальные фазы
компонент амплитуды вектора напряжённости электрического поля световой
волны относительно осей x и y.

В зависимости от разности фаз ϕ − γ и отношения компонент амплитуды
Ax/Ay световая волна будет иметь линейную, круговую или эллиптическую по-
ляризацию. Следует также отметить, что в данном выражении опущен времен-
ной множитель, так как он не влияет на окончательные результаты вычислений.

Интенсивность световой волны по методу Джонса определяется следующим
выражением:

I = E+E =
[
Axe

−iϕ, Aye
−iγ] eikz [ Axe

iϕ

Aye
iγ

]
e−ikz = A2

x + A2
y (O)

где знак плюс обозначает, что вектор столбец транспонирован и комплексно
сопряжен.

В общем случае, при прохождении световой волны через слабо поглощаю-
щий фазовый объект происходит изменение не только фазы волны, но и изме-
нение состояния поляризации. По методу Джонса, вектор электрической напря-
женности E световой волны, прошедшей через фазовый объект, записывается
следующим образом:

E = ME0, (P)
где E0 — световая волна при входе в фазовый объект,M —матрица Джонса для
фазового объекта.

В общем случае матрица Джонса для анизотропного фазового объекта имеет
следующий вид:

M =

[
e−iϕ1 cos2 β + e−iϕ2 sin2 β sin β cosβ

(
e−iϕ1 − e−iϕ2

)
sinβ cosβ

(
e−iϕ1 − e−iϕ2

)
e−iϕ1 sin2 β + e−iϕ2 cos2 β

]
, (Q)

где ϕ1 и ϕ2 —изменение фаз для компонент амплитуды прошедшей световой
волны, связанных с квазиглавными оптическими осями поперечного сечения
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эллипсоида Френеля фазового объекта относительно направления распростра-
нения волны; β — ориентация одной из квазиглавных осей относительно оси x
для произвольно выбранной системы координат, ось z которой совпадает с на-
правлением распространения световой волны в фазовом объекте.

В каждой точке анизотропной фазовой среды можно построить собственный
эллипсоид Френеля с тремя главными осями, соответствующими трем главным
значениям показателей преломления среды n1, n2, n3.223 Оптическая анизотро-
пия среды вызывает эффект двойного лучепреломления при прохождении лу-
ча света. Двойное лучепреломление обусловлено векторной природой световой
волны, т.е. тем фактом, что волна полностью описывается вектором электри-
ческой и магнитной напряженности, и показывает, что в среде, вообще говоря,
распространяются с разными скоростями две линейно поляризованные волны,
плоскости поляризации которых взаимно ортогональны. Величины указанных
скоростей в каждой точке среды связаны с двумя квазиглавными значениями
показателей преломления n∗1, n∗2, соответствующими центральному эллиптиче-
скому сечению эллипсоида Френеля, нормальному направлению распростране-
ния светового луча.

При исследовании задач механики деформируемого твердого тела в прибли-
жении линейной теории упругости, главные оси эллипсоида Френеля и эллип-
соида напряжений Коши совпадают. Следовательно, совпадают и центральные
сечения этих эллипсоидов, что позволяет определить взаимосвязь между оп-
тическими (показатели преломления) и механическими (главные напряжения)
величинами. Квазиглавные значения показателей преломления n∗1, n∗2) связа-
ны с квазиглавными значениями тензора напряжений σ∗1, σ∗2) соотношениями
Максвелла (см., например, первый том монографии [8]):

n∗1 − n0 = C1σ
∗
1 + C2σ

∗
2,

n∗2 − n0 = C2σ
∗
1 + C1σ

∗
2,

(R)

где n0 —показатель преломления фазового объекта в ненапряженном состоя-
нии; C1 и C2 — оптические коэффициенты фазовой среды, связывающие значе-
ния напряжений с показателями преломления этой среды.

Применим метод Джонса для описания записи двухэкспозиционных голо-
грамм фазовых объектов по трехлучевой схеме с двумя опорными пучками
света. Распределение амплитудного пропускания голограммы за счет интерфе-
ренции всех световых волн в общем случае представляется следующим образом:

T =
(
E1 + E2 + E0

n

)+ (
E1 + E2 + E0

n

)
t1+

+ (E1 + E2 + Es
n)

+ (E1 + E2 + Es
n) t2,

(S)

где E1 и E2 — векторы опорных световых волн; E0
n и Es

n — векторы предметных
световых волн, прошедших через фазовый объект во время первой и второй
223Излагаемые здесь и далее базовые понятия теории поляризационно-оптических методов в деталях изло-

жены в первом томе известной монографии [8]. Имеется также русский перевод: Фрохт М. М. Фотоупругость.
Поляризационно-оптический метод исследования напряжений. Т. I. М., Л.: Гостехтеориздат, 1948. 432 с.
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экспозиций соответственно; t1 и t2 — время первой и второй экспозиций при
регистрации голограммы.

При восстановлении голограмма освещается одним из опорных пучков све-
та. Опорная световая волна за счет дифракции на голограмме восстановит вол-
новой фронт, в котором заложена информация об изменениях с исследуемым
фазовым объектом между двумя экспозициями.

Амплитуда световой волны за голограммой в общем случае будет описывать-
ся следующим выражением:

Ej
T = TEj = BEj+

+
(
t1E

+
1 E0

n + t2E
+
1 Es

n

)
Ej +

(
t1E

+
2 E0

n + t2E
+
2 Es

n

)
Ej+

+
(
t1E

0+
n E1 + t2E

s+
n E1

)
Ej +

(
t1E

0+
n E2 + t2E

s+
n E2

)
Ej ,

(T)

где j = 1, 2, что соответствует восстановлению голограммы первым или вто-
рым опорным пучком света; B— почернение фотоматериала за счет суммарной
интенсивности света от всех трех пучков без образования интерференционной
картины.

Анализ выражения (T) показывает, что первое слагаемое является не ди-
фрагированной световой волной, которая не несет информации об исследуемом
объекте. Второе и третье слагаемые дают мнимое изображение исследуемого
объекта. Четвертое и пятое слагаемые дают действительное изображение ис-
следуемого объекта.

Восстановленные изображения фазовых объектов будут покрыты интерфе-
ренционными полосами, в которых заложена информация об изменениях, про-
изошедших с объектом между двумя экспозициями. Для пространственного
разделения восстановленных изображений необходимо реализовать следующие
условия: опорные световые пучки должны располагаться во взаимно ортого-
нальных плоскостях относительно предметного светового пучка и иметь взаим-
но ортогональное состояние поляризации.

Рассмотрим образование интерференционных картин для оптической схемы
с линейно поляризованным излучением во всех трех световых пучках, причем
плоскости поляризации в опорных пучках взаимно ортогональны, а плоскость
поляризации предметного пучка расположена под углом θ к одной из плоско-
стей поляризации опорных пучков.

Выберем систему координат таким образом, чтобы ось x совпадала по на-
правлению с плоскостью поляризации первого опорного светового пучка. Тогда
распределение интенсивности в восстановленном изображении первым опорным
пучком света будет описываться следующим выражением:

I1 = S

{
cos2 θ(η + 1)2 − sin(2β − 2θ) sin 2β sin2 ∆

2
−

−4η cos θ cosβ cos(β − θ) sin2 ∆1

2
−

−4η cos θ sin β sin(β − θ) sin2 ∆2

2

}
,

(U)
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где S —некоторый постоянный множитель, характеризующий постоянную осве-
щенность исследуемого объекта; η = t1t

−1
2 — отношение времен экспозиций; ∆ —

относительная разность фаз, возникающая при прохождении светового луча
через фазовый объект; ∆1 — абсолютная разность фаз относительно квазиглав-
ного значения показателя преломления n∗1, или соответственно квазиглавного
значения тензора напряжений σ∗1; ∆2 — абсолютная разность фаз относительно
квазиглавного значения показателя преломления n∗2, или соответственно квази-
главного значения тензора напряжений σ∗2.

Распределение интенсивности в восстановленном изображении вторым опор-
ным пучком света будет описываться следующим выражением:

I2 = S

{
sin2 θ(η + 1)2 + sin(2θ − 2β) sin 2β sin2 ∆

2
−

−4η sin θ sin β cos(θ − β) sin2 ∆1

2
−

−4η sin θ cosβ sin(θ − β) sin2 ∆2

2

}
.

(V)

В общем случае для разностей фаз ∆, ∆1, ∆2 соотношения через квазиглав-
ные значения показателей преломления и квазиглавные значения компонент
тензора напряжений определяются следующими формулами:

∆ = ϕ2 − ϕ1 = k (n∗2 − n∗1) hs = k (C∗2 − C∗1) (σ∗2 − σ∗1) hs,

∆1 = ϕ1 − ϕ0 = k [(n∗1 − n0) h0 + (n∗1 − n) δh] =

= k (C∗1σ
∗
1 + C∗2σ

∗
2) h0,

∆2 = ϕ2 − ϕ0 = k [(n∗2 − n0) h0 + (n∗2 − n) δh] =

= k (C∗2σ
∗
1 + C∗1σ

∗
2) h0,

(W)

где ϕ0 —фаза волны, прошедшей объект в ненагруженном состоянии; hs, h0 —
толщина исследуемого фазового объекта в направлении распространения све-
тового луча в напряженном и ненапряженном состоянии соответственно; δh—
изменение толщины фазового объекта при приложении нагрузки; n0 —показа-
тель преломления фазового объекта в ненапряженном состоянии; n—показа-
тель преломления окружающей среды;

C∗j = Cj −
ν

E
(n0 − n) (j = 1, 2);

ν —коэффициент Пуассона; E —модуль Юнга.
Из анализа выражений (U) и (V) следует, что при использовании линей-

но поляризованного света интерференционные картины имеют в общем случае
сложную структуру, которая состоит из суперпозиции нескольких интерферен-
ционных картин известных из теории фотоупругости: полос изохром224 (второе
224Изохромами в фотоупругости называют полосы, в которых происходит гашение световых волн (составля-

ющих луч падающего на модель белого цвета) определенной длины. Вдоль изохромы сохраняется постоянной
разность главных напряжений σ1−σ2. Для обозначения геометрического места точек, в которых сумма глав-
ных напряжений σ1 + σ2 имеет одно и то же значение, используется термин ”изопахика”.
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слагаемое с множителем sin2(∆/2) ), полос изодром225 относительно значений
напряжений σ∗1 и σ∗2 (третье и четвертое слагаемое с множителями sin2(∆1/2) и
sin2(∆2/2) соответственно), полос изоклин,226 описываемых множителями, со-
держащими угол β.

Если использовать для исследований фазовые среды с малой оптической
чувствительностью, то выражения (U) и (V) можно преобразовать к следующе-
му виду:

I1
∼= cos2 ∆1

2
, (X)

I2
∼= cos2 ∆2

2
. (Y)

Для расшифровки интерференционных картин, описываемых данными вы-
ражениями, можно воспользоваться методом определения порядка полос в ис-
следуемой точке.

В качестве примера на рис. 96, 97 представлены фотографии интерферен-
ционных картин полос изодром ∆1 и ∆2, которые получены с голограммы за-
писанной по трехлучевой оптической схеме с линейно поляризованным светом
и восстановлены первым и вторым опорными пучками света соответственно.

Рис. 96. Интерференционная картина изодром ∆1 в окрестности трещины нормального от-
рыва в органическом стекле

Интерференционные картины получены для пластины из органического стек-
ла с центральным надрезом, подверженной растяжению усилием 120кГ. Раз-
меры исследуемой модели были следующими: длина пластины— 200мм, ши-
рина— 80мм, толщина— 4мм. Длина центрального надреза составляла 12мм,
ширина— 0.3мм. Радиус закругления в вершине пропила— 0.15мм.
225Изодрома— геометрическое место точек, оптическая разность хода в которых имеет одно и то же значе-

ние.
226Изоклина— геометрическое место точек, направления главных осей напряжений в которых параллельны.
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Рис. 97. Интерференционная картина изодром ∆2 в окрестности трещины нормального от-
рыва в органическом стекле

Распределение интенсивности света в интерференционных картинах для та-
кой модели будет описываться выражениями (X) и (Y). На фотографии (рис.
96) представлены интерференционные картины изодром ∆1 относительно σ∗1,
а на фотографии (рис. 97) — интерференционные картины изодром ∆2 относи-
тельно σ∗2.

Для расшифровки интерференционных картин использовался метод опреде-
ления порядка полос в исследуемой точке. Определив порядок полос изодром
∆1 и ∆2 в исследуемой точке и используя соотношения (W), можно найти следу-
ющие выражения для квазиглавных значений компонент тензора напряжений
σ∗1, σ

∗
2:

σ∗1 =
λ

2h0

C∗1(2l + 1)− C∗2(2m+ 1)

(C∗1)2 − (C∗2)2 ,

σ∗2 =
λ

2h0

C∗2(2l + 1)− C∗2(2m+ 1)

(C∗1)2 − (C∗2)2 ,

(Z)

где l—порядок полосы изодромы ∆1 в исследуемой точке, m— порядок полосы
изодромы ∆2 в исследуемой точке.

Заметим, что методика определение порядка полос изодром ∆1 и ∆2 анало-
гична методике определения порядка полос изохром в фотоупругости.

Проведенный теоретический анализ и экспериментальные исследования по-
казывают, что трехлучевые оптические схемы записи и восстановления голо-
графических интерферограмм фазовых объектов, также как и для диффузных
объектов, дают дополнительную информацию, позволяющую ускорить процесс
расшифровки интерференционных картин и повысить точность измерений по
сравнению с двухлучевыми оптическими схемами.
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Основные обозначения

Общая система обозначений, используемая в настоящей работе и принятая
во многих статьях и монографиях по нелинейной механике, в основном подобна
[336], [329]. Незначительные отклонения подробно описаны в [137].227

Светлые курсивные буквы (латинские или греческие, прописные или строч-
ные) обозначают скаляры и скалярные поля.

Жирные прямые строчные и прописные буквы (латинские, в том числе и
каллиграфического начертания, или греческие) применяются для обозначения
векторов и векторных полей.

Жирные прямые прописные буквы (латинские, в том числе и каллиграфи-
ческого начертания, или греческие) как правило используются для обозначения
тензоров и тензорных полей (обычно второго ранга).

В той части, где изложение касается прикладных задач механики разруше-
ния, мы сочли необходимым придерживаться традиционных обозначений, что
подразумевает, например, применение символов σij и εij для обозначения на-
пряжений и малых деформаций.

Ниже следует список основных обозначений, которые используются в рабо-
те. Символы (сначала латинские, а затем греческие) располагаются в алфавит-
ном порядке.

A, m постоянные кинетического уравнения накопления
повреждений;

b вектор Бюргерса;

B, n постоянные степенного закона установившейся
ползучести;

C∗ инвариантный интеграл теории ползучести;

c1, c2 скорости распространения упругих волн расшире-
ния и сдвига соответственно;

dk производная по направлению координатной линии
с номером k;

D скалярный параметр поврежденности;

227Указанная работа: Радаев Ю. Н. Теория конечных деформаций сплошных сред. Самара: Изд-во Самар-
ского гос. университета, 1997. 103 с. может быть найдена на сервере Самарского гос. университета по адресу:
http://www.ssu.samara.ru/common/structure/mathematix/radayev/FiniteStrainsTheory.zip
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D тензор поврежденности;

D диссипация энергии;

D(α) главные поврежденности (собственные значения
тензора поврежденности второго ранга);

d(α) ортонормированные собственные векторы тензора
поврежденности второго ранга;

dA геометрическая площадь плоского элемента повре-
жденной среды в актуальном деформированном
состоянии;

dA(γ) геометрическая площадь плоского элемента по-
врежденной среды, ориентированного перпенди-
кулярно главной оси тензора поврежденности D
с номером γ;

dA∗ эффективная площадь плоского элемента повре-
жденной среды;

dA∗(γ) эффективная площадь плоского элемента повре-
жденной среды, ориентированного перпендику-
лярно главной оси тензора поврежденности D с
номером γ;

E модуль Юнга;

E(ϑ, k) неполный эллиптический интеграл второго рода;

eij компоненты девиатора деформаций;

E объемная плотность внутренней энергии;

F градиент деформации;

Fi компоненты вектора массовых сил;

F (ϑ, k) неполный эллиптический интеграл первого рода;
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F (r, θ) функция напряжений Эри в полярной системе ко-
ординат;

f функция текучести;

f inh сила, действующая на материальную неоднород-
ность (сила Эшелби);

f th термическая материальная сила;

f(z), ω(z) комплексный потенциал смещения в задаче анти-
плоского сдвига;

FI конфигурационная сила;

G градиент фиктивной деформации, преобразую-
щей поврежденный элемент в эквивалентный
неповрежденный;

G, µ модуль сдвига;

Gij компоненты тензора Кельвина—Сомильяны;

G трещинодвижущая сила Ирвина;

gαβ метрика конвективной системы координат;

g∗αβ метрика эквивалентной неповрежденной конфигу-
рации;

h материальный вектор потока тепла;

H объемная плотность Гамильтониана;

I единичный тензор;

In безразмерный инвариантный интеграл степенного
упрочнения или установившейся ползучести;

i1, i2, i3 локальный базис конвективной системы коорди-
нат;
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i∗1, i∗2, i∗3 локальный (неголономный) базис эквивалентной
конфигурации;

= функционал действия;

J материальный вектор потока энтропии;

J инвариантный интеграл механики разрушения;
J Якобиан отображения отсчетной конфигурации

тела на его текущую деформированную конфигу-
рацию;

J ′2, J
′
3 инварианты девиатора напряжений;

K кинетическая энергия тела;

k предел текучести на сдвиг;

K(k) полный эллиптический интеграл первого рода;

KI, KII , KIII коэффициенты интенсивности напряжений;

KIc трещиностойкость;

K актуальная конфигурация тела;

KR отсчетная конфигурация тела;

L контур края трещины;

l половина длины трещины;

l̇ скорость распространения края трещины в на-
правлении нормали к контуру трещины L;

L плотность Лагранжиана;

L Лагранжиан;

LD(α) главные удлинения поврежденности (собственные
значения тензора

√
GTG);
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L1, L2, L3 натуральные параметры (переменные длины дуг)
вдоль линий главных напряжений;

l, m, n ортонормированный базис, ориентированный
вдоль главных осей напряжений;

M число Маха;

nk компоненты вектора внешней единичной норма-
ли;

p импульс;

P тензор напряжений Эшелби;

P транспонированный вихрь тензора малых дефор-
маций;

Pβ 4-импульс поля;

P канонический импульс;

R(M,ν) знаменатель Рэлея;

R1, R2 радиусы кривизны линий максимальных касатель-
ных напряжений в состоянии плоской деформа-
ции;

r, θ; r, ϕ полярные координаты на плоскости;

r радиус-вектор;

S первый тензор напряжений Пиола—Кирхгофа;

S поверхность, ограничивающая область V ;

s объемная плотность энтропии;

sij компоненты девиатора напряжений;

T тензор напряжений Коши;
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t время;

T∗ тензор эффективных напряжений;

T, σe интенсивность напряжений;

T∞ величина усилия, приложенного в бесконечно уда-
ленной точке;

Ti, ti компоненты вектора напряжений;

T(α) собственные значения тензора напряжений Коши
(главные истинные напряжения);

T ∗(α) собственные значения тензора эффективных на-
пряжений (главные эффективные напряжения);

Tα··β тензор энергии—импульса поля;

ui компоненты вектора перемещений;

V область в пространстве, являющаяся конфигура-
цией тела;

v Эйлерова скорость;

vc объем трещины;

v материальная скорость;

W объемная плотность энергии деформации (упру-
гий потенциал);

W∗ потенциал дополнительной работы;

X положение (место) в отсчетной конфигурации;

x положение (место) в актуальной конфигурации;

x∗ положение (место) в эквивалентной неповрежден-
ной конфигурации;
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xi декартовы прямоугольные координаты на плоско-
сти;

Y предел текучести материала при одноосном растя-
жении;

z комплексная переменная;

α внутренняя (скрытая) переменная состояния;

Γ материальный вектор потока энергии;

γ материальный вектор Умова—Пойнтинга;

Γ интенсивность деформаций;

γ энергия, затрачиваемая на образование единицы
площади свободной поверхности тела;
длина дуги траектории пластических деформа-
ций;

Γij,k символ Кристоффеля первого рода;

Γkij символ Кристоффеля второго рода;

δ раскрытие трещины в ее вершине;

δij символ Кронекера;

εijk кососимметричный тензор Леви—Чивита;

εij компоненты тензора малых деформаций;

εrr, εrθ, εθθ физические компоненты тензора деформаций в
полярной системе координат;

ε1, ε2, ε3 главные деформации;

εEij тензор упругих деформаций;

εPij тензор пластических деформаций;
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ϑ абсолютная температура;

κ постоянная плоской теории упругости;

κij кривизна линии главного напряжения с номером i
в локальной координатной плоскости, нормальной
линии главного напряжения с номером j;

λ, µ упругие постоянные Ламе;

dλ неопределенный множитель теории идеальной
пластичности;

ν коэффициент Пуассона;

Π(ϕ, ω2, k) канонический неполный эллиптический интеграл
третьего рода;

ρ плотность тела;

ρR плотность тела в отсчетном состоянии;

ρ1, ρ2 радиусы кривизны линий главных напряжений в
состоянии плоской деформации;

σij компоненты тензора напряжений;

σrr, σrθ, σθθ физические компоненты тензора напряжений в по-
лярной системе координат;

σ1, σ2, σ3 главные напряжения;

σmax максимальное нормальное напряжение (макси-
мальное собственное значение тензора напряже-
ний);

σ среднее напряжение (среднее арифметическое
главных нормальных напряжений);

ς(n) ориентационное распределение сплошности;
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ψ сплошность;
объемная плотность свободной энергии Гельмголь-
ца;

ψ(z), ϕ(z) комплексные потенциалы Колосова—Мусхели-
швили;

dτ элемент объема в актуальной деформированной
конфигурации тела;

dτR элемент объема в отсчетной конфигурации тела;

ω крутка (угол закручивания на единицу длины);

ωij компоненты кососимметричного тензора враще-
ния;

Э потенциальная энергия упругого тела;

Э∗ дополнительная потенциальная энергия упругого
тела;

∇ пространственный оператор Гамильтона;

∇R отсчетный оператор Гамильтона;

∆ оператор Лапласа.
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Замечания об использовании индексов

В книге отдается предпочтение прямой тензорной записи используемых со-
отношений механики и термодинамики сплошных сред в духе классического
сочинения [76] и рациональной механики [165]. Прямая тензорная запись, бу-
дучи чрезвычайно ясной и экономной в плане получения и осмысления нового
знания, часто скрывает природу тензора, которая скрыта за одним единствен-
ным символом. Особенно это касается тензоров, определение которых заимству-
ет элементы как отсчетного, так и пространственного описаний. Классическая
теория поля, изложенная в 3.2, естественно, по крайней мере в формульном
плане, представляется именно в индексной записи и прямая запись здесь будет
лишь скрывать естественные и канонические представления тензоров и тензор-
ных уравнений поля.

Использование различных классов индексов для трех систем координат (про-
странственной, отсчетной и конвективной) совершенно естественно и необходи-
мо для сознательного оперирования такими понятиями, как градиент деформа-
ции и тензоры конечной деформации.

Иногда тензор может наиболее просто и естественно представляться в сме-
шанном диадном базисе, когда векторы диады принадлежат различным базис-
ным системам, и в этом случае компоненты тензора имеют индексы различных
классов. Так, градиент деформации наиболее просто и естественно представля-
ется (просто частной производной) в диадном базисе, левый множитель кото-
рого есть пространственный базисный вектор, а правый — отсчетный. Это есте-
ственное представление тензора градиента деформации влияет затем на коорди-
натную запись полярного разложения и, таким образом, на все координатное
оформление теории конечных деформаций. Термин ”естественное представле-
ние тензора” (см. [137]) широко используется в настоящей работе.

1. Латинские индексы применяются при записи компонент тензорных полей
относительно пространственного (Эйлерова) базиса ik.

2. Греческие индексы применяются для записи компонент тензорных полей
относительно конвективного базиса iα.

3. Греческие индексы с предшествующим символом R применяются для за-
писи компонент тензорных полей относительно отсчетного базиса iRα. Сам от-
счетный базис для сокращения записи иногда обозначается Iα.

4. Действие символа R распространяется на все греческие индексы, распо-
ложенные за ним. Сам символ R никогда индексом не является.228

5. Индексы, заключенные в треугольные скобки, используются для обозна-
чения физических компонент тензора относительно данной ортогональной кри-
волинейной координатной системы.

6. Индекс, заключенный в круглые скобки, указывает на представление в
собственном ортонормированном базисе симметричного тензора второго ранга.

228 Мы сочли возможным опустить в разделе 3.2 символ R перед греческими индексами канонических
тензоров теории поля.
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В зависимости от смысла тензора этот индекс может быть как греческим, так
и латинским.

7. Два и более индексов, заключенных в круглые скобки, обозначают сим-
метризацию по этим индексам:

A(i1i2...ik) =
1

k!

∑
P

AiP(1)iP(2)...iP(k)
.

Здесь символ P обозначает произвольную перестановку множества нату-
ральных чисел 1, 2, 3, ..., k.

Так, например:

A(κλµ) =
1

6
(Aκλµ +Aλµκ + Aµκλ + Aκµλ + Aλκµ + Aµλκ).
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Замечания об алгебраических и дифференциальных
операторах

1. Скалярное умножение векторов и внутреннее умножение тензоров обозна-
чается точкой (·). При внутреннем умножении тензоров второго ранга (закон
композиции) и при умножении тензора второго ранга справа на вектор знак
умножения для сокращения записи иногда опускается.

2. Векторное умножение векторов и внешнее умножение тензоров обознача-
ется крестом (×).

3. Тензорное (диадное) умножение обозначается крестом, обведенным окруж-
ностью (⊗).

4. След тензора второго ранга A обозначается символом trA:

trA = A·kk· = Ak·
·k.

След диадного произведения двух векторов равен их скалярному произве-
дению:

tr(a⊗ b) = a · b
5. Векторный инвариант тензора второго ранга A обозначается через A×:

(A×)γ = εγβλAβλ.

Заметим, что векторный инвариант диадного произведения двух векторов
трехмерного пространства есть векторное произведение векторов, составляю-
щих диаду:

(a⊗ b)× = a× b.

6. Симметричная и антисимметричная части тензора второго ранга A обо-
значаются соответственно символами sym и asym: symA, asymA.

7. Операция транспонирования тензора второго ранга A обозначается сим-
волом T вверху справа: AT.

8. Операция обращения тензора второго ранга A обозначается символом −1
вверху справа: A−1.

9. Определитель тензора второго ранга A обозначается через detA.
10. Для обозначения двух возможных вариантов полной свертки по всем

индексам двух тензоров второго ранга используются следующая символика:
A · ·B, A : B.

Напомним, что согласно определению

A · ·B = tr(A ·B) = AksB
sk,

A : B = tr(A ·BT) = AksB
ks.

Эти операции называются также двойным скалярным умножением тензо-
ров.
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11. Пространственный оператор Гамильтона определяется формулой

∇ = ik
∂

∂xk
.

Отметим также представление пространственного оператора Гамильтона в
конвективном локальном базисе:

∇ = iα
∂

∂Xα
.

12. Отсчетный оператор Гамильтона определяется формулой

∇R = iRα
∂

∂Xα
.

13. Пространственные градиенты скалярного, векторного и тензорного поля
определяются соответственно формулами:

gradf =∇f,

gradv = (∇⊗ v)T,

gradA = (∇⊗A)T.

14. Пространственная дивергенция векторного и тензорного поля определя-
ется соответственно формулами:

divv =∇ · v,

divA =∇ ·AT.

15. Пространственный ротор векторного поля v определяется формулой

rotv =∇× v.

Аналогичным образом определяется пространственный ротор тензора вто-
рого ранга P

rotP = P×∇.
Заметим, что справедливо равенство

−rotP = (∇×P)T.

16.Ковариантная (контравариантная) производная векторного поля v опре-
деляется как коэффициент в разложении тензора второго ранга gradv по базис-
ным диадам одного из четырех возможных типов:

gradv = vk|li
k ⊗ il = vk··|lik ⊗ il = vk|lik ⊗ il = v

·|l
k·i

k ⊗ il,

где, в частности,

vk··|l =
∂vk(xs, t)

∂xl
+ vjΓkjl,
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vk|l =
∂vk(x

s, t)

∂xl
− vjΓjkl.

Aналогично определяется ковариантная производная тензора второго ран-
га A. В частности, градиент тензора второго ранга может быть разложен по
базисным полиадам в виде

gradA = Aij|ki
i ⊗ ij ⊗ ik =Aij·

··|kii ⊗ ij ⊗ ik =

=Ai··
·j|kii ⊗ ij ⊗ ik,

где коэффициенты разложения

Aij|k =
∂Aij

∂xk
− ΓlikAlj − ΓljkAil,

Aij·
··|k =

∂Aij

∂xk
+ ΓilkA

lj + ΓjlkA
il,

Ai··
·j|k =

∂Ai·
·j

∂xk
+ ΓilkA

l·
·j − ΓljkA

i·
·l

суть ковариантные производные.
17. При использовании символа

∂

∂t

аргументы дифференцируемой функции почти всегда указываются, поэтому
всегда ясно, какие именно переменные следует считать фиксированными при
выполнении дифференцирования. Так, например, в выражении

∂vk(xs, t)

∂t

при выполнении дифференцирования следует считать постоянными перемен-
ные Эйлера xs.

Как правило, оператор используется для обозначения локальной производ-
ной по времени, т.е. производной при постоянных координатах xs.229

18. Полная (материальная) производная, т.е. производная при постоянных
координатах Лагранжа Xα, обозначается точкой над дифференцируемой функ-
цией или полем:

Ȧ =
∂A(x, t)

∂t
+ (∇⊗A)Tv.

19. Если f(·, ·, Xβ) —некоторая функция, то через(
∂f(·, ·, Xβ)

∂Xα

)
expl

229Это соглашение иногда нарушается (см., например, раздел 3.1).
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обозначается частная производная по переменной Xα при фиксированных зна-
чениях всех остальных аргументов (в том числе и не указанных явно), несмотря
на то, что некоторые из них могут, в свою очередь, зависеть от Xα. Эту произ-
водную обычно называют явной производной по времени.

20. Инвариантное интегрирование в недеформированном и деформирован-
ном состояниях осуществляется с помощью элементов объема

dτR =
√
|gRαβ|dX1dX2dX3,

dτ =
√
|gαβ|dX1dX2dX3.
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Некоторые специальные тензоры и символы

1. Символ Кронекера δji определяется как

δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

независимо от рассматриваемой координатной системы.
2. Дискриминантные символы (символы Леви-Чивита (T. Levi-Civita)) eijk

и eijk равны и вычисляются как

e123 = e312 = e231 = 1, e213 = e321 = e132 = −1,

а остальные eijk равны нулю, независимо от выбора системы координат.
3. Ковариантный и контравариантный дискриминантные тензоры εijk и εijk,

определяемые в правоориентированной координатной системе следующими ра-
венствами:

εijk =
√
geijk,

εijk =
1
√
g
eijk,

где g = |gij|, —широко используются для записи векторного произведения:

ck = εijkaibj ,

ck = εijka
ibj .

Отметим также следующие формулы:

εijk = ii · (ij × ik),

εijk = ii · (ij × ik),

ir × is = εrsti
t,

ir × is = εrstit.

4. Символы Кристоффеля первого и второго рода определяются как коэф-
фициенты в разложениях частных производных от векторов локального базиса

∂ii
∂xj

= Γij,ki
k,

∂ii
∂xj

= Γkijik

и могут быть вычислены также по формулам

2Γij,k =
∂gik
∂xj

+
∂gjk
∂xi
− ∂gij
∂xk

,
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Γkij = gkhΓij,h.

5. Тензор Римана—Кристоффеля определяется уравнением

∂2ij
∂xk∂xl

− ∂2ij
∂xl∂xk

= R
i···

·jklii

и вычисляется с помощью дифференцирования уравнения

∂ij
∂xs

= Γrjsir.

Равенство нулю тензора Римана—Кристоффеля есть условие голономности
базиса ij и возможности ввести декартову метрику gij = δij. Смешанные и кова-
риантные компоненты тензора Римана—Кристоффеля могут быть вычислены
с помощью определителей [159], [182]:

R
i···

·jkl =

∣∣∣∣∣∣
∂

∂xk
∂

∂xl

Γijk Γijl

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
Γisk Γisl

Γsjk Γsjl

∣∣∣∣∣∣ ,

Rijkl =

∣∣∣∣∣∣
∂

∂xk
∂

∂xl

Γjk,i Γjl,i

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
Γsjk Γsjl

Γik,s Γil,s

∣∣∣∣∣∣ .
Ковариантные компоненты тензора Римана—Кристоффеля могут быть вы-

числены также по формуле

2Rijkl =
∂2gil
∂xj∂xk

− ∂2gjl
∂xi∂xk

− ∂2gik
∂xj∂xl

+
∂2gjk
∂xi∂xl

+

+2grs(Γjk,sΓil,r − Γjl,sΓik,r).

В трехмерном пространстве имеется всего шесть существенных компонент
тензора Римана—Кристоффеля: R1212, R1313, R2323, R1213, R2123, R3132, равен-
ство которых нулю и выражает условие сплошности (совместности) деформа-
ций [36].

Несовместность поля деформаций, обусловленная микроструктурой пласти-
ческого течения, выражается также через тензор Римана—Кристоффеля, кото-
рый уже не будет нулевым. Конкретные представления тензора несовместности
имеются, например, в монографии [112].

В случае малых деформаций условие сплошности имеет следующий вид [86]:
∇ × P = 0, где тензор P есть с точностью до знака ротор тензора малых
деформаций.

Заметим, что физические компоненты тензора второго ранга∇×P в ортого-
нальной криволинейной сетке могут быть вычислены по следующим формулам:
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(∇×P)11 =
1

√
g22
√
g33

(
∂
√
g33P<31>

∂ξ2 −
∂
√
g22P<21>

∂ξ3

)
+ P<23>

1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g33−

−P<32>
1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g22,

(∇×P)12 =
1

√
g22
√
g33

(
∂
√
g33P<32>

∂ξ2 −
∂
√
g22P<22>

∂ξ3

)
+ P<31>

1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g22+

+P<33>
1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g22 + P<23>

1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g33,

(∇×P)13 =
1

√
g22
√
g33

(
∂
√
g33P<33>

∂ξ2 −
∂
√
g22P<23>

∂ξ3

)
− P<32>

1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g22−

−P<21>
1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g33 − P<22>

1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g33,

(∇×P)21 =
1

√
g11
√
g33

(
∂
√
g11P<11>

∂ξ3 −
∂
√
g33P<31>

∂ξ1

)
− P<13>

1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g33−

−P<32>
1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g11 − P<33>

1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g11,

(∇×P)22 =
1

√
g11
√
g33

(
∂
√
g11P<12>

∂ξ3 −
∂
√
g33P<32>

∂ξ1

)
+ P<31>

1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g11−

−P<13>
1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g33,

(∇×P)23 =
1

√
g11
√
g33

(
∂
√
g11P<13>

∂ξ3 −
∂
√
g33P<33>

∂ξ1

)
+ P<12>

1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g33+

+P<11>
1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g33 + P<31>

1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g11,
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(∇×P)31 =
1

√
g11
√
g22

(
∂
√
g22P<21>

∂ξ1 −
∂
√
g11P<11>

∂ξ2

)
+ P<23>

1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g11+

+P<22>
1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g11 + P<12>

1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g22,

(∇×P)32 =
1

√
g11
√
g22

(
∂
√
g22P<22>

∂ξ1 −
∂
√
g11P<12>

∂ξ2

)
− P<21>

1
√
g22

∂

∂ξ2 ln
√
g11−

−P<13>
1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g22 − P<11>

1
√
g11

∂

∂ξ1 ln
√
g22,

(∇×P)33 =
1

√
g11
√
g22

(
∂
√
g22P<23>

∂ξ1 −
∂
√
g11P<13>

∂ξ2

)
+ P<12>

1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g22−

−P<21>
1
√
g33

∂

∂ξ3 ln
√
g11.

В декартовой системе координат в геометрически линейном приближении
уравнения совместности деформаций приобретают форму:

ekijelmn∂m∂iεjn = 0.

Несовместность пластической деформации выражается уравнением (см., на-
пример, [112]):

ekijelmn∂m∂idε
P
jn = dηkl,

где тензор несовместности ηkl, который также часто называют тензором рас-
хождения Кренера (E. Krener), связан с тензором плотности дислокаций αlk
посредством соотношения

ηkl = −1

2
(ekij∂iαlj + elij∂iαkj).

Тензор плотности дислокаций определяется уравнением

bk = αlkdSl,

где bk — вектор Бюргерса, dSl — векторный элемент площади, ограниченный
контуром Бюргерса, через который проходит достаточно много линий дисло-
каций.

Отметим уравнение неразрывности дислокаций:

∂lαlk = 0.

Если на единицу площади приходится p параллельных линий дислокаций,
то тензор плотности дислокаций вычисляется в виде:

αlk = pnlbk.
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связанная (упругость—поврежденность), 386

крест Гиббса (G.W.Gibbs), 155
критерий

хрупкого разрушения Гриффитса (A.A.Griffith),
87, 91, 97

критического раскрытия трещины, 181
максимальных нормальных напряжений, 78
расслоенности векторного поля, 447
разрушения энергетический, 87
разрушения силовой, 97
текучести, 188
текучести Мизеса (R.von Mises), 189
текучести Треска (H.Tresca), 189, 442

кривизна края трещины, 62
кручение края трещины, 62
крутка, 74
квазихрупкое разрушение, 99
лагранжиан

пустого пространства, 151
упругого тела, 116, 119

линия
дислокации, 290
скольжения, 190

локализация
двухзонная пластических деформаций, 251, 257,

263
поврежденности, 386

локально стационарное поле, 81, 178
лучистое тепло, 103
маломасштабное пластическое течение, 175, 328
материальный вектор

Умова—Пойнтинга (J.H.Poynting), 106
потока энергии, 105
потока энтропии, 103
потока тепла, 104

метод
Эшелби (J.D.Eshelby), 37
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Ньютона, 311
Римана (B.Riemann), 249
Рунге—Кутта (C.Runge, W.Kutta), 312
фотоупругости, 32
годографа Нейбера—Райса (H.Neuber, J.R.Rice),

324
интегральных преобразований, 54
комплексных потенциалов, 55
множителей Лагранжа (J.L.Lagrange), 118
пошагового догружения, 196
пристрелки, 310
разложения по собственным функциям, 60, 365,

375
сингулярных интегральных уравнений, 55

микронапряжения, 466
микротвердость, 424
множитель неопределенный теории пластичности,

194
модель

Билби—Котрелла—Свиндена (B.A.Bilby, A.H.Cot-
trell, K.H.Swinden), 301

Леонова—Панасюка—Дагдейла (D.S.Dugdale),
250

Прандтля—Рейсса (L.Prandtl, A.Reuss), 194
диффузионного пластического течения, 234

накопление повреждений, 386
напряжение

эффективное, 422
эквивалентное, 391
местное, 29
нетто, 348

напряжения
дальнего поля, 32
номинальные, 32
остаточные, 259

неполные эллиптические интегралы Лежандра, 40
нулевой Лагранжиан, 151
объем трещины, 49
объемная плотность

энергии деформации, 91, 116, 119
область

KI -доминантная, 404
микроветвления, 397
односвязная, 152
полностью поврежденного материала, 390
полностью разрушенного материала, 397, 405
звездообразная, 152

обратный градиент деформации, 102
октаэдрическое касательное напряжение, 189
оператор

Эйлера (L.Euler), 129
Лапласа (P.S.Laplace), 55, 80
Лапласа в полярной системе координат, 306
псевдоединичный, 138
псевдоортогональный, 138

оператор Гамильтона (W.R.Hamilton)
отсчетный, 522
пространственный, 522

описание
обратное, 126
прямое, 126

описание деформации

обратное, 102, 141
прямое, 102

параболическое вырождение, 235
параметр

истории нагружения, 191
нагружения, 191
поврежденности, 386, 422
сплошности, 387

параметры
Ламе (G.Lame), 243
натуральные, 453

переменная состояния
скрытая, 104
внутренняя, 104

перемещения
обобщенные, 95
остаточные, 260
возможные, 95

первый тензор напряжений Пиола—Кирхгофа (G.Pio-
la, G.Kirchhoff), 103

пластическое ухо, 228
пластичность, 186

идеальная, 191
локализованная, 186

плоская деформация, 55
плоское напряженное состояние, 55
площадка скольжения, 190
плотность

Лагранжиана, 117, 120
поверхностной энергии, 93, 94

полная энергия поля, 138
полный 4-импульс поля, 138
полоса

Людерса (Luders), 212
пластического скольжения, 212

ползучесть, 342
локализованная, 356
маломасштабная, 351, 356
неустановившаяся, 342
развитая, 356
ускоренная, 342
установившаяся, 342

поправка Ирвина (G.R.Irwin), 218
постоянная плоской теории упругости, 59
постулат о нейтральном нагружении, 192
потенциал

Ньютонов эллипсоида, 38
бигармонический эллипсоида, 38
дополнительной работы, 184
поперечных волн, 80
продольных волн, 80

потенциалы
Галина, 86
Колосова—Мусхелишвили, 56

потенциальная энергия упругого тела, 91, 169
поверхностные волны Рэлея (Rayleigh), 173
поверхность нагружения, 191
поврежденность, 418

анизотропная, 423
ориентационная, 424
в локализованной зоне, 252, 253
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правый тензор деформации Коши—Грина (A.L.Cau-
chy, G.Green), 105

предел текучести, 188
при чистом сдвиге, 189
при растяжении, 189

предельная нагрузка, 201
предельное равновесие, 201
представление

Галина, 84
Колосова—Мусхелишвили, 65, 254, 478

представление деформации
обратное, 102
прямое, 102

преобразование
Ампера (A.Ampere), 475
Лежандра (A.M.Legendre), 244, 475
каноническое, 244
обобщенное, 145

преобразования Лоренца (H.A.Lorentz), 132
принцип Гамильтона (W.R.Hamilton), 127
признак

активного нагружения, 192
нейтрального нагружения, 192
разгрузки, 192

прочность, 20
продольный сдвиг, 58
производная

контравариантная, 522
ковариантная, 522
локальная по времени, 523
материальная по времени, 523
по направлению изостаты, 454
явная по времени, 524

производство энтропии, 103
внешнее, 103
внутреннее, 103

простая волна, 211, 235
пространственно-временные координаты, 124
пространственно-временное многообразие, 124
пространство Минковского (H.Minkowski), 126
псевдоимпульс, 105
раскрытие трещины, 295

при двухзонной локализации, 280
типа III, 300
типа II, 299
типа I, 295

разгрузка, 192
разложение

полярное Коши (A.L.Cauchy), 431
спектральное, 433

разрушение
длительное, 20
хрупкое, 20
пластическое, 20, 201
усталостное, 20

ребро призмы Треска (H.Tresca), 445
репер Френе, 62
решение

Кирша (G.Kirsch), 31
Колосова—Инглиса (C.E.Inglis), 33
Леона (A.Leon), 35
полное, 197, 202

смешанной задачи для полуплоскости, 66
рост трещины

динамический, 78
неустановившийся, 87
неустойчивый, 93
усталостный, 397
установившийся, 358
устойчивый, 93

ротор (вихрь), 522
схема

Баренблатта, 252
Ирвина (G.R.Irwin), 216
Леонова—Панасюка—Дагдейла (D.S.Dugdale),

216, 250, 478
диффузионного пластического течения, 234

сила
Эшелби (J.D.Eshelby), 106
действующая на дефект, 44, 169, 183
конфигурационная, 43, 44
обобщенная, 95
трещинодвижущая, 95, 97

силовой критерий Ирвина (G.R.Irwin), 97
символ

Кронекера (δ-символ), 525
дискриминантный (e-символ), 525

символы
Кристоффеля (E.B.Christoffel), 447, 525

скорость
Эйлерова (L.Euler), 103
материальная, 103
освобождения потенциальной энергии, 94, 169,

174
освобождения упругой энергии, 92
поперечной волны, 80
поверхностных волн Рэлея (Rayleigh), 84, 173
продольной волны, 80
раскрытия вершины трещины, 348
распространения поверхности, 108
совершения работы внешними силами, 88
совершения работы внутренними силами, 88

след тензора второго ранга, 521
смешанная задача для полуплоскости, 479
собственные значения, 60
соотношения

Гейрингер (H.Geiringer), 204
Коши (A.L.Cauchy), 493
Леви (M.Levy), 242
деривационные, 490, 491
неголономные теории пластичности, 193
полные теории пластичности, 193

свертка полная тензоров второго ранга, 521
тензор

Кельвина—Сомильяны (Kelvin, C.Somigliana),
45

Римана—Кристоффеля (B.Riemann, E.B.Chri-
stoffel), 428, 526

деформации, 119
деформации Фингера (J.Finger), 432
дискриминантный (ε-тензор), 525
единичный, 103
эффективных напряжений, 438
энергии—импульса, 105, 121, 137

Нелинейная механика разрушения



Предметный указатель 551

момента количества движения, 139, 140
начальной жесткости, 397
напряжений, 117
плотности дислокаций, 528
поврежденности, 430
расхождения Кренера (E.Krener), 466, 528
упругих модулей, 51

тензор напряжений
Эшелби (J.D.Eshelby), 105, 121, 137, 145, 150,

169
Коши (A.L.Cauchy), 103
Пиола—Кирхгофа (G.Piola, G.Kirchhoff), 145,

150
теорема

Гурса (E.Goursat), 55
Хилла (R.Hill), 228
Клапейрона (B.P.E.Clapeyron), 170
Нансона, 430
Нетер (E.Noether), 14, 132, 170
единственности Мелана (E.Melan), 196

теплопроводность, 104
термическая материальная сила, 106
термодинамическая сила, 105
термодинамический поток, 105
тождество Гамильтона—Кэли (A.Cayley, W.R.Ha-

milton), 432
трещина

антиплоского сдвига (типа III), 58
нормального отрыва (типа I), 58
поперечного сдвига (типа II), 58
равновесная, 93
смешанного типа, 98

трещинодвижущая сила Ирвина (G.R.Irwin), 95
трещиностойкость, 98
три формы разрушения, 58
твердость, 21
упрочнение, 187
упругий потенциал, 116
упругопластическая вязкость разрушения, 175
уравнение

Эйлера—Лагранжа (L.Euler, J.L.Lagrange), 120,
129, 133, 146, 148, 151

Монжа—Ампера (G.Monge, A.Ampere), 244
Пуассона (S.Poisson), 74
Рэлея (Rayleigh), 84, 173
баланса энергии, 118
баланса энтропии, 103
баланса импульса, 103, 118
баланса массы, 103
баланса момента импульса, 118
бигармоническое, 55
движения, 117
характеристическое, 60
кинетическое Качанова—Работнова, 391
неразрывности дислокаций, 528
определяющее, 104
поверхности нагружения, 191
притока тепла, 104
телеграфное, 245
волновое, 80

уравнения
Ламе (G.Lame), 453

Ламе—Максвелла (G.Lame, J.C. Maxwell), 455
Ламе—Максвелла (G.Lame, J.C.Maxwell), 490
Леви—Мизеса (M.Levy, R.Mises), 195
Прандтля—Рейсса (L.Prandtl, A.Reuss), 194
деривационные, 455
квазилинейные установившейся ползучести, 367
несовместности пластических деформаций, 528
определяющие деформационной теории, 195
определяющие теории течения, 194
равновесия в изостатических координатах, 453
совместности (сплошности) деформаций, 456,

528
связанные определяющие, 391
теории пластического плоского напряженного

состояния, 204
теории плоской пластической деформации, 203

условие
неустойчивого роста трещины, 93
полной пластичности Хаара—Кармана (A.Haar,

Th.Karman), 442
устойчивого роста трещины, 93

вариация
Лагранжиана, 120
частичная, 120, 130
действия, 129, 133, 143
элементарная, 143
элементарная Эйлерова (L.Euler), 143
элементарная Лагранжева (J.L.Lagrange), 143
незакрепленная, 117
полная, 120, 130
стандартная, 140, 145
внешняя, 140, 146
внутренняя, 140, 148
закрепленная, 117

вектор
эффективных напряжений, 437
материальной скорости, 103
напряжения, 47
скорости, 103

вектор Бюргерса (J.M.Burgers), 291
истинный, 293
локальный, 293

векторное поле
расслоенное, 446

ветвление трещины, 173
виртуальный баланс действия, 117
вязкость разрушения, 98
ядро

Коши (A.L.Cauchy), 294
последействия, 344

задача
Гильберта (D.Hilbert), 57
Римана (B.Riemann), 336
на собственные значения, 309

закон
Людвика (P.Ludwick), 343
Нортона (F.H.Norton), 343
гиперболического синуса Надаи (A.Nadai), 343
наследственной упругости, 344
определяющий дробно-линейный, 340, 342
определяющий степенной, 305
ползучести деформационного типа, 343
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ползучести дробно-линейный, 342, 343
ползучести наследственного типа, 343
ползучести типа старения, 343
ползучести типа течения, 344
роста усталостной трещины Париса—Эрдога-

на (P.S.Paris, F.Erdogan), 404
течения, 193
течения ассоциированный, 193
упругой разгрузки, 192

закон(ы) сохранения
импульса, 103
канонические, 103, 105
классические, 103
массы, 103

знаменатель Рэлея (Rayleigh), 86, 177
зона

Дагдейла (D.S.Dugdale), 181
концевая трещины, 424
локализации поврежденности, 386
остаточная пластическая, 259
полностью поврежденного материала, 389

жесткость, 21
”естественная” плотность Лагранжиана, 125
”естественная” плотность Гамильтониана, 145
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Non-Linear Fracture Mechanics
V.I. Astafiev, Y.N. Radayev, L.V. Stepanova

The book253 contains an in-depth study and a comprehensive presentation of the classical and
recently developed concepts, methods and application of non-linear fracture mechanics.

The classical problems and script of the equations related to the linear fracture mechanics
with the objective of establishing a reference framework of concepts, notations and terminology
are given.

A wide range of topics and problems is discussed within the framework of non-linear fracture
mechanics. Canonical conservation laws and configurational forces, elements of the field theory, the
Noether theorem, basic and generalized invariant groups of the Hamiltonian action are studied.

Non-linear elasticity is considered from the physical viewpoint as a field theory. Field equa-
tions of finite-strain elasticity in their canonical forms are derived. In view of practical application
to fracture, special attention is paid to the construction and immediate consequences of the canon-
ical equations of energy and pseudomomentum balance, thus demonstrating the wealth of the
framework, and allowing readily introduce Eshelby’s stress tensor, the path-independent integral
and Eshelby’s force, acting on an elastic inhomogeneity. Then the field-theoretic concept is used
in order to define the tensors of non-linear elasticity and reveal their natural co-ordinate repre-
sentation. The variational formulation and Noether’s theorem are chosen to derive conservation
laws and additional path-independent integrals. Inverse-motion description granted by G.Piola
and variational symmetries of the Hamiltonian action are shown to provide a true field theory
of non-linear inhomogeneous elasticity. It should be noted that these problems are not usually
reviewed in monographs and books on fracture. Nevertheless recent theoretical developments in
fracture mechanics require they to be highlighted.

A set of new results related to application of the hodograph method and canonical transforma-
tion technique to analysis of the plastic flow localization, estimations of the effect of the distant
plastic flow zone on the crack is given. Along with classical general scheme of the hodograph
method for antiplane deformation of a crack in workhaderning elastic-plastic solid, creep strain
rate asymptotics near a mode III crack tip for linear-fractional constitutive law are studied.

Special attention is paid to cracks in creeping solids. Stress and strain asymptotics near a crack
tip for stationary and growing cracks in elastic non-linear viscous media are presented. Along with
traditional power law creeping solids, cracks in linear-fractional law creeping solids are analyzed
by the eigenfunction method.

New results related to coupling between damage and creep revealing the effect of damage on
stress-strain state near a crack tip are included. The self-similar solution of mode III crack problems
in power-law creeping damaged solids is discussed. The damage parameter is introduced in the
power stress-strain-rate constitutive relation made known by L.M.Kachanov and Y.N.Rabotnov.
Thus, the coupled equations of creep–damage theory are derived.

The similarity variable has been proposed by H.Riedel for the case, but by now a general
solution of the problem has not been constructed yet. The present contribution is an attempt to
obtain stress, strain rate and damage distributions near a crack tip by means of the similarity
variable under the assumption of the existence of a totally damaged zone near the crack tip. It is
assumed that the totally damaged zone near the crack tip where the damage parameter reaches
its critical value and all components of the stress tensor are equalled to zero exists. Geometry and
characteristic length of the totally damaged zone, in fact, are not known and should be obtained
as a part of the solution. Asymptotic solution for the stress and damage fields in the vicinity of
the crack outside of the totally damaged zone (where the governing system of equations is surely
not valid) are sought.

A series of examples is studied numerically. Characteristic length and geometry of the totally
damaged zone for different values of the material constants are presented. Some new facts, such

253E-version is located at:
http://www.ssu.samara.ru/common/structure/mathematix/radayev/fracture.html
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as near crack tip stress and damage distributions, existence of the totally damaged zone, are
thoroughly studied.

A general analysis of three-dimensional static and kinematic equations of the strain–damage
coupled model for ductile deformation processes is presented in an attempt to find approaches for
analytic study of the damage effect on the plastic flow. The damage is represented by a symmetric
second-rank damage tensor. The modified by anisotropic damage effect Tresca yield criterion,
associated flow and damage rules are used to formulate the strain–damage coupled constitutive
equations, thus allowing to take account of effect of anisotropic damage on the plastic flow and
vice versa. The separate analysis for the loading paths going along the facets and edges of the
Tresca prism is given.

As a contribution to non-linear fracture mechanics the monograph gives an expedient frame-
work for study of fracture and contains numerous results related to applied problems of fracture.
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