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1 + vV/c2
.



����� 	�� ��� ��	���� 	 � � � � 	��� � B7B

nc����\O������O����������:-!"��#����-���6��$�������!�/�E

v1 + v2
2

= V
1 − v2/c2

1 − v2V 2/c4
< V

�"����L�
	D��!"�!�	��!-��!N������\O������)�"��������0Ief	������k��@�� 	�+K���h<Y�������78�P��S	*(
����!"�L�>a6	������1<�������\6%$�O��:�� �>������!����c� 	���� 	���� ������>������\O������4�"��������0
H ���+�%*��/i!�	�!"�-� 	��������"������Q� 	���%=a���!"�L�V�V�"���7 � 	K#���%=!,��� 	��6	�!�/"�L�Y0
�5�9�����q������!����"�����#����D�4�
	�����78�&�W������"���K�;� 	�@���EB�
	�!"����� 0 ��!"�;@�%=(
� �!V�-� 	�@���EB�
	�!"��� ���h<8�������k���]@�%*� �!W�!"�i��!�/V�����k��� 	��"��:]# 	��!�/�E
�"������� �

�;����%=! ���c��������@�� 	�+K���S	������ ?U������ F 	?�������7h�S	�!�/3������� ��� ���S	�!"����/�(
��78�Q�������AS�K��7 ��!W��������:b������ F � 	*��/�����:P����!"���&7 �'����%$�K��:��]��!�(
�"�# 	��!D���,��������!��������!"�����:M+i	��=���.��� �i\O������X��$�������!"�:.���K	*��/���78�
��+K�9�����������b��$�������!����>[5�����#�����< ���!�0�nU���G� 	�# 	*�
	 � 	������&�����h< �$	*(
�=��:-���&78���;�����
	*��7h�S	��!"�L�G�6�������$!��������!"�����:;+i	��=���;��� �K\�������G��=��(
�����!"�:10f2?�)� ����\���,� ���$	�+�7h�S	�!�/�<f#�!"�Q��� �i\O������6������\������:X���6�9��(
\O�!N�������"���!����)��=�������!��1<Y@�����/�ad�:���$�������!��,��"�!�	�0 [U	���� !�	��=���
����%=# 	��N�9�i\6���,����
	*��7h�S	�!�/)������\O�������� �U	��������9��1<���!��������!"����/����
+��"�+�c������\��!"�L��� 	�ad	�� ��� ����E Tc	���!���#�������d�%=�d���!���%"�! ������S	��5������(
\6%=�6	����L�P����!"����	W��!"�#��!�	-F�< � � ��� ���P��+� �!�	��!'�$�����&��#��������:q�=��(
� 	�@���/-�6@�����/�ad��:.��=�������!�/�E E Tc	���!���#�������,j ����+�
	�� 	*jd��!"��� 	���������(
\6%=�6	����L�b����!"����	X��!"�#��!�	-F�<B+i	�!"��� �-^�!"���K�X�=�����&��#�����$���K�V�=��� 	�@�(
���,��+� �!�	��!)��� ����%$E?�6	��.� 	��$�!�	 E !����!�/��W����!"����	-��!"�#��!�	-FU�M!*0 �I0Z0
�5�9������>^�!"�>� ����\6���>���9�!�/"�L�-�4������%N�����;������� ��� ���S	�!"����/���78� ������(
�9����������� ��������@�� 	�+K���S	�����:10ref���L�
	.��!�� 	*�
	��!*<9� 	��������9��1<9�"���������-�
!"���h< �$	���%$E ��$�������!�/Q�D+i	��=�����6��� �i\O������.��$�������!"�:.�#���!�	�!�/Q�����(
�"��:1< 	��$	���%$EJ��!"������: E ^�!"�6�S	�\6���6�����D����=���9�&%$!�	�!�������7BAG��������@�� 	*(
+K���S	�����:!F�0 Hb^�!"���'���&78��� �5�D�������"�K���������/ �"���U�������9���7q��7had��0
;&	������9��!������ !"������/C��������@�� 	�+K���S	������ ?U������ F 	d�����Q��������+��"����/�(

��7BAC� 	���� 	���� �����:G������\O��������

r1 = r +
1

V 2

(

1
√

1 − V 2/c2
− 1

)

(rV)V +
Vt

√

1 − V 2/c2
,

t1 =
t+ (rV)/c2
√

1 − V 2/c2
.
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r1 =
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√
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t1 =
t+ xv1/c
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r2 =
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√
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y
√
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t2 =
t+ xv1/c

2 + yv2

√

1 − v2
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α = arctan

(

y3[x(1), y(1), t] − y3[x(0), y(0), t]

x3[x(1), y(1), t] − x3[x(0), y(0), t]

)

−
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− arctan

(

y(1) − y(0)

x(1) − x(0)

)

.
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x1 =
x+ V t

√

1 − V 2/c2
, t1 =

t+ V x/c2
√

1 − V 2/c2
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v =
dx/dt
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v1 = dx1/dt1
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v1 =
v + V

1 + vV/c2
.
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t1 = L/(c − v)
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α ≈ tanα ≈ D/L
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c(ω1[v])
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c(ω2[−v])
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	d� F e 2oTU������	*��/����d��	�!"����	�!���#�������
��7h#���������E?! < (l%"��$�����������<$	5+i	�!"���,TU������	*��/����5jl��7h�"�K����!"�L�$j8%=� 	�������(
�����,��������!��������!"��=��:W����� 	��&�����10��5�-��	��.\�� @�7h!�/��>��������@�� 	�+K���S	*(
�������]���� �dHk^�!"���]����%$# 	��O�"����������,����@��!��"�������:�� ����
	�� 	 F ���)������(
AS������!"� �;��������@�� 	�+K����7h�S	�!�/G������%-%"��$���������%=E # 	��!�� F % E ����� v 6= 0

F
�Wj ����%=��%$E?jG%"��=���������%$E # 	��!�� F %6E �����

v = 0
F�0h��������@�� 	�+K���S	������

^� ���!�������	�������!���7BA,����� �:,!"�K\��6������!����"�����#���!-+i	������ �����78�k�K	��9��(
����� 	�����#���������h<S!�	��4�$	�� �������Y<����"��� �����78�?��@��d�����������!�78�X��@�� 	�+K���h<
��!�� 	�\�	�E3!O!"����/��$�O� �:��!������ ^� ���!�������	�������!���7BAD���� E ���� ���"��:N������(
AS����F>� ����#���K�W@���� ����0 [U	�+i	*� ���/V@�7_jl+�� 	K#����9���!�/�j;!"���������]�9�K\6���
����������!�/�<r��@1JY�������X^��������S	*� ���!������!�/X���K��AS��� ��� F e 2 �b23e 2�0g2 ��(
� 	��=��< �>�S�$� �O+i	*�
	�#-�������9���������[F e 2J��23e 2J�������"������!C�-� 	�+���78�
�=������#����!��"�����78� ���+�%i��/*!�	�!�	��h0 �g!��D�����!�7h�$�������-�������"������!>�D������@�(
AS�������9���!��G\O���!��"���S	�!�/4��	��=��:�(l!"�4��+5�������$!��������!"�����AD!"��������: E �"���(
�����5��@�����&�!F�0

� %���� �!��1'��� � � 1 � ��) �!� /��!(*�� ���� ) � �����! �1' �� � � � �

n�	*� ��=�c���8!�	��C��������+�� 	K#���7U<=��	��4������� �!�	������$E3!��������$!��������!�7U<=������(
!��"��S\d� ������ F e 2]�=� �������: T5��+����=��:6�>T5��+����$��:>^� ���9���!�	�����7BA # 	*(
�!�� F 0��Y	��9�!����h< #�!"�M�������X%=� 	�������������9�i\O�!W�������"��S��!�/W���G@���� ���
��������:�+i	���������9���!��,�9�\d��%-T5��+���#���������&���"������#���� 	��&� E �"������&�����
��%S	����$	����GF�0 �����;^�!"���'�"���O��AS�������O���O�4^�!"� %$� 	�����������OT5��+���#���������
�"������#�����7 � ����\6��7 @�7h!�/V+i	�� 	������.��������� ��� ���7 ���+i	���������&78� ��@�(
� 	�+K���h<9��� 	�#��-^�!"�.@�%*� �!,���N+i	��=��� <r	;�����!�%*�
	�!����������G��������� ��� ������
����=��!"������:C�����+K�9����������: �"������#�����7U0=�5����!��"��=\d�
	�E?!"� � ���4�������$!���(
�����!"������h+i	��=����7b����A�� 	����������� �U	��!"�5�������!"�U�����!�%*������%=E3!"�L�>��"��:�(
�!��S	;�����"��:V# 	��!�� F 7U<9� 	��������9��1<9�����!�%*���������S	������-��"��:��!��,����������(
AS������!��"����L�
	O����� ��@�� 	�+K���S	������D����� %=# 	��!����C���:�!�� 	*��/���7BA # 	��!�� F 0
�G�i\O�!6���9�����������^�!"���&%C!�	��D�&�����K��# 	��!�� F � 	�+��"��� ���/
E #�!"��@�7b������(
����7h!�/Q���
	�!�/"�6jl�K��� ���K�-�=���������$j�F � ;&	������9��!������o���K������@����-� 	�+K@���� 	*(
���&%=E � F ����/�E � ���9�����!�� 	 F ���bjl�"��+K�9�i\6�����!"�:�j�F e 2 ���K	�� F ��E ��+
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H2(
@�78�!���7h:

) +H2(
�����=�i���O��:�� �

) → H1 +H3.

n�	�\��5�����N!�	��$��:Qj � ���9�����!�� 	 F ����������:�jO���K	�� F ���G���$	�+�7h�S	��!"�L���
8 F�����"��+K�9�i\6���.��+K�9�����!�/.�������!���#���������-^����������� �"����AM%$# 	��!���%=E?(
����AC# 	��!�� F < ��� ��� ���S	�!"����/�����<�+i	��=���G����A�� 	���������D^�����������Q�����������"��(
����1R
9-F'� ����������� @"	*�
	������p^������������(l���&��%i��/"�K	`%$# 	��!���%$E?!`������=����/��$�
%$� 	����������:�F e 2�<=�=��!"����78����d�h���?�������"������76E �O���+�%i��/*!�	�!"�3�������"��(
�=�����&78�c�"������#�����7o�!�	��������$!"� �Q�������!"�>�����!�%*���������S	�����78�&�!F�R
>-F��O��7h� 	�\�������Q@"	*�
	����K	O���&��%i��/"���������&��%i��/"�7]������AS�K����!"�L�N�����%"��(
�!��"������.��7B� �����$!�/X���)� 	���� 	���� �������� �����!,��	�� 	���!����1<r#�!"�,��7B� ��(
� �����78�D# 	��!�� F 7_������� 	*��� �\�	�!X�K�������&%X�V!"���&%X\O�-	���!�%X��+i	����9��(
� �:��!������ E �N����?��� � 	�+� ��� ���7P�����9���!�%4�C�������9����D��@�� 	�+K���S	������2F�R
< FO���!�!�	���\��N� ����%"��=���.� 	-%$�L��7 � 	�+� �!�	�# 	��!�� F <&#�!"�;� ���
	��!,����(
�&����!"����/�����:G%=��	�+i	�����%=EJ�6�������K�U��!��������!"����/���%$E !"��#������!�/

2 · 10−6E �"����/-�
	�\O�>^�����������,� �:�!������ 	D��+K�9����� 	-!"����/��=�-�4��!��������!"����/�����:
!"��#������!�/�E

10−3 � F�R
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�����?������\O�������+i	��=��\O�����7BAN# 	��!�� F 0)Fr� ��� ���S	�!"����/�����<��"����L�
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+K���h<f@"	*�
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#������� E +i	������!�%*���������S	���� F�<"#�!"��@�7����h@�7B� ��������!����"�����#���: � F e 2�0 �
^�!�%D���� ��a���%=E F ���/4�����!�%*���������S	�����:GF e 2J��7h!�	��!"� �-�����K� ����\6��!�/
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� 1�(*� �!����" 1 ��1 - � �!�����	) �.) (���1,��1�� 1� �� � � ) -	1 � ) �!��� �

;&	������9��!������b� 	�� 	*� ���=����������@�� 	�+K���S	������;����I0
��%"�!�/ �&7o���9�����V���S	
�����$�K���O��AS� � � 	�+��������9�����7BA +i	��S�$�
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v

L

e

e 1

2

θ

;9����0 < 0 < ���U	�� 	*� ���$�U��������@�� 	�+K���S	������;����I0

� 	����!"�K�������
L
E ;9����0 < 0 < F�0&HB��� ��� �!������D������!*�$\�������V����%$�C�M����%$��%

+i	��S�$��7 � 	*AS������!"� �'� 	;�&��������	*��/������ � 	����!"�K�������
L
����%$�D��!�����%S(

��	�0 El2?���G� 	*AS�K���$!"� �G�C@��+�� 	�+����#������b� 	��������"������;��� ��!�����a������E �
����!"���9����� ����=���!"�:10 F��5���!�	������]� 	>��� ����$���!��)�����)�$	�\d��78�]+i	��=�=(
� ���.�9�!���%6����� �����!�	������M�S�$� ���X� 	�@���EB�
	�!"��� �:10 � %*� ���,� 	�@���EB�
	�!�/
!"������/U+i	�^�!"��:4����!"���9��:C+i	��S�$� ���O��+h�������$!��������!"��$��:N� 	��=�!�7U<�������(
\6%=�d�:��L�b���.��$�������!�/�E

v
0 ��%"�!�/

θ
mM%$�K���]�9�\d��%'�"���!"��� 	��&�

v�
L
0B2?������� �������]^� ���!�������	�������!���78�,�����7U<g� �:��!���%$E?�������9�\d��%

^�!����&�)+i	��S�$�
	��&�.�D����!"���9�>��!"�#��!�	N� 	��=�!�7 � 8 A � <Y@�%i� ���]����!"���������(
�S	�!�/"�L�6!�	����K�� F � 	*��/���78�&�N�����!�	�������E?�����&� ����I<�!�0 ��0"�$���&���������!�	��&�
����-��� ����/>��� ����$���!"�:10 �U	d+i	��=�=�

e1
� �:��!���%"�! ����
	

Fτ =
e1e2(1 − v2/c2)(v2/c2) sin θ cos θ

L2(1 − v2 sin2 θ/c2)3/2
6= 0.

E < 0 8 F

Fr� ��� ���S	�!"����/�����<$+i	��S�$��7 ���9���!*�$!"� � ��+?��"����K�c������"��� 	K# 	*��/������K�d����(
� �K\������� 0B��%"�!�/Xad	���7 @�%i��%$!.���9�!�/W���������&��78�-+i	��=�$��7U<

L
@�%i� �!

��	*� ��E
L→ 0

F�<�	
v
@�%*� �!��"�������=� E

v → c
F�0���%"�!�/�� 	�@���EB�
	�!"�����>%*� ���(

\6���S	�E?!Ca6	���7q!"�������/������&�)����!"��#��$	��&�10 �5������%$!"�L�G���;�������62?!��"�!
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e 	���������@�� 	�+K���h<����9��������#�������������U������!����"�����#���� F e 2�0
;&	������9��!������ !"������/>����=��!"����78�c# 	��!���78�U+i	*�
	�#��10 �G�!"�K����#�������

� 	�� 	*� ���$�K	*��/���78�����������!"�L�D�������K	�������������\�������D+i	��S��\O�������:
e
# 	*(

�!�� F 7 ��	����7
m0

�D�����!"�i�$�������o�����������K�������k^� ���!�����#�����=���o����� �

Ex = E
E ���h0��:>7> � F�0=nO�:��!�����!"����/�����< �d���
	������#�����$��:GT5��+����$��!�� 	����(

!"�������D�����
vy = v0

(g� 	�� 	�@����
	 �

x = eEy2/(2m0v
2
0),

	d� F e 2p( F ���� 	��N���������

x =
m0c

2

eE

(

cosh

[

eEy

m0v0c

]

− 1

)

.

�5�G�����M@�����/�a���A
y
��������!��������!"��$	��W!�� 	����!"�������W@�����+��$	-�X^��$�����(

�����!"��<�!"�3���!�/?���������!"�L�d@���� ���r����%$!"��:1<�#����-� 	�� 	�@����
	�0�[U	���\O�B@�7h!�/
����� ���:,��@C%=�"������#�������)������ F ��� E ��	����7 F?!"���
	N���N��$�������!�/�E � ����(
���d�
	�\��h�#���!�	�!�/�<�#�!"��<��������9��!��=�6� 	 ������$����/��=�O@�����/�aO%$E�����%$!���+���%"<
# 	��!�� F 	 ������\O�!"� �6��� !�� 	����!"�������>�9����� ���������<�!"�?+i	3�#��!?��	�����A�����
��� 	4+i	��9���������
	��/D��� ����

y
��H ����/N����
	

Fy = 0
�;��F e 2 ��� 	 !"�K\��

���c���K������!"�L���
F ′

y = 0
0�n�	>�-�"������#���� 	4� 	�# 	*��/�����:)��=�������!��

vy = v0�9�i\O�! @�7h!�/4����������$!��������!"��$��: E �-���!�	����!"� �Q!�	��$���"��:!F�0
Fg!�� 	�����78�q���������!"� �,@"	*�
	����6^�����������,��������������!��������!"��=��:M� 	*(

�$�!�7 �:>79 � �
m cosh θ +M2 cosh(dθ) = M1.

������@�����/�ad��: ��$�������!�����78@������K	�E
θ = tanh(v/c)

Fd�����V�=�����#���7BA
+�� 	K#������:V� 	�# 	*��/�����:

M1
�M�=�����#�����:

M2
��	���� � ����\6���;@�7h!�/;��7B(

������������D%"��� ������� �I��	����K	D��!K� ����/������K�-��78@������K	
m → 0

E �����;���������(
!����"�����#����"���!�� F e 2+F�0"2 ��� 	��=��<�^�!�	?�"������#���� 	?��������� �������!"� ��!"����/��$�
!"��A�����#���������b%"�!�����:��!��"���]� 	��=�!�7 � ���!4������� F ����� 	*��/���7BA)����� 	�����(
#������:10

2 �����-��+5��7h�"��� ��� �g:���a�!"�:�� 	6������!�����ad������
E = mc2

����� ���!�	*(
!"��#�������@���������S	��10�HW^�!"���.��7h�"�K� � ����� F �����?�����L� ���d������ !"��� ���.����%=A
����9�9�!�����#���7BAN���&��%i��/"�����6��"�!�	c� 	�������	�!������S	��!"� �Q� !"��#����N+���������
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v
;9����0 < 0:B � [ ��7h�"����%DTU�����&%*��7

E = mc2
0

����%SA>� 	�@���EB�
	�!"��� �:1<$������\6%$����AS�L� ����%=����!��������!"����/���������%=�	�0=�5���(
��7h:4� 	�@���EB�
	�!"����/d�����=����!"� �C��!��������!"����/����d!"���
	�<$	5��!"������: ������\O�!�(
�L�U����������������%*������������"�!�%AE ;9����0 < 0:B-F�0*H F e 2'������%=# 	��!"� � <*#�!"� ��"�!
+i	�� 	������6� ����\���X+�� 	�!�/;�N������\O������M� 	�@���EB�
	�!"�����.���9������G���-��=��(
�����!�/�E

v
�G!�	��;������%=#���!�/C���&��%*��/"��< #�!"��@�7o�4^�!"��:;��!"������:;����!"���9�
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�9������!"�L�.�DaO����������A�������� ���
	*A 0 �U	��������9��1<Y� ����=�
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�������"�����!�/�<�#�!"�6+�� 	K#�������

v1x = 0, 1; v1y = 0, 1; v2x = 0, 7; v2y = 0, 7; v′1x = 0, 6;

v′2x = 0, 2; v′1y = 0, 4; v′2y = 0, 4; −v′2z = v′1z =
√

0, 14

%i� ����� �!��"���=��E?!6�"�����M���
	������#���������W+i	��=��� 	�������A�� 	��������� E < 0:>*( < 0:D-F�0
nU���D^�!���AD+�� 	�#������:-������%$# 	����

cosα = 0, 29554
<
!"�6���!�/

α ≈ 72, 8◦
0

�Y	��9�!������Y�������,�#���!�	�!�/Q��$�������!��,��7h� 	�\O�����78�&�X�N��������� F 	*A)��=��(
�����!��D��"�!�	�<$!"�O�9���/�a6	��N��=�������!�/6�����������3���K	*��/�� 	c�����>������\O������
����%=!����������A�^� ���!����������U�U	�!"����	*A <�� 	K#���� 	��d�

z ≥ 60
0*n�	?�d�3��@��d���

����%=# 	���������!"�>���5����� ���Q�����=�i�$����AS�L�G^� ���!����������4�4	�!"����	*A � �3�K���Q�

90◦
��������+�� 	K#����4������%$# 	��!"�L�Q�6���
	������#�����$��:;TU��+����=�5�����-�!"����������(

�"������4�B�����=�i�����:�� �># 	��!�� F �:>�U����!"���9�h��������!�������%$E?�d��K�U������@���(
� 	�E !"����/��=�c�L� �h� 	�:�!��6!�	���%=E]# 	��!�� F % ��F�0=2 ��� 	��$��<���+8� 	�@���EB�
	����9���K�
%=� �
	C� 	�+� �!�	N�

90◦
�"���"���6���d��� ����%"�!-�6�K������+�� 	�#������!�/�E ��@�� 	�!������

%=!��"��=\d� ������O�>!"���h<�#�!"�4�K��� 	6��+O# 	��!�� F �����=�����
	��/ E ��	�!"����	�!���#���(
��$	��V�"����i�$!������!�/M!�	��$���K�X����@�7h!����'@�����$�����#����X��	*�
	-F�0gef	������ ��@�(
� 	�+K���h<=��@�� 	�!�� 	��C+i	*�
	�# 	O�"�����!�	�������� ������C����� ���!�	�E?����A4�
	�����7BA ���
���������!"� �'��������+�� 	K#�����: ����� F ����%$����:����'�)���
	������#�����$��:1<r���V�.����(
����!��������!"��=��:DT5��+����=�*E �%$�����!���%"�!d@�����=�����#�������#������ �O� 	�+����#���7BA
���������!����"�����#�����7BA-���ad�����:!F�0

nU���)@���� ���6�!������K��:,^��=���������9���!�	*��/�����:W�������"������,+i	��=�������;����(
A$� 	���������4����� �!"�����������"������$A E ��+ ��E3@���: !"���������!F9������@KAS�������9�d��+�%=(
# 	�!�/.�!"�����������"������b# 	��!�� F �,�S	���%$%$�9�D�����'%=+�����A'�9������^�������K�!���(
#��������AX��%$#��=���)��+��"���!���7BAM# 	��!�� F �����M+i	*�
	�����7BAW%$�L�
	*AM�!"����������(
�"������Y05����� ^�!"��� �����������V������� ��� ���S	������'����� F �����K	P�!"�����������"������
� ����\6���D������E3# 	�!�/Q�Q����@K�)�������"�����%)@"	*�
	����K	N���D^�������������P# 	��!�� FE �����>�$	�\d� ���K��%$�L�
	U� 	�������$����� �c�������!�� 	����!��"�GF�<��������"�����%4@"	*�
	����K	
���&��%i��/"�����D# 	��!�� F < �������"�����%�@"	*�
	����K	D��@��d��K�C�=������#����!��S	D# 	��!�� F
�c��%$#��$	*A>� �O�C������� �?�!"�����������"������ E �"����K��!������!�/6� 	�������������2F�<=������(
�"�����%,@"	*�
	����K	D�"��+�������	�E?�d��K�;��+��%=#�������,���-^�������������k�.� 	���� 	���(
� ��������h0 ���!�/-��d�d���S	C�"���������K	�<1� 	D�=��!"����7BA,��@�7h#����Q���>	�� F ���!���(
��%"�!"�L�G��������	������ E ��d�c���"�U������������� ��� ��������!��!F �Y+i	��������! ���G� 	�������(
�������4��!-��+i	����&����:W���������!�	 F ���V����@��!��"�����7BAX�9���9���!"���;��� 	��d������
�!�	*�������S	�E3�O��AS� �,# 	��!�� F � � �9�����E?!"� �����,����@��!��"�����78� �9���9���!�7



8 D7H � ���  � � � ����	�� 
 ����� 	� �

��� 	��d������G� ����� F �������d�!"�����������"������ �4HP���
	������#�����$��:.T5��+����=����!�(
�"�!W� 	.^�!�� �"���������7 %$!��"��"����!"��� ���E ���M�.�$������#����!��"�������� ���
	����
�����/����4+i	��������!4��!6jl%"�!�����:��!��S	*jUa6	������=���5F�0

�?��!"���`���'�"�!����# 	*� �����������K�J	�� 	*����+i	q�$	��$���K��( ����@��J����� F �����K	
�!"�����������"������V� F e 2 �����L�
	�����,�"�����o��7had�������#������ �����78� ��%$����(
!�	��h0 2?!"�EB�
	M���;��� ����%"�!'�K������+�� 	�#������K����7h�"���
	V�M����"��������!���E �
������� ���
	*A4^��$���������9���!�	*��/���7BAQ��a���@����!F9��@�7h#����O���������/�+�%"���&7BA ����(
����!��������!"�����A,+i	��=�������G����A�� 	���������,�N��E3@����]����� F ������� �!"�����������"��(
����� E AS��!i�C�����D�&��������AD��!K� ����/���7BAQ����%=# 	���6^�!"�d�����������5�9�i\O�!4����	*(
+i	�!�/"� �)!�	��!F�0��?��!"���)!"����/��=�D%$!��"��S\d�
	��!�<1#�!"�N���6�%$�����!���%"�!N�
	�\��
��!i� ����/���7BAo�������9������k	�@�������E?!������K�b���K��!��"��S\d� ������ ��������!��������!�(
�����Ad+i	��=�������c�!"�����������"������>E ���B�K���"���S�6%$\O�h��������
	��&����%"���9��:4� � ��(
@"	*��/�����:G������!��"��S\d�
	����9���!��!F�0
F ������� F ����� 	*��/����,�!���������AM����+�� F ��:V�������9���������D��������!��������!�(

�����A4+i	��$�����������KA$� 	���������C�4����� F �����%C�!"�����������"������ ��T5��+����=�?^� ��(
�9���!�	�����7BA # 	��!�� F �"���/"��	c�����&����!"����/�����0 �;����%=!O��� �����N����A�� 	�����!�/
��"��: ���������+i	���������9�.��!,+i	��=�$�
	,�!�	*�������S	�E3����AS�L�b# 	��!�� F <�%$�L� ���
�!"�����������"������>�6%$�L� ���c� 	�+� �!�	 �?HB����/5�5����� F �������8�!"�����������"������>+i	*(
�=�$\������78��# 	��!�� F 7q�����7h!�7h�S	�E3! %"��$�����������0 Fr� ��� ���S	�!"����/�����< �"����(
� �
	C� ����\6���Q� 	�@���EB�
	�!�/"� �,����=��!"�������4��+��%=#�������>E ����� �GF�0��5�%=\������
��%$\6���6� �:��!��"���S	�!�/N�$	��;�!�%i� ���!�7U< ����� ����	�!������S	�E3�O�����C��!��"�!4+i	*(
�
	K#���� ��������%$\ ������@�����+i	���������!����������S	*�

γ
(l���S	���! E jl����:���	*�,� 	��O+i	

��%$��%Sj�F�<i!"� ��K� ��%=\6��� �$�����8%=#����!�/?j �9%��&��78�Q����� ��� j 0 �X�3���!�	*��/���7BA
����%$# 	��$ADj �5%$�&��78������� ��� jU�"�����!�/ �4��� 	�������/������!�/NTc�����&%i�-F e 2 �
IS� �d\O�Ojl������� ��$	�+i	�!"����/�� 	��X����
	*j[F e 2 � �U	C�K	��9��� � ��� ���C+i	��$����7
���KA$� 	���������D��%$\6�����$������� ��@"	�����!�/4#�� ���7U<�%=#���!�7h�S	�E3�O����^����������E
�Q���&��%*��/"�5�������Y0

HB����@��d�d�K���"���S�Y<Y���������!��"�����7h:X����%$# 	�:1< �=��� �
	N��� 	��"���9������Q��@�(
�%$\d� ������ �������$!��������!"�����Ad+i	��=�������5���KA$� 	���������d�����Oj �!"�����������"�����(
�$A$jhmd^�!"����+i	����9�K� �:��!������5# 	��!�� F ����
	��&�N^� ���!�������	�������!�����:-������(
���K��7 E ���� ��: ?U������ F 	-F�01nU���,���!�	*��/���7BAM����%=# 	���Q��7h�������������� ����(
����!��������!"�����AQ+i	��=�������N����A�� 	���������Nm4^�!"�6����������"������� 	��G��������!"�+i	
E ��"�!"����78�;��TU���7 F e 2 ���Q���9�E3!.������	��=���K�M��!�����a������� ������
	��
���^� ���!�������	�������!�����:X������������7 F�0f2 ��� 	��$��<Y�G�D����%$# 	���^� ���!�������	��(
����!���7BAN��+i	����9��� �:��!�����:-�����C��7h�"�K�
	���������!��������!"�����AN+i	��$�������4����(
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A$� 	���������)�"���"���>���6!�����@�%"�!"�L�,������	�����A)��� �: F e 2�0 ��+��"���!�����<Y#�!"�
%=� 	�����������-������\O��������U� 	K# 	*��/���78�&�)%"��� ���������&�������������!�/�E ��������(
� ������E?!,�"���QA=	�� 	���!"������!������b������\O������Y<r�.!"��� #������ �Q����!"���� 	*��7
������\O������Y0Se 	������)����!"���� 	*� ���)������\�������4�9�K\��!�@�7h!�/5^�����������
E ���
�����"����L�
	-F�0 ��+U%=� 	�����������N������\�������-��� ����%"�!

dP

dt
= F ⇒ vdP = Fdr.

E < 0:H-F
H �"�������'��������� ��� ������O����!"�� F � 	*��/�����:G^�����������

U = −
∫ r

r0

Fdr.

� � 	��������,���&��%i��/"�K	 E ^�!"�N�"������#���� 	�<Y��AS�K�����d	��)�N^��=���������9���!�	*��/�(
�����r%$� 	�����������g������\O������]E < 0:H-FRF�<�� 	��������9��1<��?���
	������#�����$���)����%=# 	��

P = mv

	��6��������!��������!"��=���]����%=# 	��

P = mv/
√

1 − v2/c2,

�9�K\6���4������%=#���!�/>+i	��$���-����A�� 	���������Q^�����������G��+

dE = vdP − Fdr

m ������!��"�!"�!��"������4���
	������#��������:

U +mv2/2 = constant

�����Q��������!��������!"�����:

U +mc2/
√

1 − v2/c2 = constant.

�����4%"��� �������N� 	��"����!��S	O���� � �:��!������ �4������!����"��� �:��!������ E !����!���:
+i	��=��� ��/�E?!"��� 	�< ��������!"�+i	 F ���!�� 	*��/���7BA;�����F8���9�������

F12 = −F21
0
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ef���L�
	3��+r%$� 	�����������O������\O������ E < 0:H-F1�9�i\6���?������%$#���!�/�+i	��=���d����A�� 	*(
�������� ���&��%i��/"�K	 E ������!�/X^�!"�X�"������#���� 	�<r��AS�K�����d	��b�.^��$���������9���(
!�	*��/������U%$� 	������������������\O������ E < 0:H-FRF � ��+

dP1/dt = F12, dP2/dt =
F21

������%$# 	����

d(P1 + P2)

dt
= 0, ⇒ P1 + P2 = const.

2 ��� 	��$��<
�����G� 	*����#����;��	�������!���7BA-����
F12 6= −F21

�-��������!��������!�(
�����:)+i	��$���.����A�� 	���������,���&��%*��/"�K	C# 	��!�� F �D��@������P����%$# 	��6�9�K\��!
� 	���%$ad	�!�/"� �Y0=�5����$����/���%4@�����/�aO�����!��"�O# 	��!�� F E �
	�\��?�&���������?^� ���(
!�����#�������W���:�!�� 	*��/���78�GFO���9�E3!;��	�������!���7h:V�9���9���!*< !"�G�������9�����(
�����?��������!��������!"��=���K�d+i	��=��� 	����KA$� 	���������C���&��%i��/"�K	c���=� �������:NT5��(
+����$�d��TU��+����=��^� ���9���!�	�����7BA)# 	��!�� F @��+d���������K� %$#��!�	 ���&��%*��/"�K	
�������,�����"���ad������-������ 	��"���9�������0�Fr� ��� ���S	�!"����/�����< �&7 ������!�/-������(
AS�K�������G������@�AS�������9���!��)���������K� %=#��!�	6���&��%*��/"�K	>�������Y< 	6+�� 	�#���!C�
��K�;^�����������1<&�����V�!"�����������"������$A 0 E HB��+K�9�i\6����<&^�!"�G�����9�i\O�!,%$����(
�=�=� ��#���!�/4�=� �����%$EJT5��+�����%4�DT5��+�����% ^� ���9���!�	�����7BAQ# 	��!�� F �D����(
��� 	�!���!�/ #������ �6# 	��!�� F (l������+�� 	��=��� ��F

�3#��!4�����7k���K	�� F ���G��+��%=#�������D!�	���\O�O�"��� �!>�D� 	���%$a������EJ+i	*(
����� �����7BA � F e 2k+i	��=�������>����A�� 	���������C^�����������C�C���&��%*��/"�K	�0�2?!���	*(
+i	�!�/"� �Q��!6%=#��!�	�^�!"��:Q�����7P�6����� F �������U�!"�����������"������D# 	��!�� F �Ue 	��
�"����/D!�	��P^�!�	N����
	C��� ����\6� 	D@�7h!�/D� 	���@���� ���4�%=�d���!��"�������:�E ���9��(
E3!"�L�c@�����/�a����g�������U�"��� ��� �!������g��@�����\�������O��78�����$��^�������K�!���#��������A
# 	��!�� F �Q@�����/�aO���5��������9�����78�c%"��=����������2F�0

��� � 1� �� � � % � - ��) � � � � �

�5�����KA$� 	���������C�G��@��d���q����%$# 	��4��@��d�����������!�7BA.��7h� 	�\O�����:W�������$(
!��������!"�����A;^�����������;�;���&��%*��/"�K	>�����)�!"�����������"������$AG# 	��!�� F ������(
�"�K����!,!�	���\��D�V��������A�� 	��������E �9���9���!�	����&��%*��/"�K	�� F e 2�0r2 ��� 	*(
�$��< ��������!��������!"��=���d��7h� 	�\�������d�9���9���!�	4���&��%i��/"�K	>� ����=�4�����������(
����!�����%"�!"� �V� 	-�K��� 	�+� �)@���� ���C�������!�7BAM�������9�� 	*A �:H � 0&HB������&�����h<
� 	��������9��1< � 	�� 	*� ���$�d��7h# 	���	�0 ��%"�!�/C���"�c� 	�����78�����C�9����%*��E �����7

F1 = F2 ≡ F
� �:��!���%$E3!;� 	Q���S	;������� 	��$����7BAW��� �# 	

l1 = l2 ≡ l
<

� 	������� �i\O�����7BAV�����W%=� � ���
π/2

E ;9����0 < 0 8WC F�0�Fg%��9��	�����7h:M�9���9���!
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F

l

F

2

l

2

1
1

v
;9����0 < 0 8WC � �U	�� 	*� ���=�O��7h# 	���	�0
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������ 	��"��-��%*��E�0
[5�����!���%=� F �������!�	��!"� �G������K������\6����:10 HP���
	������(
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�K�K�I0 ;&	�@���!�	,����@��)������� ����	�!���#����X���D� 	�������	�!������S	*�
	��/V�� 	�+�%"<9����(
@��6������AS�K�����;�������9������4!�	��$��:G��!��"�! ��j ������!"�4����#���K�6����� ��@������K� ���
��@�� 	���%$\6���-�6!"���������-��!��������!"����/������!��;�D���S	���!"���"��:-^� ���!����K����� 	*(
�&���$��<
	�!"��#������!�/4������� ���	�+i	�����:G^�!���AD!"��������:-���������&� 	*j 0
[U	��Q�"����@�(
�d�5!"�������!����G�9�i\O�!C#�!"��( ����@�� ��@�� 	���%$\6��!�/4�����"��� E 	d���U��@1JY�������!�/
jl+i	*������� #������ ��� j�F �M2?�b� ����\O��k������������� �i\6��!�/�����$��!"����7h:oTc	���!
�Q�������"�����!�/N��� ��� �!������Q��+c��"����K�4������������� �K\������� 0 �5�6������!"�4�Q���
��7h!�	*� �L��������������� �K\6��!�/5�"��+K�9�K\6�����!�/5+i	���������9���!��6��$�������!��d��"�!�	
��!># 	��!"��!�7U0
[J!"���&%N\O�5���#�/>aO�
	6�d!"��#������!��G� 	6��������( ���S	>�����S�$��(
��	��������7had	�E3�d�:'�����������9�����%=E !"��#������!�/,^��$���������9���!"����0ge 	��$	��
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!"��#������!�/;�9�i\O�!)@�7h!�/Q� ���!�������%$!�	G�;@�����\�	�:�ad��� �������&�Y< 	D�"����/;�
T5��+����=�3�����/"�+����6��@��%$\d�
	�E?!"� � ^��$���������9���!�7U<�!�����@�%$E?����� !"��#�����(
�!��U� 	B������$����/��=�?� ���L��!��=���3�����S�$���$���?��7had�r�����������9�������:10 �U	��=����� F <
	���!"����%d� 	*� ����� �5!�� 	�!���!�/c�������&�6�4���6���a����4�������"�����!�/�<S#�!"�5\O�h^�!"�
+i	3!�	���	��6�"�������$	��6!"��#������!�/U!"���������>��!��������!"����/������!�� E +i	��������5�"�����(
�&�����Q��"��E`�!�%*� ���#������%$E`���%*� ����� �!��"������������!�/-^�!"��:.!"���������:!F�01H
���+�%i��/*!�	�!"�G���K�������
	��/M������S	��V��+-����@��!��"�����7BA'������!���#��������A �!�	*(
!"�:1<�	G!"������/,�W^�!�	;��������	�0ref	��V#�!"���"���"����� ���!�/,��"���V����E��7 �
�&����%"�7U0

�5����:�� ���M!"������/O�C��@��%=\d� �����Eo�"��+K�9�K\6����:N+i	���������9���!��Q��=��(
�����!��P��"�!�	M��!W# 	��!"��!�7U0 ��+��"���!�����<B#�!"�X�����]��������������P# 	��!�� F �
�S	���%=%��b�D�����]��������� AS�K���$!G� 	�+����#���78�6����� F �����7U<Y!�	������6�$	��)���i�$��(
� ������C������!�%S	*��/���7BAM� 	�� E # 	��!�� F 	*( 	���!���# 	��!�� F 	-F�Rr�&���������N����� F ����(
�7���+i	����9�K� �:��!������Q�9����%=!�@�7h!�/��������K	���7P�8���������/�+K���S	��������W!�	�����A
������!�%S	*��/���7BA)� 	��10YHo����� F �������4��"����K�N� 	���������!�� 	���������X��"�!D!�	���(
\O�c���������!4� 	>��"��:��!��S	6�S	���%$%���	]E �4# 	��!������!��1<�� ����\6� 	>���9�!�/4�9��(
�!"�4������������+i	 F �����S	���%$%$��	-F�0 Fr� ��� ���S	�!"����/�����<Y���C������� F ����%-��+i	���� (
�����!��6� ����\6���U@�7h!�/c��@�� 	�!������h� �:��!������8������������+K���S	��������K�c�S	���%$%���	
� 	U����� F ������� 	���������!�� 	���������D��"�!�	�0�H'���+�%*��/i!�	�!"�5��"�!6��������� ��� ���(
����:W# 	��!"��!�7 @�%i� �!�� 	���������!�� 	�����!�/"�L�V#�����+D�S	���%$%$�o�$	��Wj �������%=j
�8����$��!"������:C��������� F 	����9���!�/�E ε

<S� �!"����&��������%"���9��:Q�K	��&���.� 	��������(
�!�� 	�����E?�����9�L�-��"�!"���h<�!"�>���!�/

c = c(ω)
0

��+��"���!�����<=#�!"�U��@���@���������?%$� 	����������: ��	��=��"�����
	c��%=!"���.�$�������K�
� ��@"	���� ������C��	��������"���K�d#�� �� 	O�d��	��=��"����� ���"�����:D�
	���� 	���\6� 	��D������(
�"������!Q�.%=� 	�������������k��������	N�Q�������!�� 	����!��"� �G�����=���"��$���K��0 �r� ���(
!�������	�������!���78���"������7U<�� 	���������!�� 	�����E?�������L�D�d������ ��<$��+K�9����$E3!"�L�
�E �.^�!"�G�������������4��7h� 	�\d	��!"�L�W�-�K����� 	 F ���V��	����������7BAMTc��!"�������
�:U7U � 0�n�	�\��O� ������������� �K\�������)�����!"�K�����!��S	CTc	�+K���"��:G��$�������!��;�"��+(
�����$	��!6# 	��!"��!�� 	��N+i	���������9���!�/ E ��������������N�d�S	���%=%��9�GFr����%=�������"��:
��=�������!��;��"�!�	 �

vg = (dω/dk) = c
√

ω2 − µ2c2/ω,

+� ���/
µ
(g��	����K	d�����$�K�-TU��!"��������0 H��
	�����7BAQ������� �i\O������$AY<
�K��� 	��=��<

���d@�%i��%$!C��@��%$\d�
	�!�/"�L�)�"���������7 �K����� 	 F ���X��	����7p��!"���������)+i	��=�=(
�
	�0r23�������� 	�� F ����/�m.��!�� 	�+���!�/.����$��!"����78�-T5��+���#���������N�"���������7U<
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��	��K	�E?�������L�-�K	��9��:G��=�������!�����"�!�	�0
Fg� 	�+�%.�"��+������$	�E3!;�"���������7 � 8 Fc[U	��X�9�K\��!,@�7h!�/G� F ����� 	G�����

��+K�9����� 	
ω
(l+i	���������9���!�/ �J9-Fc�5��#����&%.��� 	N� �;���A,�����M��� ��@�� 	���%=(

\��� 	�<�� >-FB[U	��$����7o�9����%$!>@�7h!�/4��� ��� �!������Q��+U����� �
Fg%$�d���!���%=E3!�� 	�+����#���78�M�9�!"����7 ��+K�9���������o��$�������!��J��"�!�	�<

� 	��������9���� 	��!����������&��#���������.�9�!"����7U<h�9�!"���o�������7h�S	������ <h�9�!"�K�
��� 	��6	�E?�d��K���L�q+K����$	*�
	�<8� 	*�������K���K� �+���#��������: �9�!"���I<8�9�!"�K�p�!"��(
��#���A,�"����� E ���+K��� 	�!"���!F�< �9�!"���W���+i	���������&7BA.��+K�9��������:

λ
�
ν
0IH

� 	��!"�i�$�d���B�������&�d������� ��������:6��+h�9�!"��� ��� �:B7H�<:D7D � ���������!"�L�d� 	���@���� ���
!"��#���78�hRI���9������D^�!����P�9�!"��� ��� �gE3��� Fg!�	����
	���!"���;��+K�9��S���!-��$��(
�����!�/5��"�!�	3�g!"��#������!�/�E'� �?�"���/"�9���K�3+�� 	��$	�0"2 ��� 	��=��<�� 	 ^�!"���-��%$!��
�%$�����!���%$E3!c������� F ����� 	*��/���78��!���%*�������!�� �EA � 0$[������9�8!"���K��<$��� ����%"�!
��!"�9�!���!�/�< #�!"�-�
	�����7h:W�9�!"�K�V������� F ����� 	*��/����)����� 	�����#����� ���W�9��(
\��!N@�7h!�/N�����+i	��-����@��C�5� ����	*��/�����: E ����%=!����;������@���� 	-F?��=�������!�/�E
��"�!�	�<I����@��;�9�K\��!����4���9�!�/������"���a�������;������	��=���K�)��!�����ad������.�
��$�������!��C��"�!�	�<"�������4��"�!U�"����@��d�8���B���������!"�L�>#����!"��:4�"��������:10S�5��(
#����&%5����%$�����B�9�!"����7W���K	*� ����S	�!���7 E �����d��@�� 	���%=\�������

c(ω)
+i	��������(

�9���!��!Fh������>��+U��������7B��%=����AD�L�
	�� �N�����Q��������:-# 	��!�����:G��������!"�+�7
@�%*� �!>�����K���������>�
	*��/�a��5��+c� 	��!"�K���O��AQ������� �i\O�����:10

n�	*� ���O�&7k@�%i� ������� ��� ���S	�!�/ �9�!"���
	�� F e 2 E +i	�@�%*� ���V� 	d�������&�Y<
#�!"�X����������"�����7 F�0 �U	������&�����h<r#�!"�.��������7h�"�K� �G��� ��� �!�����:]F e 2
E � 	��������9��1< +i	��=�������M��������@�� 	�+K���S	������2F4���������/�+�%"�!"�L�b�������$!����G����(
!"����S	*�
	

ds2 = c2dt2−(dr)2
0 �
� ���/?������@�AS�������9���L� ���
	�!�/8���S	8�9�!"�K����(

#��������A4+i	��9�# 	������Y0�HB��(l�������7BA <=�
	�\��?� 	��"����!��"������!"����S	*� ���
ds2 =

ds′2
mO^�!"�����8@���� ����<S#����,����� 	5��+8��� 	���� ������� ��@���7BA4��������!"�+"<S!�	��>��	��

� ���!"���"�������:.���!�	��!"�L�)���������!��"���� 	��)!"��#��$	
∆s = 0

E �������;������������(
�
	��	�!�/

c = constant
F�0 �U	��������9��1<f�9�K\6���-@�7B� �-@�7 ������� 	*�������S	�!�/

��E�@�78�
n
( �g�!"�������
E

n
(Y� 	�!�%=� 	*��/������GF �

cndtn−dxn−dyn−dzn �d����(
��%$# 	�!�/N� 	�+����#���78�dj T5��+���#����������+i	��=����7Bj 0 �3����\����#���!�	�!�/

t = t′
<

���
c′2 = c2 − v2 < !"� ���!�/

v′ = v
√

1 − v2/c2
E �$	�\6%$�d	����L�)��$�������!�/

��+i	����&�����K� ������\O������O� 	�+����#�� 	h�����5� 	�+���7BAU� 	�@���EB�
	�!"��� �:!F�0�ef	��$��:
��78@����C�������"������!d� ������� 	*� �����Eq�������$!��������!"��$���K�d������� ����/������K��^KT�(
TU���!�	3nO������� �� 	c�8���
	������#���������X��7h� 	�\O��������h0��5��� ��@���78�?^���+K��!���(
#���������5����!"���&7k�9����%$!6@�7h!�/�����%$!���������������L�
	������S	�����78�&�G�C!"����/��$�
^��$���������9���!�7b�9����%$!5������� ���9�����!����������S	�!�/�<=�$	��$��:4��+h��78@���������mU���
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@���� ����< #���� !"�������!���#�����$���6��+K�&7haO� �������0 �-7p���O@�%*� ���]��@��%=\d�
	�!�/
+� ���/>�"���5���K� ��@���78�U^���+K��!���#���������U��������!"�+�7U0

HB��(l��!"����7BA <������D���������/�+K���S	������-����!"����S	*�
	6�������K��#���������S	��!"�L�
��� ����%=E3����:'�9���9���! �����������/�+�%"�!"�L���=���������!���7h:]��"�!*<9����%$�O��:���+
��������:Q!"��#����D�d����%$��%$E�<�!"�d���!�/>�d����!"����S	*�G� 	*� �d���K� �!�	�������!�/4��7B(
� 	�\O������

c(ωi, li)
0 �5����!�	��=���V����%$# 	�������������� F ����� 	*��/������!�/4����!"���(

�S	*� ���*E ��+ %$#���@������=���5FI�������"������!���������������� ��� ��������&%�������!�����ad�����E��
a(l2, ω2,v2)

a(l1, ω1,v1)
= a(l12, ω12,v12),

�d������/�+��>��@���������S	�!�/5�
	�\O�h� 	��"����!��"�U����!"����S	*� ����0$2?����!�/5�"��+������$	*(
�! ������@KAS�������9���!�/;��@�� 	�!���!�/"�L���)����7h!�%"<
!�	����$	��)^�!"�C������!�����a�������
�����+i	���� �9jl�����+��"���!���78� jg�����$	 +i	��=�������QnO������� �� 	�0�e 	������G��@�� 	�+K���h<
!"�������!���#���������5�����!�����������Y<���� AS�K�����O���5!"����/��$�6��+5��"����AC����@��!��"���(
��7BAU������� F ��������������������E?!"� �O��������+�� 	K#���78�&�10"�5����=����/���%���@����������(
����!�7h:M��7h�"�K� F e 2 E �9�!"����F��������"�K����!,�W����=��!"����78� ��� ��� �!��������h<
���=��@�7 ������!��"��=\d�
	����&78� ^��=���������9���!�	*��/���� E � 	��������9��1<g�����'����(
� 	��&������# 	��!�� F ��F�< @�%*� ��� ������� 	�!�/"� �;� 	4����K��< ���4����� ����+K�9������q��K�
��%=#��!"���'�"��+K�9�K\6����:;+i	���������9���!��

c(ω)
0

�O��+���#������� ^�!"� ��+�� 	�# 	��! ��� ����%=E3������0.Hg�������&7h: ���+�%i��/*!�	�!
����=��!"�������K����+K�9���������M+i	��������!;��!;����� F ����%$��7`��+K�9���������Y<9	D� 	���(
#��!���7h:W���+�%i��/*!�	�!�m)��# 	��!������!��'��!��9�!"�K�
	������A$��������+i	 F ���V������(
�9����N�����N� 	�+���7BAN����!"���h0�F ��� �
	�����>��� ���3�
	��������K�6������� �i\O������G���
�%=�d���!���%"�!Cj ����������:,��=�������!��)��������
	K#��)^� ���!�������	�������!���7BA���+i	���(
�9��� �:��!�����:�j E 	h!"����/��=�

c(ω)
F�0��r�����U�����U�����A���������+i	 F �����������9�����7BA

����!"����S	*� ���3����� �
	����� �g:���a�!"�:���%5���������/�+�%"�!"�L����"�!?��������� ��� �������:
# 	��!"��!�7

ω
<S!"�����+�%*��/i!�	�!4^��=���������9���!"��� @�%*� �!d+i	��������!�/>��!

ω
0 �U	*(

�������9��1<Y�������)�D����!"���9�d��������� AS������!G����=��!"����7h:,����� F �����4�cA=	�� 	���(
!"�������:D# 	��!"��!"��:

ωk
<$!"�6���!"���!��"������6������� ��� ���S	�!�/4����!"���&%N�?�����9��(

�O/�E
c(ωk)

E ���9������)!�	��1<9�$	��V�V� 	���������!�� 	������!"� �������� 	*��F�0��������
���"�U����!"���&7o������\6%=!"� �D����%=�O��!��������!"����/����4����%$��	�< !"�6�4TU�����&%*�
	*A
���K������!"�L�c���"���"������#�����7 �

c(ω)
�
c(ω′)

�����U��	�\d� ��:�����!"���&7U<*!�	����$	��
�������6�d!"��!5\O�B��"�!U��@��
	*�
	��!5� 	�+���78�&�># 	��!"��!�	��&�>�5����!"����	*A <�������(
\6%=����AS�L� ����%$�3��!��������!"����/����d����%$��	�0�H ^�!"���W����%=# 	��3�"������#�����7

ω
�

ω′ �����+i	���7p����%=�6�c����%=�K���b�"��� ��� �!������d^KTUTU���!�	dnO������� �� 	 E ���9��!�(
���Q����\O�GF�0 ����!"���������C��!"�9�!���!�/ ��� ����%$E?�d���c��@��!"�i�$!"����/"�!��"��0 �������
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������!"���9� ���������LAS������!d����� F �����7b�h� 	�+����#���78�&�CA=	�� 	���!"�����78�&�N# 	*(
�!"��!�	��&�

ωi
<S!"��<S�"��� ��� �!������

c(ωi)
+i	���������9���!"�:1<$������\6%$�O����� �>����%$�

��!��������!"����/����G����%$��	-� 	�@���EB�
	�!"�����M%$��������!G�;��������:M!"��#��=� � 	�+���78�
��	���!�����7o����@�7h!���: E ���������&7h:Q^KTcTU���!5F�0�H��
	*��/����:�a���AD��7h���
	*���$	*A
�&7q@�%*� ���'��� ��� ���S	�!�/ 	�� 	*� �������;� � < < 8 A � 0

��%"�!�/
ω′ (B# 	��!"��!�	C� 	���������!�� 	�����E?�d��K���L�)�N����!"���9�6������ 	*�
	�0

�5�K� �!�	��������
c(ω′)

E �"�9���!"�
c
Ff�5��7h� 	�\�������8����!"����S	*�
	

ds′2
�����6����@�(

�!��"�������:)����!"���&7p�
c(ω)

�
ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 �����-���(

�!"���&7k� 	�@���EB� ������Y<���+
ds2 = ds′2

��� ����%"�!�<�#�!"�6����@��!��"��������U�������&�
E
dr′ = 0

FB�9�i\6���4��������� ������!�/ ��� ����%$E3�O���'��@�� 	�+K�����

dt′ = dt

√

c(ω)2 − V 2

c(ω′)2
,

E���0 8 F

	6Tc�����&%i�
	O�����D����@��!��"�������:G��������7q���!�	��!"� �Q�4���� ��0
nU���4��7h�"���
	5��������@�� 	�+K���S	�����: ?U������ F 	U���������/�+�%"���,��� 	��d������8�

��� ����$���!��
tx
�

x = x′ coshψ + c(ω′)t′ sinhψ,

c(ω)t = x′ sinhψ + c(ω′)t′ coshψ.
ef���L�
	;�>���������/�+K���S	��������

tanhψ = (V/c(ω))
��������@�� 	�+K���S	������ ?U��(

���� F 	6��"�K����!"�L�-�

x =
x′ + c(ω′)

c(ω) V t
′

√

1 − V 2/c(ω)2
, t =

c(ω′)
c(ω) t

′ + V
c(ω)2x

′

√

1 − V 2/c(ω)2
,

E���0:9-F

� � �
V
(&��$�������!�/4����!"���&7U0 �Y	������7h�S	��

dx
�
dt

�d��7h� 	�\������� E��O0:9-F
�Q� 	*AS�K���

dr/dt
<�������%$# 	����'��������@�� 	�+K���S	������Q�����Q��=�������!����

vx =

c(ω)
c(ω′)v

′
x + V

1 + v′
x
V

c(ω)c(ω′)

, vy =
v′y

√

1 − V 2

c(ω′)2

1 + v′
x
V

c(ω)c(ω′)

,

vz =
v′z

√

1 − V 2

c(ω′)2

1 + v′
x
V

c(ω)c(ω′)

.
E���0:>-F
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nU���C������\O������Q��� ����/C����
x
���9�����

v =

c(ω)
c(ω′)v

′ + V

1 + v′V
c(ω)c(ω′)

.
E��O0 < F

H ��������<
#�!"�N��	��$�����	*��/�� 	��)����������	��;��$�������!�/Q@�%i� �!
Vmax = c(ω)

<
�L� �

ω
(U# 	��!"��!�	)��"�!�	;�,����@��!��"�������:�����!"���9��0 �Y	��9�!����h<9#�!"���"���

TU�����&%*��7q�������"������!D�;�=���������!������&%G+i	��=����%-�$���&����+�� F ���)�����-������(
\O������b��� ����/X���=���9��:6E ��������@�� 	�+K���S	������]��!X����!"���&7

A
�
B

� ��!

B
�
C

�
	��!D!"��!Q\O�6���+�%*��/i!�	�!*<I#�!"�D�)��������@�� 	�+K���S	������ ��!
A

�
C
F�0

�U	������&�����h<S#�!"��<$�����L�
	�����d�������������:C# 	��!�� ���������1<=�"������#�����7
t′
�
x′�4TU�����&%*�
	*A E�� 8 F�<"E�� 9-FB���U���9�E?!C�K	��9���!"�K��!"����/������K�NT5��+���#�����=���K�

���&78���
	 E �����;��������E3!"�L��T5����!�������78�&���"������9����	�!"����/���78�&�.�"������#���(
� 	��&�!F�0 �������&%*�
	 E�� < F�<"���U	�� 	*� ������� �hTU�����&%*� ��: E 8 0:B-F�<"�9�i\O�!O@�7h!�/
�����������K	�� 	6�6����� �

v23 =
v13 − c(ω)

c(ω′)v12

1 − v13v12

c(ω)c(ω′)

.
E��O0:B-F

H)^�!"��:6TU�����9�g� 	���@���� ���g������� 	?��� �%=!�/�E �$	�\6%$�O��:�� �d^KTUTU���!5F�0 ������(
�&%i�
	

tan θ =
v′
√

1 − V 2/c(ω)2 sin θ′

c(ω′)
c(ω) V + v′ cos θ′

E���0:D-F

�������7h�S	��! ��+K�9���������o� 	���� 	���� ������_��=�������!��10CH 7h� 	�\O������q�����
	�@����� 	 F ���P��"�!�	X����A�� 	������!"� �6E

v′ = c(ω′)
F�0 F ��A�� 	�����E?!"� � !�	���\O�

��������@�� 	�+K���S	������ < (l�"���!"��������0$2?!"�EB�
	���� ����%$E?!5��������@�� 	�+K���S	������4#���(
!�7h����A��9��������K�4�"���������"���K�>�"���!"��� 	

ki = (ω
c ,k)

�

k0
0 =

k0 − V
c(ω)k

1

√

1 − V 2/c(ω)2
, k0

0 =
ω

c(ω)
,

k0 =
ω′

c(ω′)
, k1 =

ω′ cosα

c(ω′)
.
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Hb���+�%*��/i!�	�!"�O������%$# 	����V^KTUTU���!�nO������� �� 	

ω′ = ω
c(ω′)

c(ω)

√

1 − V 2/c(ω)2

1 − V
c(ω) cosα

.
E���0EAPF

�Y	��9�!����h<�#�!"����!"�EB�
	���� ����%"�!�+i	���������9���!�/c��=�������!��>��"�!�	�E
ω 6= 0

F
��!4������\O������G����!"���&7 E � 	�+����#���78�b����!"����	�� ������!��"�!"�!���%$E?!C� 	�+(
����#���78�C# 	��!"��!�7

ω′ F�0&2 ��� 	��=��<&��	��M@�%*� �!G������	�+i	����;�;��� ����%$E?�d���
������� �i\O������1<�^�!"��!3^KTUTU���!?���������@����\6���9�5��	*�O����������!���#�����=��:>��@�(
�
	��!��10*H ���!"���O^������������(l���&��%i��/"�K	 ��������@�� 	�+�%"�!"�L����� ����%=E3�����-��@�� 	*(
+K�����

Px =
P ′

x + V ε′

c(ω)c(ω′)
√

1 − V 2/c(ω)2
, ε =

ε′ c(ω)
c(ω′) + V P ′

x
√

1 − V 2/c(ω)2
.

E���0:H-F
�r��������� ��� ���S	�!�/)��� ���C�
	��������K�)������� �K\�������Y<�!"�G� ����\6� 	)@�7h!�/

@���� ���c!"���� 	��G	�� 	*� �������-�9�\d��%N� 	���������!�� 	�����������]��"�!�	4�4������ �5�
�>�S	���%$%��9��0

E 8 F ; 	�+����#���78�W� 	��$�!�7 �"�����p� 	������7h�S	�E3!"�L�J���S	���%$%$�9�X����(
� 	�+������&%"0

E 9-Fdnc������������c��"�!�	8�8�S	���%$%��9�9� 	����
	*��7h�S	��!�������� F ����� 	*��/���78�
����� 	�����#�������Q� 	>�!"������/>� 	�� 	*��� ����/������!��-��%$#��:10

E >-F �5�9���!"� ������������ 	 F ���.��"�!�	D�C�S	���%$%��9��<Y!"�N���!�/Q����!"��������(
�����!�/���"�!�	?%��9���/�ad	��!"� �c���3�9����r��K�?� 	���������!�� 	�����������?�S	���%=%��9��0

E < F Fg�"�!�j �!�	������!�j <�!"�)���!�/)# 	��!"��!�	)��"�!�	�%��9���/�a6	��!"�L�V�����
� 	���������!�� 	���������W�D�S	���%$%$�9��0 �g!"�Q�$��� ������ �9�K\��!-���9�!�/G��!�����ad��(
�����3�N� 	�� 	*� ���=�% El2 ��/"@�����K	-Fgjl����#����&%4����@������3��7B�
	��! ��j?�N���������!�/
��"��:O�����
	*�O� ��� 	�������g���9����������<i!"� ���!�/?�"��+K�9�K\6� 	 �=�������� F ���c�$����(
F �� F ���G� 	�+�����!����QH ����� �������:10

�����G�������AS��� �c�Q���S	���!"���"��:-^� ���!����K����� 	��&���=�d�"�d�"����AD��7h���
	*��(
��	*A ������@�AS�K������	V���K� �!�	��������$	

c → c(ω)
0 �U	��������9��1<h^�!�	X+i	��������(

�9���!�/>���i���������!"� �-�>������!�����ad������-������������� ��� ��������!"�:

∆P∆t ∼ ~/c(ω) , ∆x ∼ ~/mc(ω),
�>%"��� �������Q�����D�"��+K�9�K\6�����!��;���
	������#�����=���K�C�������K	������

| ~E |�
√

~c(ω)

(c(ω)∆t)2
,
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�D�"�>�&��������AN����%=����ADTU�����&%*�
	*A 0
Fg%$�����!��"������ ��+K�9�����E3!"�L� TU�����&%*��7U< ������(

�7h�S	�E?�����
ω
(l+i	���������9���!�/�0BH ��	�#����!��"�;�������9�� 	X� 	������9��!������ ����(

��%"��$	������ �>�����L� ���d������?Tc��!"��������0"HM���+�%i��/*!�	�!"�?���K���������!"�L�4������7h:
�=��^KTUTU� F �����!

B =
1

1 − d ln c(ω)
d lnω�6��7h� 	�\O������G�����N#������
	6TU��!"�������
Nkl

+i	*�
	�������:-������������+i	 F �����

Nkl =
8π3c(ω)2

~ω3
IklB,

�-�4������!�����ad������;�����Q�"����K��!������!"�: E �����L� ���d������Y< ��7h��%=\d� ��������K�
�M�������!�	��������K����+��%=#�������2F

dwab
kl

= dwind
kl

= dwsp
kl
B
0IHB������#���� 	

B���K���������!"�L�;!�	���\��d� ��7h� 	�\�������=AG�����-�$��^KTUT5� F �����!"��� �g:���aO!"�:�(
� 	�0

�5�������/�+�%��V����� �!�	���������%
c → c(ωk)

�����W����@��!��"�����7BAV�=��� ��@"	*(
����:X�������Y< ������%$# 	����q��7h� 	�\�������N����� �O%$��/"��(l�=���&���������!�7_Tc��!"����(
�����K�6������� 	���	�!"��� 	 �

Dxx =
2πi

ωk
c(ωk)

2 exp (−iωk|τ |).

�U	�:�!��
D(k2)

@��+V��������:J+i	���������9���!��
c(ω)

����"��+K�9�i\6����0 �3��� 	��
TU������	

ω
(l+i	���������9���!��-������@�AS�K������	6!�	���\O�5�����N������%$#�������D���=����# 	*(

!"����/���7BA ��7h� 	�\������:Q�����C� 	�+����#���7BAN���#������: E � 	�������������Y<����K\d� ��(
�����c� 	��1<�� 	��� 	*�
	?�d!*0 �I0 F�0�H.�$	�#����!��"�8������"���K�?������@�����\�������>�9�K\6���
� � ���
	�!�/ ����� �!�	���������%

c→ c(ω)
�>��+��"���!���7BAQTU�����&%*�
	*A 0



� ��� ����� �
	���� �

� � � � 
 � � � ��
 
 	��\������ 
 	

� � ��� �� � � � � � � ��  
 � ��� 

�5�LAS�����N��+?������%$���
	������#�����=���K�>������AS���
	6������7h!�	����9�L�D� F �����!�/ c(ω)
(

+i	���������9���!�/ ����	�� 	*� �������q�)����!����=��:10 �d	���!���#�������1<8^�!"�'�K��� 	W��+
�"��+K�9�i\6��7BAQ��������!"�+c�d� 	���������!�� 	���������G^� ���!�������	�������!���7BAQ�$��� ��(
@"	�����:b�.�S	���%$%$�9��0 � %i� ��� �������7h�S	�!�/X�S	���%$%$� �$	��b����=��!"����%$E ���(
�!"���&%"<9�����!"�i�$��%$E ��+N������!�%S	*��/���7BA E ���K	*��/����)���N�%=�d���!���%=E3����A�F
� 	���jl# 	��!�� F 	*( 	���!���# 	��!�� F 	*j 0 Ho��!"�%$!"�!������6���K	*��/���7BA�# 	��!�� F ������(
!�%S	*��/���78�C# 	��!�� F 7 �����$	��W���>�����i�������$E3!)����@K� E ���K	*��/����G���C�%$����(
�!���%$E?!5Fr�d�S	���%$%$�9��0�H���@��
	��!��D� 	���������!�� 	���������Q��"�!�	��"��+������$	�E3!
�$��� ��@"	������ ������!�%S	*��/���7BA4� 	��101; 	���������!�� 	���������5��"�!�	c�9�i\O�!6@�7h!�/
�������K	����5��	��>����� F �����h������� ��� ���S	�!"����/������K�O��+i	����9��� �:��!������4�B������!�%=(
	*��/���78�&��� 	�� 	��&� E �$��� ��@"	�!"����/������B�"��+K@�%=\d� ������GF�0 �U	���@�����/�a����g������(
�������*E �=��� ��@"	������C� ����=���"��+K@�%$\d�
	�E?!"� ��Fg����	�+�7h�S	�E?!6� 	���� ���# 	�:�a����
������!�%S	*��/���78� ^� ���!�������(l����+���!���������78�h� 	���7U0��5��^�!"���&%U%$#���!�7h�S	�!�/"�L�
@�%*��%=!6!"����/��$�>^�!��Q� 	���7U0

�5����$����/���%P�=��� ��@"	������o��	�!"���9�)�����k�V����+���!����������p�$������E3!"�L�
�������9�� 	��&�k�$��� ��@"	�����:k���K	*��/���7BA]# 	��!�� F <h�����P���;�9����%$!V��������� ��(
����!�/�����@��!��"�����%=E # 	��!"��!�%.�=��� ��@"	�����:V������!�%S	*��/���7BA.� 	��10 �5�9���!�(
� �C���������!��"���� 	��N# 	��!"��!�	�<��$��!"��� 	��C�9�i\O�!>������!��"�!"�!��"���S	�!�/>������!�%=(
	*��/�����: E ���4�%$�����!���%$E?�d�:.@��+ �"��+K@�%=\d� ������2FU� 	�����0�F ��@��!��"���� 	��
# 	��!"��!�	��9�K\O�!X@�7h!�/���������� ��� �� 	;��	��V# 	��!"��!�	�<9������!��"�!"�!���%$E?�6	��

8 U C
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���K\d� �����E ^� ���!������X(3����+���!�����������:V� 	���7
ω0 = 2mec

2/~
<f�L� �

me(r��	����K	6^� ���!������ 	�0
�����-!�	��$�����������K	������G� 	�+�%$�&���4������������� �K\6��!�/�<
#�!"�5^� ���!������4�6����+���!������ �U������!�%S	*��/�����:C� 	����B� ���$	*����+K���S	���7b�c����(
����:D�D!"��:D\O�5!"��#��$�AE � 	�� 	����K	*��/����6���5�%$�����!���%"�!6m6������� 	��-	�������(
������� F ����F�0 �5�������/�+�%��c���
	������#������%$E��9�K� ����/3��� F ��������!"��������<��9�K\6���
+i	������K	�!�/4��� ����%$E?�d���5��7h� 	�\O������c�����DTc	�+K���"��:-��$�������!��G��"�!�	 �

c(ω) =
c0√
ε
,

√
ε = n− iχ,

E���0 8 F

n2 − χ2 = 1 + 4π
Nfe2/me

(ω2
0 − ω2)2 + 4ω2γ2

(ω2
0 − ω2),

nχ = 4π
Nfe2/me

(ω2
0 − ω2)2 + 4ω2γ2

ωγ.

23�!�	��!"� �C��������� ������!�/d�"������#�����7
c0
<
γ
�
Nf

0"����� ��78@������?�"������(
#�����7

γ
�����&�������:,���>�"��+������$	��! �I��� 	N��������� �������!"� �.!"�����9�K\���������

��+��%=#��������� E ���������!��"������4�"��+K�9�i\6��7h:G��78@����Q�6�S	���%$%��9�GF �

γ =
e2ω2

3mec3
.

�����V^�!"��� �&7 �9�K\���� ������� ��� ���S	�!�/.!"����/��$�)!"�D��@��
	��!��1<9�L� �N���
	���(
���#�����$	��`^� ���!���������� 	��&����	 ����%$!��������� ���������!����"�����#����S	p� ��d�
�����%=�d���!��"�����7 ���S	���!"����78�q^KTUTU���!�7U<d!"� ���!�/

ω � ω0/137
�

λ � 3.7 × 10−11 ��� � R0
<9�L� �

R0 = e2/(mec
2)

(�� 	*����%"�-^� ���(
!������ 	�0�HB������#���� 	

Nf
��+�� 	�# 	��!M!�	��=���-#������ �)������!�%S	*��/���7BA�� 	��'�

��������� F �D��@1J1����	�<&�=��!"�������C� ���!�	�!"��#����������M��@�������#�������W����� F �����K	
� 	���������!�� 	���������P��"�!�	�0 �d	���!���#�������P���#�/.��� �!W��@X��������� ��� ������
� 	�+K�9������O���S	���!�	���"�!�	c�4�=������#����!��S	�������!�%S	*��/���7BAC# 	��!�� F <S+i	*� �:�(
�!��"���S	�����7BA4�������h0�2?#������������<$#�!"�U�����=�$� ���C�����K� ����/���7BA � 	�+K�9������
���S	���!�	

l ∼ λ
0 ��!"��@�7 ��@�������#���!�/�����������7h�������!�/d��+K�9���������>����� �:

E
�

H
�9�i\6��� ������������� �i\6��!�/�< #�!"�>jl�"��d���!��"��jO������!�%S	*��/�����:�� 	���7

jl� 	�+K��	�+i	�����j5��� ����/>�"����K�6���S	���!�	 E ���h0`;9����0���0 8 Fg�Q��� 	��6	��!"�L�Q�U# 	*(
�!"��!"��:

ω
�"������%=�O� ���$	*��/�����:,���� E ����������������%i����������:)�;��� ����=���!��

�����%=����	d�Q������������	�E?�d�:G���/
C
F�0
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����� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

�

���	� �
 � 
 �	� �
 � 
��� � �

� � �
 � 
 � � �
 � 
� � �� � �

�
���

;9����0 ��0 8 �,; 	���������!�� 	���������D��"�!�	D�$	��.������� ��� ���S	�!"����/�� 	��.������������(
+i	 F ���D�S	���%$%$��	�0

23@��
	��!�/�< +i	�������	�����	�� �K������: � 	�����:
���9���!,� 	�+K�9���7 �

(2R0, 2R0, Rl)
<&� � �

Rl = λ/I
<
I
(U#������ �;jl� 	�+K��	*(

+i	�����7BA$j8� 	��10S�5����$����/���%4������������>�������!���#�����$	��C^����������� E ^�����������
��	�������!������K���������2FU� 	���� 	G����������:M����!"�� F � 	*��/�����:'^������������E ^������(
�����N^� ���!�����#�����=���K�>��������F�<$!"��#������ �

I
�9�K\6���d� 	�:�!��N��+�� 	��"����!��S	

2Ie2/(2R0) = ~ω
0�eI��� �
	

Rl =
2πce2

~ω2R0
, Nf =

~ω2

8πce2R0
.

2?�$����# 	�!"����/������5������@�����\O�����������7h� 	�\�������3����� @��+�� 	�+K�9�������:QTc	*(
+K���"��:-��$�������!��;��"�!�	d���9���!>����� �

c(ω)

c0
= 1 − ~c0ω

2

4e2
(ω2

0 − ω2)

(ω2
0 − ω2)2 + 4ω2γ2

.
E���0:9-F

2?!"�EB�
	C����������< #�!"�
c0 = c(0)

0��d	�+K���S	��;��$�������!�/Q��"�!�	 %�@�7h�S	��!N�
�����!"����# 	��!"��!�7U0

Fr� ���
	����.����=��!"����78�3� F ������>E ���h0 E�� 9-FRF�0�nU���6%*��/i!�� 	�TU����� �!"���"��:
��@��
	��!����

(∆c/c0) ∼ −0.5 × 10−6 E �P���������9��: ��@��
	��!�� ^KTUTU���!
���������@����\6���9�o��	*��F�05�����

ω ∼ 1018 ���� −1 ^KTcTU���!
(∆c/c0) ∼

−1.4 × 10−5 0CHg�����$�����q������\O������ � ��� ��� ��+(l+i	 ^KTUTU���!�	 nO����(
��� �� 	���7h+�7h�S	��!b�
	�\O�X�����k%*��/i!�� 	�T5����� �!"���"��: ��@��
	��!��p^KTUTU���!

(∆c/c0) ∼ −10−10 E ���������@����\6��� F�R�	V� 	V��� 	���� F �.��@��
	��!��p������(
�9������9���!��o�
	��������K���������K	������ E

ω ∼ ω0/137
FQ���9�������

(∆c/c0) ∼
−3.6 × 10−7 0 �5�������/�+�%��V��7h� 	�\O������

c2k2 = ω2ε
< �����M����%$�������"��:
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��=�������!��
Ug = (dω/dk)

���9�������

Ug
d(ω

√
ε)

dω
= c0.

IY��%$�������S	�� ��=�������!�/�!�	���\��3%$@�7h�S	��!d�h�����!"���X# 	��!"��!�7U<S��� 	���!���#���(
����4������� 	*�
	��4�8TO	�+K���"��:4��=�������!�/�Ed0��U	���@�����/�ad���?��!i����#����8��Ad����%$�
��!B����%=�	 � ���!�����	��!"� �c� 	B��� 	���� F ���������9������9���!��c�
	��������K�?�������K	������E �����

ω ∼ ω0/137
FY�O�����!�	��������!

0.01
����� F ���!�	TE 	h�8��!�����a��������� c0 (�����S�$���$	

2×10−7 F�0 �Y	��9�!����Q!�	���\O��<*#�!"�h���������/�+�%"���&78�r��7ha�����	*��78�
� 	�+K�9���7o���S	���!�	C��"�!�	>� ���"����/���� ��@���������S	���7U0 ef	��$��:��=���&� 	���!���7h:
��@1J1���! @�%*� �!>��+i	����9��� �:��!��"���S	�!�/D��	�� F ��� ���c�Q��� 	���!���#�������;�&������(
�"������c� ��E�@�78�.��@1J1���!"���X�&���������&��� 	�<$	�^�!��C��"��:��!��S	UTc	���!���#�������
������AS������!"� �>�����!�%i���������S	�!�/c�3���S	���!"���"��: �9��A=	������=� E � 	��������9��1<������
��@1JY�����������GTU��!"��^KTUTc���!�	������Q^KTUTc���!�	d[5���&��!"��� 	-F�0
F ���������9�����78�)��@��d����������$!�78��^��$���������9���!�	*��/���78�X�"��+K�9�K\6����(

�!��D����� ���!�	�!"��#���7q�����N��������� ��� ������
ω
(l+i	���������9���!��;��=�������!��-��"��(

!�	>�4���������9��:)��@��
	��!�� E ��	��G�G�������������Q������\O������ � ��� ���!F�0 eI��� ���
�9������N������� �!�	������ ����$��!"����78�-��@������N������@�� 	�\O���������!��������!"����/����
^��=���������9���!"����0 �5����@�AS�K�����9�-�����!�	�����!�/;�K	��&% F ����/QmG��@�� 	���%=\6��!�/

ω
(l+i	���������9���!�/

c(ω)
0 ��+K�9���������-� ����\6��7 @�7h!�/C���S���&78��< ������$����/�(

��%6��E�@���:C��������#��!6�"����� ���	��!4��������� ��� �����78�5!"�������!���#���������5��������(
�!�	���� ������P�,� 	�������	�!������S	����9��� ����� F ��������0hH # 	��!������!��1<B^��=��������(
�9���!�7 � ����\6��7 ��7h����������!�/"� �q�'�S	���%$%$�9��<8������=����/���%k#����!"�V!"����(
���!���#��������:,� 	��#��!D��+i	����9��� �:��!������X��"�!�	N���"������!��"���k�����9�i\O�!
@�7h!�/G!"��#����;��7h����������109H ��@������p����%=# 	��C��+i	����9�K� �:��!������Q� ��	�!"��(
�����:-+i	��������!C��!4# 	��!"��!�7J��"�!�	

ω
0�H]# 	��!������!��1< +K�����	*�
	6� ����\6��7

��!�� 	�\�	�!�/ � 	�+����#���78�c���6# 	��!"��!"�
ω
�"������7q����(l� 	�+������&% E �������9�U!"��(

�K��<���!�� 	�\O������Um4���5�&�������"�����7h:-����� F �����GF�0
�5������#��!*< �����+i	�����7h:;�
��������@�� 	�+K���S	��������]��"�!�	4���5%=#���!�7h�S	��!C�"��+K�9�K\6��%$E

ω
(l+i	���������9���!�/

��=�������!��]��"�!�	�0gH`��@��d��� ����%$# 	���<9�������7h�S	������-��%=# 	,��"�!�	)��+K�9��(
�����!M�"���������"��:]� 	��$�!V�1< ��� ��� ���S	�!"����/�����< ��K�M��$�������!�/�0h�5����=����/�(
��%)��"��@�������78� +i	��S��\O�����78�C# 	��!�� F 7 �9����%$!Q������������!�/;� 	N^KTUTU���!�<
������@�AS�K�����9�4��+K@���	�!�/ �9�!�	*������#�����$��:�^���� 	��������������10

nU���4�9�!"�K�
	U�������7h�S	�����:N������@�AS�K�����W���������������9�����7h:Q�!�	���!O��%=(
#��:P�-� 	�+���78�&�P# 	��!"��!�	��&�k�k	*� ����S	�!�� 	��b!"��#������!�/'��������� ��� ������
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�������9�����7BAd�������9�\6%=!��$����<��=��� �
	��"���������"��:>T5������!3������:�� �!U��������� ��(
� ��������?� 	����!"�K��������0 �3���1<=	*��/*!"���� 	�!���������<��9�K\6�����������E?# 	�!�/d������(
!�� 	*��/���%$E ��������E ��+;���9���������%=A�������!�� 	*��/���7BA���������: E �
	�+K���7 F
�������9����/�Eo�������7h�S	������Y0
�5����=����/���%D��!�� 	�\O������Um>���5�&�������"�����7h:
����� F ����� �6+i	��������!c��!U# 	��!"��!�7���"�!�	�<"�!�	����
	���!�� 	�� ��� 	���!����$	5%*������(
��������D��%$!��Q�������9���O/�Ep+K����$	*�������"���a�������>����������AS������!�<�����@��>\O�
#������ �b��!�� 	�\O�����:p�����q��	�\d� ���K� ��"�!�	6E � 	�+����#������K� ����# 	��!"��!"�GF
� ����\6���>@�7h!�/6� 	�����78�h0��5����� ���������U+i	��9�# 	������5�������9������9�6!�	���\��5�
����!"���TU������9�!�����#�����$���&%,�9�!"����%"0,;&	�+� ���������]��%=#LE

ω1
F � 	4���S	6��%=(

# 	�0 �5�����7h:-��%$#;��������@�� 	�+�%"�!"�L� E �
ω2
Fh� � 	K# 	*� �c��%$!��

L
<
	>��!"������:

��%$#dmO�U�$��� F �8��%$!�� L 0���%$!�/ L �9�K\O�!���+K�9�����!�/"�L�Y0��������4�%$�����!���%=(
�!O+i	���������9���!�/

c(ω)
<"!"�U����!"���Tc����� F ������� 	��4�$	���!���� 	U� ����\6� 	O�9��(

����!�/"�L� �B��+K�9�����������
L
0S2 ��� 	��$��<"���9�E3!"�L�6!"��A�����#���������8!���%*�������!��

��+K�9���������
L
@��+U�"��+K�&%=�d�����:10

�3�!����������&��#���������h������� ��� ���S	������O�����U� ���"����/����3a��������=���K�5������(
!�� 	

ωi
�9����%$!-�����9��#�/G��@�� 	���%$\6��!�/

c(ω)
(l+i	���������9���!�/�0 �;�K\6���G� 	*(

@���EB�
	�!�/k���]���%$!������$	b���������A������������W���K����� ������V�p���#��+������"������
������!�� 	*��/���7BA]A=	�� 	���!"�����7BAPTU����� �M���"��:���7BA]����!"����	*Ab�"�M������(
�&�C�����������K��+i	�!"�9������ 0 2 ��� 	��$��<����!d����������:D%=�"�����������!��1<�#�!"�d��"�!
� �:��!�����!"����/����d�����KAS������!>#�����+3�S	���%=%�� E @��+3�	�+i	�<$���
	�+K�&7U<=��7B���C�
!�0 �I0 F�0��5����@KAS�������p� ������������!"����/���7h:���	�!"����	�!���#��������:�	�� 	*����+

c(ωi)�����
ωi
<�#�!"��@�7q��@�� 	���%$\6��!�/

ω
(l+i	���������9���!�/

c(ω)
0

�U	���@�����/�a���:-����!"������c������� �!�	��������!N�� 	�����������
c(ω)

�����D��������(
�9��:P��@��
	��!��]�������b�����!��K������"�����A]�����

γ
( ��%$#��:10 �U	���=����/��$�V��+(

�"���!�����<1�����)^�!���A���@��
	��!"�:X���!Q^��=���������9���!�	*��/���7BAX�
	�����7BAY0f2 ��(
� 	��$��<������c^��=���������9���!"�����

γ
( ��%=# 	��&�d���9���!"�L�d�=�=�6!���%*�������!"�:
E ���h0

�EA$<:B7H�<:D7D � ������� 	���@���� ���B!"��#������K�������d�"���������"��:>�9��� �����>��"�!�	��9�!"�K�
	
���=���&7BAD���+i	���������&7BAQ��+K�9��������:

λ
�
ν
F�0

�U	���@���� ���o��@��O��: �"���������P�
	��������K� ������� �K\������� +���%=#���! !�	����
���!�	�E?!"� �6���4��"��:��!��S	5�S	���%$%���	������+K�9�����78�&�4�����>�������������� �U����K�
# 	��!�� F E TU��!"�������5F3�����X���!*0 �r�����M��"��:��!��S	Q�S	���%=%���	D��+K�9�����E3!"�L�Y<
!"��� �
	 � ����\6���b@�7h!�/]�J��@�� 	�!������M�������$������E ������� F ��� ��+i	����9�K� �:�(
�!������2F � 	������ F �����5� 	���������!�� 	���������G# 	��!�� F E ��"�!�	-F�0 �Y	���������9���!�/
c(ω)

m ^�!"�d����=��!"�������O�����K����� ������U�
	��������K�>������� F ��� 	�0
e 	���������@�� 	�+K���h< �>������� �K\�������=A;@�7B���Q��7h�"��� ���7o������!��"�!"�!���%=(
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E?�����5TU�����&%*��7P�����Q��� ��� �!�����:
c(ω)

(l+i	���������9���!��1< ��!������L���O����� �-�
F e 2�<$���S	���!"���"��:C^� ���!����K����� 	��&���=��<
����!����=���C!*0 �I0Z0SnU��� ��@�� 	���%$\O��(
�����P�K	��9���K��Tc	���!�	

c(ω)
(l+i	���������9���!��J��%=\6��7 F ��� �� 	���� 	���� �����78�

������� ��� ���S	������Y0 ��	��=�����	*��/���7h:;^KTUTU���!�� ����\O��;� 	�@���EB�
	�!�/"�L�-�����
��78�����=��# 	��!"��!�����:q��@��
	��!��10 �5�����9��!��=� � 	X�����/"�+���78�;^��=���������9���(
!�	*��/���78�h!���%*�������!��1<��"��+K�9�i\6��78� ���+�%*��/i!�	�!�7�������� F ����� 	*��/����U�S	�\d(
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