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Ïðåäèñëîâèå.

Ïðåäëàãàåìûé âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ ó÷åáíèê ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
íàïèñàí íà îñíîâå ëåêöèé, êîòîðûå àâòîð ÷èòàë ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ñòóäåíòàì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâ-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ëåêöèè èìåëè ñâîåé öåëüþ ïîäãîòîâèòü ñòóäåíòîâ,
êîòîðûå ïîëó÷àëè ñïåöèàëüíîñòü ôèçèêà, ê ðàáîòå â îáëàñòè ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè. Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà â ñâîåé ñóùåñòâåí-
íîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà: îíà èñïîëüçóåò
ÿçûê, èäåè è ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ìíîãèå ïîíÿòèÿ è ìå-
òîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ôîðìèðîâàëèñü ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è îáîáùàþò îïûò ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Â çàäà-
÷àõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ðîëü ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïðèíöèïèàëüíà,
òàê êàê àêñèîìû êâàíòîâîé ìåõàíèêè ôîðìóëèðóþòñÿ â çàèìñòâàííûõ
èç ôóíêöèîíëüíîãî àíàëèçà òåðìèíàõ.

Àâòîð ñòðåìèëñÿ íàïèñàòü ïðîñòîé ó÷åáíèê, êîòîðûé áû ïîìîã íà÷è-
íàþùåìó ñòóäåíòó-ôèçèêó ðàçîáðàòüñÿ â ìàòåìàòèêå, ñâÿçàííîé ñ êâàí-
òîâîé òåîðèåé, òåîðèåé ðàññåÿíèÿ è ò.ä. Êàê ââåäåíèå â ïðåäìåò, ó÷åáíèê
ìîæåò áûòü ïîëåçåí è íà÷èíàþùåìó ìàòåìàòèêó.

Ñîäåðæàíèå ó÷åáíèêà ÿñíî èç îãëàâëåíèÿ è îíî ñëåäóåò ñëîæèâøå-
ìóñÿ çà ïîñëåäíèå ïðèáëèçèòåëüíî ñîðîê ëåò êàíîíó ó÷åáíèêîâ ïî ôóíê-
öèîíàëüíîìó àíàëèçó. Èçëîæåíèå ïîñòðîåíî òàê, ÷òî ïðè ïåðâîì ÷òåíèè
÷èòàòåëü ìîæåò îãðàíè÷èòüñÿ ìèíèìóìîì ñâåäåíèé è ïîëó÷èòü îáùåå
ïðåäñòàëåíèå î ïðåäìåòå, à ïîòîì ïðèñóïèòü ê óãëóáëåííîìó èçó÷åíèÿ
ìàòåðèàëà. Êíèãà ðàññ÷èòàíà íà íà÷èíàþùåãî èññëåäîâàòåëÿ, êîòîðûé
ãîòîâèò ñåáÿ ê ðàáîòå â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ñìåæíûõ äèñ-
öèïëèíàõ. Òðåáîâàíèÿ ê íà÷àëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå ÷èòàòåëÿ
ìèíèìàëüíû: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâàìè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé àëãåáðû â îáúåìå êóðñà ìàòåìàòèêè äëÿ
òåõíè÷åñêèõ âóçîâ. Îò ÷èòàòåëÿ îæèäàåòñÿ ðàçóìíàÿ ðåàêöèÿ íà òåðìè-
íû ìíîæåñòâî, îòîáðàæåíèå, ôóíêöèÿ è ò. ä.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñÿùåíà èçëîæåíèþ òåîðèè èíòåãðàëà Ëåáåãà íà îñíî-
âå ìåòîäà Äàíèýëÿ. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü óæå èçâåñòíûå

vii



ðåçóëüòàòû òåîðèè èíòåãðàëà Ðèìàíà. Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì ñâåäåíèé
î èíòåãðàëå Ëåáåãà èçëîæåí â ïåðâîì ïàðàãðàôå.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ îñíîâ òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì ñâåäåíèé î ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
èçëîæåí â ïåðâîì ïàðàãðàôå.

Â ïåðâûå äâå ãëàâû ó÷åáíèêà âêëþ÷åíû íåêîòîðûå âîïðîñû (òåîðèÿ
ìåðû è ýëåìåíòû îáùåé òîïîëîãèè), êîòîðûå ïðÿìî íå îòíîñÿòñÿ ê ôóíê-
öèîíàëüíîìó àíàëèçó è íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ óíèâåðñèòåòîâ
îáû÷íî èçó÷àþòñÿ â êóðñàõ òåîðèè ôóíêöèé è òîïîëîãèè. Âêëþ÷åíèå
ýòèõ òåì â ó÷åáíèê îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ â êóð-
ñàõ ìàòåìàòèêè äëÿ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ, íî çíàíèå èõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ â
ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ïî ñïåöèàëüíûì âîïðîñàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Èçëàãàåìûå â ïåðâîé ãëàâå ñâåäåíèÿ ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé
ïåðåìåííîé íåîáõîäèìû â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ. Ïî ìíåíèþ
àâòîðà, ñîáðàííûå â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ äîïëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ñî-
ñòàâëÿþò íåîáõîäèìûé (íî íå èñ÷åðïûâàþùèé) � îáùåîáðàçîâàòåëüíûé
ìèíèìóì� äëÿ ðàáîòàþùåãî â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñïåöèà-
ëèñòà.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ îñíîâ òåîðèè áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ñîáðàííûå â ïåðâûõ òðåõ ïàðàãðàôàõ ñâåäåíèÿ î áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äîñòàòî÷íîå äëÿ ïåðâîãî çíà-
êîìñòâà ñ ïðåäìåòîì ââåäåíèå â òåîðèþ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Â äàëü-
íåøåì ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ îïåðàòîðíîå èñ÷èñëåíèå äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, òåîðèÿ Ðèññà-Øàóäåðà, àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà,
òåîðèÿ ïîëóãðóïï, òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Ïîäðîáíî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå
ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïåð-
âûå òðè ïàðàãðàôà ïîñâÿùåíû èçëîæåíèþ îñíîâ òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâ. Äàëåå ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ áîðåëåâñêîå îïåðàòîðíîå èñ÷èñ-
ëåíèå, ðàçáèðàåòñÿ ïîíÿòèå ñàìîñîïðÿæåííîñòè íåîãðàíè÷åííîãî îïå-
ðàòîðà, ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè ñàìîñîïðÿæåííîñòè, äîêàçûâàåòñÿ ñïåê-
òðàëüíàÿ òåîðåìà.

Â ïÿòîé ãëàâå ïðèâåäåíû íà÷àëàüíûå ñâåäåíèÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè ðàññåÿíèÿ.

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ýëåìåíòàðíîé òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé
è ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, ýòà ãëàâà íå òðåáóåò çíàíèÿ êàêèõ-ëèáî ñâåäå-
íèé èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, åå ìîæíî ÷èòàòü íåçàâèñèìî îò ïðåäû-
äóùåãî ìàòåðèàëà è îíà âïîëíå äîñòóïíà ñòóäåíòó òåõíè÷åñêîãî âóçà.

Â ïðèëîæåíèè äàíû íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î ïðåîáðàçîâàíèè Âåéëÿ è
äàíî ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äæ. ôîí Íåéìàíà î åäèí-
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ñòâåííîñòè øðåäèíãåðîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ CCR â ôîðìå Âåéëÿ.
Àâòîð ñòðåìèëñÿ ñäåëàòü îòäåëüíûå ãëàâû ó÷åáíèêà ìàêñèìàëüíî

íåçàâèñèìûìè. Âñå óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíû ñ ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëü-
ñòâàìè. Ýòî äîëæíî îáëåã÷èòü èñïîëüçîâàíèå ó÷åáíèêà â êà÷åñòâå ïî-
ñîáèÿ äëÿ ñàìîîáðàçîâàíèÿ è ñïðàâî÷íèêà äëÿ íà÷èíàþùåãî èññëåäî-
âàòåëÿ ïî îòäåëüíûì âîïðîñàì ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â îñíîâíîé
òåêñò ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè âêëþ÷åíû íåêîòîðûå òåìû, êîòîðûå
â ó÷åáíèêàõ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó äëÿ ìàòåìàòèêîâ ÷àñòî âûíî-
ñÿòñÿ â çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Èçëîæåíèå èëëþñòðèðîâà-
íî äîñòàòî÷íûì ÷èñëîì ðåøåííûõ â òåêñòå ó÷åáíèêà çàäà÷ è ïðèìåðîâ,
êîòîðûå ïîÿñíÿþò èçëàãàåìûé ìàòåðèàë, íî íå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ïîñîáèå äëÿ ðàçâèòèÿ íàâûêîâ â ðåøåíèè çàäà÷ ïî ôóíêöèîíàëüíî-
ìó àíàëèçó. Àâòîð ñ÷èòàåò, ÷òî íà÷èíàþùåìó ñòóäåíòó-ôèçèêó íàâûêè
â ðåøåíèè çàäà÷ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó ëó÷øå ïðèîáðåòàòü ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðåïîäàâàòåëÿ, òàê êàê ïðåïîäàâàòåëü ìîæåò óêàçàòü íà
îøèáêó â ðàññóæäåíèÿõ è ïîêàçàòü èçâåñòíûå â ìàòåìàòè÷åñêîì ôîëüê-
ëîðå ïðèåìû ðåøåíèÿ çàäà÷. Ïîïûòêè ñàìîñòîÿòåëüíî ïðåîäîëåòü âñå
òðóäíîñòè â ðåøåíèè çàäà÷ ÷àñòî ïðèâîäÿò ê íåîïðàâäàíî áîëüøèì çà-
òðàòàì âðåìåíè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî ÷òåíèÿ ðàññ÷èòàí íà ÷è-
òàòåëÿ ñòóäåí÷åñêîé áèáëèîòåêè. Àííîòèðîâàííûå ññûëêè íà íîâåéøèå
ó÷åáíèêè è ïîñîáèÿ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè
â Mathematical Review è â Èíòåðíåòå.

Ðàíåå (2009 ã.) ó÷åáíèê âûøåë â Íàó÷íî-Èçäàòåëüñêîì Öåíòðå �Ðåãó-
ëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà.� Â ïðèâîäèìîì íèæå òåêñòå èñïðàâëåíû
çàìå÷åííûå îïå÷àòêè, ðàñøèðåí ñïèñîê ëèòåðàòóðû è ñäåëàíû íåêîòî-
ðûå äîïîëíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâà.

Àðñåíüåâ.

{a_arsenev@mail.ru }
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Ãëàâà 1

Ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ î

èíòåãðàëå è ìåðå.

1.1 Èíòåãðàë Ëåáåãà.

1.1.1 Îñíîâíûå ñòðóêòóðû, èñïîëüçóåìûå ïðè ïîñòðî-

åíèè èíòåãðàëà ïî ñõåìå Äàíèýëÿ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a , b] ⊂ R1 ôóíê-
öèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó. Îäíîêî óæå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ïðåäåë
êóñî÷íî-íåïåðûâíûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü íå èíòåãðèðóåìûì ïî Ðèìàíó.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü x1 , x2 . . . -âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè îòðåçêà
[0 , 1],

I(xi|x) =

{
1 , åñëè x = xi,

0 , åñëè x 6= xi.

Ïîëîæèì
fn(x) =

∑
1≤i≤n

I(xi|x).

Ôóíêöèÿ fn(x) ðàâíà íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [0 , 1], çà èñêëþ÷åíèåì
òî÷åê xi , 1 ≤ i ≤ n, â êîòîðûõ îíà ðàâíà åäèíèöå. ßñíî, ÷òî fn+1(x) ≥
fn(x) è

f(x) := lim
n→∞

fn(x) =

{
1 , åñëè x ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,

0 , åñëè x èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
(1.1)

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé fn(x) êóñî÷íî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0 , 1] è ïîýòî-
ìó èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [0 , 1], à å�å èíòåãðàë ðàâåí íóëþ.
Ïðåäåë ôóíêöèé fn(x) ñóùåñòâóåò â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [0 , 1]. Ýòîò
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ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Äèðèõëå. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå èíòåãðè-
ðóåìà ïî Ðèìàíó, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [0 , 1] âåðõíÿÿ
èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ôóíêöèè Äèðèõëå ðàâíà åäèíèöå, à íèæíÿÿ èíòå-
ãðàëüíàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ. Ìû âèäèì, ÷òî óæå ïðîñòåéøèå îïåðàöèè
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðèâîäÿò ê ôóíêöèÿì, êîòîðûå íå èíòåãðèðóåìû
ïî Ðèìàíó.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàñøèðèòü ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ðèìà-
íà òàê, ÷òîáû èíòåãðèðóåìûìè îêàçàëèñü âñå ôóíêöèè, êîòîðûå â íåêî-
òîðîì åñòåñòâåííîì ñìûñëå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäåëàìè èíòåãðèðóåìûõ ïî
Ðèìàíó ôóíêöèé è íà ýòîò êëàññ ôóíêöèé ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå èí-
òåãðàëà òàê, ÷òîáû îíî ñîõðàíÿëî îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì èí-
òåãðàëà ïî ñõåìå Äàíèýëÿ. Îáùàÿ ñõåìà íàøèõ ðàññóæäåíèé ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû èíòåãðàë îò ïðåäåëà ôóíêöèé ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåë èí-
òåãðàëîâ îò ýòèõ ôóíêöèé. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå êàæäàÿ èç ôóíê-
öèé fn(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó è åå èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, Ïîýòîìó è
ïðåäåëüíîé ôóíêöèè - ôóíêöèè Äèðèõëå -åñòåñòâåííî ïðèïèñàòü çíà÷å-
íèå èíòåãðàëà, ðàâíîå íóëþ. Íàì íóæíî ðàçðàáîòàòü îáùèå ïðàâèëà äëÿ
òàêîé ïðîöåäóðû. Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà âõîäÿò
òðè ïîíÿòèÿ: îáëàñòü, íà êîòîðîé îïðåäåëåíû èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè,
èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè è èíòåãðàë. Ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðè-
ìàíó ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðè-
ìàíó, òî è ôóíêöèÿ |f(x)| èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó. Èíòåãðàë Ðèìàíà
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (íàïîìíèì, ÷òî ôóíê-
öèîíàëîì îáû÷íî íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðî-
ãî åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé, à îáëàñòü çíà÷åíèé -îáëàñòü äåéñòâèòåëüíûõ
èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) , çàäàííûé íà ìíîæåñòâå èíòåãðèðóåìûõ ôóíê-
öèé, ïðè÷åì ýòîò ôóíêöèîíàë íåîòðèöàòåëåí â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè
èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,
òî è å�å èíòåãðàë íåîòðèöàòåëåí. Ýòè ñâîéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó
ôóíêöèé è èíòåãðàëà Ðèìàíà êëàäóòñÿ â îñíîâó ïðåäëàãàåìîãî â ñõåìå
Äàíèýëÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ èíòåãðàëà.

Â äàëüíåøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X -ïðîèçâîëüíîå ìíîæå-
ñòâî, L0(X) íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé íàX ñî çíà÷åíèÿìè â îáëàñòè
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:

L0(X) 3 f : X 3 x 7→ f(x) ∈ R1,

2



I0 -çàäàííûé íà L0(X) ôóíêöèîíàë:

I0 : L0(X) 3 f 7→ I0(f) ∈ R1.

Ïðîñòðàíñòâî L0(X) ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé. Ôóíêöèîíàë I0 ìû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûì èíòåãðà-
ëîì.

Ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëà ïî ñõåìå Äàíèýëÿ íà îáëàñòü çàäàíèÿ èí-
òåãðèðóåìûõ ôóíêöèé (ìíîæåñòâî X ) íå íàëàãàåòñÿ êàêèõ-ëèáî îãðà-
íè÷åíèé.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L0(X) óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì òðåáîâàíèÿì.

Óñëîâèå 1.1.1. Ïðîñòðàíñòâî L0(X) ñîñòîèò èç îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé:

∀(f ∈ L0(X)) : sup{|f(x)| | x ∈ X} <∞.

Óñëîâèå 1.1.2. Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé L0(X) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíî-
æåíèÿ ôóíêöèé íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé

f(x) ∈ L0(X) , g(x) ∈ L0(X)

è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α , β ∈ R1 ôóíêöèÿ

h(x) = αf(x) + βg(x)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L0(X).

Óñëîâèå 1.1.3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ∈ L0(X), òî |f(x)| ∈ L0(X).

Òàê êàê

max(f(x) , g(x)) =
1

2
(f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|),

min(f(x) , g(x)) = −max(−f(x) , −g(x)),

òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1.1.2 óñëîâèå 1.1.3 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

Óñëîâèå 1.1.4. Åñëè f(x) , g(x) ∈ L0(X) òî

max(f(x) , g(x)) ∈ L0(X) , min(f(x) , g(x)) ∈ L0(X).
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Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë I0 óäîâëåòâîðÿ-
åò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

Óñëîâèå 1.1.5. Ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë I0 åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèî-
íàë, çàäàííûé íà L0(X):

I0 : L0(X) 7→ R1 , I0(αf + βg) = αI0(f) + βI0(g).

Óñëîâèå 1.1.6. Ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë I0 íåîòðèöàòåëåí:

(∀x : f(x) ≥ 0)⇒ (I0(f) ≥ 0).

Óñëîâèå 1.1.7. Ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë I0 íåïðåðûâåí â ñëåäóþøåì
ñìûñëå:

åñëè ∀(x ∈ X) : fn+1(x) ≤ fn(x) è ∀(x ∈ X) : lim
n→∞

fn(x) = 0,

òî
lim
n→∞

I0(fn) = 0. (1.2)

Òàê êàê
−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|,

òî èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|I0(f)| ≤ I0(|f |). (1.3)

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ≡ 1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé, òî îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|I0(f)| ≤ I0(1) sup{|f(x)| | x ∈ X}. (1.4)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðëà ïî ñõåìå Äàíèýëÿ íóæíû òîëüêî ñâîéñòâà 1.1.1
-1.1.7 ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è ýëåìåíòàðíîãî èíòåãàëà.
Íî â âàæíûõ è èíòåðåñíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé cëó÷àÿõ (êîòîðûå ðàññìîò-
ðåíû, íàïðèìåð, â ïðèìåðàõ 1.1.1 , 1.1.2 , 1.1.7) ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé L0(X) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâè-
ÿì:

Óñëîâèå 1.1.8. Ôóíêöèÿ f(x) ≡ 1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L0(X).

Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë îáû÷íî íîðìèðóþò óñëîâèåì

I0(1) = 1. (1.5)
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Óñëîâèå 1.1.9. Åñëè f(x) ∈ L0(X), òî

∀(p ≥ 1) : |f(x)|p ∈ L0(X).

Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî ïîñòðîåííûé ïî ñõåìå Äàíèýëÿ èí-
òåãðàë îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçó-
þòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óñëîâèÿ (1.1.8) è (1.1.9) âûïîë-
íåíû.

Õîòÿ ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëà ïî ñõåìå Äàíèýëÿ íà îáëàñòü çàäàíèÿ
èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ôîðìàëüíî íå íàëàãàåòñÿ êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷å-
íèé, íî â äåéñòâèòåëüíîñòè äåëî îáñòîèò íå ñîâñåì òàê. Åñëè ìíîæåñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé áåñêîíå÷íî, òî äëÿ ñóæäåíèÿ î òîì, ïðèíàäëå-
æèò èëè íåò äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâó ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è
âûïîëíåíî ëè óñëîâèå (1.1.7), íàì íóæíî êàê-òî îïèñàòü ñâîéñòâà ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé, à ñäåëàòü ýòî, íè÷åãî íå çíàÿ îá îáëàñòè çàäàíèÿ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìå-
íåíèÿõ íà îáëàñòü çàäàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé íàëàãàþòÿ äîïîëíè-
òåëüíûå òðåáîâàíèÿ. ×àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ.

Óñëîâèå 1.1.10. Ïðñòàíñòâî X -ýòî êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî1, ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé L0(X) - ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî C(X) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòå X, à ýëåìåí-
òàðíûé èíòåãðàë I0 ýòî ëèíåéíûé íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë íà
C(X).

Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ôóíêöèîíàë â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.4) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C(X).

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.1.7) òîãäà ñëåäóåò èç òåîðåìû Äèíè è óñëî-
âèÿ 1.1.8-1.1.7 òàêæå âûïîëíåíû. Óñëîâèå êîìïàêòíîñòè òîïîëîãè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà X â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü çàìåíåíî óñëîâèåì
êîìïàêòíîñòè íîñèòåëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L0(X).

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Óòâåðæäåíèå 1.1.1. Ïóñòü X = [a , b] ⊂ R1 , L0(X) = C([a , b]) -
ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a , b], à ýëåìåí-
òàðíûé èíòåãðàë çàäàí êàê èíòåãðàë Ðèìàíà:

I0 : C([a , b]) 3 f 7→ I0(f) =

∫ b

a

f(x)dx. (1.6)

1Â ýòîé ãëàâå ïîä òåðìèíàìè êîìïàêò, êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîíèìàòü îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1.7) ïîäïðîñòðàí-
ñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
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Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.1.1-1.1.4 äëÿ ïðîñòðàíñòâà L0(X)
è óñëîâèÿ 1.1.5-1.1.7 äëÿ ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1.1.7 Èç ïðèçíàêà ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìñòè Äèíè ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
fn(x) ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê íóëþ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [a , b], òî îíà
ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a , b], ïîýòîìó

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx = 0.

Îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Óòâåðæäåíèå 1.1.2. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X åñòü ïàðàëëåëèïèïåä K:

K := {x|x = (x1 , . . . , xd) ∈ Rd , ai ≤ xi ≤ bi , ai < bi }. (1.7)

Ïóñòü L0(X) := C(K) -ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
ïàðàëëåëèïèïåäå K, à ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë çàäàí êàê èíòåãðàë Ðè-
ìàíà:

I0 : C(K) 3 f 7→ I0(f) =

∫
K

f(x)dx , dx = dx1dx2 . . . dxd.

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ 1.1.1-1.1.4 äëÿ ïðîñòðàíñòâà L0(X) è óñëîâèÿ
1.1.5-1.1.7 äëÿ ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà âûïîëíåíû.

Ýòè ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè äëÿ äàëüíåøåãî èçëîæåíèÿ: â äàëü-
íåøåì (åñëè íå îãîâîðåíî äðóãîå) ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî X, ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé L0(X) è ýëåìåíòàðíûé
èíòåãðàë I0 çàäàíû òàê, êàê â 1.1.1 èëè 1.1.2. Âñå äðóãèå ïðèìåðû ïðè
ïåðâîì ÷òåíèè ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ 1.1.1 -1.1.7.

Ïðèìåð 1.1.1. ÏóñòüX = [a , b] ⊂ R1 , L0(X) -ïðîñòðàíñòâî âñåõ êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ ôóíêöèé (êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ -ýòî òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé åñòü ëîìàííàÿ ëèíèÿ) íà îòðåçêå [a , b], à ýëå-
ìåíòàðíûé èíòåãðàë çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (1.6).

Ïðèìåð 1.1.2. Ïóñòü

X = K := {x|x = (x1 , . . . , xd) ∈ Rd , ai ≤ xi ≤ bi , ai < bi },

L0(X) := C(K) -ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïàðàëëåëè-
ïèïåäå K , g ∈ C(K) , g(x) ≥ 0 , x ∈ K, à ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë çàäàí
êàê èíòåãðàë Ðèìàíà:

I0 : C(K) 3 f 7→ I0(f) =

∫
K

f(x)g(x)dx , dx = dx1dx2 . . . dxd.
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Áóäåò ëè â ýòîì ïðèìåðå âûïîëíåíî óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ýëå-
ìåíòàðíîãî èíòåãðàëà, åñëè ôóíêöèÿ g(x) â íåêîòðîûõ òî÷êàõ áóäåò ïðè-
íèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ?

Ïðèìåð 1.1.3. Ïóñòü X = [a , b] ⊂ R1 , L0(X) = C([a , b]) -ïðîñòðàíñòâî
âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a , b] , {xj} ⊂ [a , b], à ýëåìåíòàð-
íûé èíòåãðàë çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

I0(f) =
∑
j

a(j)f(xj) , (1.8)

ãäå {a(j)} -òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü , ÷òî

∀j : a(j) > 0 è
∑
j

a(j) <∞. (1.9)

Ïðîâåðêà óñëîâèé 1.1.5-1.1.7 ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ïðèìåð 1.1.4. Ïóñòü X = Z+ -ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷è-
ñåë, L0(X) = l∞ -ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé:

({b(j)} ∈ l∞) ⇐⇒ (sup{|b(j)| | j ∈ Z+} <∞),

{a(j)}-÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(1.9), à ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë çàäàí ôîðìóëîé

I0({b(j)}) =
∑
j

a(j)b(j). (1.10)

Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 1.1.7. Ïóñòü {bn(j)} òàêàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà l∞, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

∀j : bn(j)→ 0 , n→∞ , bn+1(j) ≤ bn(j).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I0({bn}) =
∑
j≤N

a(j)bn(j) +
∑
j>N

a(j)bn(j). (1.11)

Âòîðóþ ñóììó â (1.11) îöåíèì òàê:

|
∑
j>N

a(j)bn(j)| ≤ sup{|b1(j)| | j ∈ Z+}
∑
j>N

a(j).

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî âòîðàÿ ñóììà â (1.11) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî
ìàëîé çà ñ÷åò âûáîðà N , à ïåðâàÿ ñóììà ìîæåò áûòü ñäåëàíà ìàëîé çà
ñ÷åò âûáîðà n.
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Ïðèìåð 1.1.5. Ïóñòü X = Z+ -ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷è-
ñåë, L0(X) = l2 -ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

({b(j)} ∈ l2) ⇐⇒ ((
∑
j

|b(j)|2) <∞). (1.12)

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a(j)}óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: {a(j)} ∈ l2 , a(j) >
0. Çàäàäèì ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë ôîðìóëîé (1.10).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé 1.1.5-1.1.7. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàìå-
òèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî l2 åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíû ÷èñëà, åñëè ýòè îïåðà-
öèè îïðåäåëåíû ïî ïðàâèëó

α{b(j)}+ β{g(j)} = {αb(j) + βg(j)},

òàê êàê
|b(j) + g(j)|2 ≤ 2(|b(j)|2 + |g(j)|2).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1.1.7. Ïóñòü {bn(j)} òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñâà l2, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

∀j : bn(j)→ 0 , n→∞ , bn+1(j) ≤ bn(j).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I0({bn}) =
∑
j≤N

a(j)bn(j) +
∑
j>N

a(j)bn(j) (1.13)

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

|
∑
j>N

a(j)bn(j)| ≤ (
∑
j>N

|a(j)|2)1/2(
∑
j>N

|bn(j)|2)1/2.

Â ñèëó ýòîãî íåðàâåíñòâà çà ñ÷åò âûáîðà ïàðàìåòðà N âòîðîå ñëàãàåìîå
â (1.13) ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì ñðàçó äëÿ âñåõ n, à ïåðâóþ
ñóììó â (1.13) ìîæíî ñäåëàòü ìàëîé çà ñ÷åò âûáîðà n.

Ïðèìåð 1.1.6. Ïóñòü

X = (a , b] , a = α0 < α1 < α2 < . . . < αN = b

-ôèêñèðîâàííûå òî÷êè è

∀(j ≤ N − 1) : Aj = (αj , αj+1] , . (1.14)
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Ïóñòü L0(X) -ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé âèäà

L0(X) 3 f(x) =
∑

0≤j≤N−1

β(j)I(Aj|x) , β(j) ∈ R1. (1.15)

Îïðåäåëèì íà L0(X) ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë ôîðìóëîé

I0 : L0(X) 3 f(x) 7→ I0(f) =

∫ b

a

f(x)dx =∑
0≤j≤N−1

βj(αj+1 − αj) (1.16)

Ïðîâåðêà óñëîâèé 1.1.1 -1.1.7 â äàííàì ñëó÷àå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòà-
òåëþ.

Ïðèìåð 1.1.7. Ïóñòü X = (a , b] è L0(X) -ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ
ôóíêöèé âèäà (1.15) ïðè âñåõ âîçìîæíûõ âûáîðàõ òî÷åê αj è âñåõ N =
1 , 2 . . . . Îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë ôîðìóëîé (1.16). Óñëîâèÿ
1.1.1 -1.1.7 â ýòîì ñëó÷àå áóäóò âûïîëíåíû.

Íåòðèâèàëüíà òîëüêî ïðîâåðêà óñëîâèÿ 1.1.7. Â äàëüíåéøåì ðåçóëü-
òàòû íèæåñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé íàìè íå èñïîëüçóþòñÿ.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ⊂ L(X) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

∀x : fn+1 ≤ fn(x) , fn(x)→ 0 , n→∞.

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé fn(x) èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà
íà îòåçêå [a , b], ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ðàçðûâà âñåõ ôóíêöèé
fn(x) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Ïóñòü ýòî áóäåò ìíîæåñòâî {xj} , j = 1 . . ..
Ïîëîæèì

Bε =
⋃
i

Vi , Vi = (xi − 4−iε , xi + 4−iε). (1.17)

ÌíîæåñòâîC(Bε) çàìêíóòî, ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}
ìîíîòîííî ñòåìèòñÿ ê íóëþ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà è êàæ-
äàÿ ôóíêöèÿ fn(x) íåïðåðûâíà íà C(Bε), ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Äèíè
ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíî-
ìåðíî íà C(Bε). Ïóñòü n(ε) âûáðàíî òàê, ÷òî

∀(x ∈ C(Bε) , n > n(ε)) : fn(x) < ε.
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Ïðè n > n(ε) ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ (1.15) êàê ñóììó äâóõ ôóíêöèé

fn(x) = f ′n(x) + f ′′n(x),

ãäå

f ′n(x) =
∑
j

β′jI(A′j|x), (1.18)

f ′′n(x) =
∑
j

β′′j I(A′′j |x). (1.19)

Â (1.18) ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî òåì j, äëÿ êîòîðûõ A′j
⋂

C(Bε) 6= ∅, à
â (1.19) ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî òåì j, äëÿ êîòîðûõ A′′j ⊂ Bε. Òàê êàê
â (1.18) β′j åñòü îäíî èç çíà÷åíèé ôóíêöèè fn(x) íà ìíîæåñòâå C(Bε), òî
∀j : β′j < ε è ∫ b

a

fn(x)′dx ≤ (b− a)ε

Òàê êàê âñå òî÷êè αj ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Bε, òî
äëÿ âñåõ òåõ j, ïî êîòîðûì âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå â (1.19), âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå [αj , αj+1] ⊂ Bε. Â ñèëó ëåììû Ãåéíå-Áîðåëÿ êàæäûé îòðå-
çîê [αj , αj+1] ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì èíòåðâàëîâ Vi âèäà (1.17).
Âõîäÿùèå â (1.19) ìíîæåñòâà A′′j íå ïåðåñåêàþòñÿ è èõ îáúåäèíåíèå ïî-
êðûâàåòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ Vi, ñóììàðíàÿ äëèíà
êîòîðûõ ìåíüøå ε. Ïóñòü

M = sup{f1(x) | x ∈ X}

Òîãäà ∫ b

a

f ′′n(x) dx ≤M

∫ b

a

(∑
j

I(A′′j |x)
)
dx ≤ (sup

x
f1(x)) · ε,

è ïðè n > n(ε) :∫ b

a

fn(x) dx ≤ (M + b− a) · ε.

Èòàê, ìû äîêàçàëè âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1.1.7 â ðàññìàòðèâàåìîì íà-
ìè ïðèìåðå.

×èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ îáîáùèòü ýòîò ïðèìåð íà ñëó÷àé ïðîñòðàí-
ñòâà Rd.

Äðóãèì îáîáùåíèåì ýòîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ
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Ïðèìåð 1.1.8. Ïóñòü F (x) -ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà
ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a , b] ⊂ R1 è ïóñòü L0([a , b]) -ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ôóíêöèé âèäà (1.15). Íà ïðîñòðàíñòâå L0([a , b]) îïðåäåëèì ýëåìåí-
òàðíûé èíòåãðàë ôîðìóëîé

I0(f) =
∑

0≤j≤N−1

β(j)(F (αj+1)− F (αj)). (1.20)

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ 1.1.7 ïîëó÷àåòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì ïðåäû-
äóùèõ ðàññóæäåíèé.

Â ïðèìåðàõ 1.1.6-1.1.8 êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé ïðèíèìàëà òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Ïðèåì, ñîñòî-
ÿùèé â ðàññìîòðåíèè ïîäîáíîãî êëàññà ôóíêöèé, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â
òåîðèè èíòåãðàëà.

1.1.2 Ìíîæåñòâà ìåðû íîëü.

Ðàññìîòèì ïðèìåð. ÏóñòüX = [0 , 1] , L0(X) = C([0 , 1]), à ýëåìåíòàðíûé
èíòåãðàë çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

I0(f) = f(1/2) (1.21)

ßñíî, ÷òî â ðàñìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ïîâåäåíèå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé
íà èíòåðâàëàõ [0 , 1/2) è (1/2 , ] íèêàê íå âëèÿåò íà èíòåãðàë. ×òîáû â
îáùåì ñëó÷àå âûäåëèòü íåñóùåñòâåííûå äëÿ èíòåãðàëà ïîäìíîæåñòâà
îáëàñòè çàäàíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîæåñòâà
ìåðû íîëü.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïîäìíîæåñòâî Z ïðîñòàíñòâà X åñòü ìíîæåñòâî
ìåðû íîëü, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåóáûâàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

{f εn(x)} ⊂ L0(X) , f εn+1(x) ≥ f εn(x)

íåîòðèöàòåëüíûõ:
∀(n , x) : f εn(x) ≥ 0

ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ÷òî

∀(x ∈ Z) : sup{f εn(x) | 1 ≤ n <∞} ≥ 1 è ∀n : I0(f εn) ≤ ε.

Ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü ïî îïðåäåëå-
íèþ.
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Åñëè ìíîæåñòâî Z ⊂ X åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü, òî ìû áóäåì
ïèñàòü

mes(Z) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, mes(Z) = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè:

∀(ε > 0) , ∃{f εn(x)} ⊂ L0(X) : 0 ≤ f εn(x) ≤ f εn+1(x) . . . ,

∀(x ∈ Z) : sup{f εn(x) | 1 ≤ n <∞} ≥ 1,

∀n : I0(f εn) < ε. (1.22)

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó æå ñëåäóåò âàæíîå äëÿ äàëü-
íåéøåãî

Óòâåðæäåíèå 1.1.3. Åñëè Z ⊂ X åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü è Z ′ ⊂ Z
òî Z ′ åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü.

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Ïîçæå ìû ââåäåì ïîíÿòèå ìåðû ìíîæåñòâà è ó íàñ ïî-
ÿâÿòñÿ ìíîæåñòâà, ìåðà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ, à ìíîæåñòâà ìåðû íîëü
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.1 êàê ðàç è îêàæóòñÿ ìíîæåñòâàìè, ìåðà êî-
òîðûõ ðàâíà íóëþ. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè èíûõ îïðåäåëåíèÿõ ïîíÿòèÿ
ìåðû ìíîæåñòâà ìåðû íîëü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.1 è ìíîæåñòâà,
ìåðà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ, -ýòî ðàçíûå êëàññû ìíîæåñòâ. Ýòè êëàññû
ìíîæåñòâ ìîãóò ñîâïàäàòü ïðè îäíèõ îïðåäåëåíèÿõ ïîíÿòèÿ ìåðû ìíî-
æåñòâà è íå ñîâïàäàòü ïðè äðóãèõ îïðåäåëåíèÿõ ïîíÿòèÿ ìåðû ìíîæå-
ñòâà. Áîëåå ïîäðîáíî ìû îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïðè îáñóæäåíèè ïîíÿòèÿ
ìåðû ìíîæåñòâà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1.1.9. Â ðàññìîòðåííîì â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèìåðå ìíî-
æåñòâî [0 , 1/2)

⋃
(0 , 1/2] åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü.

Ïðèìåð 1.1.10. Â ïðèìåðàõ è 1.1.1 1.1.2 îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà x0 ∈
[a , b] è x0 ∈ K åñòü ìíîæåñòâà ìåðû íîëü.

Â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f εn(x) ìîæíî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f εn(x) ≡ max{0 , 1− |x− x0|/ε} ïðè ε� 1.

Ïðèìåð 1.1.11. Â ïðèìåðå 1.1.3 êàæäàÿ òî÷êà x0 6∈ {xj} åñòü ìíîæåñòâî
ìåðû íîëü è íèêàêàÿ òî÷êà xj íå åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü.

Ïðèìåð 1.1.12. Â ïðèìåðàõ 1.1.4-1.1.5 åäèíñòâåííûå ìíîæåñòâà ìåðû
íîëü -ýòî ïóñòûå ìíîæåñòâà.

12



Êàê âèäíî èç ðàññìîòðåííûõ íàìè ïðèìåðîâ, ñâîéñòâî ìíîæåñòâà
áûòü ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü çàâèñèò è îò ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé L0(X), è îò çàäàííîãî íà ïðîñòðàíñòâå L0(X) ýëåìåíòàðíîãî
èíòåãðàëà I0.

Ëåììà 1.1.1. Ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ìåðû íîëü åñòü ìíî-
æåñòâî ìåðû íîëü.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü Zk ⊂ X , k = 1 , . . . -ìíîæåñòâà ìåðû íîëü è
Z =

⋃
k

Zk. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà ìåðû íîëü äëÿ êàæäîãî k ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{fn,k(x)} ⊂ L0(X) , n = 1 . . . ÷òî ∀(n , k) : 0 ≤ fn,k(x) ≤ fn+1,k(x)

è

∀(x ∈ Zk) : sup{fn,k(x) | n ∈ Z} ≥ 1 , I0(fn,k) < 2−kε.

Ïóñòü

gn(x) := max{fn,k(x) | 1 ≤ k ≤ n}.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

{gn} ⊂ L0(X) , 0 ≤ gn(x) ≤ gn+1(x) , ∀(x ∈ Zk) :

sup{gn(x) | 1 ≤ n <∞} ≥ 1,

ïîýòîìó

∀(x ∈ Z) : sup{gn(x) | 1 ≤ n <∞} ≥ 1

è

I0(gn) ≤ I0

( ∑
1≤k≤n

fn,k

)
≤ ε

Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíî, òî ìíîæåñòâî Z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäå-
ëåíèÿ 1.1.1 Ëåììà äîêàçàíà.

Ââåäåì ïîíÿòèå ñâîéñòâà, ñïðàâåäëèâîãî ïî÷òè âñþäó. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðîå çàâèñÿùåå îò òî÷êè x ∈ X ñâîéñòâî P (x).

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâîéñòâî P (x) ñïðàâåä-
ëèâî ïî÷òè âñþäó, åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ X, ãäå ñâîéñòâî P (x) íå
ñïðàâåäëèâî, åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü.
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Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê. Ïóñòü P (x) -ôóíêöèÿ
íà ìíîæåñòâå X, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ:

P : X 3 x 7→ P (x) ∈ {truth , false}

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. P(x)=truth ïî÷òè âñþäó, åñëè mes({x | P (x) =
false}) = 0.

Äëÿ âûðàæåíèÿ "ïî÷òè âñþäó "ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå
ï.â. Òàêèì îáðàçîì,

(ï.â.P (x) = truth) ⇐⇒ (mes(C({x | P (x) = truth})) = 0)

Îñîáî îòìåòèì ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x).

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó,
åñëè

mes(C({x | ∃ lim
n→∞

fn(x)}) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ñâîéñòâî ìíîæåñòâà áûòü ìíîæåñòâîì ìåðû
íîëü çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé L0(X)
è îò çàäàííîãî íà ïðîñòðàíñòâå L0(X) ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà I0, òî
ñâîéñòâî ïî÷òè âñþäó çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé L0(X) è îò çàäàííîãî íà ïðîñòðàíñòâå L0(X) ýëåìåíòàðíî-
ãî èíòåãðàëà I0. Â äàëüíåéøåì ó íàñ âîçíèêíóò ñèòóàöèè, êîãäà íóæíî
ïîÿñíèòü, â êàêîì èìåííî ñìûñëå óïîòðåáëåí òåðìèí ïî÷òè âñþäó. Òî-
ãäà ìû áóäåì ïèñàòü ï.â. mod(µ). Ñìûñë ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ è åãî ñâÿçü
ñ èíòåãðàëîì áóäóò ïîÿñíåíû ïîçæå íà ñòð. 60.

Ïðèâåäåì ïðèìåð.
Íà îòðçêå [0 , 1] îïðåäåëèì ôóíêöèþ

f(x) =

{
0 , x ∈ [0 , 1/2)

1 , x ∈ [1/2 , 1].
(1.23)

Ýòà ôóíêöèÿ íåðïåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [0 , 1] , çà èñêëþ÷å-
íèåì òî÷êè x = 1/2. Åñëè ìû îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë òàê,
êàê â óòâåðæäåíèè 1.1.1, òî ñèëó ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà 1.1.10 òî÷-
êà x = 1/2 èìååò ìåðó íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
(1.23) íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó. Îäíàêî åñëè ìû îïðåäåëèì ýëåìåíòàð-
íûé èíòåãðàë ôîðìóëîé (1.21), òî òî÷êà 1/2 óæå íå áóäåò ìíîæåñòâîì
ìåðû íîëü, è ïðè îïðåäåëåíèè ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà ôîðìóëîé (1.21)
ôóíêöèÿ (1.23) íå áóäåò íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó.

Èñïîëüçóåì ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ìåðû íîëü äëÿ óòî÷íåíèÿ óñëîâèé
ñõîäèìîñòè ê íóëþ èíòåãðàëà îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé.
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Ëåììà 1.1.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé {fn} ⊂
L0(X) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

∀x : 0 ≤ fn+1(x) ≤ fn(x) è ï.â. lim
n→∞

fn(x) = 0,

òî
lim
n→∞

I0(fn) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
fn(x) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò, òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I0(fn)
ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò è ïðåäåë limn→∞ I0(fn) ñóùåñòâóåò. Íóæíî äî-
êàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë ðàâåí íóëþ.

Ïóñòü

M = sup{f1(x) | x ∈ X} , Z = {x | lim
n→∞

fn(x) 6= 0}.

Òàê êàê mes(Z) = 0, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé gεn, ÷òî

∀(n , x ∈ X) : 0 ≤ gεn(x) ≤ gεn+1(x) ,

è

∀(x ∈ Z) : sup{gεn(x) | 1 ≤ n <∞} ≥ 1.

Ïîëîæèì
hn(x) = fn(x)−Mgεn(x).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn(x) ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è ìîíîòîí-
íî íå âîçðàñòàåò, ïîýòîìó ó íå�å â êàæäîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïðåäåë (íî â
íåêîòðûõ òî÷êàõ îí ìîæåò áûòü ðàâåí −∞).

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hn(x)} ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò è

∀(n , x) : fn(x) ≤M,

òî

∀(x ∈ Z) : lim
n→∞

hn(x) ≤ lim
n→∞

fn(x)−M ≤ 0,

Åñëè x ∈ C(Z) òî limn→∞ hn(x) ≤ −M ≤ 0.
Ïîýòîìó

∀x : lim
n→∞

hn(x) ≤ 0 ,

15



Â äàëüíåøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

f+(x) := max{0 , f(x)}.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè f(x) -ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ, òî f+(x) -òîæå ýëåìåí-
òàðíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h+
n (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

h+
n (x) ∈ L0(X) , ∀(x ∈ X , n) : h+

n+1(x) ≤ h+
n (x) ,

∀(x ∈ X) : lim
n→∞

h+
n (x) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I0(fn)−MI0(gn) = I0(hn) ≤ I0(h+
n )→ 0 , n→∞

Â ñèëó âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gn(x) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

0 ≤ lim
n→∞

I0(fn) ≤ lim supMI0(gn) ≤Mε.

Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíî, òî ëåììà äîêàçàíà.
Èç äîêàçàííîé ëåììû âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1.1.1. Åñëè f(x) ∈ L0(X) è ï.â. f(x) = 0, òî I0(f) = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëåäñòâèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü fn(x) ≡ |f(x)|, ïðèìåíèòü ê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äî-
êàçàííóþ ëåììó è íåðàâåíñòâî |I0(f)| ≤ I0(|f |).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∀n : an+1 ≤ an è lim
n→∞

an = a,

òî ìû áóäåì ïèñàòü
an ↘ a.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∀n : an+1 ≥ an è lim
n→∞

an = a,

òî ìû áóäåì ïèñàòü
an ↗ a.

16



Ëåììà 1.1.3. Åñëè äëÿ êàæäîãî n ìíîæåñòâî

Zn := {x | fn+1(x) > fn(x)}

åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü è

ï.â. lim
n→∞

fn(x) = 0 ,

òî
lim
n→∞

I0(fn) = 0.

Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî n ìíîæåñòâî Zn := {x |
fn+1(x) > fn(x)} åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü, òî ìíîæåñòâî

⋃
n

Zn åñòü

ìíîæåñòâî ìåðû íîëü, à ïðè x 6∈
⋃
n

Zn ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

∀n : fn+1(x) ≤ fn(x).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â äàëüíåéøåì ïîçâîëÿò íàì íå äåëàòü ðàç-
ëè÷èÿ ìåæäó óòâåðæäåíèåì, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî, ñïðàâåäëèâî ïî÷òè
âñþäó ñðàçó äëÿ âñåõ n ∈ Z è óòâåðæäåíèåì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî, ñïðàâåä-
ëèâî ïî÷òè âñþäó äëÿ êàæäîãî n ∈ Z.

Ïóñòü

Z0 = {x | fn(x) 6→ 0 , n→∞} è Z =
⋃

0≤n≤∞

Zn.

Ïî óñëîâèþ, mes(Z) = 0. Ïóñòü gn(x) := min{fk(x) | 1 ≤ k ≤ n}. Åñëè
x 6∈ Z, òî gn(x) = fn(x) è ï.â. gn(x)↘ 0 , n→∞. Òàê êàê

ï.â. gn(x) = fn(x) , òî I0(fn) = I0(gn).

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.1.2,
òî I0(fn) = I0(gn)→ 0 , n→∞.

1.1.3 Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà ïî ñõåìå Äàíèýëÿ.

Ìû ïðèñòóïàåì ê ïîñòðîåíèþ ðàñøèðåíÿ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé è ðàñïðîñòðàíåíèþ ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà íà ýòî ðàñøèðåí-
íîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàñøèðÿòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ìû
áóäåì â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ìû äîáàâèì íåêîòîðûå ïîòî÷å÷íûå ïðåäåëû
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, à ïîòîì ìû äîáàâèì ôóíêöèè, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâèìû êàê ðàçíîñòü òåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû äîáàâèëè íà ïåðâîì
ýòàïå.
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Ëåììà 1.1.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé {fn}
óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

∀n : ï.â. fn+1(x) ≥ fn(x) , (1.24)

sup{I0(fn) | 1 ≤ n <∞} = C <∞ . (1.25)

Òîãäà
ï.â. ∃f(x) : f(x) = lim

n→∞
fn(x) <∞. (1.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.24) ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ:

∀n : mes{x | fn(x) > fn+1(x)} = 0. (1.27)

Âî-âòîðûõ çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäå-
íèþ:

mes{x | lim
n→∞

fn(x) =∞} = 0. (1.28)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

gn(x) := max{(fk(x)− f1(x))+ | k ≤ n}.

ßñíî, ÷òî

Z := {x | lim
n→∞

fn(x) =∞} = {x | lim
n→∞

gn(x) =∞} (1.29)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé gn(x) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

∀(x , n) : gn+1(x) ≥ gn(x) , ï.â. gn(x) = fn(x)− f1(x),

ïîýòîìó

I0(gn) = I0(fn)− I0(f1)

è

∀n : I0(gn) ≤ 2C.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöà-
òåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé εgn(x)/2C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.22)
äëÿ ìíîæåñòâà (1.29), òàê êàê

∀n : I0(εgn(x)/2C) < ε , è ∀(x ∈ Z) : sup{εgn(x)/2C | 1 ≤ n <∞} =∞.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Çàäàíàÿ íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëå-
æèò ïðîñòðàíñòâó L+(X), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé {fn(x)}, ÷òî

ï.â. fn(x)↗ f(x) , n→∞ è sup{|I0(fn)| | 1 ≤ n <∞} <∞. (1.30)

Ëåììà 1.1.5. 1. Åñëè f(x) ∈ L+(X) è ï.â. g(x) = f(x), òî g(x) ∈ L+(X).
2. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà L+(X) îãðàíè÷åíà ïî÷òè âñþ-

äó:
(f ∈ L+(X)) =⇒ (ï.â. |f(x)| <∞).

3. Åñëè α ≥ 0 , β ≥ 0 è f(x) , g(x) ∈ L+(X) òî αf(x)+βg(x) ∈ L+(X).
4. Åñëè f(x) , g(x) ∈ L+(X) òî

min(f(x) , g(x)) ∈ L+(X) , max(f(x) , g(x)) ∈ L+(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèÿ. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 1.1.3. Òðåòüå óòâåðæäå-
íèå î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷åòâåðòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî
âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïðåðûâíîñòþ ôóíêöèé max , min è î÷åâèäíûì íåðà-
âåíñòâîì

min(fn(x) , gn(x)) ≤ max(fn(x) , gn(x)) ≤
max(fn(x)− f1(x) + |f1(x)| , gn(x)− g1(x) + |g1(x)|)
≤ fn(x) + 2|f1(x)|+ gn(x) + 2|g1(x)|.

ßñíî, ÷òî âñåãäà L0(X) ⊂ L+(X). Â ïðèìåðå 1.1.3 ïðîñòðàíñòâî L+(X)
ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì L0(X). Ðàññìîòðèì äðóãèå ïðìåðû.

Óòâåðæäåíèå 1.1.4. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X åñòü îòðåçîê [a , b], ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé åñòü ìíîæåñòâî C([a , b]) âñåõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a , b], à ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë åñòü èí-
òåãðàë Ðèìàíà, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ëþáîãî èíòåðâàëà (α , β) ⊂
[a , b] è îòðåçêà [α , β] ⊂ [a , b] (à òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-
öèè ïîëóèíòåðâàëîâ (α , β] ⊂ [a , b] , [α , β) ⊂ [a , b]) ïðèíàäëåæàò ïðî-
ñòðàíñòâó L+(X).

Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî (à òàê-
æå ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñà òî÷åê) åñòü ìíîæåñòâî
ìåðû íîëü, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
I((α , β) | x) ëþáîãî èíòåðâàëà (α , β) ⊂ [a , b] ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó L+(X). Íî

∀x : I((α , β) | x) = lim
n→∞

min(1 , n(x− α)+ , n(β − x)+). (1.31)
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Ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.31) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü òà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ â îïðåäåëåíèè 1.1.5.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

Óòâåðæäåíèå 1.1.5. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X åñòü ïàðàëëåëèïèïåä

K := {x | x = (x1 . . . xd) ∈ Rd , aj ≤ xj ≤ bj , aj < bj},

ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé åñòü ìíîæåñòâî C(K) âñåõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà ïàðàëëåëèïèïåäå K, à ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë åñòü
èíòåãðàë Ðèìàíà, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ëþáîãî îòêðûòîãî
ïàðàëëåïèïåäà

Kα , β := {x | x = (x1 . . . xd) ∈ Rd , aj ≤ αj < xj < βj ≤ bj}

à òàêæå çàìêíóòîãî ïàðàëëåëèïèïåäà èëè ïàðàëëåëèïèïåäà ñ íåêîòî-
ðûìè ïðèñîåäèíåííûìè ãðàíÿìè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L+(X).

Íèæå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé -ýòî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè
çàäàíèÿ, à ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë -ýòî èíòåãðàë Ðèìàíà.

Ïðèìåð 1.1.13. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ïàðàë-
ëåëèïèïåäà K çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x0 ∈ K, íåîòðèöàòåëüíà, óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ lim f(x) = +∞ , x → x0 è èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó â
íåñîáñòâåííîì ñìûñëå. Òîãäà f ∈ L+(K).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

fn(x) = min(n , f(x)),

äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ï.â. lim
n→∞

fn(x) = f(x) ,

∫
fn(x) dx ≤

∫
f(x) dx <∞. (1.32)

Â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.32) ñòîèò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìà-
íà.

Èç ýòîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 1/
√
x ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó L+([0 , 1]). Íî ôóíêöèÿ f(x) = −1/
√
x íå ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó L+([0 , 1]), òàê êàê íå ñóùåñòâóåò òàêîé íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè fn(x), êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó íà [0 , 1] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó fn(x) ≤
−1/
√
x.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî L+(X) íå åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

Ðàñïðîñòðàíèì íà ïðîñòðàíñòâî L+(X) ïîíÿòèå èíòåãðàëà.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Ïóñòü f ∈ L+(X) è ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé {fn} ⊂ L0(X) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ï.â. fn(x)↗ f(x). (1.33)

Òîãäà ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

I+(f)
def
= lim

n→∞
I0(fn). (1.34)

Â ñèëó óñëîâèÿ (1.30) ïðåäåë â (1.34) âñåãäà ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Äî-
êàæåì, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn},
à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé f ∈ L+(X).

Ëåììà 1.1.6. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé {fn} , {φn}
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

ï.â fn(x)↗ f(x) , ï.â φn(x)↗ φ(x) , n→∞ è ï.â. f(x) ≤ φ(x).

Òîãäà
lim
n→∞

I0(fn) ≤ lim
n→∞

I0(φn). (1.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäåëû èíòåãðàëîâ â (1.35) âñåãäà ñóùåñòâóþò (êàê
ïðåäåëû ìîíîòîííûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), íî òàê êàê â ýòîé
ëåììå ìû íå ïðåäïîëàãàåì ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè èíòåãðàëîâ â
(1.35), ýòè ïðåäåëû ìîãóò áûòü ðàâíû +∞.

Ôèêñèðóåì m <∞ è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

hn(x) = fm(x)−min(fm(x) , φn(x)).

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

ï.â. hn(x)↘ (fm(x)−min(fm(x) , φ(x)) = 0 , n→∞.

Ïîýòîìó

∀m : I0(hn) = I0(fm)− I0(min(fm , φn))→ 0 , n→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀m : I0(fm) = lim
n→∞

I0(min(fm , φn)) ≤ lim
n→∞

I0(φn),

è
lim
m→∞

I0(fm) ≤ lim
n→∞

I0(φn).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë â (1.34) çàâèñèò òîëüêî îò
ôóíêöèè f ∈ L+(X) è ïîýòîìó îïðåäåëåíèå 1.1.6 êîððåêòíî.

Íà ïðîñòðàíñòâå L0(X) èíòåãðàë I+ ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòàðíûì èíòå-
ãðàëîì I0.

Â óñëîâèÿõ ïðèìåðà 1.1.13 èíòåãðàë I+ ñîâïàäàåò ñ íåñîáñòâåííûì
èíòåãðàëîì Ðèìàíà.

Ïî ïîñòðîåíèþ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.1) ôóíêöèÿ Äèðèõëå f(x)
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L+([0 , 1]) è I+(f) = 0. Íàïîìíèì, ÷òî ôóí-
öèÿ Äèðèõëå íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó, è èç ýòîãî ïðèìåðà ñëåäóò, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî L+(X) øèðå ïðîñòðàíñòâà L0(X).

Ëåììà 1.1.7. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè α ≥ 0 , β ≥ 0 è f(x) , g(x) ∈ L+(X) òî I+(αf+βg) = αI+(f)+
βI+(g).

2. Åñëè f(x) ∈ L+(X) è ï.â. f(x) ≥ 0, òî I+(f) ≥ 0.

3. Åñëè ï.â. f(x) = 0, òî f(x) ∈ L+(X) è I+(f) = 0.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî
óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî åñëè ï.â. f(x) ≥ 0 è ï.â. fn(x)↗ f(x), òî ï.â.
f+
n (x)↗ f(x). Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ïåðâîãî óòâåðæäå-
íèÿ ëåììû 1.1.5 è òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ 2 íàøåé ëåììû.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå íàøåé ëåììû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è â ñëå-
äóþùåé ôîðìå.

Óòâåðæäåíèå 1.1.6. Åñëè Z -ýòî ìíîæåñòâî ìåðû íîëü â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 1.1.1, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ I(Z | x) ìíîæå-
ñòâà Z ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L+(X) è èíòåãðàë îò íåå ðàâåí
íóëþ:

(mes(Z) = 0)⇒ (I(Z | x) ∈ L+(X) , I+(I(Z | ·) = 0).

Òàê êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà I+ -ïðîñòðàíñòâî L+(X)
-íå åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ôóíêöèîíàë I+ íå åñòü ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë.

Ëåììà 1.1.8. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ⊂ L+(X) òàêîâà, ÷òî

∀n : ï.â. fn+1(x) ≥ fn(x) è sup{I+(fn) | 1 ≤ n <∞} <∞, (1.36)

òî

∃ (f ∈ L+(X)) : ï.â. fn(x)↗ f(x) è I+(fn)→ I+(f) , n→∞. (1.37)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ïî÷òè âñþäó ìî-
íîòîííî íå óáûâàåò, òî ïî÷òè âñþäó ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷-
íûé) ïðåäåë

f(x) := lim
n→∞

fn(x). (1.38)

Äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé {gn,k(x)} , k = 1, . . ., ÷òî

ï.â. gn,k(x)↗ fn(x) , k →∞ è I0(gn,k) ≤ I+(fn) < C, (1.39)

è êîíñòàíòà â (1.39) íå çàâèñèò îò n. Ïîëîæèì

hk(x) := max{gn,k(x) | n ≤ k}. (1.40)

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (1.39) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (1.40)
ïî÷òè âñþäó ìîíîòîííî íå óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó îïåðäåëåííîé
ðàâåíñòâîì (1.38)ôóíêöèåé f(x):

ï.â. hk+1(x) = max
1≤n≤k+1

gn,k+1(x) ≥ max
1≤n≤k+1

gn,k(x) ≥ max
1≤n≤k

gn,k(x) =

hk(x) è ï.â. hk(x) ≤ max
1≤n≤k

fn(x) = fk(x) ≤ f(x), (1.41)

ïîýòîìó
∀ k : I0(hk) ≤ I+(fk) < C. (1.42)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé {hk(x)} ìîíîòîííî
íå óáûâàåò è èíòåãðàëû I0(hk) îãðàíè÷åíû íå çàâèñÿùåé îò k êîíñòàíòîé,
òî ïî ëåììå 1.1.4 ïî÷òè âñþäó ñóùåñòâóåò ïðåäåë

h(x) := lim
k→∞

hk(x), (1.43)

è ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà L+(X) çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (1.43) ôóíê-
öèÿ h(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L+(X), à ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà
â ïðîñòðàíñòâå L+(X) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I+(h) = lim
k→∞

I0(hk). (1.44)

Èç (1.40) ñëåäóåò, ÷òî

ï.â. h(x) = lim
k→∞

hk(x) ≤ f(x). (1.45)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(n ≤ k) : ï.â. gn,k(x) ≤ hk(x) ≤ h(x) ≤ f(x). (1.46)
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Â íåðàâåíñòâå (1.46) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó k →∞. Ïîëó÷èì:

ï.â.fn(x) = lim
k→∞

gn,k(x) ≤ h(x) ≤ f(x). (1.47)

Â íåðàâåíñòâå (1.47) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó n→∞. Ïîëó÷èì:

ï.â. f(x) ≤ h(x) ≤ f(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âñþäó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x) = h(x),

ïîýòîìó ïðåäåë â (1.38) êîíå÷åí ïî÷òè âñþäó, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì
(1.38) ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L+(X) è I+(f) = I+(h).
Èç íåðàâåíñòâà (1.42) ñëåäóåò, ÷òî

I+(f) = I+(h) = lim
k→∞

I0(hk) ≤ lim
k→∞

I+(fk),

à èç íåðàâåíñòâà (1.47) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

I+(fn) ≤ I+(h) = I+(f),

ïîýòîìó
lim
n→∞

I+(fn) = I+(f).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ââåäåì îñíîâíîå äëÿ äàëüíåøåãî ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðó-

åìûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Ôóíêöèÿ f : X 7→ R1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé L(X), åñëè ýòà ôóíêöèÿ ïî÷òè âñþäó ïðåäñòà-
âèìà êàê ðàçíîñòü äâóõ ôóíêöèé èç L+(X):

ï.â. f(x) = φ(x)− g(x) , φ , g ∈ L+(X). (1.48)

Òàêèì îáðàçîì,

(L(X) 3 f)⇔ (∃(φ ∈ L+(X) , g ∈ L+(X)) , ï.â. f(x) = φ(x)− g(x)).

Ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâó L(X) ôóíêöèè ìû áóäåì íàçûâàòü èíòå-
ãðèðóåìûìè ôóíêöèÿìè.
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Åñëè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (1.48), òî

∀h ∈ L0(X) : ï.â. f(x) = (φ(x) + h(x))− (g(x) + h(x)),

(φ+ h) , (g + h) ∈ L+(X), (1.49)

ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå (1.48) íå åäèíñòâåííî. Â äàëüíåøåì íàì áóäåò
âàæíî, ÷òî ýòîé íåîäíîçíà÷íîñòüþ ìîæíî ðàñïîðÿäèòüñÿ ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì.

Ëåììà 1.1.9. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X),
òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðàçíîñòè
òàêèõ äâóõ ôóíêöèé èç L+(X), ÷òî

ï.â. f(x) = φε(x)− gε(x) , gε(x) ≥ 0 , I+(gε(x)) < ε. (1.50)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.48). Òàê êàê g ∈ L+(X),
òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gn} ⊂ L0(X), ÷òî ïî÷òè âñþäó
gn(x)↗ g(x) , n→∞ è I0(gn)↗ I+(g) , n→∞. Çàïèøèì ðàâåñòâî

ï.â. f(x) = φ(x)− g(x) = φ(x)− gn(x)− (g(x)− gn(x)). (1.51)

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
ßñíî, ÷òî L+(X) ⊂ L(X). Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈

L(X) , òî (−f) ∈ L(X), ïîýòîìó èç ëåììû 1.1.5 ñëåäóåò

Ëåììà 1.1.10. Ïðîñòðàíñòâî L(X) -ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà è åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X), òî
è ôóíêöèÿ |f(x)| ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X).

Äåéñòâèòåëüíî, èç (1.48) ñëåäóåò, ÷òî åñëè f(x) ∈ L(X), òî ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå (1.48), ïîýòîìó

|f(x)| = max(φ(x) , g(x))−min(φ(x) , g(x)) , φ , g ∈ L+(X),

íî â ñèëó ëåììû 1.1.5

max(φ(x) , g(x)) ∈ L+(X) , min(φ(x) , g(x)) ∈ L+(X),

ïîýòîìó |f(x)| ∈ L+(X).
Ââåäåì îñíîâíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿòèå èíòåãðàëà Äàíèýëÿ íà

ïðîñòðàíñòâå L(X).
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Îïðåäåëåíèå 1.1.8. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
L(X) è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.48), òî åå èíòåãðàëîì Äàíè-
ýëÿ I(f) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

I(f) := I+(φ)− I+(g). (1.52)

Äîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.52) íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ (1.48),
à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé f(x). Ïóñòü

ï.â. f(x) = φ(x)− g(x) = φ1(x)− g1(x).

Òîãäà
ï.â. φ(x) + g1(x) = φ1(x) + g(x).

Òàê êàê
(φ(x) + g1(x)) ∈ L+(X) , (φ1(x) + g(x)) ∈ L+(X),

òî â ñèëó ëåììû 1.1.6 îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

I+(φ) + I+(g1) = I+(φ1) + I+(g),

ïîýòîìó
I+(φ)− I+(g) = I+(φ1) + I+(g1).

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë Äàíèýëÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì òðåõ îáúåêòîâ:
îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà X, ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé L0(X)
è ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà I0.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû.
Ïóñòü îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî X åñòü ïîëóîòðêðûòûé èíòåðâàë: X =

[0 , 1). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

A1 = [0 , 0.25) , A2 = [0.25 , 0.5) , A3 = [0.5 , 0.75) , A4 = [0.75 , 1).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé êàê ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé âèäà

f(x) =
∑

1≤j≤4

ajI(Aj | x) , aj ∈ R1. (1.53)

Åñëè íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ìû îïðåäåëèì ýëå-
ìåíòàðíûé èíòåãðàë êàê ôóíêöèîíàë, êîòîðûé êàæäîé ôóíêöèè ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 0, òî ïðîñòðàíñòâî L(X) áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ
ôóíêöèé, çàäàííûõ íà [0 , 1) è èíòåãðàë Äàíèýëÿ áóäåò êàæäîé ôóíê-
öèè ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 0.
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Åñëè íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé âèäà (1.53) ìû îïðåäåëèì ýëåìåíòàð-
íûé èíòåãðàë êàê èíòåãðàë Ðèìàíà:

I0(f) =

∫ 1

0

f(x) dx =
1

4
(a1 + a2 + a3 + a4),

òî ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü áóäåò òîëüêî ïóñòîå ìíîæåñòâî è ïðîñòðàí-
ñòâî L(X) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïðîñòðàíñòâîì L0(X), à íèêàêèå äðóãèå
ôóíêöèè, êðîìå ôóíêöèé èç L0(X), íå áóäóò èíòåãðèðóåìû.

Åñëè ìû îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé êàê ìíîæå-
ñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
âñåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ ìíîæåñòâà [0 , 1) à ýëåìåíòàð-
íûé èíòåãðàë îïðåäåëèì êàê èíòåãðàë Ðèìàíà, òî ïðîñòðàíñòâî L(X)
áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïðîñòðàíñòâîì èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé (ìû
ïîäðîáíî îáñóäèì ýòîò ñëó÷àé ïîçæå â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ïîíÿòèþ
ìåðû).

Ïîñëå òîãî, êàê ìû ââåäåì ïîíÿòèå ìåðû è îáñóäèì ñâÿçü ìåæäó
èíòåãðàëîì Äàíèýëÿ è êëàññè÷åñêèì ïîíÿòèåì èíòåãðàëà Ëåáåãà, íàðÿäó
ñ îáîçíà÷åíèåì (1.52) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáùåïðèíÿòûå
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëà

I(f) ≡
∫
X

f dµ ≡
∫
X

f(x) dµ(x) ≡
∫
X

f(x)µ(dx). (1.54)

Î÷åâèäíà

Ëåììà 1.1.11. Èíòåãðàë Äàíèýëÿ I(f) åñòü ëèíåéíûé íåîòðèöàòåëü-
íûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé L(X):

I : L(X) 7→ R1 ; ∀(α ∈ R1 , β ∈ R1 , f ∈ L(X) , g ∈ L(X)) :

I(αf + βg) = αI(f) + βI(g)

(f(x) ≥ 0)⇒ (I(f) ≥ 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè èíòåãðàëà çàìåòèì, ÷òî åñëè ïî÷òè âñþäó f(x) ≥ 0, òî â
ðàâåíñòâå (1.48) :

φ(x) ≥ g(x),

è â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè èíòåãðàëà I+ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî I+(φ) ≥
I+(g).

ßñíî, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé èíòåãðàë Äàíèýëÿ
ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòàðíûì èíòåãðàëîì. Áîëüøå òîãî, ñïðàâåäëèâà
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Ëåììà 1.1.12. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X),
òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé {fn(x)},
÷òî

ï.â. fn(x)→ f(x) , I(|f − fn|)→ 0 , n→∞ . (1.55)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ï.â. f(x) = φ(x)− g(x) , φ , g ∈ L+(X) .

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé {φn} , {gn},
÷òî

ï.â. φn(x)↗ φ(x) , gn(x)↗ g(x),

Ïîëîæèì
fn = φn − gn.

Òîãäà

ï.â. : |f − fn| ≤ |(φ− φn)− (g − gn)| ≤ (φ− φn) + (g − gn)→ 0 , n→∞,

è ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà â ïðîñòðàíñòâå L+(X)

I(|f − fn|) ≤ I(φ− φn) + I(g − gn) =

I+(φ− φn) + I+(g − gn)→ 0 , n→∞.

Êîíñòðóêöèÿ îáû÷íî èñïîëüçóåìîãî â ñîâðåìåííîì àíàëèçå ïîíÿòèÿ èí-
òåãðàëà ïðèíàäëåæèò Ëåáåãó (è èìåííî äëÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà îáû÷íî
èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ (1.54)). Â ââåäåííûõ íàìè òåðìèíàõ êëàññè-
÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà â îáùèõ ÷åðòàõ ìîæíî îïèñàòü
òàê. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â 1.1.1 (èëè â 1.1.2) è ñíà÷àëà
èíòåãðàë ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òàêèå ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà-
÷åíèÿ 0 è 1, à ïîòîì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýòèõ ôóíêöèé
èíòåãðàë ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òå ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî ïðèáëèçèòü
òàêèìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè. Êîíñòðóêöèÿ Ëåáåãà äàåò áîëåå ïî-
äðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ïðîñòðàíñòâå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, íî îíà
òðåáóåò è áîëüøèõ òðóäîâ íà ïðåâîíà÷àëüíîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ. Èíòå-
ãðàë Ëåáåãà áóäåò îáñóæäåí íàìè ïîñëå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ìåðû ìíîæå-
ñòâà. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èíòåãðàë Ëåáåãà è èíòåãðàë Äàíèýëÿ ñîâ-
ïàäàþò ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ñîãëîñîâàíèè ïðè âûáîðå ýëåìåíòàðíîãî
èíòåãðàëà è ìåðû, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, ñëåäóÿ òðàäèöèè, â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà èíòåãðàë Äàíèýëÿ è èíòåãðàë Ëåáåãà ñîâïàäàþò, ïîëó÷åííîå
íàìè ðàñøèðåíèå èíòåãðàëà ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëîì Ëåáåãà.

Ñïðàâåäëèâî
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Óòâåðæäåíèå 1.1.7. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X åñòü ïàðàëëåëèïèïåäK ⊂
Rd:

K := {x|x = (x1 , . . . , xd) ∈ Rd , ai ≤ xi ≤ bi , ai < bi },
(è îòåçîê [a , b] â ñëó÷àå d = 1). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé L0(K) åñòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàí-
íûõ íà K : L0(K) = C(K), à ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë I0 íà L0(K) åñòü
èíòåãðàë Ðèìàíà:

I0(f) =

∫
K

f(x) dx.

Òîãäà ïîñòðîåííûé ïî ñõåìå Äàíèýëÿ èíòåãðàë I ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-
ñêèì èíòåãðàëîì Ëåáåãà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî:

1. Ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(K) â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà K.

2. Èíòåãàë Äàíèýëÿ ôóíêöèè f ðàâåí åå èíòåãðàëó Ëåáåãà:

∀ (f ∈ L(K)) :

∫
K

f(x) dx := I(f). (1.56)

Â ëåâîé ÷àñòè (1.56) ñòîèò èíòåãðàë Ëåáåãà, â ïðàâîé ÷àñòè -èíòåãðàë
Äàíèýëÿ.

3. Ìíîæåñòâî Z ⊂ K åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ (1.1.1) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà
Z ðàâíà íóëþ.

Òàê êàê ìû íå ââîäèëè èíòåãðàë Ëåáåãà, òî ìû ñåé÷àñ íå áóäåì äîêà-
çûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå, íî îáñóäèì åãî ïîçæå ïîñëå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ
ìåðû ìíîæåñòâà. Ñåé÷àñ ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðèíÿòü çà îïðåäåëå-
íèå èíòåãðàëà Ëåáåãà â Rd.

Ðàâåíñòâî (1.56) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå ñòîÿùåãî
â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñèìâîëà.

Óòâåðæäåíèå 1.1.7 äàåò íàì îñíîâàíèå äàòü

Îïðåäåëåíèå 1.1.9. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ â ïàðàëëå-
ëèïèïåäå K ⊂ Rd ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó â ïàðàëëåëèïè-
ïåäåK, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(K) èíòåãðèðóåìûõ ïî Äà-
íèýëþ ôóíêöèé, ïðè÷åì ïðè ïîñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâà L(K) â êà÷åñòâå
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé âçÿòî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ â ïàðàëëåëè-
ïèïåäå ôóíêöèé è â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà âçÿò èíòåãðàë
Ðèìàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòî ïîä èíòåãðàëîì Ëåáåãà ïîíèìàþò èíòåãðàë, ïî-
ñòðîåíííûé ïî ïðåäëîæåííîé Ëåáåãîì ñõåìå, íî ñ ïðîèçâîëüíîé ìåðîé.
Òàêîé èíòåãðàë òàêæå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòèëüòåñà.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.10. ÏóñòüD -îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd èK -ïàðàëëåëèïèïåä,
êîòîðûé ñîäåðæèò îáëàñòüD : K ⊃ D. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàííàÿ
â îáëàñòè D ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè D, åñëè

1. Ôóíêöèÿ I(D | x) èíòåãðèðóåìà â ïàðàëëåëèïèïåäå K.
2. Ôóíêöèÿ f(x)I(D | x) èíòåãðèðóåìà â ïàðàëëåëèïèïåäå K.
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìû ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ∫

D

f(x) dx =

∫
K

f(x)I(D | x) dx. (1.57)

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.57) íå çàâèñèò
îò âûáîðà îáúåìëþùåãî ïàðàëëåëèïèïåäà K.

Â äàëüíåéøåì èíòåãðàë â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 1.1.10-1.1.12 ìû áó-
äåì íàçûâàòü ïðîñòî èíòåãðàëîì èëè èíòåãðàëîì Ëåáåãà, åñëè óòî÷åíèå
íåîáõîäèìî.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëà Äàíèýëÿ íå ïðåäïîëàãà-
åòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1.1.8. Îäíàêî åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî è
åñëè ôóíêöèÿ f(x) ≡ 1 íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X), òî ðàáîòàòü
ñ òàêèì èíòåãðàëîì äîâîëüíî òðóäíî, è çäåñü ÷àñòî ïîìîãàåò êîíñòðóê-
öèÿ, àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà â ìíî-
ãîìåðíîì ñëó÷àå. Ýòî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ èíòåãðàëà â ñìûñëå îïðåäåëå-
íèÿ 1.1.8 ìîæíî íàçâàòü íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì. Â îáùåì ñëó÷àå
ìû îïðåäåëèì ýòî ïîíÿòèå òàê.

Óñëîâèå 1.1.11. Ïóñòü K(m) , m = 1 . . . -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-
æåñòâ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:⋃

m

K(m) = D , K(m) ⊂ K(m+ 1). (1.58)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ïîñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî L(K(m))
è èíòåãðàë Im íà ïðîñòðàíñòâå L(K(m)), ïðè÷åì âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1.∀m : åñëè f(x) ∈ L(K(m))

òî f(x)I(K(m) | x) ∈ L(K(m+ 1)) (1.59)

2.∀m : I(D
⋂

K(m) | x) ∈ L(K(m)). (1.60)

3.∀(m, f ∈ L(K(m))) :

Im(f) = Im+1(fI(K(m) | ·)). (1.61)

4.∀m : (f(x) ≡ 1) ∈ L(K(m)). (1.62)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ìû îïðåäåëÿåì íåñîáñòâåííûé èíòå-
ãðàë îò çàäàííîé â îáëàñòè D ôóíêöèè òàê.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.11. Ìû ãîâîðèì, ÷òî çàäàííàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ
f(x) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå, åñëè êîíå÷åí
ïðåäåë

lim
m→∞

Im(|f |I(D
⋂

K(m) | ·)) <∞,
è â ýòî ñëó÷àå ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì∫

D

f(x)ν(dx) := lim
m→∞

Im(fI(D
⋂

K(m) | ·)). (1.63)

Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè D â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd è
êëàññè÷åñêîãî èíòåãðàëà Ëåáåãà ýòî îïðåäåëåíèå êîíêðåòèçèðóåòñÿ òàê.

Ïóñòü K(m) , m = 1 . . . -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàëëåëèïèïåäîâ, êî-
òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:⋃

m

K(m) = Rd , K(m) ⊂ K(m+ 1). (1.64)

Îïðåäåëåíèå 1.1.12. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàííàÿ â íåîãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè D ⊂ Rd ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè D, åñëè

1. Ïðè ëþáîì m ôóíêöèÿ I(D
⋂
K(m) | x) èíòåãðèðóåìà â ïàðàëëå-

ëèïèïåäå K(m).
2. Ôóíêöèÿ f(x)I(D

⋂
K(m) | x) èíòåãðèðóåìà â ïàðàëëåëèïèïåäå

K(m).
3. Êîíå÷åí ïðåäåë:

lim
m→∞

∫
K(m)

|f(x)|I(D
⋂

K(m) | x) dx <∞. (1.65)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì∫
D

f(x) dx := lim
m→∞

∫
K(m)

f(x)I(D
⋂

K(m) | x) dx. (1.66)

Â äàëüíåéøåì èíòåãðàë â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 1.1.11-1.1.12 ìû òàê-
æå áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëîì èëè èíòåãðàëîì Ëåáåãà, åñëè óòî÷åíèå
íåîáõîäèìî è íå áóäåì ñïåöèàëüíî ôèêñèðîâàòü âíèìàíèå íà òîì, ÷òî
èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê íåñîáñòâåííûé.

Èç ëåììû 1.1.12 ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.9
åñòü ïðåäåë èíòåãðàëîâ Ðèìàíà îò íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîýòîìó íà
èíòåãðàë â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.9 ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ îáû÷íûå ïðàâèëà äåéñòâèÿ ñ èíòåãðàëàìè
( çàìåíà ïåðåìåííûõ, èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, àääèòèâíîñòü îòíîñè-
òåëüíî îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è ò.ä.) Îäíàêî ñàìà îïåðàöèÿ ïðåäåëü-
íîãî ïåðåõîäà â èíòåãðàëå Ëåáåãà îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà â èíòåãðàëå Ðèìàíà è áóäåò èçó÷åíà íàìè íèæå.
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1.1.4 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â èíòåãðàëå Ëåáåãà.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé {fn} ïðè n → ∞ â êàêîì-òî ñìûñëå ñõîäèòñÿ
ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f . Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f
èíòåãðèðóåìà è åå èíòåãðàë åñòü ïðåäåë èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé fn? Îñ-
íîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ äâå òåîðåìû: òåîðåìà Ëåáåãà
î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â èíòåãðàëå è òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà î ïîëíîòå
ïðîñòðàíñòâà L(X).

Ìû íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áåïïî Ëåâè.

Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} ⊂ L(X) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì:

ï.â. φn(x) ≥ 0 , I(
∑

1≤k≤n

φk) < C , (1.67)

ãäå C íå çàâèñèò îò n. Òîãäà:
1. Ðÿä

φ(x) =
∑
n

φn(x)

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó è åãî ñóììà φ(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
L(X).

2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I(φ) =
∑
n

I(φn). (1.68)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.1.9 êàæäóþ ôóíêöèþ φn(x) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

φn(x) = fn(x)− gn(x) , (1.69)

ãäå

fn , gn ∈ L+(X) , gn(x) ≥ 0 , I(gn) < 2−n. (1.70)

Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèé φn(x) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

fn(x) = φn(x) + gn(x) ≥ 0,

ïîýòîìó

I+(
∑

1≤k≤n

fk) = I+(
∑

1≤k≤n

φk) + I+(
∑

1≤k≤n

gk) ≤ C + 1.
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Ìû âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòíûõ ñóìì

Sn(f) =
∑

1≤k≤n

fn , Sn(g) =
∑

1≤k≤n

gk

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1.1.8: ýòî ìîíîòîííî íåóáûâàþùèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L+(X) ñ îãðàíè÷åííûìè â
ñîâîêóïíîñòè èíòåãðàëàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1.1.8 ïî÷òè
âñþäó ïðè n→∞ ýòè ñóììû èìåþò ïðåäåëû, ýòè ïðåäåëû ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâó L+(X):

ï.â. ∃S(f)(x) : lim
n→∞

Sn(f)(x) = S(f)(x) , S(f) ∈ L+(X),

ï.â. ∃S(g)(x) : lim
n→∞

Sn(g)(x) = S(g)(x) , S(g) ∈ L+(X),

è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

I+(S(f)) = lim
n→∞

I+(Sn(f)) , I+(S(g)) = lim
n→∞

I+(Sn(g)).

Ïîýòîìó ïî÷òè âñþäó ñóùåñòâóåò ïðåäåë

φ(x) := lim
n→∞

(Sn(f)(x)− Sn(g)(x))

è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I(φ) = lim
n→∞

(I+(Sn(f))− I+(Sn(g))) = lim
n→∞

∑
1≤k≤n

I(φk).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.1.2. Åñëè ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó L(X) ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(x)} èìååò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå èíòå-
ãðàëû:

fn ∈ L(X) , |I(fn)| < C,

ãäå C íå çàâèñèò îò n, è ïî÷òè âñþäó

ëèáî fn(x)↗ f(x) , ëèáî fn(x)↘ f(x), (1.71)

òî îïðåäåëåííàÿ â (1.71) ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
L(X):

f ∈ L+(X) è I(f) = lim
n→∞

I(fn).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòîòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèáî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

φn = fn−1 − fn , f0 = 0 ,

ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

φn = fn − fn−1 , f0 = 0 ,

è ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 1.1.3. Åñëè ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó L(X) ôóíêöèÿ
f(x) ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíà è èíòåãðàë îò íåå ðàâåí íóëþ, òî
ôóíêöèÿ f(x) ïî÷òè âñþäó ðàâíà íóëþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåî-
ðåìó Áåïïî-Ëåâè ê ðÿäó ∑

n

nf(x).

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1.1.4. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

I(A | x) =

{
1 , x ∈ A
0 , x 6∈ A

ìíîæåñòâà A ⊂ X èíòåãðèðóåìà:

I(A | x) ∈ L(X)

è èíòåãðàë îò íåå ðàâåí íóëþ:

I(I(A | ·)) = 0,

òî ìíîæåñòâî A åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.1.1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðå-
õîäå â èíòåãðàëå è ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Òåîðåìà 1.1.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé φn ∈
L(X) ïî÷òè âñþäó èìååò ïðåäåë:

ï.â. ∃ φ(x) : φ(x) = lim
n→∞

φn(x) , (1.72)
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è ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ φ0(x) ∈ L(X), ÷òî

∀n : ï.â. |φn(x)| ≤ φ0(x), (1.73)

òî îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.72) ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà:

φ ∈ L(X), (1.74)

è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I(φ) = lim
n→∞

I(φn) . (1.75)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.72)-(1.73), òî ìû ìîæåì
óòâåðæäàòü, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

lim
n→∞

I(φn) = I( lim
n→∞

φn),

ñóùåñâóþò è ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

fn,k(x) := max{φn+j(x) | 0 ≤ j ≤ k} , gn,k(x) := min{φn+j(x) | 0 ≤ j ≤ k}.

Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|gn,k(x)| ≤ φ0(x) , |fn,k(x)| ≤ φ0(x). (1.76)

Î÷åâèäíî, ÷òî

fn,k+1(x) ≥ fn,k(x) , gn,k+1(x) ≤ gn,k(x).

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1.2 è îöåíêè (1.73) ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ

∃(fn(x) ∈ L(X)) : lim
k→∞

fn,k(x) = fn(x), (1.77)

∃(gn(x) ∈ L(X)) : lim
k→∞

gn,k(x) = gn(x). (1.78)

Â ñèëó (1.72) îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè (1.77) -(1.78) ôóíêöèè óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì:

fn(x)↘ φ(x) , gn(x)↗ φ(x) , n→∞;

∀n : |gn(x)| ≤ φ0(x) , |fn(x)| ≤ φ0(x).

Ñíîâà ïðèìåíèÿ ñëåäñòâèå 1.1.2, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

φ ∈ L(X) è I(φ) = lim
n→∞

I(fn) = lim
n→∞

I(gn).
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Íî î÷åâèäíî, ÷òî
I(gn) ≤ I(φn) ≤ I(fn).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü

an =

∫ 1

0

fn(x) dx , ãäå fn(x) = (cos(1/x))2n , x > 0 , fn(x) = 0 , x = 0.

ßñíî, ÷òî

lim
n→∞

fn(x) = 0 , x 6= 1

πm
, m = 1 . . . , fn(

1

πm
) = 1.

Òàê êàê |fn(x)| ≤ 1, à ìíîæåñòâî òî÷åê {xm | xm = 1
πm

, m = 1, . . .} åñòü
ìíîæåñòâî ìåðû íîëü, òî ìû ìîæåì óòâåðæäàòü ÷òî an → 0 , n→∞.

Èíîãäà ïîëåçíî ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå òåîðåìû 1.1.2.

Ñëåäñòâèå 1.1.5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1.2, òî

I(|φn − φ|)→ 0 , n→∞. (1.79)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

ï.â. |φn(x)− φ(x)| → 0 , n→∞ , ∀n : |φn(x)− φ(x)| ≤ 2φ0(x),

è ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ òåîðåìó.
Äîêàçàííÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå èíòåãðàëà Ëå-

áåãà îò èíòåãðàëà Ðèìàíà: èíòåãðàë Ëåáåãà ïðè î÷åíü îáùèõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ "âûäåðæèâàåò"ïîòî÷å÷íûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà.

Ôèêñèðóåì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà ñëåäóþùåì îáñòîÿòåëüñòâå: òåîðå-
ìà Ëåáåãà 1.1.2 äîêàçàíà íàìè äëÿ èíòåãðàëà, ïîíèìàåìîãî â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 1.1.8. Åñëè æå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê íåñîáñòâåííûé â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.11, òî íåîáõîäèìî åùå ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü
ïåðåñòàíîâêè îïåðàöèé ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â 1.63

Ñëåäóþùèå òðè ëåììû ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèÿìè íà òåìó òåîðåìû Ëåáå-
ãà è ÷àñòî èñïîëçóþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Ëåììà 1.1.13. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé {φn(x)}
ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè φ(x):

ï.â. lim
n→∞

φn(x) = φ(x),
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è ìîäóëü ôóíêöèè φ(x) îãðàíè÷åí ñâåðõó èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé:

ï.â. |φ(x)| ≤ φ0(x) , φ0(x) ∈ L(X),

òî ôóíêöèÿ φ(x) èíòåãðèðóåìà:

φ(x) ∈ L(X)

è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|I(φ)| ≤ I(φ0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ψn(x) = max(min(φn(x) , φ0(x)) , −φ0(x)).

ßñíî, ÷òî
ï.â. : |ψn(x)| ≤ φ0(x) , lim

n→∞
ψn(x) = φ(x).

Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà

φ(x) ∈ L(X) è lim
n→∞

I(ψn) = I(φ).

Íî
|I(ψn)| ≤ I(φ0),

ïîýòîìó
|I(φ)| ≤ I(φ0). (1.80)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ëåììà 1.1.14. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé {φn(x)}
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

ï.â. φn(x) ≥ 0 , lim
n→∞

φn(x) = φ(x) , I(φn) ≤ C, (1.81)

ãäå C íå çàâèñèò îò n, òî îïðåäåëåííàÿ â ðàâåíñòâå (1.81) ôóíêöèÿ
φ(x) èíòåãðèðóåìà è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

I(φ) ≤ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ψn(x) = inf{φk(x) | k ≤ n <∞}.

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

ï.â. : ψn(x)↗ φ(x) , I(ψn) ≤ C.

Ïîýòîìó â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåïïî Ëåâè

φ(x) ∈ L(X) , I(φ) ≤ C.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 1.1.15. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé {φn(x)}
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

ï.â. lim
n→∞

φn(x) = φ(x) , ∀n : I(|φn|) ≤ C, (1.82)

òî îïðåäåëåííàÿ â ðàâåíñòâå (1.82) ôóíêöèÿ φ(x) èíòåãðèðóåìà è âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

|I(φ)| ≤ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

ï.â. lim
n→∞

|φn(x)| = |φ(x)|.

Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1.1.14 |φ(x)| ∈ L(X). Òåïåðü äîñòàòî÷íî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ëåììîé 1.1.13.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê äîêàçàòåëüñòâó îäíîãî èç îñíîâíûõ äëÿ íàñ ôàê-
òîâ òåîðèè èíòåãðàëà Ëåáåãà: òåîðåìû Ðèññà-Ôèøåðà î ïîëíîòå ïðî-
ñòðàíñòâà L(X).

Òåîðåìà 1.1.3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé fn(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

lim
n→∞

sup{I(|fn − fn+m|) | 0 ≤ m <∞} = 0, (1.83)

òî
1. Â ïðîñòðàíñòâå L(X) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f(x), ÷òî

lim
n→∞

I(|fn − f |) = 0. (1.84)

2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(j)(x)} ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {fn(x)}, ÷òî

ï.â. fn(j)(x)→ f(x) , j →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.83), ãîâîðÿò, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè
â ìåòðèêå L(X) èëè ôóäàìåíòàëüíà â ìåòðèêå L(X).

Èç óñëîâèÿ (1.83) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü fn(j)(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

∀(m > n(j)) : I(|fn(j) − fm|) < 2−j.

Äëÿ òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ðÿä∑
1≤j<∞

I(|fn(j+1) − fn(j)|) <∞,
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Ôóíêöèè
x 7→ |fn(j+1)(x)− fn(j)(x)|

èíòåãðèðóåìû, ïîýòîìó èç ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà â ñèëó òåîðåìû Áåïïî
Ëåâè ñëåäóåò, ÷òî

ï.â.
∑

1≤j<∞

|fn(j+1)(x)− fn(j)(x)| <∞,

è ïîýòîìó

ï.â.
∑

1≤j<∞

(fn(j+1)(x)− fn(j)(x)) <∞,

Íî ∑
1≤j≤m

(fn(j+1)(x)− fn(j)(x) = fn(m+1)(x)− fn(1)(x),

ïîýòîìó
ï.â ∃f(x) : lim

m→∞
fn(m)(x) = f(x). (1.85)

Òàê êàê

∀m : I(|fn(m)|) ≤ I(|fn(m) − fn(1)|) + I(|fn(1)|) < 1 + I(|fn(1)|),

òî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(m)} ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 1.1.15 è íà
îñíîâå ýòîé ëåììû ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì
(1.85) ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X). Ïðèìåíÿÿ ëåììó
1.1.15 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

φm(x) = fn(m)(x)− fk(x) , k > N(ε),

ìû ïîëó÷èì, ÷òî
I(|f − fk|) ≤ ε , k > N(ε).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1.84) òî

ãîâîðÿò, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) â ïðîñòðàíñòâå L(X). Èç òåî-
ðåìû Ðèññà-Ôèøåðà ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ áóäåò ñõîäèòñÿ
ê ôóíêöèè f(x) ïî÷òè âñþäó. Îäíàêî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}
ïðè ýòîì ìîæåò íå ñõîäèòñÿ íè â îäíîé òî÷êå. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé êëàññè÷åñêèé ïðèìåð.

39



Ïðèìåð 1.1.14. Íà îòðåçêå [0 , 1] îïðåäåëèì ôóíêöèè

fn,k(x) =

{
1 , x ∈

[
k
n
, k+1

n

]
, 0 ≤ k < n ,

0, x 6∈
[
k
n
, k+1

n

]
.

Óïîðÿäî÷èì èíäåêñû ôóíêöèèé fn,k: Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî {n, k} >
{n′, k′}, åñëè n > n′, à ïðè n = n′ åñëè k > k′. ßñíî, ÷òî∫ 1

0

fn,k(x) dx = 1/n→ 0 , n→∞ ,

íî ïðåäåëà ïðè {n, k} → ∞ ó ôóíêöèé fn,k(x) íå ñóùåñòâóåò íè â îäíîé
òî÷êå x ∈ [0 , 1].

1.1.5 Ïðîñòðàíñòâà Lp(X).

Â ýòîé ÷àñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé L0(X), ïî êîòîðîìó ìû ñòðîèì èíòåãðàë, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
1.1.8 è 1.1.9.

Â ñèëó ïðèíÿòîãî íàìè óñëîâèÿ 1.1.9 äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè
φ ∈ L0(X) âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

∀p > 1 : |φ|p ∈ L0(X) ⊂ L(X).

Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî f(x) ∈ L(X), íî |f(x)|p 6∈
L(X) ïðè p > 1. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ f(x) = x−1/p , 0 <
x ≤ 1. Òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà è èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó
â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà îòðåçêå [0 , 1], òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ëå-
áåãó, îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ |f(x)|p íå èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó
íà îòðåçêå [0 , 1]. Ìû ïîñâÿòèì ýòó ÷àñòü èçó÷åíèþ ôóíêöèé, êîòîðûå
îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îíè ñàìè è íåêîòîðàÿ ñòåïåíü èõ ìîäóëÿ
èíòåãðèðóåìû.

Ëåììà 1.1.16. 1. Ïðè ëþáîì p > 1 äëÿ a ≥ 0 , b ≥ 0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp). (1.86)

2. Ïðè ëþáûõ p > 1 , q > 1, òàêèõ, ÷òî

1

p
+

1

q
= 1, (1.87)

äëÿ a ≥ 0 , b ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (1.88)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (1.86) ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

φ(t) = 2p−1(1 + tp)− (1 + t)p.

Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

φ(0) > 0 , ∀t :
dφ

dt
(t) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∀(a ≥ 0 , b > 0) : φ(a/b) > 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî (1.86).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (1.88) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φ(t) =
ap

p
+
tq

q
− at.

Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

φ(0) > 0 , φ(∞) =∞,

è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà t = a1/(q−1), â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè φ ðàâíà íóëþ, ïðè÷åì ñàìà ôóíêöèÿ â ýòîé òî÷êå òîæå ðàâíà
íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ t > 0 : φ(t) ≥ 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî (1.88). Ëåììà
äîêàçàíà.

Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè p > 1 , q > 1, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(1.87), íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè. Ñîïðÿæåííûå
ïîêàçàòåëè ñòåïåíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

p+ q = pq.

Îïðåäåëåíèå 1.1.13. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.1.8 è 1.1.9, òî ìû ãî-
âîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lp(X), åñëè ñàìà
ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X) è ôóíêöèÿ |f(x)|p òàêæå
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X).

Ëåììà 1.1.17. Ïðîñòðàíñòâî Lp(X) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî: åñ-
ëè ôóíêöèè f(x) , g(x) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Lp(X), òî è èõ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ αf(x)+βg(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lp(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ φ(x) = f(x)+g(x)
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lp(X). Ðàíåå ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî L(X) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîýòîìó |f(x) + g(x)| ∈
L(X). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî |f(x) + g(x)|p ∈ L(X). Ñîãëàñíî ëåììå
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1.1.12 ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé fn(x) , gn(x),
÷òî

ï.â. fn(x)→ f(x) , gn(x)→ g(x) , n→∞. (1.89)

Èç 1.1.9 è (1.89) ñëåäóåò, ÷òî

|fn(x) + gn(x)|p ∈ L(X) è ï.â. |fn(x) + gn(x)|p → |f(x) + g(x)|p.

Íî â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.88):

|f(x) + g(x)|p ≤ 2p−1(|f(x)|p + |g(x)|p) ∈ L(X),

ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1.1.13

|f(x) + g(x)|p ∈ L(X).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

∀ (f ∈ Lp(X)) : ‖f | Lp(X)‖ = I(|f |p)1/p (1.90)

Îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (1.90) ôóíêöèîíàë f 7→ ‖f | Lp(X)‖ íàçûâà-
åòñÿ Lp-íîðìîé ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 1.1.4. Åñëè f(x) ∈ Lp(X) , g(x) ∈ Lq(X), òî f(x)g(x) ∈ L(X)
è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà

I(|fg|) ≤ ‖f | Lp(X)‖ · ‖g | Lq(X)‖. (1.91)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
fn(x) , gn(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.89). Òîãäà

ï.â. |fn(x)gn(x)| → |f(x)g(x)| ≤
(
|f(x)|p

p
+
|g(x)q

q

)
∈ L(X). (1.92)

Â ñèëó ëåììû 1.1.13 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |f(x)g(x)| ∈ L(X). Â íåðàâåí-
ñòâå (1.92) ñäåëàåì çàìåíó f(x) 7→ f(x)/‖f | Lp(X)‖ , g(x) 7→ g(x)/‖g |
Lq(X)‖ è ïîòîì ïðîèíòåãðèðóåì. Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ‖f | Lp(X)‖‖g |
Lq(X)‖ ïîëó÷èì (1.91). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.1.5. Åñëè f ∈ Lp(X) , g ∈ Lp(X), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî Ìèíêîâñêîãî:

‖f + g | Lp(X)‖ ≤ ‖f | Lp(X)‖+ ‖g | Lp(X)‖. (1.93)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p , q -ñîïðÿæåííûå ïîêàçàòåëè, òî ñïðàâåä-
ëèâû íåðàâåíñòâà:

I(|f + g|p) ≤ I(|f + g|p−1|f |) + I(|f + g|p−1|g|)
≤ I(|f + g|(p−1)q)1/qI(|f |p)1/p + I(|f + g|(p−1)q)1/qI(|g|p)1/p.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà I(|f + g|(p−1)q)1/q è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî (p − 1)q = p , 1 − 1/q = 1/p, ìû ïîëó÷èì (1.93). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.1.6. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(x)} ⊂ Lp(X)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

lim
n→∞

sup{‖|fn − fn+m| | Lp(X)‖ | 0 ≤ m <∞} = 0, (1.94)

òî
1. Â ïðîñòðàíñòâå Lp(X) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f(x), ÷òî

lim
n→∞

‖|fn − f | | Lp(X)‖ = 0. (1.95)

2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(j)(x) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè fn(x), ÷òî

ï.â. fn(j)(x)→ f(x) , j →∞.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(x)} ⊂ Lp(X) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (1.94), òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå
Lp(X), à îïèñûâàåìîå â óòâåðæäåíèè 1 ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâà Lp(X)
íàçûâàåòñÿ ïîëíîòîé ïðîñòðàíñòâà Lp(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ê (1.94) è ó÷èòûâàÿ
óñëîâèå 1.1.8, ìû ïîëó÷àåì:

I(|fn − fm|) ≤ I(1)1/qI(|fn − fm|p)1/p → 0 , nm →∞. (1.96)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1.1.8 ôóíäàìåíòàëüíàÿ â Lp(X)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà â L(X). Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {fn(x)} ìîæíî èçâëå÷ü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(j)(x)},
÷òî

ï.â. fn(j)(x)→ f(x) ∈ L(X) , j →∞. (1.97)

Ó÷èòûâàÿ (1.94), ìû ïîëó÷àåì

ï.â. |fn(j)(x)|p → |f(x)|p , I(|fn(j)|p) ≤ C.
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.1.15 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φj(x) = fn(j)(x), ìû ïîëó-
÷àåì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.97) ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

f(x) ∈ L(X) , |f(x)|p ∈ L(X).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.1.15 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φj(x) = |fn(j)(x)− fm(x)|p,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

I(|f − fm|p) = I( lim
j→∞
|fn(j) − fm|p) ≤ ε , m > N(ε).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ≡ 1 íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(D), òî Lp-

íîðìà ôóíêöèè f è ïðîñòðàíñòâî Lp(D) îáû÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òàê, ÷òî â
ïðàâîé ÷àñòè (1.90) ñòîèò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.1.11.

Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.1.11.
Òîãäà ìû îïðåäåëÿåì ïðîñòðàíñòâî Lp(D) òàê.

Îïðåäåëåíèå 1.1.14. Ìû ãîâîðèì, ÷òî çàäàííàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ
f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lp(D) , åñëè

∀m : f(x)I(D
⋂

K(m) | x) ∈ Lp(K(m))

è êîíå÷åí ïðåäåë

lim
m→∞

Im((|f |I(D
⋂

K(m) | ·))p) <∞,

è â ýòî ñëó÷àå ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì

‖f | Lp(X)‖p := lim
m→∞

Im((|f |I(D
⋂

K(m) | ·))p). (1.98)

Äëÿ îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (1.98) Lp-íîðìû ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî: äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ
äîñòàòî÷íî âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà â êàæäîì ïðñòðàí-
ñòâå Lp(K(m)) è ïîòîì ïåðåéòè ê ïðåäåëó m→∞. Ïðîñòðàíñòâî Lp(D)
ñ îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (1.98) Lp-íîðìîé ïîëíî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðî-
âîäèòñÿ íåáîëüøèì èçìåíåíèåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1.6: çàìå÷à-
åì, ÷òî èç òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ôóíäàìåíòàëüíà â ñìûñëå
íîðìû (1.98), ñëåäóåò, ÷òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà ïî íîðìå êàæäîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Lp(D

⋂
K(m)), è ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíîãî ïðîöåññà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(j)} ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îíà áóäåò ñõîäèòüñÿ â
êàæäîì ïðîñòðàíñòâå L(D

⋂
K(m)). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ

áåç èçìåíåíèÿ.
Îñòàíîâèìñÿ íà îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ïðîñòàíñòâå Lp(D)

äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1.98).
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Ëåììà 1.1.18. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞ è ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fn(x)} ⊂ Lp(D) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1.∃f : ∀m ‖fn − f | Lp(D
⋂

K(m))‖ → 0, (1.99)

2. lim
m→∞

sup{I(I(D
⋂

(K(m+ s) \K(m)))|fn|p | n , s} = 0. (1.100)

Òîãäà îïðåäåëåííàÿ â ðàâåíñòâå (1.99) ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó Lp(D) è

‖fn − f‖p → 0 , n→∞. (1.101)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî èç óñëîâèé (1.99) è
(1.100) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ôóíäàìåíòàëüíà â íîðìå
ïðîñòðàíñòâà Lp(D).

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Lp(Rd) ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå ëåììû
1.1.18

Ëåììà 1.1.19. Ïóñòü K(m) -êóá â ïðîñòðàíñòâå Rd : K(m) = {x |
x = (x1, . . . , xd) , |xi| ≤ m.}. Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fn(x)} ⊂ Lp(Rd) ïðè íåêîòîðîì p , 1 ≤ p < ∞, óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. ∀m : ï.â. fn(x)→ f(x), , n→∞ , x ∈ K(m), (1.102)

2. ∀(m, n) : ï.â. |fn(x)| ≤ φm(x) ∈ Lp(K(m)), φm(x) íå çàâèñèò îòn.

3. lim
m→∞

sup{
∫
|x|>m

|fn(x)|pdx | 1 ≤ n <∞} = 0. (1.103)

Òîãäà îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.102) ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó Lp(Rd) è

lim
n→∞

∫
|fn(x)− f(x)|p dx = 0.

×òîáû ïîÿñíèòü ðîëü óñëîâèÿ (1.100) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x) = exp(−(x− n)2)

â ïðîñòðàíñòâå L1(R1). ßñíî, ÷òî

∀a , b :

∫ a

b

exp(−(x− n)2) dx→ 0 , n→∞,

íî ∫ ∞
−∞

exp(−(x− n)2) dx ≡
√
π
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Óñëîâèÿ (1.100)-(1.103) àíàëîãè÷íû óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà è ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííûì âàðèàíòîì
óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè (ñì. [4, 5]). Ïðè èññëåäîâàíèè âî-
ïðîñà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â èíòåãðàëå óñëîâèÿ òèïà ðàâíîìåðíîé èí-
òåãðèðóåìîñòè îáû÷íî íàëàãàþòÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè èíòåãðàë ïîíèìà-
åòñÿ êàê íåñîáñòâåííûé èëè êàê èíòåãðàë ïî σ-êîíå÷íîé, íî íå êîíå÷íîé
ìåðå.

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè 1.1.14 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(x) ∈
L(D). Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü

f(x) = (x(x+ 1)2(x− 1)−2 ln2 x)−1/α , α > 1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f(x) ∈ Lα([0 , ∞)), íî f(x) 6∈ Lp([0 , ∞)) , p 6= α.

1.2 Ìåðà è èçìåðèìûå ôóíêöèè.

1.2.1 Ñâîäêà îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé òåîðèè ìåðû.

Ïîíÿòèå ìåðû ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â àíàëèçå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.
Ïðèâåäåì êðàòêóþ ñâîäêó ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé. Ïîäðîáíî ñ
ýòèìè ïîíÿòèÿìè â êëàññè÷åñêîé òðàêòîâêå ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ïî ïðè-
âåäåííîìó â êîíöå ãëàâû ñïèñêó ëèòåðàòóðû. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû
ðàçáåðåì, êàê ýòè ïîíÿòèÿ ââîäÿòñÿ â ïðèíÿòîé íàìè ñõåìå Äàíèýëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ñèñòåìà A ïîäìíîæåòñâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ
àëãåáðîé ìíîæåñòâ, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. ∅ ∈ A , X ∈ A.
2. ∀(A ∈ A , B ∈ A) : A

⋂
B ∈ A , A

⋃
B ∈ A , A \B ∈ A.

Àëãåáðà ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè îíà çàìêíóòà îòíîñè-
òåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ:

∀(Ai ∈ A) :
⋃

Ai ∈ A ,
⋂
i

Ai ∈ A.

Ïîñêîëüêó σ-àëãåáðà åñòü àëãåáðà ìíîæåñòâ, òî áûëî áû äîñòàòî÷-
íî ïîòðåáîâàòü çàìíóòîñòè òîëüêî îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé
ìíîæåñòâ: â ñèëó ôîðìóë äå Ìîðãàíà îòñþäà óæå ñëåäîâàëî áû, ÷òî σ-
àëãåáðà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îáðàçîâàíèÿ ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé ìíî-
æåñòâ è èõ äîïîëíåíèé.
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Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0 , 1]. Íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
âñå îòêðûòûå èíòåðâàëû (a , b) ⊂ [0 , 1], íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé àëãåá-
ðîé ìíîæåñòâ îòðåçêà [0 , 1].

Åñëè X -òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî áîðåëåâñêîé àëãåáðîé ìíî-
æåñòâà X íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå îò-
êðûòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X.

Àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì B(X).

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå A ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ

µ : A 7→ [0 , 1]

íàçûâàåòñÿ ìåðîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íîðìèðîâêè:

µ(∅) = 0 , µ(X) = 1 (1.104)

è σ-àääèòèâíà:

∀(Ai ∈ A , Ai
⋂

Aj = ∅ , i 6= j) : µ(
∑
i

Ai) =
∑
i

µ(Ai). (1.105)

Èíîãäà óñëîâèå σ-àääèòèâíîñòè íå âêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèå ìåðû.
Èç (1.105) ñëåäóåò, ÷òî σ-àääèòèâíàÿ ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

åñëè An òàêàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, ÷òî

An ∈ A , An+1 ⊂ An ,
⋂
n

An = ∅, (1.106)

òî
µ(An)→ 0 , n→∞. (1.107)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

C(An) =
⋃

1≤m≤n

C(An) \C(An−1), A0 = ∅,

ïîýòîìó

1 = µ(X) = lim
n→∞

µ(C(An)) =

1− lim
n→∞

µ(An).

σ-àääèòèâíûå ìåðû òàêæå íàçûâàþò ñ÷åòíî-àääèòèâíûìè ìåðàìè.
×àñòî ðàññìàòðèâàþò ìåðû, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íîðìè-
ðîâêè, à ìåðû, êîòîðûå ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò, íàçûâàþò âåðî-
ÿòíîñòíûìè ìåðàìè. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåðû,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íîðìèðîâêè, ò.å. âåðîÿòíîñòíûå ìåðû.
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðà µ0, îáëàñòü çà-
äàíèÿ êîòîðîé åñòü áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0 , 1] è
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀ (a , b) ⊂ [0 , 1] : µ0((a , b)) = b− a. (1.108)

Ýòó ìåðó ìû áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàòðíîé ìåðîé Áîðåëÿ èëè ïðîñòî
áîðåëåâñêîé ìåðîé íà îòðåçêå [0 , 1].

Åñëè X -òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî â îáùåì ñëó÷àå áîðåëåâñêîé
ìåðîé íà ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ìåðà, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
êîòîðîé åñòü íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå îòêðûòûå ïîäìíî-
æåñòâà ìíîæåñòâà X.

Åñëè íà σ-àëãåáðå A çàäàíà íåêîòîðàÿ ìåðà µ, òî îòâå÷àþùåé ýòîé
ìåðå âíåøíåé ìåðîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ µ?, êîòîðàÿ äëÿ âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

∀A ⊂ X : µ?(A) = inf{µ(B) | B ∈ A , A ⊂ B}. (1.109)

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Ëå-
áåãó, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

µ?(A) + µ?(X \ A) = 1. (1.110)

è â ýòîì ñëó÷àå ìåðîé Ëåáåãà ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî µ?(A).

Ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ îáðàçóåò σ-àëãåáðó,
êîòîðàÿ çàâèñèò êàê îò èñõîäíîé σ-àëãåáðû A, òàê è îò ìåðû µ. Îáîçíà-
÷èì ýòó σ-àëãåáðó ñèìâîëîì Extµ(A). Îíà íàçûâàåòñÿ ëåáåãîâñêèì ðàñ-
øèðåíèåì σ-àëãåáðû A. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ µ?(A) íà σ-àëãåáðå Extµ(A)
îïðåäåëÿåò ìåðó, êîòîðóþ íàçûâàþò ëåáåãîâñêèì ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ
(èëè ìåðîé Ëåáåãà) è îáîçíà÷àþò òåì æå ñèìâîëîì µ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.4. Çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå A ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ïîë-
íîé ìåðîé, åñëè èç òîãî ôàêòà, ÷òî Z ⊂ A , A ∈ A , µ(A) = 0 ñëåäóåò,
÷òî Z ∈ A , µ(Z) = 0.

Ìåðà Ëåáåãà ïîëíà, à ëåáåãîâñêîå ðàñøèðåíèå σ-àëãåáðû ñ çàäàííîé
íà íåé ñ÷åòíî-àäèòèâíîé ìåðîé ìîæíî ïîëó÷èòü (ñì. äîêàçàòåëüñòâî â [9]
. ãë. 1, ïðåäëîæåíèå 1.4.6). , åñëè äîïîëíèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìåðû
âñåìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâ ìåðû íîëü è íà ýòèõ ïîäìíîæåñòâàõ
äîîïðåäåëèòü ìåðó íóëåì.
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Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ëåáåãîâñêîãî ðàñøèðåíèÿ σ-àëãåáðû A ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ

A4B := (A
⋃

B) \ (A
⋂

B).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

I(A4B | x) = |I(A | x)− I(B | x)|,

ïîýòîìó ôóíêöèÿ
d(A , B) := µ?(A4B) (1.111)

îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå íà ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà X (èëè, â äðóãîé
èíòåðïðåòàöèè, íà ìíîæåñòâå âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà X). Çàìûêàíèå σ-àëãåáðû A, ðàññìàòèâàåìîé êàê ïîä-
ìíîæåñòâî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ðàññòîÿíèåì (1.111), è
áóäåò ëåáåãîâñêèì ðàñøèðåíèåì σ-àëãåáðû A.

Â ðàìêàõ ñõåìû Äàíèýëÿ ëåáåãîâñêîå ðàñøèðåíèå σ-àëãåáðûA ìîæíî
ïîëó÷èòü òàê. Îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå X ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé L0(X) êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

f(x) =
∑

1≤j≤N

αjI(Aj | x) , αj ∈ R1,

ãäå
Aj ∈ A ,

⋃
j

Aj = X , Aj
⋂

Ai = ∅ , j 6= i.

Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíûé
èíòåãðàë ôîðìóëîé

I0(f) :=
∑
j

αjµ(Aj)

è äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü ïî ñõåìå Äàíèýëÿ. Òîãäà ýëåìåíòàìè ïîïîëíå-
íèÿ σ-àëãåáðû A áóäóò òå ïîäìíîæåñòâà, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L(X).

×àñòî ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàþò, ÷òî åñëè íà σ-àëãåáðå çàäàíà ìåðà µ,
òî ýòà σ-àëãåáðà ìíîæåñòâ óæå ïîïîëíåíà ïî ìåðå µ, ò.å. ñ÷èòàþò, ÷òî
A = Extµ(A). Íèæå ìû íå áóäåì äåëàòü ýòî ïðåäïîëîæåíèå. Ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî åñëè â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìåðû âõîäèò áîëüøå íóëåâûõ
ïîäìíîæåñòâ, òî âõîäèò è áîëüøå èõ äîïîëíåíèé, ïîýòîìó èçìåíÿåòñÿ
ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ ïî÷òè âñþäó.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíà σ-àëãåáðà A, íà ìíîæåñòâå Y çàäàíà
σ-àëãåáðà B è

f : X 7→ Y
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-îòîáðàæåíèå X â Y . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëþáîì îòîáðàæåíèè f
ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(B) σ-àëãåáðû B åñòü íåêîòîðàÿ σ-àëãåáðà â X.

Îïðåäåëåíèå 1.2.5. Îòîáðàæåíèå f : X 7→ Y èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî
σ-àëãåáðû A ⊂ X è σ-àëãåáðû B ⊂ Y , åñëè

f−1(B) ⊂ A.

Ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè îòîáðàæåíèÿ íèêàê íå ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ìå-
ðû è îïèðàåòñÿ òîëüêî íà ïîíÿòèå σ-àëãåáðû, îäíàêî åñëè íà σ-àëãåáðå
çàäàíà ìåðà, òî ÷àñòî ãîâîðÿò îá èçìåðèìîñòè îòîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëü-
íî ìåðû, ïîäðàçóìåâàÿ σ-àëãåáðó, íà êîòîðîé çàäàíà ìåðà.

Åñëè Y = R1, òî îáû÷íî ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàþò, ÷òî â êà÷åñòâå σ-
àëãåáðû B â R1 âçÿòà íå ïîïîëíåííàÿ (ýòî âàæíî!) σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ, ò.å. íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû
âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå 1.2.5 ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó.

Îïðåäåëåíèå 1.2.6. Çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèÿ f : X 3 x →
f(x) ∈ R1 íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû A ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà X, åñëè ïðè ëþáîì a ∈ R1 ìíîæåñòâî {x | f(x) < a}
ïðèíàäëåæèò σ-àëãåáðå A.

Îïðåäåëåíèå 1.2.7. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, åñ-
ëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.2.6.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R1 çàäàíà σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ (ò.å.
íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà), â
ïðîñòðàíñòâå X çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ σ-àëãåáðà è

f : X 7→ R1

-èçìåðèìîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.6 îòîáðàæåíèå. Äîêàæåì, ÷òî îíî
èçìåðèìî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.6, òî ìíîæåñòâî

A = {x | f(x) ≤ a} =
⋂
j>1

{x | f(x) < a+ 1/j} (1.112)

èçìåðèìî, òàê êàê ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå ïðèíàäëåæàùèõ σ-àëãåáðå ìíî-
æåñòâ ñíîâà ïðèíàäëåæèò ýòîé σ-àëãåáðå.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî ïðè ëþáîì a ∈ R1 ìíîæåñòâî

A = {x | f(x) ≤ a} (1.113)
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èçìåðèìî, òî ïðè ëþáîì a ∈ R1 ìíîæåñòâî

B = {x | f(x) < a} =
⋃
j>1

{x | f(x) ≤ a− 1/j} (1.114)

èçìåðèìî, òàê êàê ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ïðèíàäëåæàùèõ σ-àëãåáðå ìíî-
æåñòâ ñíîâà ïðèíàäëåæèò ýòîé σ-àëãåáðå.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà, òî ìíîæåñòâà

{x | f(x) ≥ a} = X \ {x | f(x) < a},
{x | f(x) > a} = X \ {x | f(x) ≤ a}

èçìåðèìû êàê äîïîëíåíèÿ ê èçìåðèìûì ìíîæåñòâàì.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùå

Óòâåðæäåíèå 1.2.1. Ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.2.6 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ïðè âñåõ a ∈ R1 êàêîå ëèáî
èç ìíîæåñòâ

{x | f(x) < a} , {x | f(x) ≤ a},
{x | f(x) > a} , {x | f(x) ≥ a}

èçìåðèìî, è èçìåðèìîñòè ïðè âñåõ a ∈ R1 îäíîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ
ñëåäóåò èçìåðèìîñòü îñòàëüíûõ.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

Óòâåðæäåíèå 1.2.2. Ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.2.6 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè êàêîâî áû íè áûëî áîðåëåâñêîå
ìíîæåñòâî B ⊂ R1, ïîëíûé ïðîîáàç f−1(B) ìíîæåñòâà B ïðèíàäëå-
æèò σ-àëãåáðå A, ò.å. îïðåäåëåíèÿ 1.2.6 è 1.2.5 ýêâèâàëåíòííû.

Â çàäà÷àõ òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà X îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ îòðåçîê [0 , 1] ñ σ-àëãåáðîé èçìå-
ðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè îêà-
çûâàåòñÿ î÷åíü øèðîêèì è ïðèìåðû íåèçìåðèìûõ ôóíêöèé ñòðîÿòñÿ ñ
òðóäîì.

Â çàäà÷àõ òåîðèè âåðîÿòíîñòè èíòåðåñóþòñÿ èçìåðèìîñòüþ ôóíê-
öèè g(x) îòíîñèòåëüíî íàèìåíüøåé σ-àëãåáðû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå
σ-àëãåáðû âèäà f−1(B), ãäå f -îòîáðàæåíèå èç íåêîòîðîãî êëàññà îòîá-
ðàæåíèé. Ýòà çàäà÷à íåòðèâèàëüíà, òàê êàê ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:
ôóíêöèÿ g(x) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû f−1(B), åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ ôóíêöèÿ φ, ÷òî g(x) = φ(f(x)). Ýòî î÷åâèäíî â òîì ñëó÷àå, åñëè
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ôóíêöèÿ f ïðîñòàÿ, ò.å. ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, à îáùèé
ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïðîñòûìè.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâîX åñòü îòðåçîê [−1 , 1],
ïðîñòàíñòâî Y åñòü îòðåçîê [0 , 1] è σ-àëãåáðà Y åñòü σ-àëãåáðà áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ îòðåçêà [0 , 1]. Ïóñòü f(x) = x2. Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) = |x|
èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû f−1(Y), à ôóíêöèÿ g(x) = max(0 , x)
-íåò.

Îïðåäåëåíèå 1.2.8. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû
A ñ çàäàííîé íà σ-àëãåáðå A ìåðîé µ, òî åå èíòåãðàëîì Ëåáåãà ïî ìåðå
µ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë∫

X

f(x)µ(dx) :=

lim
n→∞

∑
−∞<k<∞

2−nkµ({x | 2−nk ≤ f(x) < 2−n(k + 1)}), (1.115)

åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è åñëè ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (1.2.8) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî ïðè âñåõ n.

Ïóñòü µ?0 âíåøíÿÿ ìåðà äëÿ îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (1.108) áîðå-
ëåâñêîé ìåðû. Îòâå÷àþùóþ ýòîé âíåøíåé ìåðå ìåðó Ëåáåãà ìû áóäåì
íàçûâàòü êëàññè÷åñêîé ìåðîé Ëåáåãà èëè ïðîñòî ìåðîé Ëåáåãà. Íà áîðå-
ëåâñêîé àëãåáðå ìíîæåñòâ îòðåçêà [0 , 1] ìåðà Ëåáåãà, êîíå÷íî, ñîâïàäàåò
ñ ìåðîé Áîðåëÿ (1.108).

1.2.2 Ïîñòðîåíèå ìåðû ìíîæåñòâà â ñõåìå Äàíèçëÿ.

Ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëà ïî ñõåìå Äàíèýëÿ ìåðà ìíîæåñòâà îïðåäåëÿ-
åòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàíî ìíîæåñòâî X, ïðîñòðàíñòâî ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé L0(X) è ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë I0, ïðè÷åì âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ 1.1.1-1.1.7. Â ýòîé ÷àñòè, êàê è â ïðåäûäóùåé, ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé L0(X) äîïîëíèòåëü-
íî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1.1.8 è 1.1.9, ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå íîð-
ìèðîâêè (1.5). Ïóñòü I -èíòåãðàë è L(X) -ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå ïîñòðîåíû ïî ñõåìå Äàíèýëÿ íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâà
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé L0(X) è ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà I0.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè èíòåãðàë I ïîðîæäàåò
íåêîòîðóþ σ-àëãåáðó ìíîæåñòâ â X è ìåðó íà ýòîé σ-àëãåáðå.
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Îïðåäåëåíèå 1.2.9. Ìíîæåñòâî A ⊂ X èçìåðèìî (îòíîñèòåëüíî èíòå-
ãðàëà I) , åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà:

I(A | x) ∈ L(X),

è ìåðîé µ(A) ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë îò åãî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè

µ(A) := I(I(A | ·)). (1.116)

Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå 1.2.9 ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì ìåðû,
êîòîðîå äàíî âûøå.

Òåîðåìà 1.2.1. Åñòåñòâåííàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìåðû â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 1.2.9 åñòü σ-àëãåáðà ìíîæåñòâ è íà ýòîé σ-àëãåáðå ìåðà â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.9 σ-àääèòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìû ðàçîáúåì íà íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 1.2.1. Åñëè ìíîæåñòâà A è B èçìåðèìû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.2.9 , òî ìíîæåñòâà A

⋃
B , A

⋂
B , A \B òîæå èçìåðèìû â ñìûñëå

ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâà A è B èçìåðèìû â ñìûñëå îïðåäåëå-
íèÿ 1.2.9, òî ñîãëàñíî ëåììå 1.1.12 ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fAn (x) , fBn (x) ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ÷òî

ï.â. : fAn (x)→ I(A | x) , fBn (x)→ I(B | x) , n→∞.

Ïîëîæèì
φn(x) = min(1 , |fAn (x)| , |fBn (x)|).

Î÷åâèäíî, ÷òî

ï.â. : φn(x)→ I(A
⋂

B | x) , φn(x) ∈ L(X) , 0 ≤ φn(x) ≤ 1.

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ I(A

⋂
B | x) èíòåãðèðóåìà, ò.å. ìíîæåñòâî A

⋂
B èçìåðèìî. Íî

I(A
⋃

B | x) = I(A | x) + I(B | x)− I(A
⋂

B | x).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî A
⋃
B èçìåðèìî. Èçìåðèìîñòü ìíîæå-

ñòâà A \B ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

I(A \B | x) = I(A | x)− I(A
⋂

B | x).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî èçìåðèìûå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.9 ìíîæåñòâà

îáðàçóþò àëãåáðó ìíîæåñòâ. Äîêàæåì, ÷òî ýòà àëãåáðà åñòü σ-àëãåáðà è
îïðåäåëåííàÿ íà íåé ðàâåíñòâîì (1.116) ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ σ-àääèòèâíà.
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Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ 1.2.9 ìíîæåñòâ Ai óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ai
⋂

Aj = ∅ , i 6= j. (1.117)

Òîãäà îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A =
⋃
iAi èçìåðèìî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ

1.2.9 è
µ(
⋃
i

Ai) =
∑
i

µ(Ai). (1.118)

Äîêàçàòåëüñòâî.Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîãî ïðè âñåõ
A ⊂ X , B ⊂ X ðàâåíñòâà

I(A | x) + I(B | x) = I(A
⋃

B | x) + I(A
⋂

B | x)

ñëåäóåò êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (1.116) ôóíê-
öèè ìíîæåñòâ:

I(I(A | ·)) + I(I(B | ·)) = I(I(A
⋃

B | ·)) + I(I(A
⋂

B | ·)).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.117) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I(A | x) =
∑
i

I(Ai | x). (1.119)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (1.117) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

I(
∑

1≤i≤n

I(Ai | ·)) ≤ 1.

Â ñèëó ëåììû Áåïïî Ëåâè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü(1.119) åñòü
èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.118). Ëåììà äîêà-
çàíà.

Èç ëåìì 1.2.1 è 1.2.2 âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.2.1
Â òåîðèè èíòåãðàëà èçâåñòíà òåîðåìà (òåîðåìà Ðèññà è åå îáîáùåíèå:

òåîðåìà Ðèññà-Ìàðêîâà-Êàêóòàíè), êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè îïðå-
äåëåííûõ óñëîâèÿõ ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðî-
ñòðàíñòâå C(X) ïðåäñòàâèì êàê èíòåãðàë. Ïðè îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà
ïî ñõåìå Äàíèýëÿ íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë ïî îïðåäåëåíèþ åñòü èíòå-
ãðàë, à ëåììû 1.2.1 è 1.2.2 óòâåðæäàþò, ÷òî òàêîé ôóíêöèîíàë ïîðîæ-
äàåò ìåðó, ïîýòîìó äîêàçàííîå íàìè óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê àíàëîã òåîðåìû Ðèññà â ñõåìå Äàíèåëÿ.

Â äàëüíåøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî X åñòü îòðåçîê äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè:

X = [a , b] ⊂ R1.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé L0([a , b]) ñîäåðæèò âñå íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè:

C([a , b]) ⊂ L0([a , b]),

òî σ-àëãåáðà âñåõ èçìåðèìûõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.9 ìíîæåñòâ ñî-
äåðæèò σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îòðåçêà [a , b], ò. å. íàèìåíü-
øóþ σ-àëãåáðó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà îòðåçêà
[a , b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a < α < β < b. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîæåñòâ [a , α) , (α , β) , (β , b] èíòåãðè-
ðóåìû.

Ïîëîæèì

φn,1(x) = min(1 , n(α− x)+),

φn,2(x) = min(1 , n(β − x)+ , n(x− α)+),

φn,3(x) = min(1 , n(x− β)+).

Òîãäà

∀x : φn,1(x)→ I([a , α) | x) , n→∞, |φn,1(x) ≤ 1,

∀x : φn,2(x)→ I((α , β) | x) , n→∞, |φn,2(x) ≤ 1,

∀x : φn,3(x)→ I((β , b] | x) , n→∞, |φn,3(x) ≤ 1

è èíòåãðèðóåìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíî-
æåñòâ âûòåêàåò èç òåîðåìû Ëåáåãà (ñì. 34). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, µ(dx)
-ïîðîæäåííàÿ èíòåãðàëîì ìåðà 1.116,

F (t) :=

∫
a≤x≤b

(I([a , t] | x)µ(dx). (1.120)

Òîãäà:
1. Ôóíêöèÿ F (t) ìîíîòîííî íå óáûâàåò è íåïðåðûâíà ñïðàâà íà îò-

ðåçêå [a , b]:
∀t ∈ [a , b] : F (t+ 0) = F (t).

2. Åñëè ôóíêöèÿ g(t) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a , b], òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (1.122).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè F (t) î÷åâèäíà. Äîêàæåì åå
íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà. Ïóñòü εn → +0 , n→∞. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[a , t] =
⋂
n

[a , t+ εn].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀(x ∈ [a , b]) : I([a , t+ εn] | x)↘ I([a , t] | x) , n→∞,

ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Áåïïî Ëåâè

F (t+ εn) =

∫
a≤x≤b

(I([a , t+ εn] | x)µ(dx)→
∫

a≤x≤b

(I([a , t] | x)µ(dx) = F (t).

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Ôóíêöèÿ F (t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîðîæäåííîé ìå-

ðîé µ(dx). Â äàëüíåøåì ïî óìîë÷àíèþ ìû áóäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ íîðìèðîâàòü óñëîâèåì

F (a) = 0

(èíà÷å ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòðåçîê [a′ , b] , a′ < a).
Ïóñòü

a = x0 < x1 < . . . < xn = b

ðàçáèåíèå îòðåçêà [a , b]. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a , b]. Ïîëîæèì

∀(x ∈ (xj , x(j+1)] , 0 ≤ j ≤ (n− 1)) : gn(x) = g(ξj) , ξj ∈ (xj , x(j+1)],

δn = max{|xj+1 − xj| | 1 ≤ j ≤ (n− 1)}.

Ôóíêöèÿ gn(x) çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ {xj} è âûáîðà òî÷åê ξj, íî

∀(x ∈ [a , b]) : gn(x)→ g(x) , n→∞ , δn → 0, (1.121)

è
|gn(x)| ≤ sup{|g(x)| | x ∈ [a , b]}.

Äàëåå ìû çàìå÷àåì, ÷òî
1. ôóíêöèÿ gn(x) ïîñòîÿííà íà ïîëóèíòåðâàëàõ (xj , xj+1],
2. õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëóèíòåðâàëà (xj , xj+1] åñòü ðàç-

íîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé îòðåçêîâ [a , xj+1] è [a , xj].
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Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà∫
a≤x≤b

g(x)µ(dx) = lim
δn→0

∫
a≤x≤b

gn(x)µ(dx) =

lim
δn→0

( ∑
0≤j≤n−1

g(ξj)(F (x(j+1))− F (xj))

)
. (1.122)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñóììà, êîòîðàÿ ñòîèò â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.122), íàçûâàåòñÿ

èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà-Ñòèëüòüåñà îò ôóíêöèè g(x) ïî ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), à èíòåãðàë, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë òàêèõ
ñóìì, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà-Ñòèëüòüåñà è îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

lim
δn→0

( ∑
0≤j≤n−1

g(ξj)(F (x(j+1))− F (xj))

)
=

∫ b

a

g(x)dxF (x). (1.123)

Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü îòðåçîê [a , b], ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ñîäåðæèò âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è
â èíòåãðàëå Äàíèýëÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà , òî èíòåãðàë
Äàíèýëÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà-
Ñòèëüòüåñà.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî
äëÿ áîëåå øåðîêîãî êëàññà ôóíêöèé: ôóíêöèé g(x), êîòîðûå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ íà ïîëóèíòåðâà-
ëàõ (xj , xj+1] ôóíêöèé.

Ïóñòü F (x) - íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåç-
êå [a , b] , F (a) = 0. Íà ìíîæåñòâå âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C([a , b])
îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë ôîðìóëîé

∀(g ∈ C([a , b])) : I0(g) = lim
δn→0

( ∑
0≤j≤n

g(ξj)(F (x(j+1))− F (xj))

)
. (1.124)

Ïóñòü I(g) èíòåãðàë Äàíèýëÿ, ïîñòðîåííûé ïî îïðåäåëÿåìîìó ôîðìóëîé
(1.124) ýëåìåíòàðíîìó èíòåãðàëó I0(g).

Îïðåäåëåíèå 1.2.10. Èíòåãðàë I(g) ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëîì
Ëåáåãà-Ñòèëüòüåñà.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòèëüòüåñà ñèìâîëîì∫ b

a

g(x)dxF (x) := I(g),
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õîòÿ åãî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ âû÷èñëèòü êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ
ñóìì.

Îáîçíà÷èì σ-àëãåáðó èçìåðèìûõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.9 ìíî-
æåñòâ ñèìâîëì AI .

Ëåììà 1.2.3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà:

f(x) ∈ L(X),

òî îíà èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû AI .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü f(x) ∈ L(X). Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ I({x | f(x) < a} | x) èíòåãðèðóåìà. Ýòî ñëåäóåò
èç òåîðåìû Áåïïî Ëåâè è ðàâåíñòâà

I({x | f(x) < a} | x) = lim
n→∞

min(1 , n(a− f(x))+).

Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íå èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.2.8. Ïðèìåð: ôóíêöèÿ f(x) = x−2 íà ïîëóèíòåðâàëå (0 , 1] ñ îáû÷íîé
ìåðîé Ëåáåãà. Îäíàêî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1.2.4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ(dx)
è ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ(dx) îãðàíè÷åíà, òî îíà èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 1.2.8 ïî ìåðå µ(dx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ï.â. |f(x)| ≤ 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (1.115) ñóììà òàêîâà:

Sn =
∑
|m|≤2n

m2−nµ({x | m2−n ≤ f(x) < (m+ 1)2−n}). (1.125)

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

m2−nµ({x | m2−n ≤ f(x) < (m+ 1)2−n}) =

2m2−(n+1)µ({x | 2m2−(n+1) ≤ f(x) < (2m+ 1)2−(n+1)})
+ 2m2−(n+1)µ({x | (2m+ 1)2−(n+1) ≤ f(x) < (2m+ 2)2−(n+1)})

Âû÷èòàÿ ïîñëå ýòîãî èç ñóììû Sn ñóììó Sn+1, ìû ëåãêî ïîëó÷àåì îöåíêó

|Sn − Sn+1| ≤ const.2−n,
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èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ôóíäàìåíòàëüíà è ïîýòî-
ìó èìååò ïðåäåë. Ëåììà äîêàçàíà.

Ýòó ëåììó ìîæíî óòî÷íèòü. Ïîëîæèì

A(m, n) = {x | m2−n ≤ f(x) < (m+ 1)2−n}.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Fn(x) :=
∑
|m|≤2n

m2−nI(A(m, n) | x).

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1.2.5. Åñëè èíòåãðàë (îïðåäåëåííûé ïî Äàíèýëþ) è ìåðà µ ñâÿ-
çàíû ðàâåíñòâîì (1.116), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∫
|Fn(x)− f(x)|µ(dx) = 0. (1.126)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíà îöåíêà∫
|Fn(x)− f(x)|µ(dx) =∑

|m|≤2n

∫
I(A(m, n) | x)|Fn(x)− f(x)|µ(dx) ≤ 2−n+1,

êîòîðàÿ è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.
Âû÷èñëèì èíòåãðàë â ñìûñëå Äàíèýëÿ îò ôóíêöèè Fn(x). Ïîëó÷èì:∫

Fn(x)µ(dx) =
∑
|m|≤2n

m2−nµ({x | m2−n ≤ f(x) < (m+ 1)2−n}),

Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåé ëåììû âûòåêàåò

Òåîðåìà 1.2.4. Èíòåãàë Ëåáåãà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.8 ñîâïàäàåò
ñ èíòåãðàëîì Äàíèýëÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.8.

Ìû äîêàçàëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, äëÿ îñòàëü-
íûõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ëåáåãà.

Âûÿñíèì ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè ìåðû íîëü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.1.1 è òåìè èçìåðèìûìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.9 ìíîæåñòâàìè, äëÿ
êîòîðûõ îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.116) ìåðà ðàâíà íóëþ.

Ìû óæå îáñóæäàëè ýòîò âîïðîñ â ñëåäñòâèè 1.1.4 è óòâåðæäåíèè 1.1.6.
Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì åùå ðàç.
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Ëåììà 1.2.6. Ìíîæåñòâî Z ⊂ X åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî Z
èçìåðèìî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.9 è ìåðà ìíîæåñòâà Z ðàâíà íóëþ:
µ(Z) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Z åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ 1.1.1, òî ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ìíîæåñòâà Z ïî÷òè âñþäó ðàâíà íóëþ:

ï.â. I(Z | x) = 0, (1.127)

ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 1.1.7 õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Z
èíòåãðèðóåìà:

I(Z | x) ∈ L+(X),

è
µ(Z) = I(I(Z | ·)) = 0.

Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Z èíòåãðèðóåìà è

I(I(Z | ·)) = 0,

òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1.4 ìíîæåñòâî Z åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.1. Ëåììà äîêàçàíà. Î÷åâèäíî

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Åñëè ìåðà ìíîæåñòâà è èíòåãðàë ñâÿçàíû ðàâåí-
ñòâîì

µ(A) =

∫
I(A | x)µ(dx), (1.128)

òî îïðåäåëåíèÿ 1.1.2 1.1.3 ýêâèâàëåíòíû îïðåäåëåíèÿì

Îïðåäåëåíèå 1.2.11. 1. Ñâîéñòâî P (x) ñïðàâåäëèâî ïî÷òè âñþäó, åñëè
ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ X, ãäå ñâîéñòâî P (x) íå ñïðàâåäëèâî, åñòü ìíîæå-
ñòâî, ìåðà êîòîðîãî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (1.128), ðàâíà íóëþ.

Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà: ïóñòü P (x) -ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå
X, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ:

P : X 3 x 7→ P (x) ∈ {truth , false}

Òîãäà

Îïðåäåëåíèå 1.2.12. P (x) = truth ïî÷òè âñþäó, åñëè µ({x | P (x) =
false}) = 0.
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Èìåííî â ýòîì ñìûñëå ìû ìîæåì òåïåðü ïîíèìàòü òåðìèí ïî÷òè âñþ-
äó âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ.

Êîãäà íóæíî ïîÿñíèòü, îòíîñèòåëüíî êàêîé ìåðû ìû ðàññìàòðèâàåì
ñâîéñòâî ïî÷òè âñþäó, ìû áóäåì ïèñàòü ï.â. mod(µ).

Èç äîêàçàííîé íàìè ëåììû âûòåêàåò è óòâåðæäåíèå 1.1.7.
Èç ëåììû 1.2.6 è óòâåðæäåíèÿ 1.1.3 ñëåäóåò, ÷òî ìåðà (1.116) íà σ-

àëãåáðå AI ïîëíà â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè Z ⊂ A ∈ AI è µ(A) = 0, òî
Z ∈ AI è µ(Z) = 0.

Îïðåäåëåíèå (1.116) íå èñ÷åðïûâàåò âñå èíòåðåñíûå è âàæíûå äëÿ
ïðèëîæåíèé ñëó÷àè çàäàíèÿ ìåðû íà ìíîæåñòâå X: ñóùåñòâóþò ìåðû,
îïðåäåëåíèå êîòîðûõ åñòåñòâåííî çàäàâàòü èíà÷å.

Ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàòü íà íåêîòîðîé σ-àëãåáðå
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ïîëíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó. Äàëåå îïðåäå-
ëèòü èíòåãðàë ïî 1.2.8. Ýòîò èíòåãðàë ïðèíÿòü çà ýëåìåíòàðíûé èíòå-
ãðàë, à ïîòîì ïî ïîñòðîåííîìó èíòåãðàëó çàäàòü íîâóþ ìåðó. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ìû ïîëó÷èì èñõîäíóþ ìåðó. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîå-
íèè èíòåãðàëà â êîíå÷íîì ñ÷åòå áåçðàçëè÷íî ñ ÷åãî íà÷èíàòü: ñ çàäàíèÿ
ìåðû èëè ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà.

1.2.3 Èçìåðèìûå ôóíêöèè.

Ïóñòü AI åñòü σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.9 ìíî-
æåñòâ, à ìåðà µ íà σ-àëãåáðåAI è èíòåãðàë ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (1.128).
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ (ñì. îïðåäåëåíèå 1.2.6) îòíîñèòåëüíî
σ-àëãåáðû AI ôóíêöèé ñèìâîëîì L(X). Òàêèì îáðàçîì,

(f ∈ L(X)) ⇐⇒ (∀(a ∈ R1) : {x | f(x) < a} ∈ AI). (1.129)

Ìíîæåñòâî L(X) çàâèñèò îò σ-àëãåáðû AI . Íàïðèìåð, åñëè σ-àëãåáðà
ñîñòîèò èç äâóõ ìíîæåñòâ: ∅ è X, òî â ïðîñòðàíñòâî L(X) âõîäÿò òîëüêî
ïîñòîÿííûå íà X ôóíêöèè. Â ïðèìåðå 1.1.6 ïðîñòðàíñòâî L(X) ñîñòîèò
èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëóèíòåðâàëîâ
Aj = [αj , αj+1).

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R1 çàäàíà σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, â
ïðîñòðàíñòâåX çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ σ-àëãåáðà è L(X) -ìíîæåñòâî îòîá-
ðàæåíèé

f : X 7→ R1,

-èçìåðèìûõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.6.

Ëåììà 1.2.7. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Ìíîæåñòâî L(X) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî: åñëè f(x) , g(x) ∈

L(X), òî αf(x) + βg(x) ∈ L(X).
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2. Åñëè f(x) ∈ L(X), òî |f(x)| ∈ L(X).
3. Åñëè f(x) ∈ L(X) , g(x) ∈ L(X), òî f(x)g(x) ∈ L(X).
4. Åñëè ìåðà µ ïîëíà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé

{fn(x)} ïî÷òè âñþäó èìååò ïðåäåë:

∃ f(x) : ï.â. mod(µ) lim
n→∞

fn(x) = f(x), (1.130)

òî îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1.130) ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà: f(x) ∈
L(X).

5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé {fn(x)}
ìíîæåñòâî A òåõ òî÷åê x, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ôóíäàìåí-
òàëüíà (ò.å. èìååò ïðåäåë ), ïðèíàäëåæèò σ-àëãåáðå AI .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷-
íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(x) , g(x) ìíîæåñòâî

{x | f(x) + g(x) < a} =⋃
−∞<m<∞ , n≥1

({x | f(x) ≤ m/n}
⋂
{x | g(x) < a−m/n})

èçìåðèìî.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

{x | |f(x)| < a} = {x | f(x) < a}
⋂
{x | f(x) > −a}

Çàìåòèì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò èçìåðèìîñòü ôóíêöèè f 2(x), åñëè ôóíêöèÿ
f(x) èçìåðèìà.

Òàê êàê

f(x)g(x) =
1

2
((f(x) + g(x))2 − f 2(x)− g2(x)),

òî èç óòâåðæäåíèé 1 è 2 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 3.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ÷åòâåðòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü Z ìíî-

æåñòâî òåõ òî÷åê x, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) íå èìååò ïðåäåëà. Íà
ìíîæåñòâå C(Z) = X \ Z ðàññìîòðèì σ-àëãåáðó

A′ = {A′ | A′ = A
⋂

C(Z) , A ∈ A}

è ñóæåíèå ìåðû µ íà ýòó σ-àëãåáðó. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó ìåðà
ïîëíà. Íà ìíîæåñòâå C(Z) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

{x | lim
n→∞

fn(x) ≤ a} =
⋂
q≥1

⋂
m>1

⋃
n>m

{x | fn(x) ≤ a+ 1/q}. (1.131)
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Ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.131) ìíîæåñòâî èçìåðèìî îòíîñè-
òåëüíî σ-àëãåáðû A′. Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ìåðû µ ñëåäóåò èçìåðè-
ìîñòü ìíîæåñòâà {x | limn→∞ fn(x) ≤ a} îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû A.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ íàøåé ëåììû äîñòàòî÷-
íî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî (áûòü ìîæåò, ïóñòîå) òåõ òî÷åê x, ãäå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ôóíäàìåíòàëüíà, åñòü ìíîæåñòâî

A =
⋂
k≥1

⋃
n≥1

⋂
p≥n
q>0

{x | |fp(x)− fp+q(x)| ≤ 1/k}.

1.2.4 Ñõîäèìîñòü ïî ìåðå.

Ïóñòü íàì çàäàíà σ-àëãåáðà ìíîæåñòâ A è ìåðà µ íà ýòîé σ-àëãåáðå.

Îïðåäåëåíèå 1.2.13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî σ-
àëãåáðû A ôóíêöèé {fn(x)} ôóíäàìåíòàëüíà ïî ìåðå µ, åñëè äëÿ ëþáûõ
a > 0 , ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n(a , ε), ÷òî ïðè n ≥ n(a , ε) äëÿ
âñåõ p ≥ 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ({x | |fn(x)− fn+p(x)| > a}) < ε. (1.132)

Îïðåäåëåíèå 1.2.14. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî σ-
àëãåáðû A ôóíêöèé {fn(x)} ñõîäèòñÿ ïî ìåðå µ ê èçìåðèìîé ôóíêöèè
f(x), åñëè äëÿ ëþáûõ a > 0 , ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n(a , ε), ÷òî
ïðè n ≥ n(a , ε) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ({x | |fn(x)− f(x)| > a}) < ε. (1.133)

Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî σ-àëãåáðà è ìåðà íà íåé ôèêñèðîâàíû.
Èç íåðàâåíñòâà

|fn(x)− fn+p(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fn+p(x)|

ñëåäóåò, ÷òî

µ({x | |fn(x)− fn+p(x)| > 2a}) ≤ (1.134)

µ({x | |fn(x)− f(x)| > a}) + µ({x | |f(x)− fn+p(x)| > a}), (1.135)

ïîýòîìó èç ñõîäèìîñòè ïî ìåðå ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïî ìåðå. Íè-
æå ìû äîêàæåì, ÷òî èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïî ìåðå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
ïî ìåðå. Îäíàêî ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå.
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Ëåììà 1.2.8. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé {fn(x)}
ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê ôóíêöèè f(x), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) ïî ìåðå.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Aa =
⋂
m

⋃
n≥m

{x | |fn(x)− f(x)| > a}. (1.136)

Åñëè x ∈ Aa, òî â ýòîé òî÷êå x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) íå ñõîäèòñÿ ê
f(x), ïîýòîìó µ(Aa) = 0 è

µ(
⋃
n≥m

{x | |fn(x)− f(x)| > a})→ 0 , m→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ({x | |fn(x)− f(x)| > a}) ≤ µ(
⋃
n≥m

{x | |fn(x)− f(x)| > a})→ 0 , m→∞.

Ëåììà 1.2.9. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ôóíäàìåíòàëüíà ïî
ìåðå, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ 1.132 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > 0 ñó-
ùåñòâóåò òàêîé íîìåð n(k), ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà

Ak : (x ∈ Ak) ⇐⇒ (sup{|fn(k)(x)− fm(x)| | m > n(k)} ≥ 2−k).

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

µ(Ak) < 2−k.

Ïóñòü
A =

⋂
j≥1

⋃
k≥j

Ak . (1.137)

Î÷åâèäíî, ÷òî

∀j : µ(A) ≤ µ(
⋃
k≥j

Ak) ≤
∑
k≥j

µ(Ak) < 21−j → 0 , j →∞,

ïîýòîìó

µ(A) = 0
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è

µ(C(A)) = 1.

Íî

C(A) =
⋃
j≥1

⋂
k≥j

C(Ak).

Åñëè x ∈ C(A), òî ñóùåñòâóåò òàêîå j ≥ 1, ÷òî x ∈
⋂
k≥j

C(Ak), ïîýòîìó

∀(k ≥ j , p > 0) : |fn(k)(x)− fn(k+p)(x)|
< sup{|fn(k)(x)− fm(x)| | m ≥ n(k)} < 2−k,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(k)(x) ôóíäàìåíòàëüíà. Ëåììà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà äâóõ ïîñëåäíèõ ëåìì
îäíîòèïíû è îñíîâàíû íà ðàññìîòðåíèè ìíîæåñòâ (1.137) è (1.136). Â
âåðîÿòíîñòíîé èíòåðïðåòàöèè ýòè ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿþò íåêîòîðûå
ñîáûòèÿ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ òàêèå ñîáûòèÿ äîëæíû áûòü èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî σ-
àëãåáðû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ìíîæåñòâ: ∅ , X, è ïîýòîìó èõ âåðîÿòíîñòü
ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî íóëþ èëè åäèíèöå (ýòî îäíà èç ôîðìóëèðîâîê
çàêîíà íóëÿ èëè åäèíèöû â òåîðèè âåðîÿòíîñòè).

Èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåìì ñëåäóåò

Ëåììà 1.2.10. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé ôóíäà-
ìåíòàëüíà ïî ìåðå, òî îíà ñõîäèòñÿ ïî ìåðå ê èçìåðèìîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {fn(x)} -ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïî ìåðå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü è {fn(j)} -åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî÷òè
âñþäó ê ôóíêöèè f(x). Ñîãëàñíî ëåììå 1.2.7 ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà.
Ïðè ëþáîì a > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

µ({x | |f(x)− fm(x)| > 2a}) <
µ({x | |f(x)− fn(j)(x)| > a}) + µ({x | |fn(j)(x)− fm(x)| > a}),

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæåò áûòü ñäåëà-
íî ñêîëü óãîäíî ìàëûì ïðè j →∞, òàê êàê èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå. Âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü
óãîäíî ìàëûì ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî áîëüøîãîm â ñèëó ôóíäàìåíòàëü-
íîñòè ïî ìåðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 1.2.11. Ïðè a > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

µ({x | |f(x)| > a}) ≤ 1

a

∫
|f(x)|µ(dx). (1.138)

Íåðàâåíñòâî (1.138) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî íåðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî∫

(|f(x)|/a)µ(dx) ≥
∫

(|f(x)|/a) I({x | |f(x)| > a} | x)µ(dx) ≥∫
I({x | |f(x)| > a} | x)µ(dx) = µ({x | |f(x)| > a}).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàí-
ñòâà L(X) ê ôóíêöèè f(x), åñëè∫

|fn(x)− f(x)|µ(dx)→ 0 , n→∞.

Èç íåðàâåíñòâà (1.138) ñëåäóåò, ÷òî

∀a > 0 : µ({x | |fn(x)− f(x)| > a}) ≤ 1

a

∫
|fn(x)− f(x)|µ(dx),

ïîýòîìó èç ñõîäèìîñòè â L(X) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå.
Ñîáèðàÿ äîêàçàííûå ëåììû, ìû ïîëó÷èì

Òåîðåìà 1.2.5. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé {fn(x)} ñõîäèòñÿ

ïî÷òè âñþäó, òî îíà ñõîäèòñÿ ïî ìåðå.
2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ â ìåò-

ðèêå ïðîñòðàíñòâà L(X), òî îíà ñõîäèòñÿ ïî ìåðå.
3. Äëÿ ñõîäèìîñòè ïî ìåðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} áûëà ôóíäàìåíòàëü-
íî ïî ìåðå.

4. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïî ìåðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñîäåðæèò
ñõîäÿùóþñÿ ïî÷òè âñþäó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåì îäíó ïîëåçíóþ ôîðìóëó. Ïóñòü φ(t) -íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíåðâàëå [0 , ∞) íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, f(x) -
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

φ(|f(x)|)µ(dx) =

∫ ∞
0

µ({x | |f(x)| > t})dφ(t)

dt
dt. (1.139)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ìå-
ðå µ(dx) î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

φ(|f(x)|) =

∫ ∞
0

I({x | |f(x)| > t} | t) dφ(t)

dt
dt.
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1.2.5 Ôóíêöèÿ Êàíòîðà.

Ïðèâåäåì âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé êëàññè÷åñêèé
ïðèìåð: ôóíêöèþ Êàíòîðà. Ýòà ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ íà îòðåçêå [0 , 1]. Ïî-
ñòðîåíèå áóäåì âåñòè èíäóêòèâíî. Íà íóëåâîì øàãå èíäóêöèè ìû îïðå-
äåëèì ôóíêöèþ Êàíòîðà Ct(t) íà èíòåðâàëàõ t < 0 , t > 1:

Ct(t) : Ct(t) = 0 , t < 0 ; Ct(t) = 1 , t > 1.

Äàëåå îòìåòèì íà îòðåçêå [0 , 1] èíòåðâàë (1/3 , 2/3) è íà ýòîì èíòåðâàëå
ïîëîæèì

Ct(t) = (0 + 1)/2 = 1/2 , 1/3 < t < 2/3.

Ó íàñ îñòàëèñü äâà îòðåçêà: [0 , 1/3] , [2/3 , 1]. Íà êàæäîì îòðåçêå ìû
îòìåòèì ñðåäíþþ òðåòü: èíòåðâàëû (1/9 , 2/9) , (7/9 , 8/9) è íà îòìå÷åí-
íûõ èíòåðâàëàõ ïîëîæèì

Ct(t) = (0 + 1/2)/2 = 1/4 , 1/9 < t < 2/9,

Ct(t) = (1/2 + 1)/2 = 3/4 , 7/9 < t < 8/9.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñäåëàëè n øàãîâ ïîñòðîåíèÿ. Íà øàãå n + 1 ìû
ïîñòóïàåì òàê. Äâèãàÿñü îò òî÷êè 0 âïðàâî ìû íà êàæäîì âñòðåòèâøåì-
ñÿ îòðåçêå áóäåì îòìå÷àòü ëåæàùèé ïîñåðåäèíå îòðåçêà èíòåðâàë, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà îäíîé òðåòè äëèííû îòåçêà, è íà îòìå÷åííîì èíòåðâàëå
îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ct(t) êàê ïîëóñóììó òåõ çíà÷åíèé, êîòîðûå îíà èìå-
åò íà áëèæàéøèõ ñëåâà è ñïðàâà îòìå÷åííûõ ðàíåå èíòåðâàëàõ. Òàê ìû
áóäåì äåëàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéäåì äî òî÷êè 1. Çàòåì ìû âåðíåìñÿ
ê òî÷êå 0 è ïîâòîðèì ïîñòðîåíèå. Îáúåäèíåíèå îòìå÷åííûõ â ðåçóëüòàòå
òàêîãî ïðîöåññà èíòåðâàëîâ íàçûâàåòñÿ îòðûòûì ìíîæåñòâîì Êàíòîðà

G = (1/3 , 2/3)
⋃

(1/9 , 2/9)
⋃

(7/9 , 8/9) . . .

Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà G

P = [0 , 1] \G

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì Êàíòîðà (èëè åùå ñîâåðøåííûì ìíî-
æåñòâîì Êàíòîðà). Òàê êàê íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ ñóììàðíàÿ äëè-
íà íåîòìå÷åííûõ îòðåçêîâ óìåíüøàåòñÿ â 2/3 ðàçà, ìåðà Ëåáåãà çàìêíó-
òîãî ìíîæåñòâà Êàíòîðà ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó ìåðà Ëåáåãà îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà Êàíòîðà ðàâíà åäèíèöå. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ Êàíòîðà
ïîñòîÿííà íà êàæäîé ñâÿçàííîé êîìïîíåíòå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Êàí-
òîðà G è ìîíîòîííî íå óáûâàåò íà G:

Ct(t1) ≤ Ct(t2) , t1 ≤ t2 , t1 , t2 ∈ G,
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ïðè÷åì âñå ÷èñëà âèäà m2n , 0 < m < 2n , n ∈ Z+ ïðèíàäëåæàò ìíîæå-
ñòâó çíà÷åíèé ôóíêöèè Êàíòîðà Ct(t) íà ìíîæåñòâå G.

Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ Êàíòîðà íà âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [0 , 1] ðàâåí-
ñòâàìè

Ct(0) = 0 , Ct(t) = sup
τ≤t

Ct(τ) , τ ∈ G, 0 < t ≤ 1. (1.140)

ßñíî, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ Ct(t) ìîíîòîííî íå óáûâàåò íà îò-
ðåçêå [0 , 1] è Ct(1) = 1. Äîêàæåì, ÷òî Ct(t) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0 , 1].
Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè Ct(t) â êàæäîé òî÷êå t0 ∈ [0 , 1] äîëæíû
ñóùåñòâîâàòü ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ct(t0 + 0) >
Ct(t0 − 0). Òîãäà èíòåðâàë (Ct(t0 − 0) , Ct(t0 + 0)) íå ìîæåò ñîäåðæàòü
çíà÷åíèé ôóíêöèè Ct(t) â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè Ct(t) , à ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âñå ÷èñëà âèäà m2−n , 0 < m < 2n , n ∈ Z+ ïðèíàä-
ëåæàò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ôóíêöèè Ct(t).

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ Êàíòîðà Ct(t) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè: îíà íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0 , 1] è ìîíîòîííî íå óáûâàåò íà ýòîì
îòðåçêå, ïðè÷åì Ct(0) = 0 , Ct(1) = 1. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ Êàíòîðà
Ct(t) ïîñòîÿííà íà êàæäîì îòêðûòîì èíòåðâàëå, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ
ñîñòàâëÿåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî G. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Êàíòî-
ðà äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G è åå ïðî-
èçâîäíàÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà G. Òàê êàê äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà
G èìååò ìåðó íîëü, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ Êàíòîðà äèôôåðåíöèðó-
åìà ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [0 , 1] è åå ïðîèçâîäíàÿ ïî÷òè âñþäó ðàâíà
íóëþ. Ýòî ìîæåò ïðîòèâîðå÷èòü íàèâíûì ïðåäïîëîæåíèÿì î òîì, ÷òî
ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå ìåðû íîëü íè÷åãî ïðîèçîéòè íå
ìîæåò. Â äàííîì ñëó÷àå íà ìíîæåñòâå ìåðû íîëü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
âîçðàñòàåò îò íóëÿ äî åäèíèöû.

Â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ ìû ôàêòè÷åñêè íèãäå íå èñïîëüçîâàëè òî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îòìå÷àåòñÿ èìåííî òðåòü îòðåçêà. Ê òåì æå âûâîäàì
ìîæíî áûëî áû ïðèéòè, åñëè áû íà êàæäîì øàãå îòìå÷àòü, íàïðèìåð,
îòêðûòûé èíòåðâàë äëèíû 4/5 èëè 1/5 îòìå÷àåìîãî îòðåçêà. Êëàññè÷å-
ñêàÿ êîíñòðóêöèÿ óäîáíà òåì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ïðîñòî äîêàçàòü, ÷òî
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî P èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Äåéñòâèòåëüíî, èç
ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâó P ïðèíàäëåæàò òå è òîëüêî òå ÷èñëà
q, êîòîðûå èìåþò âèä

q =
∑

1≤n<∞

3−na(n) , ãäå a(n) = 0 , 2

-ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëåé è äâîåê. Íî âñå òàêèå ÷èñëà
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íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëàìè âèäà

r =
∑

1≤n<∞

2−n−1a(n) , ãäå a(n) = 0 , 1,

à ýòî è åñòü âñå ÷èñëà èç ïîëóèíòåðâàëà (0 , 1].
Òàêèì îáðàçîì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Êàíòîðà (èëè, êàê åãî åùå íàçû-

âàþò, ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî Êàíòîðà) åñòü ïðèìåð ìíîæåñòâà, êîòîðîå
èìååò ìåðó íîëü è ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíûé ïðèìåð ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè
ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî

A = [0 , 1] \
⋃

1≤n<∞

(xn − 4−nε , xn + 4−nε),

ãäå {xn} -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê îòðåçêà [0 , 1].
Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî è èìååò ìåðó, áîëüøå ÷åì 1− ε, íî íå ñîäåðæèò
íè îäíîãî îòêðûòîãî èíòåðâàëà.

1.2.6 Òåîðåìà Ôóáèíè.

Ïóñòü K1 , K2 -êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, K = K1 ×K2

-äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ K1 , K2. Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà K =
K1×K2 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè (x , y) ≡ x×y , x ∈ K1 , y ∈ K2.
Ïóñòü C(K) -ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå K.
Âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà êîìïàêòå K ôóíêöèé C(K)
â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è ïóñòü

I0 : C(K) 7→ R1

-ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë íà L0(K) = C(K). Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàð-
íûé èíòåãðàë íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀(f ∈ C(K)) : |I0(f)| ≤ I0(1) sup{|f(x , y)| | (x , y) ∈ K}. (1.141)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë I0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

∀(f(x , y) = φ(x)ψ(y)) : I0(f) = I0,1(φ)I0,2(ψ), (1.142)

ãäå I0,1 , I0,2 -ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà C(K1) , C(K2) ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü K1 = K2 = [0 , 1]. Òîãäà ôóíêöèîíàëû

I0 : f(x , y) 7→
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x , y) dxdy

I0 : f(x , y) 7→ f(x0 , y0)
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óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.142), à ôóíêöèîíàë

I0 : f(x , y) 7→
∫ 1

0

f(x , x) dx

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.142).
Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë I0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì 1.1.5-1.1.7 íà ïðîñòðàíñòâå C(K) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëû I0,1 , I0,2 â
(1.142) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1.1.5-1.1.7 íà ïðîñòðàíñòâàõ C(K1) , C(K2)
è ïîýòîìó ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýëåìåíòàðíûå èíòåãðàëû íà ýòèõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Ýëåìåíòàðíûå èíòåãðàëû I0 , I0,1 , I0,2 ïî ñõåìå Äàíèýëÿ ïîðîæäàþò
ïðîñòðàíñòâà L(K) , L(K1) , L(K2) ñîîòâåòñòâåííî è ýòèì èíòåãðàëàì
ñîîòâåòñòâóþò ìåðû

µ(dxdy) , µ(dx, ·) , µ(·, dy).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè ìåðû ïîðîæäåííû ýëåìåíòàðíûìè èíòåãðà-
ëàìè I0 , I0,1 , I0,2.

Îïðåäåëåíèå 1.2.15. Ìåðà µ(dxdy) íà êîìïàêòå K = K1 ×K2 íàçûâà-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìåð µ(dx , ·) è µ(· , dy):

µ(dxdy) = µ(dx , ·)× µ(· , dy),

åñëè ïîðîæäàþùèå èõ ýëåìåíòàðíûå èíòåãðàëû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
(1.142).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ôóáèíè.

Òåîðåìà 1.2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ñäåëàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ
è f(x , y) ∈ L(K). Òîãäà

1. Ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ(· , dy) ôóíêöèÿ

K1 3 x 7→ f(x , y)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(K1).
2. Ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ(dx , ·) ôóíêöèÿ

K2 3 y 7→ f(x , y)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(K2).
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3. Ôóíêöèè

K1 3 x 7→
∫
f(x , y)µ(· , dy),

K2 3 y 7→
∫
f(x , y)µ(dx , ·)

ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâàì L(K1) , L(K2) ñîîòâåòñòâåííî.
4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

f(x , y)µ(dxdy) =

∫ (∫
f(x , y)µ(· , dy)

)
µ(dx , ·), (1.143)

ãäå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîìïàêòó K, à
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âíóòðåííèé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî êîìïàêòó
K2, à âíåøíèé ïî êîìïàêòó K1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ f(x , y) ∈
L+(K). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî C(K) êàê
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

‖f‖ = sup{|f(x , y)| | (x , y) ∈ K}.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå àëãåáðà ôóíêöèé âèäà

f(x , y) =
∑

1≤j≤n

φj(x)ψj(y) (1.144)

ïëîòíà ïî íîðìå è åå çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ C(K). Íà êàæäîé ôóíê-
öèè âèäà (1.144) ôîðìóëà (1.143) âåðíà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (1.142).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëîâ I0 , I0,1 , I0,2 ôîð-
ìóëà (1.143) âåðíà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ∈ C(K). Ïóñòü
òåïåðü f ∈ L+(K) è fn ∈ C(K) òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî fn(x , y)↗
f(x , y) , n→∞. Òîãäà

∀n :

∫
fn(x , y)µ(dxdy) =

∫ (∫
fn(x , y)µ(· , dy

)
µ(dx , ·). (1.145)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

φn(x) =

∫
fn(x , y)µ(· , dy)

ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îíà ìîíîòîííî íå óáûâàåò è èíòåãðà-
ëû îò íåå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû
Áåïïî Ëåâè ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ(dx , ·) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

φ(x) = lim
n→∞

∫
fn(x , y)µ(· , dy), (1.146)
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ïðè÷åì∫
φ(x)µ(dx , ·) = lim

n→∞

∫
fn(x , y)µ(dxdy) =

∫
f(x , y)µ(dxdy). (1.147)

Ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ x ∈ K1, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðåäåë â (1.146),
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëîâ∫

fn(x , y)µ(· , dy),

îãðàíè÷åíà â ñîâîêóïíîñòè, ïîýòîìó ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ x â ñèëó òåîðå-
ìû Áåïïî Ëåâè ôóíêöèÿ

y → lim
n→∞

fn(x , y) = f(x , y) ∈ L+(K2),

è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∫
fn(x , y)µ(· , dy) =

∫
f(x , y)µ(· , dy).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.2.7 Ðàçëîæåíèå Ëåáåãà è òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà.

Ïóñòü íà σ-àëãåáðå A çàäàíû äâå ìåðû m1 è m2.

Îïðåäåëåíèå 1.2.16. Ìåðà m1 íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé îòíîñèòåëüíî
ìåðû m2, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî B ∈ A, ÷òî

m2(B) = m1(C(B)) = 0. (1.148)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (1.148) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

m2(B) = 0 è ∀(A ∈ A) : m1(A) = m1(A
⋂

B), (1.149)

è åñëè ìåðà m1 ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû m2, òî ìåðà m2 ñèíãóëÿð-
íà îòíîñèòåëüíî ìåðû m1.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü Ct(t) , t ∈ [0 , 1] -ôóíêöèÿ Êàíòîðà. Ýòà
ôóíêöèÿ ìîíîòîííî íå óáûâàåò è íåïðåðûâíà, è ïîýòîìó (ñì. ïðèìåð
1.1.8) íà σ-àëãåáðå A áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0 , 1] îíà ïîðîæ-
äàåò ìåðó mCt, êîòîðàÿ íà êàæäîì îòêðûòîì èíòåðâàëå (α , β) ⊂ [0 , 1]
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

mCt(α , β) = Ct(β)− Ct(α).
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Íà ýòîé æå àëãåáðå A áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îòðåçêà [0 , 1] ðàññìîòðèì
ìåðó Ëåáåãà

ml(α , β) = β − α.
ßñíî, ÷òî

∀(A ∈ A) : mCt(A) = mCt(A
⋂

P ),

è òàê êàê ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà P ðàâíà íóëþ, òî ìåðû mCt è ìåðà
Ëåáåãà ñèíãóëÿðíû.

Ïóñòü íà íåêîòîðîé σ-àëãåáðå A çàäàíû äâå ìåðû λ è µ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.17. Ìåðà λ íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îò-
íîñèòåëüíî ìåðû µ, åñëè èç òîãî, ÷òî µ(A) = 0 ñëåäóåò, ÷òî λ(A) = 0.

Åñëè ω(x) ∈ Lµ(X) , ω(x) ≥ 0, òî ôîðìóëà

∀(A ∈ A) : λ(A) =

∫
I(A | x)ω(x)µ(dx) (1.150)

çàäàåò ìåðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìå-
ðû µ. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ëþáàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ìåðà èìååò
òàêîé âèä.

Ëåììà 1.2.12. Ïóñòü íà íåêîòîðîé σ-àëãåáðå A ïîäìíîæñòâ ìíîæå-
ñòâà X çàäàíû äâå ìåðû λ è µ. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî X åñòü îáúåäèíåíèå
òðåõ ïðèíàäëåæàùèõ σ-àëãåáðå A íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

X = X0,λ

⋃
X0,µ

⋃
Xλ,µ,

ïðè÷åì
λ(X0,λ) = µ(X0,µ) = 0, (1.151)

à íà ïðîñòðàíñòâå Xλ,µ îïðåäåëåíà òàêàÿ èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî σ-
àëãåáðû A ôóíêöèÿ ω(x), ÷òî

∀(A ⊂ Xλ,µ , A ∈ A) : λ(A) =

∫
I(A | x)ω(x)µ(dx). (1.152)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

∀(m ∈ A) : ν(m) = λ(m) + µ(m).

Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2
ν(X) ñî ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì

< f , g >=

∫
f(x)g(x) ν(dx).
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Â ýòîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

l : L2
ν(X) 3 f 7→ l(f) =

∫
f(x)λ(dx).

Ôóíêöèîíàë l íåïðåðûâåí, òàê êàê

|l(f)| ≤
(∫

1λ(dx)

)1/2(∫
f 2(x)λ(dx)

)1/2

≤
(∫

f 2(x) ν(dx)

)1/2

Ïî òåîðåìå Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, â ïðîñòðàíñòâå L2

ν(X) ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ôóíêöèÿ f0(x), ÷òî

∀(f ∈ L2
ν(X)) : l(f) =< f0 , f > .

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(f ∈ L2
ν(X)) :

∫
f(x)λ(dx) =

∫
f(x)f0(x) ν(dx) =∫

f(x)f0(x)λ(dx) +

∫
f(x)f0(x)µ(dx). (1.153)

Òàê êàê
∀(f ≥ 0) : l(f) ≥ 0,

òî èç (1.153) ñëåäóåò, ÷òî

ï.â. mod(ν) : f0(x) ≥ 0.

Èç (1.153) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∀(f ∈ L2
ν(X)) :

∫
f(x)(1− f0(x))λ(dx) =

∫
f(x)f0(x)µ(dx) ≥ 0, (1.154)

Ïóñòü
Aε = {x | f0(x) > 1 + ε}.

Ïîäñòàâèâ â (1.154)
f(x) = I(Aε | x),

ìû ïîëó÷èì:
λ(Aε) = µ(Aε) = 0,

ïîýòîìó
ï.â. mod(ν) : 1− f0(x) ≥ 0.
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Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

X0,λ = {x | f0(x) = 0}, (1.155)

X0,µ = {x | f0(x) = 1}, (1.156)

Xλ,µ = {x | 0 < f0(x) < 1}. (1.157)

Î÷åâèäíû ðàâåíñòâà

∀(A ⊂ X0,λ) : λ(A) = 0 ; ∀(A ⊂ X0,µ) : µ(A) = 0. (1.158)

Ïîëîæèì â (1.154)

f(x) = fn(x) = I(A | x) min(n , (1− f0(x))−1) , A ⊂ Xλ,µ.

Ïîëó÷èì: ∫
I(A | x)(1− f0(x)) min(n , (1− f0(x))−1)λ(dx) =∫
I(A | x) min(n , (1− f0(x))−1)f0(x)µ(dx). (1.159)

Íî

∀A ⊂ Xλ,µ ï.â. mod(ν) :

I(A | x)(1− f0(x)) min(n , (1− f0(x))−1)↗ I(A | x),

ïîýòîìó èç (1.159) ñëåäóåò, ÷òî

∀(A ⊂ Xλ,µ) : ω(x) := I(A | x)(1− f0(x))−1f0(x) ∈ Lµ(X)

è

∀(A ⊂ Xλ,µ) : λ(A) =

∫
I(A | x)ω(x)µ(dx).

Â ñèëó ñèììåòðèè ìåæäó ìåðàìè λ è µ àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðà-
âåäëèâî è äëÿ ìåðû µ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü íà σ-àëãåáðå A çàäàíû äâå ìåðû λ è µ. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà-
÷åíèÿìè ïðåäûäóùåé ëåììû è îïðåäåëèì ìåðû

λ⊥µ : A 7→ λ⊥µ(A) = λ(A
⋂

X0,µ), (1.160)

λ‖µ : A 7→ λ‖µ(A) =

∫
I(A | x)I(Xλ,µ | x)ω(x)µ(dx). (1.161)

ßñíî, ÷òî ìåðà λ⊥µ ñèíãóëÿðíà îòíîcèòåëüíî ìåðû µ, à ìåðà λ‖µ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Òàêèì îáðàçîì, èç ëåììû 1.2.12
ñëåäóåò
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Òåîðåìà 1.2.7. Åñëè íà σ-àëãåáðå A çàäàíû äâå ìåðû λ è µ, òî ñïðà-
âåäëèâî ðàçëîæåíèå

∀(A ∈ A) : λ(A) = λ‖µ(A) + λ⊥µ(A), (1.162)

ãäå ìåðà λ‖µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, à ìåðà λ⊥µ
ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ.

Ïðåäñòàâëåíèå ìåðû â âèäå (1.162) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ëåáåãà
(Ëåáåã îòêðûë ýòó ôîðìóëó).

Èç ëåììû 1.2.12 è ðàçëîæåíèÿ Ëåáåãà ñëåäóåò òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà.

Òåîðåìà 1.2.8. Åñëè ìåðà λ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìå-
ðû µ, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ω(x) ∈ Lµ(X), ÷òî

∀(A ∈ A) : λ(A) =

∫
I(A | x)ω(x)µ(dx). (1.163)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìåðà λ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî
ìåðû µ, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.162) ðàâíî íóëþ, à ïåðâîå ñëàãàåìîå
äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.161), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

1.2.8 Ñ÷åòíî-àääèòèâíûå ôóíêöèè ìíîæåñòâ è òåî-

ðåìà Õàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.18. Îïðåäåëåííàÿ íà σ-àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà X ôóíêöèÿ µ

µ : A 7→ R1

íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé, åñëè

µ(∅) = 0

è åñëè äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {Aj}
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∀((j 6= k)⇒ (Aj
⋂

Ak = ∅)) : µ(
⋃

1≤j<∞

Aj) =
∑

1≤l<∞

µ(Aj) , .

Â îòëè÷èè îò ìåðû, ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ ìîæåò
ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò è òàêèå ñ÷åòíî-
àääèòèâíûå ôóíêöèè ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íûå
çíà÷åíèÿ. Ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ôóíêöèè è áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî

∀(A ∈ A) : |µ(A)| <∞.
Èçó÷åíèå ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ
ìåð, è ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåé òåîðåìû Õàíà.
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Òåîðåìà 1.2.9. Äëÿ ëþáîé îïðåäåëåííîé íà σ-àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâ µ ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîäìíîæåñòâà E±µ ⊂ X , E±µ ∈ A, ÷òî

X = E+
µ

⋃
E−µ , E+

µ

⋂
E−µ = ∅ (1.164)

∀(A ∈ A) : µ(A
⋂

E+
µ ) ≥ 0, (1.165)

∀(A ∈ A) : µ(A
⋂

E−µ ) ≤ 0. (1.166)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî E+
µ ⊂ X , E+

µ ∈ A
ïîëîæèòåëüíûì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.165), è áóäåì íàçûâàòü ïîä-
ìíîæåñòâî E−µ ⊂ X , E−µ ∈ A îòðèöàòåëüíûì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
(1.166). Ñåìåéñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) ìíîæåñòâ íå
ïóñòî: ïóñòîå ìíîæåñòâî âñåãäà åñòü îäíîâðåìåííî è ïîëîæèòåëüíîå ìíî-
æåñòâî, è îòðèöàòåëüíîå ìíîæåñòâî. ßñíî, ÷òî ëþáîå ïðèíàäëåæàùåå σ-
àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîãî (îòðèöàòåëüíîãî) ìíîæåñòâà
åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîå (îòðèöàòåëüíîå), ïåðåñå÷åíèå ïîëîæè-
òåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) ìíîæåñòâ åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîå (îò-
ðèöàòåëüíîå), îáúåäèíåíèå ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) ìíîæåñòâ
åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîå (îòðèöàòåëüíîå).

Ïóñòü
β = inf µ(B),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòðèöàòåëüíûì ìíîæåñòâàì. Èç îïðå-
äåëåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îòðèöàòåëüíûõ ìíîæåñòâ {Bn}, ÷òî

β = lim
n→∞

µ(Bn).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Bn ⊂ Bn+1, ïîýòîìó

β = µ(
⋃
n

Bn),

à òàê êàê
(
⋃
n

Bn) ∈ A,

òî
β > −∞.

Ïîëîæèì
E−µ :=

⋃
n

Bn. (1.167)
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Îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1.167) ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíî è óäîâëåòâî-
ðÿåò ðàâåíñòâó

β = µ(E−µ ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

E+
µ := X \ E−µ (1.168)

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

∀(A ⊂ E+
µ , A ∈ A) : µ(A) ≥ 0. (1.169)

Ìû äîêàæåì, ÷òî îòðèöàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî E0 ⊂ E+

µ , ÷òî µ(E0) < 0. Ìíîæå-
ñòâî E0 íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, òàê êàê òîãäà

µ(E−µ
⋃

E0) = µ(E−µ ) + µ(E0) < β,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà β. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå
ìíîæåñòâà A ⊂ E0, ÷òî µ(A) > 0. Ïóñòü

ε1 = sup{µ(A) | A ⊂ E0}.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ε1 > 0,

è ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî

A1 ⊂ E0 , ÷òî µ(A1) >
1

2
ε1.

Ïîëîæèì
E1 = E0 \ A1.

Èç ðàâåíñòâà
µ(E0) = µ(E1) + µ(A1)

ñëåäóåò, ÷òî
µ(E1) < 0.

Ðàññóæäàÿ êàê è âûøå, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî E1 íå ìîæåò áûòü
îòðèöàòåëüíûì, ïîýòîìó

ε2 := sup{µ(A) | A ⊂ E1} > 0,

è ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî

A2 ⊂ E1,
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÷òî

µ(A2) >
1

2
ε2.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìíîæåñòâ

En = En−1 \ An , An ⊂ En−1 , An
⋂

Am = ∅ , n 6= m,

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

εn = sup{µ(A) | A ⊂ En−1}, 0 <
1

2
εn < µ(An) .

Ïóñòü
A =

⋃
n

An.

Òàê êàê A ∈ A, òî µ(A) <∞, è

1

2

∑
n

εn <
∑
n

µ(An) = µ(A) <∞.

ïîýòîìó
lim
n→∞

εn = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî E0 \ A îòðèöàòåëüíî è óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

µ(E0 \ A) < 0,

÷åãî, êàê ìû âèäåëè âûøå, áûòü íå ìîæåò.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïîëîæèì

µ±(A) = ±µ(A
⋂

E±µ ). (1.170)

Îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì (1.170) ôóíêöèè ìíîæåñòâ µ± íåîòðèöàòåëü-
íû, ñ÷åòíî-àääèòèâíû è ÿâëÿþòñÿ ìåðàìè íà σ-àãåáðå A, ïðè÷åì ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(A ∈ A) : µ(A) = µ+(A)− µ−(A). (1.171)

Ðàâåíñòâî (1.171) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Õàíà (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, êî-
íå÷íî, ÷òî ýòî òî ðàçëîæåíèå, êîòîðîå ñäåëàë Õàí).

Ðàçëîæåíèå Õàíà åäèíñòâåííî â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè Ẽ±µ äðóãèå
ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå òåîðåìå 1.2.9, òî

∀(A ∈ A , A ⊂ E+
⋂

Ẽ−) : µ(A) = 0.
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1.2.9 Îáùèé âèä ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèî-

íàëà íà ïðîñòðàíñòâå Lp(X).

Ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàíñòâå Lp(X) íàçûâà-
åòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå

l : Lp(X) 7→ C1,

êîòîðîå ëèíåéíî:
l(αf + βg) = αl(f) + βl(g),

è íåïðåðûâíî:

|l(fn)| → 0 , åñëè ‖fn | Lp(X)‖ → 0 , n→∞. (1.172)

Óñëîâèå (1.172) âûïîëíåíî, åñëè

∃C <∞ : |l(f)| < C‖f | Lp(X)‖. (1.173)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (1.173) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà.

×èñëî
‖l | Lp(X)?‖ := sup{|l(f)| | ‖f | Lp(X)‖ ≤ 1}

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà.
Îáùèé âèä ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå

Lp(X) 1 < p < ∞ îïèñàí â òåîðåìå 1.2.10. Äîêàçàòåëüñâó ýòîé òåîðåìû
ìû ïðåäïîøëåì íåñêîëüêî ëåìì. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå
1.1.8 âûïîëíåíî: ôóíêöèÿ f0(x) ≡ 1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L0(X) è
âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè:

I(1) = 1.

Íèæå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p è q -ñîïðÿæåííûå ïîêàçàòåëè ñòå-
ïåíè:

1

p
+

1

q
= 1,

ïðè÷åì 1 < p <∞.

Ëåììà 1.2.13. Åñëè ω ∈ Lq(X), òî ôîðìóëà

l(f) = I(ωf) (1.174)

çàäàåò ëèíåéíûé íåðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå Lp(X), ïðè-
÷åì íîðìà ýòîãî ôóíêöèîíàëà åñòü

‖l | Lp(X)?‖ = ‖ω | Lq(X)‖. (1.175)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.1.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.175)
êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà Lp(X), èç íåðàâåíñòâà
Ìèíêîâñêîãî ñëåäóåò îöåíêà

|l(f)| ≤ ‖ω | Lq(X)‖ · ‖f | Lp(X)‖,

èç êîòîðîé âûòåêàåò, ÷òî çàäàâàåìûé ôîðìóëîé (1.174) ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë íåïðåðûâåí è åãî íîðìà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖l | Lp(X)?‖ ≤ ‖ω | Lq(X)‖. (1.176)

Ïóñòü
f(x) := sign((ω(x)))|ω(x)|q/p‖ω | Lq(X)‖−q/p.

Òîãäà
f ∈ Lp(X) , ‖f‖p = 1,

è
l(f) = ‖ω | Lq(X)‖.

Ñëåäîâàòåëüíî,
‖l | Lp(X)?‖ = ‖ω | Lq(X)‖ .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.2.14. Åñëè l -ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàí-
ñòâå Lp(X), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ω(x) ∈ Lq(X) ÷òî ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî (1.175).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ -ìåðà, ïîðîæäåííàÿ èíòåãðàëîì I è A åñòü
σ-àëãåáðà ìíîæåñòâ, èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî A. Ôîðìóëà

∀(A ∈ A) : ν(A) = l(I(A | ·)) (1.177)

ïîðîæäàåò σ-àääèòèâíóþ (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà l) ôóíê-
öèþ ìíîæåñòâ íà σ-àëãåáðå A. Ïóñòü E±ν -ìíîæåñòâà, êîòðîûå âõîäÿò â
ðàçëîæåíèå Õàíà ôóíêöèè ν,

ν±(A) = ±l(I(A
⋂

E±ν | ·)). (1.178)

Èç (1.178) ñëåäóåò, ÷òî

ν±(A) ≤ ‖l | Lp(X)?‖‖I(A
⋂

E±ν | ·) | Lp(X)‖ ≤ constµ(A)1/p,
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ïîýòîìó ìåðû ν± àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, è â ñèëó
òåîðåìû Ðàäîíà-Íèêîäèìà ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè ω±(x) ∈ L(X),
÷òî

∀(A ∈ A) : ν±(A) = ±
∫
ω(x)I(A | x)µ(dx). (1.179)

Ïîëîæèì
ω(x) = ω+(x)− ω−(x). (1.180)

Èç (1.177) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ïðèíèìàþùèõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
çíà÷åíèé ôóíêöèé f(x) ∈ Lp(X) è îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâàìè (1.179)-
(1.180) ôóíêöèè ω(x) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

l(f) =

∫
ω(x)f(x)µ(dx). (1.181)

Ïîëîæèì
f(x | a) := f(x)I(|ω(x)| < a | x)

Èç (1.181) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ïðèíèìàþùèõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
çíà÷åíèé ôóíêöèé f(x) ∈ Lp(X) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

l(f(· | a)) =

∫
ω(x)f(x)I(|ω(x)| < a | x)µ(dx). (1.182)

Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì (ñì.ëåììó 1.2.5 íà ñòð. 59) ðàâåíñòâî (1.182) ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ôóíêöèè èç Lp(X):

∀(f ∈ Lp(X)) : l(f(· | a)) =

∫
ω(x)f(x)I(|ω(x)| < a | x)µ(dx). (1.183)

ïðè÷åì, î÷åâèäíî,

|l(f(· | a))| ≤ |‖l | Lp(X)?‖‖f(· | a) | Lp(X)‖. (1.184)

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (1.184) ôóíêöèþ

f(x) = sign(ω(x))|ω(x)|q/pI(|ω(x)| < a | x),

ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

l(f) =

∫
|ω(x)|qI(|ω(x)| < a | x)µ(dx) = ‖ω(· | a) | Lq(X)‖q

≤ ‖l | Lp(X)?‖‖f | Lp(X)‖ =≤ ‖l | Lp(X)?‖‖ω(· | a) | Lq(X)‖q/p,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

‖ω(· | a) | Lq(X)‖ ≤ ‖l | Lp(X)?‖. (1.185)
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Ïåðåõîäÿ â (1.185) ê ïðåäåëó a→∞, ìû ïîëó÷èì, ÷òî âõîäÿùàÿ â (1.183)
ôóíêöèÿ ω(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lq(X). Çàòåì ìû ìîæåì ïå-
ðåéòè ê ïðåäåëó a→∞ â ðàâåíñòâå (1.183). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñîáèðàÿ äîêàçàííûå âûøå ëåììû, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 1.2.10. Ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðî-
ñòðàíñòâå Lp(X) , 1 < p <∞, çàäàåòñÿ â âèäå

l(f) = I(ωf),

ãäå ω ∈ Lq(X) è q-ñîïðÿæåííûé ê p ïîêàçàòåëü: q = p/(p− 1).

Ñëó÷àè p = 1 è p = ∞ -îñîáûå, è ìû èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì,
îòîñëàâ ×èòàòåëÿ ê öèòèðîâàííîé â êîìåíòàðèÿõ ëèòåðàòóðå.

1.2.10 Ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé è àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì íåñêîëüêî òåîðåì î ôóíêöèÿõ äåéòâè-
òåëüíîé ïåðåìåííîé íà îòðåçêå. Ýòè òåîðåìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ.

Ïóñòü íà îòðåçêå [a , b] ⊂ R1 çàäàíà äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) è
ïóñòü

T = {a = x0 < x1, . . . < xn = b}

-ðàçáèåíèå îòðåçêà [a , b]. Ïîëîæèì

V (T | f)ba =
∑

0≤j<n

|f(xj+1 − f(xj)|. (1.186)

Îïðåäåëåíèå 1.2.19. Ïîëíîé âàðèàöèåé (èëè èçìåíåíèåì) ôóíêöèè
f(x) íà îòðåçêå [a , b] íàçûâàåòñÿ âçÿòàÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì òî÷íàÿ âåðõ-
íÿÿ ãðàíü ñóìì âèäà (1.186):

V (f)ba = supV (T | f)ba. (1.187)

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé (èëè ôóíê-
öèåé ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì), åñëè

V (f)ba <∞.
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Ïðèâåäåì ïðèìåðû.
1. Ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ åñòü ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì èçìå-

íåíèåì è äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè

V (f)ba = |f(a)− f(b)|.

2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå [a , b] èìååò íåïðåðûâíóþ îãðàíè-
÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ, òî

V (f)ba ≤ (b− a) sup{|f ′(x)| | x ∈ (a , b)}.

3. Íå ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå.
Ïðèìåðîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñ íåîãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèÿ

f(x) =

{
0 , x = 0,
√
x cos( π

2x
) , 0 < x ≤ 1.

íà îòðåçêå [0 , 1]. Åñëè

T = {x0 = 0 < 1/2n < 1/(2n− 1) < . . . x2n = 1,

òî

V (T , f)1
0 =

∑
1≤j≤n

1√
2j
∼
√
n→∞ , n→∞.

Òåîðåìà 1.2.11. 1. Åñëè ôóíêöèè f è g èìåþò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå,
òî ôóíêöèÿ αf + βg èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå è

V (αf + βg)ba ≤ |α|V (f)ba + |β|V (g)ba.

2. Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå è a ≤ c ≤ b, òî

V (f)ba = V (f)ca + V (f)bc. (1.188)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a , b]
è ïóñòü T ′ -ðàçáèåíèå, ïîëó÷åííîå èç ðàçáèåíèÿ T äîáàâëåíèåì òî÷êè c.
Òîãäà

T ′ = T1

⋃
T2,

ãäå T1 -òî÷êè ðàçáèåíèÿ T ′, êîòîðûå ëåæàò íà îòðåçêå [a , c], à T2 -òî÷êè
ðàçáèåíèÿ T ′, êîòîðûå ëåæàò íà îòðåçêå [c , b]. Èìååì:

V (T , f)ba ≤ V (T ′ , f) ≤ V (T1 , f)ca + V (T2)bc ≤
V (f)ca + V (f)bc.
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Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ, òî

V (f)ba ≤ V (f)ca + V (f)bc.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé T1 è T2 îòðåçêîâ [a , c] è [c , b]
èìååì:

V (f)ba ≥ V (T1

⋃
T2 , f)ba = V (T1 , f)ca + V (T2 , f)bc,

Ñëåäîâàòåëüíî,
V (f)ca ≥ V (f)ca + V (f)bc.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.12. Åñëè ôóíêöèÿ èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå íà îò-
ðåçêå [a , b], òî íà îòðåçêå [a , b] åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðàçíîñòü
äâóõ ìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

x 7→ V (f)xa − f(x)

íå óáûâàåò. Èìååì:

V (f)x+∆x
a − f(x+ ∆x)− (V (f)xa − f(x)) =

V (f)x+∆x
x − (f(x+ ∆x)− f(x)) ≥

V (f)x+∆x
x − |f(x+ ∆x)− f(x)| ≥ 0.

Ðàâåíñòâî
f(x) = V (f)xa − (V (f)xa − f(x)).

äàåò èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2.2. Ôóíêöèÿ èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíà åñòü ðàçíîñòü äâóõ íåóáûâàþùèõ ôóíê-
öèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2.20. Ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a , b] íàçûâàåòñÿ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0,
÷òî äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâ (aj , bj) ⊂ [a , b] , 1 ≤ j ≤ n, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì

∀(j 6= i) : (aj , bj)
⋂

(ai , bj) = ∅ ,
∑

1≤j≤n

(bj − aj) < δ(ε)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ∑
1≤j≤n

|f(aj)− f(bj)| < ε.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 1.2.13. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îãðàíè÷åí-
íóþ âàðèàöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [a , b]. Äîêàæåì, ÷òî îíà èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà îòðåçêå
[a , b]. Íàéäåì òàêîå δ > 0, ÷òî

(
∑
i

(bi − ai) < δ)⇒ (
∑
i

|f(ai)− f(bi)| < 1).

Ïóñòü
T = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b}

-ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∀i : xi+1 − xi < δ.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü j(k) ïî ïðàâèëó:

j(0) = 0 , j(k + 1) = max{j |
∑

j(k)≤i<j

(xi+1 − xi) < δ}.

Èìååì: ∑
0≤j<n

|f(xj+1)− f(xj)| =
∑

0≤k<N

(
∑

j(k)≤i<j(k+1)

|f(xi+1)− f(xi)|)

< (N + 1) , N = [(b− a)/δ].

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ, òî òåîðåìà
äîêàçàíà.

Âûøå ìû ïðèâåëè ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñ íåîãðíè÷åííîé
âàðèàöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå, íî íå àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ Êàíòîðà åñòü ïðèìåð ôóíêöèè ñ îãðà-
íè÷åííûì èçìåíåíèåì, íî íå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé.

Òåîðåìà 1.2.14. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a , b], òî ôóíêöèÿ

x 7→ V (f)xa

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a , b].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî ε > 0. Íàéäåì òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî

(
∑
i

(bi − ai) < δ(ε))⇒ (
∑
i

|f(ai)− f(bi)| < ε).

Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà [ai , bi] íàéäåì òàêîå ðàçáèåíèå

Ti = {ai = xi , 0 < xi , 1 < . . . < xi , n(i) = bi},

÷òî

V (f)biai ≤
∑

0≤j<n(i)

|f(xi , j+1)− f(xi , j)|+ 2−iε.

Òàê êàê èíòåðâàëû (xi , j+1 , xi , j) íå ïåðåñåêàþòñÿ è∑
i , j

(xi , j+1 − xi , j) < δ(ε)

òî ∑
i

V (f)biai ≤
∑
i , j

|f(xi , j+1)− f(xi , j)|+ ε ≤ 2ε.

Òàê êàê îòðåçêè [ai , bi] ïðîèçâîëüíû, òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2.3. Ëþáàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ åñòü ðàç-
íîñòü äâóõ íåóáûâàþùèõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé:

f(x) = V (f)xa − (V (f)xa − f(x)).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñèëüòüåñà. Ïóñòü F (x) -
íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå
[a , b] ⊂ R1 , F (b) < ∞ , F (a) = 0, è ïóñòü f(x) -íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [a , b], à T = {a = x0 < x1, . . . < xn = b} -ðàçáèåíèå îòðåçêà [a , b].
Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

S(T , f) =
∑

0≤j<n

f(ξj)(F (xj+1)− F (xj)) , ξj ∈ (xj+1 , xj).

Ïðåäåë òàêèõ ñóìì ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ðàçáèåíèé ê íóëþ íàçûâà-
åòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà-Ñòèëüòüåñà:

lim
diamT→0

S(T , f) :=

∫ b

a

f(x)dF (x).
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C([a , b]) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
íà îòðåçêå [a , b] êàê ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ñõåìå Äà-
íèýëÿ è èíòåãðàë Ðèìàíà-Ñòèëüòüåñà êàê ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë è ïî-
ñòðîèì ðàñøèðåíèå ýòîãî èíòåãðàëà. Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ
èíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòèëüòüåñà è ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî òåì æå ñèìâî-
ëîì, ÷òî è èíòåãðàë Ðèìàíà-Ñòèëüòåñà. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ìíîæåñòâà A ⊂ [a , b] èíòåãðèðóåìà, òî ÷èñëî

µ(F | A) :=

∫
I(A | x)dF (x)

íàçûâàåòñÿ ìåðîé, ïîðîæäåííîé ìîíîòîííîé ôóíêöèåé F (x). Åñëè F (x) ≡
x, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà, à ìåðà

|A| :=
∫ b

a

I(A | x)dx.

-ìåðîé Ëåáåãà.Ïóñòü {x(j)} -ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè F (x):

x(j) : F (x(j) + 0)− F (x(j)− 0) > 0.

Ìíîæåñòâî {x(j)} íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

Fd(x) :=
∑
x(j)<x

F (x(j) + 0)− F (x(j)− 0).

Ïóñòü
Fc(x) := F (x)− Fd(x).

Ôóíêöèÿ Fc(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a , b] è ìîíîòîííî íå óáûâàåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïîðæäàåò èíòåãðàë è ìåðó λ(Fc | ·) íà áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâàõ îòðåçêà [a , b], ïðè÷åì

∀(α , β) ⊂ [a , b] : λ(Fc | (α , β)) = Fc(β)− Fc(α).

Ê ìåðå λ(Fc | ·) è ìåðå Ëåáåãà íà îòðåçêå [a , b] ìîæíî ïðèìåíèòü
ðàçëîæåíèå Ëåáåãà, à ê àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ÷àñòè ìåðû λ(Fc | ·)
ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ðàäîíà-Íèêîäèìà. Òàê ìû ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.2.15. Ìîíîòîííî íåóáûâàþùóþ íåïðåðûâíóþ ñïðàâà íåîò-
ðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ F (x) íà îòðåçêå [a , b] ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ñóììó òðåõ ôóíêöèé:

F (x) = Fac(x) + Fsing(x) + Fd(x), (1.189)

88



ãäå
Fd(x) :=

∑
x(j)<x

F (x(j) + 0)− F (x(j)− 0).

-ôóíêöèÿ ñêà÷êîâ, à

Fac(x) =

∫ x

a

ω(t) dt , Fsing(x) = λ([a , x)
⋂

B), (1.190)

ãäå ω(t) -íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ, λ áîðå-
ëåâñêàÿ ìåðà íà îòðåçêå [a , b] , B -ìíîæåñòâî ëåáåãîâîé ìåðû íîëü.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Êàíòîðà îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ Fsing.

Ðàçëîæåíèå (1.189) òàêæå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ëåáåãà .
Î÷åâèäíî, ÷òî ìåðà, ïîðîæäåííàÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé F (x) íà

îòðåçêå [a , b] àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

Fd = Fsing ≡ 0 è F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(t)dt , f(t) ∈ L([a , b]).

Òåîðåìà 1.2.16. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà: f ∈ L([a , b]), òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
A, ìåðà êîòîðîãî ìåíüøå δ(ε), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

A

|f(x)|dx < ε. (1.191)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.1.12 (ñì. ñòð. 28) äëÿ äàííîãî ε > 0
è äàííîé ôóíêöèè f ∈ L([a , b]) ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
φ ∈ C([a , b]), ÷òî ∫ b

a

|f(x)− φ(x)|dx < ε/2.

Ïóñòü
M = sup{|φ(x)| | x ∈ [a , b]}.

Òîãäà (íàïîìíèì, ÷òî |A| -ýòî ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà A)

∀(|A| < ε/2M) :

∫
A

|f(x)|dx <
∫
A

|f(x)− φ(x)|dx+

∫
A

|φ(x)|dx <

ε/2 +M |A| < ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1.2.4. Åñëè f(t) ∈ L([a , b]), òî ôóíêöèÿ

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a , b].

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [a , b] ìîæíî îïðåäåëèòü âíåøíþþ ìåðó:

|E|out = inf{|A| | E ⊂ A}.

Åñëè ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Ëåáåãó, òî åãî âíåøíÿÿ ìåðà ðàâíà ìåðå
Ëåáåãà. Îòìåòèì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

|A
⋃

B|out ≤ |A|out + |B|out.

Îïðåäåëåíèå 1.2.21. Ñèñòåìà îòðåçêîâ

S0 = {Iα | Iα = [aα , bα] ⊂ [a , b]}

ïîêðûâàåò â ñìûñëå Âèòàëè ìíîæåñòâî E ⊂ [a , b], åñëè âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ:

1. E ⊂
⋃
α

Iα , ∀α : E
⋂

Iα 6= ∅.

2. ∀(x ∈ E , ε > 0) , ∃(I(x , ε) ∈ S0) : x ∈ I(x , ε) , 0 < |I(x , ε)| < ε.

Òåîðåìà 1.2.17. Åñëè ñèñòåìà îòðåçêîâ S0 ïîêðûâàåò â ñìûñëå Âè-
òàëè ìíîæåñòâî E, òî îíà ñîäåðæèò òàêóþ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíóþ
ïîäñèñòåìó

{Ij | 1 ≤ j <∞} ⊂ S0,

êîòîðàÿ óäâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. Îòðåçêè Ij íå ïåðåñåêàþòñÿ:

∀(j 6= i) : Ij
⋂

Ii = ∅.

2. Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

lim
n→∞

|E \
⋃

1≤j≤n

Ij|out = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

a0 = sup{|Iα| | Iα ∈ S0}.

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñèñòåìà S0 ñîäåðæèò òàêîé îòðå-
çîê I1, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

|I1| >
1

2
a0.

Ïîëîæèì
S1 = {Iα | Iα

⋂
I1 = ∅}

Ïóñòü
a1 = sup{|Iα| | Iα ∈ S1}.

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñèñòåìà S1 ñîäåðæèò òàêîé îòðå-
çîê I2 , I2

⋂
I1 = ∅, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

|I2| >
1

2
a1.

Ïîëîæèì
S2 = {Iα | Iα

⋂
I2 = ∅}

è ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè. Òàê ìû ïîëó÷èì, ÷òî ëèáî íà
íåêîòîðì øàãå

E ⊂
⋃

1≤j≤n

Ij , Ij
⋂

Ii = ∅,

ëèáî ìû ïîëó÷èì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îòðåçêîâ {Ij | 1 ≤ j < ∞} è ñ÷åò-
íîå ìíîæåñòâî {Sj | 1 ≤ j < ∞} ïîäñåìåéñòâ ñåìåéñòâà S0, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

∀(j ≥ 0) : Sj+1 ⊂ Sj , Ij+1 ∈ Sj , Ij+1 6∈ Sj+1,

∀(i 6= j) : Ij
⋂

Ii = ∅ , |Ij+1| >
1

2
sup{|Iα| | Iα ∈ Sj} (1.192)

Ïóñòü

x ∈ E \
⋃

1≤j≤n

Ij.

Åñëè
ε < dist(x ,

⋃
1≤j≤n

Ij),
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òî ïî óñëîâèþ

∃(I(x , ε)) : x ∈ I(x , ε) , I(x , ε)
⋂ ⋃

1≤j≤n

Ij = ∅.

Òàê êàê îòðåçêè Ij íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî∑
1≤j<∞

|Ij| ≤ b− a

ïîýòîìó

lim
j→∞
|Ij| = 0.

Íî îòñþäà â ñèëó (1.192) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

sup{|Iα| | Iα ∈ Sn} = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∃(m > n) : I(x , ε) ∈ Sm−1 , I(x , ε) 6∈ Sm.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

I(x , ε)
⋂

Im 6= ∅ , 2|Im| > |I(x , ε)|. (1.193)

Êàæäîìó îòðåçêó Ij = [αj , βj] ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îòðåçîê Tj =
[3αj − 2βj , 3βj − 2αj] ⊃ [αj , βj]. Âîîáùå ãîâîðÿ, Tj 6∈ S0. Èç (1.193)
ñëåäóåò, ÷òî

I(x , ε) ⊂ Tm.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E \
⋃

1≤j≤n

Ij ⊂
⋃
m>n

Tm,

ïîýòîìó

|E \
⋃

1≤j≤n

Ij|out ≤
∑
m>n

|Tm| = 5
∑
m>n

|Im| → 0 , n→∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàê êàê

|E|out ≤ |E \
⋃

1≤j≤n

Ij|out +
∑

1≤j≤n

|Ij|,

òî èç òåîðåìû 1.2.17 âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 1.2.5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2.17, òî íàéäóò-
ñÿ òàêèå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 1.2.17 îòðåçêè Ij, ÷òî

∀(ε > 0) , ∃n(ε) : (1− ε)|E|out <
∑

1≤j≤n(ε)

|Ij|.

Ïóñòü

f ∈ L([a , b]) , F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt,

∀(x ∈ (a , b)) : M(f | x) := lim sup
h→0

|h−1(F (x+ h)− F (x))| (1.194)

Òåîðåìà 1.2.18. Ìíîæåñòâî

E(f | α) := {x |M(f | x) > α}

èçìåðèìî è

|E(f | α)| < 2

α

∫ b

a

|f(x)dx. (1.195)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

A(m, n , α) =
⋃

0≤h≤1/n

{x | |h−1(F (x+ h)− F (x))| > α + 1/m}.

Òàê êàê ôóíêöèÿ
x 7→ |h−1(F (x+ h)− F (x))|

íåïðåðûâíà, ìíîæåñòâî A(m, n , α) åñòü îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ è îòêðûòî. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî

E(f | α) =
⋃
m>0

⋂
n>0

A(m, n , α)

áîðåëåâñêîå è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðèìî.
Åñëè

x ∈ E(f | α),

òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hj(x) | 1 ≤ j <∞}, ÷òî

x+ hj(x) ∈ (a , b) , ∀j : |h−1
j (x)(F (x+ hj(x))− F (x))| > α.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçêè

Ij(x) = {[x− |hj(x)| , x+ |hj(x)|] | x ∈ (a , b) , 1 ≤ j <∞}
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ïîêðûâàþò â ñìûñëå Âèòàëè ìíîæåñòâî E(f | α). Ïóñòü {Ij(xj) | 1 ≤ j ≤
n(ε)} -òàêèå îòðåçêè èç ýòîãî ïîêðûòèÿ, ÷òî

(1− ε)|E(f | α) <
∑

1≤j≤n(ε)

|Ij(xj)| = 2
∑

1≤j≤n(ε)

|hj(xj)|.

Òàê êàê îòðåçêè Ij(xj) íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî∫ b

a

|f(t)|dt ≥
∑

1≤j≤n(ε)

|F (xj + hj(xj))− F (xj)| ≥ α
∑

1≤j≤n(ε)

|hj(xj)|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

2

∫ b

a

|f(t)|dt > (1− ε)α|E(f | α).

Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ïîëîæèòåëåëüíîå ÷èñëî, òî òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Òåîðåìà 1.2.19. Åñëè f ∈ L([a , b]) è

F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt,

òî ôóíêöèÿ F ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà è

ï.â. :
dF (x)

dx
= f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî∫ b

a

|f(t)|dt = 1.

Èç ëåììû 1.1.12 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé {φn} ⊂ C([a , b]),÷òî

∀n :

∫ b

a

|f(t)− φn(t)|dt < n−4.

Ïîëîæèì

ψn(x) = f(x)− φn(x),

An = {x |M(ψn | x) > n−2},
Bn = {x | |ψn(x)| > n−2}.
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Èç òåîðåìû 1.2.18 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî An èçìåðèìî è

|An| < n22

∫ b

a

|ψn(t)|dt < 2n−2.

Èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà (ñì. ñòð. 66) ñëåäóåò, ÷òî

|Bn| < n2

∫ b

a

|ψn(t)|dt < n−2.

Ïîëîæèì
Q :=

⋂
1≤k<∞

⋃
k≤n<∞

(An
⋃

Bn).

Ìíîæåñòâî Q èçìåðèìî è

∀k : |Q| ≤ |
⋃

k≤n<∞

(An
⋃

Bn)| <
∑

k≤n<∞

(|An|+ |Bn|) <

O(1/k)→ 0 , k →∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, |Q| = 0.
Ïóñòü

x ∈ E = [a , b] \Q.

Òîãäà
∃k : x 6∈

⋃
k≤n<∞

(An
⋃

Bn). (1.196)

Èìååì:

(∀(n ≥ k) : x 6∈ An)⇒ (∀(n ≥ k) : lim sup
h→0

|h−1

∫ x+h

x

ψn(t)dt| ≤ n−2).

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(n ≥ k , ε > 0) , ∃δ1(n , ε) , ∀(0 < h < δ1(n , ε)) :

|h−1

∫ x+h

x

ψn(t)dt| < n−2. (1.197)

Çàìåòèì, ÷òî èç (1.196) ñëåäóåò, ÷òî

∀(n ≥ k) : x 6∈ Bn,

ïîýòîìó
∀(n ≥ k) , : |ψn(x)| ≤ n−2, (1.198)
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Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ôóíêöèè φn(x) íåïðåðûâíû, òî

∀(n , ε , x) , ∃δ2(n , ε , x) , ∀(0 < |h| < δ2(n , ε , x)) :

|h−1

∫ x+h

x

φn(t)dt− φn(x)| ≤ ε. (1.199)

Èìååì:

|h−1(F (x+ h)− F (x))− f(x)| = |h−1

∫ x+h

x

f(t)dt− f(x)| ≤

|h−1

∫ x+h

x

ψn(t)dt|+ |h−1

∫ x+h

x

φn(t)dt− φn(x)|+

|φn(x)− f(x)| < n−2 + ε+ n−2,

åñëè
0 < |h| < min(δ1(n , ε) , δ2(n , ε , x)).

Òàê êàê n -ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, à ε -ïðîèçâîëüíîå
äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2.6. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà
ïî÷òè âñþäó.
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1.3 Êîìåíòàðèè è ëèòåðàòóðíûå óêàçàíèÿ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ â îáúåìå
êóðñà àíàëèçà äëÿ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ èëè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ãëàâ êíèã
[1, 2]. Äëÿ äàëüíåéøåãî îçíàêîìëåíèÿ ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ ìîæíî ðåêî-
ìåíäîâàòü êíèãó [3].

Äëÿ áîëüøèíñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ïðèëîæåíèé äîñòàòî÷íî çíà-
íèÿ ñëåäóþùèõ òåì: îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà, òåîðåìà Ëåáåãà î ïðåäåëü-
íîì ïåðåõîäå â èíòåãðàëå , òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà î ïîëíîòå ïðîñòðàí-
ñòâà Lp, íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî. Ýòè òåìû èçëîæåíû â
ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííîì èíòåãðàëó Ëåáåãà. Èçó÷åíèåì ýòîãî ïàðàãðà-
ôà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðè ïåðâîì ÷òåíèè. Îäíàêî çíàíèå òåîðèè ìå-
ðû íåîáõîäèìî äëÿ èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåîðèè ðàññåÿíèÿ,
òåîðèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñèñòåì, òåîðèè
íåðàâíîâåñíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì, áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ è ìíîãèõ äðó-
ãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì, ÷òî çíàêîìñòâî
ñ îñíîâàìè òåîðèè ìåðû æåëàòåëüíî äëÿ ñïåöèàëèñòà ïî ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêå.

Àíàëèç ìåòîäà Äàíèýëÿ â òåîðèè èíòåãðàëà åñòü â [5], ñòð. 459-461.
Ïðè îáñóæäåíèè çàòðîíóòûõ íàìè ýëåìåíòàðíûõ âîïðîñîâ òåîðèè èíòå-
ãðàëà íåò ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû ìåæäó ìåòîäîì Äàíèýëÿ, êîãäà ñíà-
÷àëà ââîäèòñÿ èíòåãðàë, à ïîòîì ìåðà, è òðàäèöèîííûì ìåòîäîì, êîãäà
ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ìåðà, à ïîòîì èíòåãðàë. ßñíî, ÷òî çàäàíèå ñèñòåìû
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ýòèõ ïîäìíîæåñòâ, à çàäàíèå ìåðû íà ñèñòåìå ïîäìíîæåñòâ
ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà íà ìíîæåñòâå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïîíÿòèå èíòåãðàëà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü Ω -êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, B -ðåôëåêñèâíîå
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,

x : Ω 3 ω 7→ x(ω) ∈ B

-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â B. Åñëè f ? ∈ B?, òî ôóíêöèÿ

Ω 3 ω 7→ f ?(x(ω))

íåïðåðûâíà íà Ω, è îïðåäåëåí èíòåãðàë∫
f ?(x(ω))µ(dω).
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Ïðè ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè x(ω) ∈ C(Ω) îòîáðàæåíèå

B? 3 f ? 7→
∫
f ?(x(ω))µ(dω)

åñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà B?, è â ñèëó ðåôëåêñèâíî-
ñòè B ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò J(x) ∈ B, ÷òî

∀(f ?) : f ?(J(x)) =

∫
f ?(x(ω))µ(dω). (1.200)

Åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1.200), òî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì∫
x(ω)µ(dω) := J(x) (1.201)

è íàçûâàåì ôóíêöèîíàë J(x) èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè x(ω).
Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà èíòåãðàë ìîæíî îïðåäåëèòü è êàê ïðåäåë èíòå-

ãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà.
Ïðè ðàññìîòðåíèè èíòåãðàëà ïî áåñêîíå÷íîé îáëàñòè ìû íå ââîäèì

óñëîâèå Ñòîóíà (ñì. [5]), à îïèðàåìñÿ íà êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ êðàòíîãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Äàëüíåéøèå ñâåäåíèÿ î òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà ìîæíî ïî÷åðïíóòü
èç ñëåäóþùèõ ðàáîò.

[4]-[5]. Ýòè êíèãè ñîäåðæàò (íàñêîëüêî ÿ ìîãó ñóäèòü) íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü íàèáîëåå ïîëíîå è äîñòóïíîå èçëîæåíèå òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà.

[6] Ýòà êíèãà ïî÷òè ïîëâåêà áûëà íàñòîëüíîé êíèãîé âñåõ ìàòåìà-
òèêîâ è ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðóêîâîäñòâîì ïî òåîðèè
ìåðû.

[7] Â ýòîé êíèãå åñòü èçëîæåíèå òåîðèè èíòåãðàëà è ìåðû ïî Äàíèýëþ.
Íàøå èçëîæåíèå ñëåäóåò ýòîé êíèãå.

[8] Ýòà êíèãà ñîäåðæèò êðàòêîå è ÿñíîå èçëîæåíèå òåîðèè ìåðû è
èíòåãðàëà Ëåáåãà. Â êíèãå ïîêàçàíî, êàê òåîðèÿ ìåðû è èíòåãðàëà ïðè-
ìåíûåòñÿ â òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.

[9] Ýòî êëàññè÷åñêîå ðóêîâîäñòâî ïî òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà, êîòî-
ðîå ïðèñïîñîáëåíî äëÿ íóæä òåîðèè âåðîÿòíîñòè.

[10]Ýòî ïðîñòî è ïîíÿòíî íàïèñàííàÿ êíèãà, êîòîðàÿ òàêæå ïðèñïî-
ñîáëåíà ê íóæäàì òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Íàøå èçëîæåíèå òåîðåìû Ðàäîíà-
Íèêîäèìà îñíîâàíî íà ìàòåðèàëàõ ýòîé êíèãè.

[11]Â ýòîé êíèãå ñîäåðæàòñÿ îáîáùåíèÿ òåîðèè ìåðû, î êîòîðûõ â
íàøåì èçëîæåíèè ìû íå ñìîãëè äàæå óïîìÿíóòü, íî êîòîðûå ïîëó÷è-
ëè â ïîñëåäíåå âðåìÿ øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè àíàëèçå ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (òåîðèÿ ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ è ò.ä.)
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Ãëàâà 2

Ìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà.

2.1 Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

2.1.1 Ðàññòîÿíèå è ñâÿçàííûå ñ íèì ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ðàññòîÿíèåì (ìåòðèêîé) íà ìíîæåñòâå M íàçûâà-
åòñÿ îïðåäåëåííàÿ íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ M ×M ôóíê-
öèÿ

d : M ×M 7→ R1,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1. Ñèììåòðèè:

∀(x ∈M , y ∈M) : d(x , y) = d(y , x). (2.1)

2. Íåâûðîæäåííîñòè:

(d(x , y) = 0) ⇐⇒ (x = y). (2.2)

3. Íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:

∀(x ∈M , y ∈M , z ∈M) : d(x , y) ≤ d(x , z) + d(z , y). (2.3)

Ïîëîæèâ â (2.3) x = y, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ðàññòîÿíèå íåîòðèöàòåëüíî:

∀(x ∈M , z ∈M) : d(x , z) ≥ 0. (2.4)

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ìíîæåñòâî âìåñòå ñ îïðåäåëåííûì íà íèì ðàññòî-
ÿíèåì (ìåòðèêîé) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ïðèìåð 2.1.1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rd åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèé:

d(x , y) =

( ∑
1≤j≤d

|xj − yj|2
)1/2

, (2.5)

d(x , y) = max
1≤j≤d

|xj − yj| , x = (x1, . . . xd) , y = (y1, . . . yd).

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî

b(x , r) = {y | d(x , y) < r} (2.6)

íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x.

Ýòî îïðåäåëåíèå äàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (2.5).

Ïðèìåð 2.1.2. Ìíîæåñòâî C([a , b]) âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a , b]
ôóíêöèé åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèé:

d(f , g) = sup{|f(x)− g(x)| | x ∈M}, (2.7)

d(f , g) =

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx. (2.8)

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî

d(x , y) ≤ d(x , x0) + d(x0 , y0) + d(y0 , y),

ïîýòîìó
d(x , y)− d(x0 , y0) ≤ d(x , x0) + d(y , y0).

Çàìåíèâ â ýòîì íåðàâåíñòâå

x 7→ x0 , y 7→ y0 , x0 7→ x , y0 7→ y,

ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà:

|d(x , y)− d(x0 , y0)| ≤ d(x , x0) + d(y , y0). (2.9)

Îïðåäåëåíèå 2.1.4. Ðàññòîÿíèåì dist(A , B) ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è
B ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dist(A , B) := inf{d(x , y) | x ∈ A , y ∈ B}. (2.10)
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Òàê êàê

∀(a ∈ A) : dist(x , A) ≤ d(x , a) ≤ d(x , y) + d(y , a),

òî
dist(x , A) ≤ d(x , y) + dist(y , A),

ïîýòîìó

∀(x ∈M , y ∈M , A ⊂M) : |dist(x , A)− dist(y , A)| ≤ d(x , y). (2.11)

Íåðàâåíñòâî (2.11) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà òðå-
óãîëüíèêà.

Ïóñòü (M1 , d1) è (M2 , d2) -äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà. Âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

J : M1 7→M2 , J(M1) = M2

íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì, åñëè

∀(x ∈M1 , y ∈M1) : d1(x , y) = d2(J(x) , J(y)).

Ïðîñòðàíñòâà M1 è M2 íàçûâàþò ìåòðè÷åñêè èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì, êîòîðûé îòîáðàæàåò M1 íà M2 . Ìåò-
ðè÷åñêè èçîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà îáû÷íî îòîæäåñòâëÿþòñÿ.

2.1.2 Ñõîäèìîñòü â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn} ⊂ M ìåòðè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà (M , d) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x0 ∈M , åñëè

lim
n→∞

d(xn , x0) = 0. (2.12)

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.12), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâà-
åòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, à òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn}.

Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò òîëüêî îäèí ïðåäåë, òàê êàê åñëè

d(xn , x0)→ 0 , d(xn , x
′
0)→ 0 , n→∞,

òî
d(x0 , x

′
0) ≤ d(xn , x0) + d(xn , x

′
0)→ 0 , n→∞,

ïîýòîìó
d(x0 , x

′
0) = 0 , è x0 = x′0.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn} ⊂ M ìåòðè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà (M , d) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè (ïî äðóãîé òåðìè-
íîëîãèè: ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè èëè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ), åñëè

lim
n→∞

sup{d(xn , xn+m) | m > 0} = 0. (2.13)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn} ⊂ M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (M , d) ñõîäèòñÿ, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè, òàê êàê

∀(n > N(ε)) : d(xn , xn+m) ≤ d(xn , x0) + d(xn+m , x0) < ε.

Îäíàêî íå âî âñÿêîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ, ò.å. èìååò ïðåäåë. Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ìîæåò íå èìåòü ïðåäåëà: ìíîæå-
ñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íîé ìåòðèêîé, ðàññìîòðåííîå â 2.1.2
ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a , b] ôóíêöèé C([a , b]) â ìåòðè-
êå (2.8).

Ìåòðèêè d è d̃ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M ýêâèâàëåíòíû, åñëè

∀ ({xn} ⊂M) :

( lim
n→∞

sup{d(xn , xn+m) | m > 0} = 0)⇔ ( lim
n→∞

sup{d̃(xn , xn+m) | m > 0} = 0).

Ýêâèâàëåíòíûå ìåòðèêè ÷àñòî íå ðàçëè÷àþò.

Îïðåäåëåíèå 2.1.7. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñ-
ëè â íåì ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü) èìååò ïðåäåë.

Ïðèìåðû ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâî Rd ñ îáû÷-
íîé ìåòðèêîé, ðàññìîòðåííîå â 2.1.2 ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îò-
ðåçêå [a , b] ôóíêöèé C([a , b]) â ìåòðèêå (2.7).

Îïðåäåëåíèå 2.1.8. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M̃ , d̃) íàçûâàåòñÿ ïî-
ïîëíåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M , d), åñëè:

1.(M̃ , d̃) -ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
2. Ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå J ïðîñòðàíñòâà M â ïðî-

ñòðàíñòâî M̃ , ò.å. òàêîå îòîáðàæåíèå

J : M 7→ M̃

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M , d) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M̃ , d̃),
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀(x , y ∈M) : d(x , y) = d̃(J(x) , J(y)).
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3. Ýòî èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå J óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà ξ ∈ M̃ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂M , ÷òî

lim
n→∞

d̃(ξ , J(xn)) = 0. (2.14)

Òåîðåìà 2.1.1. 1. Ëþáîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîïîëíå-
íèå.

2. Ëþáûå äâà ïîïîëíåíèÿ äàííîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìåò-
ðè÷åñêè èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü M0 -ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êî-
øè ïðîñòðàíñòâà M : {xn} ∈ M0, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (2.13). Óñòàíîâèì â M0 ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

( lim
n→∞

d(xn , x
′
n) = 0)⇔ ({xn} ∼ {x′n}). (2.15)

Ñèììåòðè÷íîñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.15) î÷åâèäíà.
Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî

d(x′n , x
′′
n) ≤ d(xn , x

′
n) + d(xn , x

′′
n),

ïîýòîìó åñëè

{xn} ∼ {x′n} , {xn} ∼ {x′′n} , òî {x′n} ∼ {x′′n},

îòêóäà ñëåäóåò òðàíçèòèâíîñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.15). Ïîýòîìó (2.15) äåé-
ñòâèòåëüíî óñòàíàâëèâàåò ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü M̃ -ìíîæåñòâî
âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ñîîòíîøåíèþ (2.15). Êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè, êîòîðûé ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ìû îáîçíà÷èì ñèìâî-
ëîì [xn]. Ýòîò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè åñòü òî÷êà ïðîñòðàíñòâà M̃ . Îïðå-
äåëèì â ìíîæåñòâå M̃ ðàññòîÿíèå d̃, ïîëîæèâ ïî îïðåäåëåíèþ

d̃([xn] , [yn]) := lim
n→∞

d(xn , yn). (2.16)

Ïðåäåë â (2.16) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè {xn} , {yn}
â M , òàê êàê â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.9)

|d(xn , yn)− d(xm , ym)| ≤ d(xn , xm) + d(yn , ym).

Äîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (2.16) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå â M̃ ,
ò.å. ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.16) çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íåâûðîæäåíîñòè ðàñ-
ñòîÿíèÿ (2.2). Åñëè

d̃([xn] , [yn]) = 0,
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òî â ñèëó îïðåäåëåíèé (2.15) è (2.16) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

{xn} ∼ {yn},

ïîýòîìó
[xn] = [yn],

Ñèììåòðèÿ ðàññòîÿíèÿ (2.16) è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ïðîâåðÿþòñÿ
òðèâèàëüíî.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

J : M 7→ M̃,

ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå x ∈M òîò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [x] ∈ M̃ ,
êîòîðûé ñîäåðæèò ñòàöèîíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn | xn ≡ x}. ßñ-
íî, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå åñòü èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíåíèå.
Ïîêàæåì, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.14).

Ïóñòü ξ = [xn] ∈ M̃ . Òàê êàê {xn} -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â M , òî

∀(ε > 0) , ∃n(ε) , ∀(n ≥ n(ε)) : sup{d(xn , xn+m) | m > 0} < ε.

ßñíî, ÷òî
d̃(ξ , J(xn(ε)) = lim

n→∞
d(xn , xn(ε)) < ε.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî M̃ -ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü {ξn} -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîøè â ìåòðèêå d̃. Ïóñòü xn -òàêîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà M , êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

d̃(ξn , J(xn)) < 2−n. (2.17)

Òîãäà

d(xn , xn+m) = d̃(J(xn) , J(xn+m)) ≤
d̃(ξn , J(xn)) + d̃(ξn+m , ξn) + d̃(ξn+m , J(xn+m))

≤ 2−n + 2−(n+m) + d̃(ξn+m , ξn).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (2.17) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Êîøè {ξn} â ïðîñòðàíñòâå M̃ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {xn} â
ïðîñòðàíñòâåM . Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ξ0 òîò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, êî-
òîðîìó ïðèíàäëåæèò îïðåäåëÿåìàÿ ïî (2.17) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè
{xn} ⊂M . Äîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò ξ0 åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn
â ïðîñòðàíñòâå M̃ .
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Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (2.17) è òåì ôàêòîì, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â M , ìû ïîëó÷àåì íåðà-
âåíñòâî

d̃(ξn , ξ0) ≤ d̃(ξn , J(xn)) + d̃(J(xn) , ξ0)

≤ 2−n + lim
m→∞

d(xn , xm) < 2−n + ε,

åñëè òîëüêî n > N(ε). Èòàê, ýëåìåíò ξ0 åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ξn} è ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà M̃ äîêàçàíà.

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïîïîëíåíèÿ. Ïóñòü (M1 , d1) -ïðîèçâîëüíîå
ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà (M , d) è J1 -óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2.14)
âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà M1 â ïðîñòðàíñòâî M . Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
z ∈ M1 â ïðîñòðàíñòâå M ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn},
÷òî

d1(z , J1(xn))→ 0 , n→∞. (2.18)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.18), òî îíà åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè âM , òàê êàê â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè âëîæåíèÿ
J1

sup{d(xn , xn+m) | m > 0} = sup{d1(J1(xn) , J1(xn+m) | m > 0})
→ 0 , n→∞.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′n} òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.18), òî

d(xn , x
′
n) = d1(J1(xn) , J1(x′n))→ 0 , n→∞, (2.19)

ïîýòîìó óñëîâèå (2.18) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì M1 è êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ñîîòíîøåíèþ
(2.15) è òåì îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà
M1 íà ïðîñòðàíñòâî M̃ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå èçîìåòðè÷íî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â äàëüíåéøåì, èíîãäà íå îãîâàðèâàÿ ýòî ñïåöèàëüíî, ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü âñå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ïîëíûìè, òàê âñåãäà ìû ìîæåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî óæå ïåðåøëè ê ïîïîëíåíèþ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

2.1.3 Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1.9. Îòîáðàæåíèå

A : M →M (2.20)
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ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ñæèìàþùèì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà α < 1, ÷òî

∀(x ∈M , y ∈M) : d(A(x) , A(y)) ≤ αd(x , y). (2.21)

Çàìå÷àíèå. Ðàíüøå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2.21) îòîáðàæåíèÿ
íàçûâàëèñü ñæèìàþùèìè. Òåïåðü â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ñæèìàþùèìè
îòîáðàæåíèÿìè íàçûâàþòñÿ òàêèå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ (2.21) ïðè α ≤ 1.

Îïðåäåëåíèå 2.1.10. Òî÷êà x0 ∈ M íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ (2.20), åñëè

x0 = A(x0). (2.22)

Òåîðåìà 2.1.2. Ñòðîãî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå â ïîëíîì ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó è ýòà íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷-
êè. Ïóñòü x1 -ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà M . Ïîñòðîèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {xn} ïî ïðàâèëó

xn+1 = A(xn). (2.23)

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè n ≥ 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

d(xn+1 , xn) ≤ αn−1d(A(x1) , x1),

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

d(xn+m , xn) ≤ d(xn+m , xn+m−1) + d(xn+m−1 , xn+m−2) + . . .

≤ αn−1(1 + . . .+ αm−1)d(A(x1) , x1) ≤ αn−1

(1− α)
d(A(x1) , x1).

(2.24)

Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà
è ïîýòîìó èìååò ïðåäåë. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

x0 := lim
n→∞

xn.

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

d(A(xn) , A(x0)) ≤ d(xn , x0)→ 0 , n→∞,
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ïîýòîìó ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.23), ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (2.22). Åñëè
x′0 òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.22), òî

d(x0 , x
′
0) = d(A(x0) , A(x′0)) ≤ αd(x0 , x

′
0),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
d(x0 , x

′
0) = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Àëãîðèòì (2.23) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
m→∞ â (2.24), ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

d(xn , x0) ≤ const.αn,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñõîäèòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü K(x , y , z) -îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå
[a , b]× [a , b]× R1 ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. K(x , y , z) ∈ C([a , b]× [a , b]× R1),

2. ∂zK(x , y , z) ∈ C([a , b]× [a , b]× R1),

2. sup{(|K(x , y , z)|+ |∂zK(x , y , z)| | x , y , z ∈ R1} = const. <∞.
Ïóñòü z0(x) ∈ C([a , b]) -çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè z(x):

z(x) = z0(x) + µ

∫ b

a

K(x , y , z(y)) dy. (2.25)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.25) â ïðîñòðàí-
ñòâå C([a , b]) ñ ìåòðèêîé (2.7) ðàññìîòðèì îïåðàòîð

A(z)(x) = z0(x) + µ

∫ b

a

K(x , y , z(y)) dy. (2.26)

Ýòîò îïåðàòîð êîððåêòíî îïðåäåëåí, òàê êàê ïðè z(x) ∈ C([a , b]) ïðàâàÿ
÷àñòü (2.26) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C([a , b]). Äàëåå èìååì îöåíêó

d(A(z1) , A(z2))

≤ |µ| sup{
∫ b

a

|K(x , y , z1(y))−K(x , y , z2(y))| dy | x ∈ [a , b]}

≤ const.|µ||b− a|d(z1 , z2),

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïðè const.|µ||b − a| < 1 îïåðàòîð (2.26) ÿâëÿåò-
ñÿ ñòðîãî ñæèìàþùèì è ïîýòîìó óðàâíåíèå (2.25) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé.
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2.2 Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

2.2.1 Îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X -ýòî òàêàÿ ñèñòåìà T
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî ïðèíàäëåæàò ñèñòåìå T :

∅ ∈ T , X ∈ T .

2. Ëþáîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç ñèñòåìû T ïðèíàäëåæèò ñèñòåìå T :

Aα ∈ T :
⋃
α

Aα ∈ T .

3. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ èç ñèñòåìû T ïðèíàä-
ëåæèò ñèñòåìå T :

Aj ∈ T :
⋂

1≤j≤N

Aj ∈ T . (2.27)

ßñíî, ÷òî â (2.27) áûëî áû äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïåðåñå÷å-
íèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ èç ñèñòåìû T ïðèíàäëåæàëî áû ñèñòåìå T .

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ìíîæåñòâà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñèñòåìå T , íà-
çûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè â òîïîëîãèè T (èëè îòêðûòûìè ìíî-
æåñòâàìè òîïîëîãèè T ).

ÌíîæåñòâîX âìåñòå ñ îïðåäåëåííîé íà íåì òîïîëîãèåé T íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ñèñòåìà ìíîæåñòâ T
îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå X. Çàìåòèì, ÷òî òîïîëîãèåé íàçû-
âàåòñÿ è íàóêà, êîòîðàÿ èçó÷àåò òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X , T ) ìíîæåñòâî
B ⊂ X íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà A ⊂ X, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå îòêðûòîå ìîæåñòâî O ∈ T , ÷òî

A ⊂ O ⊂ B.

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ êàæäîé ñâîåé òî÷êè.
Äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâåX íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèÿ, êîòî-

ðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Â äèñêðåòíîé òîïîëîãèè
îòêðûòû âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X.

Àíòèäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò
èç äâóõ ìíîæåñòâ: ∅ , X. Â àíòèäèñêðåòíîé òîïîëîãèè îòêðûòû òîëüêî
äâà ìíîæåñòâà ∅ , X è äðóãèõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íåò.
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Îïðåäåëåíèå 2.2.4. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(M , d) îòêðûòî, åñëè ëèáî A = ∅, ëèáî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ A ìíîæå-
ñòâà A ñóùåñòâóåò øàð b(x0 , ε) ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, êîòîðûé ñîäåð-
æèòñÿ â A.

Ëåììà 2.2.1. Ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ îòêðûòûõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
(2.2.4) ìíîæåñòâ îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1 , A2 îòêðûòûå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (2.2.4)
ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M , d). Åñëè A

⋂
B = ∅, òî

A
⋂
B îòêðûòî ïî îïðåäåëåíèþ. Åñëè A

⋂
B 6= ∅ è x0 ∈ A1

⋂
A2, òî

òîãäà
∃(b(x0 , ε1) ⊂ A1 , b(x0 , ε2) ⊂ A2),

ïîýòîìó
(ε ≤ min(ε1 , ε2))⇒ (b(x0 , ε) ⊂ A1

⋂
A2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A1

⋂
A2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ

(2.2.4).

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Ïóñòü O -ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà M , êîòîðûå îòêðûòû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (2.2.4). Òîãäà
ñèñòåìà T = {∅ , M , O} çàäàåò òîïîëîãèþ íà M .

Îïðåäåëåíèå 2.2.5. Òîïîëîãèÿ T = {∅ , M , O}, ãäå O -ñèñòåìà îò-
êðûòûõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (2.2.4) ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà M , íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû äðóãèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 2.2.1. Ðàññìîòðèì ïîëóèíòåðâàë [0 , 1) è íà íåì ñèñòåìó ïîäìíî-
æåñòâ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ ïîëóèíòåðâàëîâ [0 , a) , a ≤ 1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ óäîâëåòâîðÿåò àêñèî-
ìàì òîïîëîãèè.

Ïðèìåð 2.2.2. Ðàññìîòèì îòðåçîê [0 , 1] è ðàññìîòðèì íà íåì ñèñòåìó
ïîäìíîæåñòâ O, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ äîïîëíåíèé ê êîíå÷íûì ìíî-
æåñòâàì: A ∈ O, åñëè A = [0 , 1] \ {xj , 1 ≤ j ≤ n < ∞} , n = 1 , . . ..
Ñèñòåìà ìíîæåñòâ T = {∅ , [0 , 1] , O} îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ íà îòðåçêå
[0 , 1].

Îïðåäåëåíèå 2.2.6. Ñèñòåìà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ B ⊂ T òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X , T ) íàçûâàåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè T , åñëè ëþáîå
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç
ñèñòåìû B.
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Ïðèìåð 2.2.3. Áàçîé åñòåñòâåííîé òîïîëîãèè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà øàðîâ B = {b(x , ε) | x ∈ X , ε > 0}.

Îäíà è òàæå òîïîëîãèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ áàç.
Íàïðèìåð, åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò
áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû øàðîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè ðàäèóñàìè.

Ëåììà 2.2.2. Åñëè ñèñòåìà ìíîæåñòâ B åñòü áàçà òîïîëîãèè íà òî-
ïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X , T ), òî

b1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî Bx ∈ B, ÷òî
x ∈ Bx.

b2. Åñëè B1 , B2 ∈ B è x ∈ B1

⋂
B2, òî ñóùåñòâóåò òàêîå B3 ∈ B,

÷òî x ∈ B3 ⊂ B1

⋂
B2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå ïðî-
ñòðàíñòâî X åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç ñèñòåìû B. Âòîðîå óòâåð-
æäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî B1

⋂
B2 îòêðûòî è ïîýòîìó åñòü

îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç ñèñòåìû B.

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü B -ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X, êî-
òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì b1 è b2 ëåììû 2.2.2. Ïóñòü O -ñèñòåìà
ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ îáúåäèíåíèé
ìíîæåñòâ ñèñòåìû B. Òîãäà ñèñòåìà ìíîæåñòâ {∅ , X , O} îïðåäåëÿ-
åò òîïîëîãèþ íà ïðîñòðàíñòâå X, äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà ìíîæåñòâ B
ÿâëÿåòñÿ áàçîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëèO1 , O2 ∈ O, òîO1

⋂
O2 ∈

O. Ïóñòü
O1 =

⋃
Vα , O2 =

⋃
Vβ , Vα , Vβ ∈ B

è x ∈ O1

⋂
O2. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå V ′α , V

′′
β èç ñèñòåìû B, ÷òî

x ∈ V ′α , x ∈ V ′′β ,

ïîýòîìó

x ∈ Vγ ⊂ V ′α
⋂

V ′′β , Vγ ∈ B.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî O1

⋂
O2 åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç ñèñòå-

ìû B è ïîýòîìó ïðèíàäëåæèò ñèñòåìå ìíîæåñòâ O.
Ïóñòü B0 -ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êîòîðàÿ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

X =
⋃

Vα , Vα ∈ B0. (2.28)
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Ïóñòü B -ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ
ïåðåñå÷åíèé êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ èç ñèñòåìû B0:

B ∈ B : B =
⋂

1≤j≤n

Bj , Bj ∈ B0 , n = 1, . . .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàê ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ B óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì b1 è b2 è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå X.
Ñèñòåìà B0 íàçûâàåòñÿ ïðåäáàçîé òîïîëîãèè ñ áàçîé B.

Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäàíèÿ òîïîëîãèè ñ ïîìîùüþ áàçû òîïîëîãèè.

Ïðèìåð 2.2.4. Ïóñòü X -îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 è B -ìíîæåñòâî äóã l ñ
óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè

l = {φ | φ1 ≤ φ < φ2 , 0 ≤ φ1 ≤ φ2 ≤ 2π} ⊂ X. (2.29)

Ìíîæåñòâî B îáðàçóåò áàçó òîïîëîãèè. Ïðîñòðàíñòâî X â ýòîé òîïî-
ëîãèè åñòü ñâåðíóòàÿ â îêðóæíîñòü ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ (äðóãîå íàçâàíèå
ýòîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà -ñâåðíóòîå â îêðóæíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâî ñòðåëîê).

Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäàíèÿ òîïîëîãèè ñ ïîìîùüþ ïðåäáàçû.

Ïðèìåð 2.2.5. Ïóñòü X = R1, è B0 -ñèñòåìà ïîëóáåñêîíå÷íûõ èíòåðâà-
ëîâ âèäà (−∞ , a) , (b , ∞) , a , b ∈ R1. Ýòà ñèñòåìà îáðàçóåò ïðåäáàçó
åñòåñòâåííîé òîïîëîãèè íà R1.

Îïðåäåëåíèå 2.2.7. Ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòîâ áàçû òîïîëîãèè, êîòî-
ðûå ñîäåðæàò äàííóþ òî÷êó x, íàçûâàåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè â òî÷êå x
èëè ëîêàëüíîé áàçîé òîïîëîãèè.

ßñíî, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ òîïîëîãèè äîñòàòî÷íî â êàæäîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà çàäàòü ëîêàëüíóþ áàçó òîïîëîãèè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.8. Ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé â òî÷êå x, åñëè ëþáîé ýëåìåíò áàçû
òîïîëîãèè â òî÷êå x ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü èç ýòîé ñèñòåìû.

Îïèøåì çàäàíèå òîïîëîãèè â ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ.
Ñíà÷àëà íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü I -ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîìó τ ∈ I
ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî Xτ . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé, êîòîðûå êàæäîìó τ ∈ I ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà Xτ :

I 3 τ 7→ xτ ∈ Xτ .
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Ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ïðî-
ñòðàíñòâ Xτ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

∏
τ∈I

Xτ .

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü I -ýòî îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà:

I = {1, . . . d} , Xτ ≡ R1.

Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà ïðîñòðàíñòâà
∏
τ∈I

Xτ -ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó

÷èñëó τ ∈ {1, . . . d} ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó xτ ∈ R1. Ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè (x1 , x2 . . . xd) åñòü òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rd.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Xτ åñòü òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé Tτ . Â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ∏
τ∈I

Xτ ðàññìîòðèì ñèñòåìó B ïîäìíîæåñòâ âèäà

B ∈ B : B =
∏
τ∈I

Oτ , Oτ ∈ Tτ . (2.30)

ãäå Oτ = Xτ äëÿ âñåõ τ , çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ τ ∈ I.
Ýòà ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ çàäàåò áàçó òîïîëîãèè â äåêàðòîâîì ïðîèçâå-
äåíèè

∏
τ∈I

Xτ , è ïîðîæäåííàÿ ýòîé áàçîé òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òèõîíîâ-

ñêîé òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ. Îáû÷íî ïî óìîë÷àíèþ ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñíàá-
æåíî òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé.

2.2.2 Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.9. Ìíîæåñòâî A ⊂ X â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X , T ) íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî:

(A çàìêíóòî) ⇐⇒ (C(A) ∈ T ).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Âñå ïðîñòðàíñòâî X è ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî ∅ çàìêíóòû â ëþáîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Îò-
ðåçîê [a , b] åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â åñòåñòâåííîé òîïîëîãèè ïðî-
ñòðàíñòâà R1. Â ïðèìåðå 2.2.4 êàæäîå ìíîæåñòâî âèäà (2.29) åñòü îäíî-
âðåìåííî è îòêðûòîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè è ôîðìóë äå Ìîðãàíà ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 2.2.1. Ëþáîå ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíó-
òî è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.
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Îïðåäåëåíèå 2.2.10. Çàìûêàíèåì Cl(A) ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ïå-
ðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ñîäåðæàò ìíîæåñòâî A:

Cl(A) :=
⋂
A⊂B

B , B çàìêíóòî. (2.31)

Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåãäà ñóùåñòâóåò ( âñå ïðîñòðàíñòâî åñòü çà-
ìêíóòîå ìíîæåñòâî è ñîäåðæèò ëþáîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå
âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ,ñîäåðæàùèõ äàííîå ìíîæåñòâî, âñåãäà îïðå-
äåëåíî) è çàìûêàíèå ìíîæåñòâà åñòü íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,
êîòîðîå ñîäåðæèò ìíîæåñòâî A.

Çàìå÷àíèå. Ïî-àíãëèéñêè çàìêíóòîå ìíîæåñòâî -ýòî closed set, è çà-
ìûêàíèå ìíîæåñòâà ÷àñòî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì A (êàê ñêàçàëè àâòî-
ðó ñòóäåíòû, ÷åðòà ñâåðõó ñèìâîëèçèðóåò êðûøêó, êîòîðîé ìíîæåñòâî
closed). Îäíàêî ýòî îáîçíà÷åíèå íå ñîâñåì óäîáíî, åñëè íà äàííîì ìíî-
æåñòâå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî òîïîëîãèé è íóæíî ïîÿñíèòü, â êàêîé
òîïîëîãèè áåðåòñÿ çàìûêàíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.2.11. Â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êà x0 íàçûâà-
åòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A, åñëè ëþáàÿ îòêðûòàÿ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè x0 èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì A.

Ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A åñòü òî÷êà åãî ïðèêîñíîâåíèÿ. Òî÷êè 0 , 1
åñòü òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ èíòåðâàëà (0 , 1) â åñòåñòâåííîé òîïîëîãèè
ïðÿìîé R1.

Òåîðåìà 2.2.1. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà ñîâ-
ïàäàåò ñ åãî çàìûêàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæå-
ñòâà A ñèìâîëîì [A]. Äîêàæåì, ÷òî [A] -çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü
x0 ∈ C([A]). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü V (x0), ÷òî
V (x0)

⋂
A = ∅. Äîêàæåì, ÷òî ýòà îêðåñòíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

V (x0)
⋂

[A] = ∅. Ïóñòü y0 ∈ V (x0)
⋂

[A]. Òàê êàê y0 ∈ [A] è V (x0) åñòü îò-
êðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè y0, îêðåñòíîñòü V (x0) äîëæíà èìåòü íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîìA, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò åå âûáîðó. Ñëåäîâàòåëü-
íî, òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðåñòíîñòè V (x0) è ìíîæåñòâà [A] íå ñóùåñòâóåò
è îêðåñòíîñòü V (x0) ïðèíàäëåæèò äîïîëíåíèþ ìíîæåñòâà [A]. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà [A] îòêðûòî, à ñàìî ìíîæåñòâî [A]
çàìêíóòî. Òàê êàê Cl(A) -íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñî-
äåðæèò ìíîæåñòâî A, ìû äîëæíû èìåòü âêëþ÷åíèå:

Cl(A) ⊂ [A]. (2.32)
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Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

C(Cl(A)) ⊂ C([A]). (2.33)

Ïóñòü x0 ∈ C(Cl(A)). Òàê êàê C(Cl(A)) îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü V (x0) òî÷êè x0, ÷òî V (x0) ⊂ C(Cl(A)). Ýòà îêðåñò-
íîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ V (x0)

⋂
Cl(A) = ∅. Ïîýòîìó V (x0)

⋂
A = ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, x0 6∈ [A], ÷òî è äîêàçûâàåò (2.33). Èç (2.32) è (2.33) ñëå-
äóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 2.2.2. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êà x0 â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà A, åñëè â
ìíîæåñòâå A ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê
òî÷êå x0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â
ñèëó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êà
x0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà A,
åñëè ëþáîé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì A.

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.1.4 ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé è ìíîæå-
ñòâîì ðàâíî íóëþ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò ïðèíàäëå-
æàùàÿ ìíîæåñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ýòîé òî÷êå.

Ïîýòîìó èç 2.2.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.2.3. Åñëè A -çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, òî x ∈ A â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè dist(x , A) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ çàìêíóòûìè íåïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ ìíîæåñòâàìè ìîæåò áûòü ðàâíî íóëþ. Ïðèâåäåì ïðèìåð. Â ïëîñ-
êîñòè R2 ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

A = {(x1 , x2) | x1x2 = 0} , B = {(x1 , x2) | x1x2 = 1}.

Ìíîæåñòâî A -ýòî êîîðäèíàòíûå îñè, ìíîæåñòâî B -ýòî äâå ãèïðáîëû.
Ìíîæåñòâà A è B çàìêíóòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, íî dist(A , B) = 0.

Âàæíîå ñâîéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ â òåîðåìå, êîòîðàÿ ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì
íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Áýðà î êàòåãîðèÿõ. Òåðìèí êàòåãîðèÿ â ýòîì
íàçâàíèè íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñî ñâîèì ñîâðåìåíûì çíà÷åíèåì.

Òåîðåìà 2.2.2. Åñëè ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M åñòü ñ÷åò-
íîå îáúåäèíåíèå ñâîèõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ:

M =
⋃
n

An , ∀n : Cl(An) = An,
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òî îäíî èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ñîäåðæèò îòêðûòûé øàð:

∃(An , ε > 0 , b(x0 , ε))) : b(x0 , ε) ⊂ An.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè M = A1, òî âñå äîêàçàíî: ìíîæåñòâî A1 ñîäåð-
æèò âñå øàðû ïðîñòðàíñòâà M . Åñëè C(A1) 6= ∅, òî ìíîæåñòâî C(A1)
îòêðûòî è ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó x1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî C(A1) ñîäåðæèò îòêðûòûé øàð:

∃ b(x1 , ε1) ⊂ C(A1).

Î÷åâèäíî, ÷òî
b(x1 , ε1)

⋂
A1 = ∅.

Åñëè øàð b(x1 , ε1/4) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå A2, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè
b(x1 , ε1/4) 6⊂ A2, òî ìíîæåñòâî C(A2)

⋂
b(x1 , ε1/4) îòêðûòî è ñîäåðæèò

ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó x2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâîC(A2)
⋂
b(x1 , ε1/4)

ñîäåðæèò îòêðûòûé øàð:

∃b(x2 , ε2) : b(x2 , ε2) ⊂ C(A2)
⋂

b(x1 , ε1/4)

Ìû ìîæåì âûáðàòü ðàäèóñ ýòîãî øàðà òàê, ÷òî

ε2 < ε1/4 .

Î÷åâèäíî, ÷òî

b(x2 , ε2)
⋂(

A1

⋃
A2

)
= ∅.

Òàê ìû ëèáî íà n-îì øàãå ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷èì øàð, êîòîðûé öåëèêîì
ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå An, ëèáî ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü øàðîâ {b(xn , εn)}, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

b(xn , εn) ⊃ b(xn , εn/4) ⊃ b(xn+1 , εn+1) ⊃ . . . ; εn+1 <
1

4
εn,

b(xn , εn)
⋂( ⋃

1≤j≤n

Aj

)
= ∅ , . (2.34)

Î÷åâèäíî, ÷òî

d(xn , xn+m) ≤ d(xn , xn+1) + . . . d(xn+m−1 , xn+m) ≤
1

4
εn(1 +

1

4
+

1

4
· 1

4
+ . . .) <

1

3
εn .

115



Òàê êàê εn → 0 , n→∞, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì åå ïðåäåë x0 ëåæèò â øàðå b(xn , εn):

∀n : d(xn , x0) ≤ 1

3
εn.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2.34) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀n : x0 6∈
⋃

1≤j≤n

Aj,

÷åãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê x0 ∈M . Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â çàêëþ÷åíèè çàìåòèì, ÷òî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæå-

ñòâî ìîæåò áûòü îòêðûòûì, çàìêíóòûì, îòêðûòûì è çàìêíóòûì îäíî-
âðåìåííî è íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì.

2.2.3 Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.12. Îòîáðàæåíèå

f : X 7→ Y (2.35)

(ïî äãóãîé òåðìèíîëîãèè: ôóíêöèÿ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ X è îáëà-
ñòüþ çíà÷åíèé Y ) òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè ïðîîáðàç
f−1(V (y0)) ⊂ X ëþáîé îêðåñòíîñòè V (y0) ⊂ Y òî÷êè y0 = f(x0) åñòü
îêðåñòíîñòü òî÷êè x0.

Î÷åâèäíà

Ëåììà 2.2.4. Îòîáðàæåíèå (2.35) íåïðåðûâíî â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà V (y0) ∈ B(y0), ãäå B(y0) ⊂ TY -ëîêàëüíàÿ áàçà
òîïîëîãèè â òî÷êå y0 = f(x0), ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0) ∈
B(x0) ⊂ TX èç ëîêàëüíîé áàçû òîïîëîãèè â òî÷êå x0, ÷òî f(U(x0)) ⊂
V (y0).

Îòñþäà ñëåäóåò

Ëåììà 2.2.5. Îòîáðàæåíèå

f : M1 7→M2

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M1 , d1) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M2 , d2)
íåïðåðûâíî â òî÷êå x0, åñëè

∀(ε > 0) , ∃(δ(ε) > 0) : f(b(x0 , δ(ε))) ⊂ b(f(x0) , ε). (2.36)
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Êàê è â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
óñëîâèå (2.36) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ:

∀{xn} : (xn → x0)⇒ (f(xn)→ f(x0)).

Îïðåäåëåíèå 2.2.13. Îòîáðàæåíèå (2.35) òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íåïðåðûâíî, åñëè îíî íåïðå-
ðûâíî â êàæäîé òî÷êå ïðñòðàíñòâà X.

Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé õîðîøî èçâåñòíû: ëþáàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0 , 1] â ñìûñëå òîãî îïðåäåëåíèÿ, êî-
òîðîå äàâàëîñü â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, åñòü íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå îòðåçêà [0 , 1], ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ñ ìåòðèêîé d(x , y) = |x − y|, â äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ R1, ðàññìàòðè-
âàåìóþ êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ òîé æå ìåòðèêîé.

Çàìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå èëè íåò, ýòî ñâîéñòâî çàâè-
ñèò è îò òîïîëîãèè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, è îò òîïîëîãèè â
îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ëþáîå îòîáðàæåíèå äèñêðåòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà â ëþáîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî. Íà àíòèäèñêðåòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå íåïðåðûâíû òîëüêî ïîñòîÿííûå îòîáðàæåíèÿ, à îòîáðàæåíèå ëþáî-
ãî ïðîñòðàíñòâà â àíòèäèñêðåòíîå íåïðåðûâíî. Íà îïðåäåëåííîì â ïðè-
ìåðå 2.2.4 ïðîñòðàíñòâå (ñâåðíóòîì â îêðóæíîñòü ïðîñòðàíñòâå ñòðåëîê)
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(φ) =

{
0 , 0 ≤ φ < π

1 , π ≤ φ < 2π.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, åñëè åå ðàññìàòðèâàòü êàê
îòîáðàæåíèå ñâåðíóòîãî â îêðóæíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñòðåëîê â äåéñòâè-
òåëüíóþ ïðÿìóþ ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé.

Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü
f : X 7→ Y

-îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X , TX) â òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y , TY ). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. f íåïðåðûâíî íà X.
2. Îáðàç çàìûêàíèÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ñîäåðæèòñÿ â çàìûêàíèè

îáðàçà:
∀(A ⊂ X) : f(Cl(A)) ⊂ Cl(f(A)). (2.37)

3. Ïðîîáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò:

(B = Cl(B))⇒ (Cl(f−1(B)) = f−1(B)). (2.38)

117



4. Ïðîîáðàç âñÿêîãî îòêðûòîãî â Y ìíîæåñòâà îòêðûò â X:

∀(B ∈ TY ) : f−1(B) ∈ TX . (2.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò âòîðîå.
Ïóñòü îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2.13 è x0 ∈
Cl(A). Ïóñòü V (y0) ∈ TY -ïðîèçâîëüíàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
y0 = f(x0) è U(x0) ∈ TX -òà îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, êîòîðàÿ â ñèëó îïðå-
äåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f(U(x0)) ⊂ V (y0).

Òàê êàê x0 ∈ Cl(A), òî U(x0)
⋂
A 6= ∅, ïîýòîìó f(U(x0))

⋂
f(A) 6= ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî,
V (y0)

⋂
f(A) 6= ∅.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè y0 ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì f(A). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y0 ∈ Cl(f(A)) è ïîýòîìó

f(Cl(A)) ⊂ Cl(f(A)).

Òåïðü äîêàæåì, ÷òî èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò òðåòüå. Ïóñòü B çàìêíó-
òî â Y è A = f−1(B). Òîãäà

f(Cl(A)) ⊂ Cl(f(A)) = Cl(B) = B,

ïîýòîìó
Cl(A) ⊂ f−1(B) = A

è A çàìêíóòî.
Äîêàæåì, ÷òî èç òðåòüåãî óñëîâèÿ âûòåêàåò ÷åòâåðòîå. Åñëè A îò-

êðûòî, òî C(A) -çàìêíóòî, ïîýòîìó ìíîæåñòâî

C(f−1(A)) = f−1(C(A))

çàìêíóòî, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî f−1(A) îòêðûòî.
Åñëè âûïîëíåíî ÷åòâåðòîå óñëîâèå, òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ X âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.2.4, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â êàæäîé
òî÷êå x ∈ X, ò.å. íåïðåðûâíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-
íèé.

Åñëè îòîáðàæåíèå (2.35) íåïðåðûâíî, Imf = Y è îòîáðàæåíèå g : Y 7→
Z íåïðåðûâíî, òî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé g ◦ f : X 7→ Z íåïðåðûâíà.
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Åñëè {fα} -ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà X â òî-
ïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Y (α), òî ñèñòåìà ìíîæåñòâ

B = {O | O = f−1
α (A) , A ∈ TY (α)}

îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå X áàçó òîïîëîãèè, â êîòîðîé âñå îòîáðàæåíèÿ
fα íåïðåðûâíû. Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ èíèöèàëüíîé òîïîëîãèåé äëÿ
ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé {fα}.

Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ ïî (2.30) áàçà òîïîëîãèè â ïðîèçâåäåíèè∏
τ∈I

Xτ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ èíèöèàëüíîé òîïîëîãèåé îòíîñèòåëüíî êî-

íå÷íûõ ñèñòåì îòîáðàæåíèé ïðîåêòèðîâàíèÿ

P (τ(j)) :
∏
τ∈I

Xτ 7→ Xτ(j) , 1 ≤ j ≤ n (2.40)

P (τ(j))(
∏
τ∈I

xτ ) = xτ(j). (2.41)

Åñëè {fα} -ñåìåéñòâî ïðîèçâîëüíûõ îòîáðàæåíèé òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ X(α) â ìíîæåñòâî Y , òî ñèñòåìà ìíîæåñòâ

B = {B | f−1
α (B) ∈ TX(α)}

îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå Y ïðåäáàçó òîïîëîãèè, â êîòîðîé âñå îòîáðàæå-
íèÿ {fα} íåïðåðûâíû. Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ ôèíàëüíîé òîïîëîãèåé
â Y .

Åñëè T1 , T2 -äâå òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå X, òî ãîâîðÿò, ÷òî òîïî-
ëîãèÿ T1 ñèëüíåå (îáîçíà÷åíèå :T1 � T2) òîïîëîãèè T2 (èëè òîïîëîãèÿ T2

ñëàáåå òîïîëîãèè T1), åñëè T2 ⊂ T1, ò.å. åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî, îòêðû-
òîå â òîïîëîãèè T2, îòêðûòî è â òîïîëîãèè T1. Åñëè âêëþ÷åíèÿ ñòðîãèå,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òîïîëîãèÿ ñòðîãî ñèëüíåå (ñëàáåå).

Äëÿ òîãî ÷òîáû òîïîëîãèÿ T1 áûëà áû ñèëüíåå òîïîëîãèè T2, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî íåïðåðûâíûì òîæäåñòâåíîå îòîáðàæåíèå
ïðîñòðàíñòâà (X , T1) â ïðîñòðàíñòâî (X , T2).

Åñëè A ⊂ X ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (X , TX), òî íà ìíîæåñòâå A ìîæíî ââåñòè òîïîëîãèþ TA, ïîëîæèâ
ïî îïðåäåëåíèþ TA = {∅ , A , A

⋂
O}, ãäå O ∈ TX . Òîïîëîãèÿ TA íà-

çûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé. Âîîáùå ãîâîðÿ, îòêðûòûå è èëè
çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãèè TA íå ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè èëè
çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè òîïîëîãèè TX . Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü
X = R1 ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé è A = [0 , 1). Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A
â òîïîëîãèè TX íè îòêðûòî, íè çàìêíóòî, à â òîïîëîãèè TA ìíîæåñòâî
A è îòêðûòî, è çàìêíóòî.
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Ëåììà 2.2.6. Åñëè A -îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (X , TX), òî ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A îòêðûòî â òîïîëîãèè TA
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî B îòêðûòî â òîïîëîãèè
TX . Åñëè A -çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
TX , òî ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A çàìêíóòî â òîïîëîãèè TA â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî B çàìêíóòî â òîïîëîãèè TX .

Äîêàçàòåëüñòâî.Åñëè A è B ⊂ A îòêðûòû â òîïîëîãèè TX , òî ìíî-
æåñòâî B = A

⋂
B îòêðûòî â òîïîëîãèè TA, ïîýòîìó ëþáîå ìíîæåñòâî,

îòêðûòîå â òîïîëîãèè TX , îòêðûòî è â òîïîëîãèè TA. Åñëè A îòêðûòî
è B îòêðûòî â òîïîëîãèè TA, òî B = A

⋂
O, ãäå O îòêðûòî â òîïîëî-

ãèè TX , ïîýòîìó B îòêðûòî â òîïîëîãèè TX . Åñëè A è B ⊂ A çàìêíóòû
â òîïîëîãèè TX , òî ìíîæåñòâî CX(B) îòêðûòî â òîïîëîãèè TX , ïîýòî-
ìó ìíîæåñòâî CA(B) = A

⋂
CX(B) îòêðûòî â òîïîëãèè TA, à ìíîæå-

ñòâî B çàìêíóòî â òîïîëîãèè TA. Åñëè A çàìêíóòî â òîïîëîãèè TX , à
B ⊂ A çàìêíóòî â òîïîëîãèè TA, òî A \ B îòêðûòî â òîïîëîãèè TA,
ïîýòîìó A \ B = A

⋂
O, ãäå O îòêðûòî â òîïîëîãèè TX è ìíîæåñòâî

CX(B) = (A
⋂
O)
⋃

(CX(A)) îòêðûòî â òîïîëîãèè TX , ò. å. B çàìêíóòî â
òîïîëãèè TX . Ëåììà äîêàçàíà.

2.2.4 Àêñèîìû îòäåëèìîñòè.

Âçàèìîîòíîøåíèÿ òî÷êè è îêðåñòíîñòè â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
ðåãóëèðóþòñÿ àêñèîìàìè îòäåëèìîñòè. Âîò ñïèñîê ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ
àêñèîì îòäåëèìîñòè.

1. Àêñèîìà T0. Ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ëþáûõ äâóõ òî÷åê ïðîñòðàí-
ñòâà èìååò îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò äðóãóþ òî÷êó.

Ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå T0 (è íå óäî-
âëåòâîðÿåò íèæå ñëåäóþùèì àêñèîìàì) ïðèâåäåí â ïðèìåðå 2.2.1

2. ÀêñèîìàT1. Êàæäàÿ èç äâóõ ëþáûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà èìååò îêðåñò-
íîñòü, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò äðóãóþ òî÷êó.

Ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå T1 (è íå óäî-
âëåòâîðÿåò íèæå ñëåäóþùèì àêñèîìàì) ïðèâåäåí â ïðèìåðå 2.2.2.

Â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå T1, êàæäàÿ òî÷êà
åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

3. Àêñèîìà T2. Ëþáûå äâå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà èìåþò íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

4. Àêñèîìà T3. Ó ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A è òî÷êè x ∈ C(A)
åñòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

5. Àêñèîìà T4. Ëþáûå äâà çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà
èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.
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Àêñèîìå T2 íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé îòäåëèìîñòè Õàóñäîðôà, à ïðîñòðàí-
ñòâà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìå T2, íàçûâàþòñÿ õàóñäîðôîâûìè
ïðîñòðàíàñòâàìè. ßñíî, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ õàó-
ñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Âñòðå÷àþùèåñÿ â àíàëèçå ïðîñòðàíñòâà ÷à-
ùå âñåãî ÿâëÿþòñÿ õàóñäîðôîâàìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì T1 è T3, íàçûâàþò
ðåãóëÿðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì T1 è T4, íàçûâàþò
íîðìàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ëþáîå íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïðîñòðàíñòâîì,
ëþáîå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ëåììà 2.2.7. Ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîðôîâî â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, åñëè â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ X ×X äèàãîíàëü:

diag ⊂ X ×X , diag := {x× y | x ∈ X , y ∈ X , x = y}

åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâîX õàóñäîðôîâî. Äîêàæåì, ÷òî äèàãîíàëü çàìêíó-
òà. Ïóñòü x × y 6∈ diag. Òîãäà x 6= y, è ñóùåñòâóþò òàêèå îòêðûòûå
îêðåñòíîñòè V (x) è V (y) òî÷åê x è y, ÷òî

V (x)
⋂

V (y) = ∅. (2.42)

Òîãäà ìíîæåñòâî V (x) × V (y) åñòü îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x × y â
ïðîñòðàíñòâå X×Y , êîòîðàÿ â ñèëó (2.42) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äèàãîíàëüþ,
ïîýòîìó ìíîæåñòâî C(diag) îòêðûòî, à ìíîæåñòâî diag çàìêíóòî. Åñëè
äèàãîíàëü çàìêíóòà, òî òî÷êà x×y ïðè x 6= y èìååò íåïåðåñåêàþùóþñÿ ñ
äèàãîíàëüþ îòêðûòóþ â òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ X×X îêðåñòíîñòü. Ïî
îïðåäåëåíèþ áàçû òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå X ×X äîëæíû ñóùåñòâî-
âàòü òàêèå îòêðûòûå îêðåñòíîñòè V (x) è V (y) òî÷åê x è y, ÷òî âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå (2.42). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèåì ýòîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 2.2.8. Åñëè f è g -íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X
â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y è

∀(x ∈ A) : f(x) = g(x), (2.43)

òî
∀(x ∈ Cl(A)) : f(x) = g(x). (2.44)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F ïðîñòðàíñòâà X â ïðî-
ñòðàíñòâî Y × Y :

X 3 x 7→ F (x) = f(x)× g(x) ∈ Y × Y.

Îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî, ïîýòîìó ïðîîáðàç F−1(diag) ⊂ X çàìêíó-
òîãî â òîïîëîãèè Y × Y ìíîæåñòâà diag ⊂ Y × Y çàìêíóò â òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà X. Íî A ⊂ F−1(diag), ïîýòîìó Cl(A) ⊂ F−1(diag). Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2.9. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åñòü íîðìàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.11) äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà A ôóíêöèÿ

x 7→ dist(x , A)

íåïðåðûâíà. Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B çàìêíóòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà
ôóíêöèÿ

x 7→ dist(x , A) + dist(x , B)

â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.2.3) íå ðàâíà íóëþ íè â îäíîé òî÷êå, òàê êàê íåò
òàêèõ òî÷åê, êîòîðûå ïðèíàäëåæàëè áû è ìíîæåñòâó A, è ìíîæåñòâó B.
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

f(x) =
dist(x , A)

dist(x , A) + dist(x , B)
(2.45)

íåïðåðûâíà. Ïîëîæèì

OB = {x | f(x) > 3/4} , OA = {x | f(x) < 1/4}.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) ìíîæåñòâà OA è OB îòêðûòû. Î÷å-
âèäíî, ÷òî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ A ⊂ OA , B ⊂
OB. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A è B â
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ (2.45) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ: f(A) = 0 , f(B) = 1. Òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò íå òîëüêî
â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íî è â ëþáîì íîðìàëüíîì òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ìû ñíà÷àëà äîêàæåì ëåì-
ìó, êîòîðóþ íàçûâàþò ìàëîé ëåììîé Óðûñîíà.

Ëåììà 2.2.10. Ïóñòü X -íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A -çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â X. Òîãäà äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñò-
íîñòè OA ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò òàêàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü
VA ⊃ A, ÷òî

A ⊂ VA ⊂ Cl(VA) ⊂ OA. (2.46)
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Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüD = C(OA). ÌíîæåñòâîD çàìêíóòî èA
⋂
D =

∅. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X íîðìàëüíî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå îòêðûòûå
îêðåñòíîñòè VA ⊃ A è VD ⊃ D, ÷òî VA

⋂
VD = ∅. Ïîýòîìó C(VD) ⊂ VA.

Ìíîæåñòâî C(VD) çàìêíóòî è ñîäåðæèò VA. Íî Cl(VA) -íàèìåíüøåå çà-
ìêíóòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò VA, ïîýòîìó Cl(VA) ⊂ C(VD). Òàê
êàê VD ⊃ D, òî C(VD) ⊂ C(D) = OA. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû âêëþ-
÷åíèÿ

A ⊂ VA ⊂ Cl(VA) ⊂ C(VD) ⊂ OA.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåïåðü äîêàæåì áîëüøóþ ëåììó Óðûñîíà.

Ëåììà 2.2.11. Ïóñòü X -íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðñòðàíñòâî, A
è B -çàìêíóòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå X. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X 7→ R1, ÷òî f(A) =
0 , f(B) = 1 , 0 ≤ f(x) ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì V (1) = C(B). Ìíîæåñòâî V (1) îòêðûòî è
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî A. Ïóñòü V (0) -òàêàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü ìíî-
æåñòâà A, ÷òî

A ⊂ V (0) ⊂ Cl(V (0)) ⊂ V (1).

Òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò íà îñíîâå ìàëîé ëåììû Óðûñîíà. Äî-
êàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ n = 0, 1, . . . è äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ p′ , p =
2−nm, 0 ≤ m ≤ 2n ìû ìîæåì íàéòè òàêèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà V (p) , V (p′),
÷òî

∀(p′ > p) : A ⊂ V (p) ⊂ ClV (p) ⊂ V (p′). (2.47)

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 0 ñóùåñòâîâàíèå òà-
êèõ îêðåñòíîñòåé äîêàçàíî âûøå. (n+ 1)-é øàã èíäóêöèè ïðîâåäåì òàê.
Äëÿ

p′ =
1

2
(2−nm+ 2−n(m+ 1)) = 2−(n+1)(2m+ 1) , m < 2−n,

ìû, âîñïîëüçðâàâøèñü ìàëîé ëåììîé Óðûñîíà äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæå-
ñòâà Cl(V (2−nm)) è åãî îòêðûòîé îêðåñòíîñòè V (2−n(m + 1)), íàéäåì
òàêóþ îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü V (p′), ÷òî

Cl(V (2−nm)) ⊂ V (2−(n+1)(2m+ 1)) ⊂ Cl(V (2−(n+1)(2m+ 1))) ⊂ V (2−n(m+ 1)).

Ñóùåñòâîâàíèå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2.47) îêðåñòíîñòåé äîêàçàíî.
Ïî ïîñòðîåíèþ ýòè îêðåñòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∀(p′ > p) : A ⊂ Cl(V (p)) ⊂ V (p′) ⊂ V (1) = C(B).
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

f(x) =

{
inf{p | x ∈ V (p)},
1 , x ∈ B.

Ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

f(x) = 0 , x ∈ A ; f(x) = 1 , x ∈ B ; 0 ≤ f(x) ≤ 1 , x ∈ X.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà.
Ïóñòü

O(ε) =
⋃
p<ε/2

V (p).

Ìíîæåñòâî O(ε) îòêðûòî è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) ñëåäóåò, ÷òî
f(O(ε)) ⊂ [0 , ε)

Ïóñòü (t− ε/2 , t+ ε/2) ⊂ (0 , 1) è O′(ε) = V (t+ ε/2) \Cl(V (t− ε/2)).
Ìíîæåñòâî O′(ε) îòêðûòî è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) ñëåäóåò, ÷òî
f(O′(ε)) ⊂ (t− ε/2 , t+ ε/2).

Ïóñòü O′′(ε) = C(Cl(V (1 − ε/2))). Ìíîæåñòâî O′′(ε) îòêðûòî è èç
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) ñëåäóåò, ÷òî f(O′′(ε)) ⊂ (1− ε , 1].

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f(x), à âìåñòå ñ ýòèì è áîëüøàÿ ëåììà Óðû-
ñîíà äîêàçàíû.

Ñëåäñòâèå 2.2.4. Ïóñòü X -íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
è Ai , 1 ≤ i ≤ n < ∞ -ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæå-
ñòâà â X , ai -ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ f : X 7→ R1, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

f(x) = ai , x ∈ Ai ; |f(x)| ≤
∑

1≤i≤n

|ai| , x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìíîæåñòâ A =
⋃
j 6=i

Aj è B = Ai ïîñòðîèì ôóíê-

öèþ fi(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì áîëüøîé ëåììû Óðûñîíà.
Òîãäà ôóíêöèÿ

f(x) =
∑
i

aifi(x)

åñòü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.
Ýòî ñëåäñòâèå óòî÷íÿåò òåîðåìà Áðàóýðà-Òèòöå-Óðûñîíà î ïðîäîë-

æåíèè ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü X -íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, A -çàìêíóòîå
ïîäìíîæåñòâî â X, è ψ : A 7→ R1 -íåïðåðûâíàÿ â òîïîëîãèè TA îãðàíè-
÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X 7→
R1, ÷òî ∀(x ∈ A) : f(x) = ψ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M0 = sup{|ψ(x)| | x ∈ X}. Îïðåäåëèì ìíîæå-
ñòâà

A00 = {x | ψ(x) ≥M0} , A01 = {x | ψ(x) ≤ −M0}.
Ìíîæåñòâà A00 , A01 çàìêíóòû â ïðîñòðàíñòâå (A , TA), à ïîñêîëüêó A çà-
ìêíóòî â X, òî ýòè ìíîæåñòâà çàìêíóòû è â X. Ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ
íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X ôóíêöèþ f0(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì:

f0(x) = M0/3 , x ∈ A00 ; f0(x) = −M0/3 , x ∈ A01

|f0(x)| ≤M0/3 , x ∈ X.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè ñëåäóåò èç áîëüøîé ëåììû Óðûñîíà. Ïî-
ëîæèì

ψ1(x) = ψ(x)− f0(x).

Ôóíêöèÿ ψ1(x) íåïðåðûâíà íà A è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

sup{|ψ1(x)| | x ∈ X} ≤ 2/3M0.

Ê ôóíêöèè ψ1 ìû ñíîâà ïðèìåíèì íàøå ïîñòðîåíèå. Òàê ìû ïîëó÷èì
ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ψ0(x) = ψ(x) , ψn+1(x) = ψn(x)− fn(x) ,

sup |ψn+1(x)| ≤ 2 sup |ψn(x)|/3 , x ∈ A,
fn(x) = ψn(x)− ψn+1(x) , |fn(x)| ≤ sup |ψn(x)|/3 , x ∈ X.

Ôóíêöèÿ
f(x) =

∑
0≤n<∞

fn(x)

åñòü èñêîìîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ψ(x).

2.3 Êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ñèñòåìà P = {Aα | α ∈ I} îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì ìíîæå-
ñòâà A, åñëè

A ⊂
⋃
α∈I

Aα.
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Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Îòêðûòîå ïîêðûòèå P ′ = {Aα | α ∈ Ĩ ⊂ I} ìíî-
æåñòâà A íàçûâàåòñÿ ïîäïîêðûòèåì ïîêðûòèÿ P = {Aα | α ∈ I}, åñëè
P ′ ⊂ P , ò.å. åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî, âõîäÿùåå â ïîêðûòèå P ′, âõîäèò è
â ïîêðûòèå P .

Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî K íàçûâàåòñÿ êîì-
ïàêòíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (èëè êîìïàêòîì), åñëè ëþáîå
îòêðûòîå ïîêðûòèå {Aα | α ∈ I} ïðîñòðàíñòâà K ñîäåðæèò ñîñòîÿùåå
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ ïîäïîêðûòèå, ò.å. ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ìíîæåñòâ ïîäñèñòåìó {Aα(j) | 1 ≤ j < N < ∞} ⊂ {Aα | α ∈ I},
êîòîðàÿ åñòü ïîêðûòèå K.

Îïðåäåëåíèå 2.3.4. Ìíîæåñòâî A ⊂ X â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X , T ) íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì â X, åñëè îíî åñòü êîìïàêòíîå òîïîëîãè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, ò.å. åñëè ïðîñòðàíñòâî
(A , TA) êîìïàêòíî.

Îïðåäåëåíèå 2.3.5. Ìíîæåñòâî A ⊂ X â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X , T ) íàçûâàåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì â X, åñëè çàìûêàíèå ClX(A) åñòü
êîìïàêòíîå â X ïðîñòðàíñòâî.

Óñëîâèå (2.3.3) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Áîðåëÿ-Ëåáåãà. Â ðàáîòàõ Í.
Áóðáàêè è èõ ïîñëåäîâàòåëåé êîìïàêòàìè íàçûâàþòñÿ õàóñäîðôîâû ïðî-
ñòðàíñòâà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Áîðåëÿ-Ëåáåãà. Çàìåòèì, ÷òî
ïðèìåðíî äî ñåðåäèíû 80-õ ãîäîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íà ðóñ-
êîì ÿçûêå êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàëèñü áèêîìïàêòàìè, à êîì-
ïàêòàìè íàçûâàëèñü òå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå òåïåðü íàçûâàþòñÿ ñå-
êâåíöèàëüíî êîìïàêòûìè.

Ïðèìåíåíèå ôîðìóë äå Ìîðãàíà ê (2.3.3) äàåò ñëåäóþùèå ýêâèâà-
ëåíòíûå îïðåäåëåíèþ 2.3.3 óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè.

Óñëîâèå 2.3.1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî K êîìïàêòíî â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè â ëþáîé åãî ñèñòåìå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñ
ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì ñîäåðæèòñÿ ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíî-
æåñòâ ïîäñèñòåìà ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì.

ßñíî, ÷òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó.

Óñëîâèå 2.3.2. Ïðîñòðàíñòâî K êîìïàêòíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, åñëè â íåì èç óñëîâèÿ, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà

{Fα(j) | 1 ≤ j < N <∞ , α(j) ∈ I} ⊂ {Fα | α ∈ I}

ñèñòåìû {Fα | α ∈ I} çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷å-
íèÿ ñëåäóåò, ÷òî è âñÿ ñèñòåìà {Fα | α ∈ I} èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷å-
íèå.
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî K ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê òîïîëîãè÷åñîå ïðîñòðàíñòâî è ðå÷ü èäåò îá îòêðûòûõ èëè
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà K.

Ëåììà 2.3.1. Åñëè K -çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X , T ), òî K -êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâîK çàìêíóòî âX, òî â ñèëó ëåììû
2.2.6 çàìêíóòûå â K ìíîæåñòâà çàìêíóòû è â X, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò èç 2.3.2.

Ïðèâåäåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, êîòîðîå îïèðàåòñÿ òîëü-
êî íà îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîñòè ñ ïîìîùüþ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü
{Aα | α ∈ I} -îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K. Òîãäà Aα = Vα

⋂
K, ãäå

ìíîæåñòâà {Vα | α ∈ I} îòêðûòû â X, è ñèñòåìà ìíîæåñòâ {C(K) , Aα |
α ∈ I} åñòü îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ
êîíå÷íàÿ ñèñòåìà {C(K) , Vα(j) | 1 ≤ j < N < ∞} åñòü îòêðûòîå ïîêðû-
òèå ìíîæåñòâà X, à ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ýòîé ñèñòåìû ñ ìíîæåñòâîì
K åñòü îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.2. Åñëè K -êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õàóñäîðôîâà ïðî-
ñòðàíñòâà X, òî K çàìêíóòî â X.

Äîêàçàòåëüñòâî.Åñëè K = X, òî K çàìêíóòî. Ïóñòü C(K) 6= ∅. Äîêà-
æåì, ÷òî C(K) îòêðûòî. Ïóñòü y ∈ C(K) , x ∈ K. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî
X õàóñäîðôîâî, òî ó òî÷åê x , y ñóùåñòâóþò íåïðåðñåêàþùèåñÿ îòêðû-
òûå îêðåñòíîñòè

V (x) 3 x , U(y) 3 y , V (x)
⋂

U(y) = ∅. (2.48)

Ñèñòåìà îòêðûòûõ â K ìíîæåñòâ {K
⋂
V (x) | x ∈ K} åñòü îòêðûòîå ïî-

êðûòèå ìíîæåñòâàK, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ìíîæåñòâ ïîäñèñòåìà ýòîé ñèñòåìû {K

⋂
V (xj) | 1 ≤ j < N <∞}, êîòî-

ðàÿ åñòü ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K. Ïóñòü Uj(y) -òà îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè y, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.48) äëÿ îêðåñòíîñòè V (xj),
è ïóñòü U0(y) =

⋂
1≤j<N

Uj(y). Òàê êàê èíäåêñîâ j òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî,

òî îêðåñòíîñòü U0(y) îòêðûòà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ U0(y) ⊂ C(K).
Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.1. Íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü
êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
f : K 7→ Y
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-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà K â òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî Y è

f(K) ⊂
⋃
α

Vα , Vα ∈ T

-îòêðûòîå ïîêðûòèå îáðàçà êîìïàêòà K ïðè îòîáðàæåíèè f . Òîãäà

K ⊂
⋃
α

f−1(Vα)

è èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ êîìïàêòà K ìíîæåñòâàìè f−1(Vα) ìîæíî âû-
áðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå:

K ⊂
⋃

1≤j<N

f−1(Vα(j)).

Ñëåäîâàòåëüíî,
f(K) ⊂

⋃
1≤j<N

Vα(j),

÷òî è äîêàçûâàåò êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà f(K).
Äîêàæåì òåîðåìó Äèíè.

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü fn -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
íà êîìïàêòå K:

fn : K 7→ R1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

∀(x ∈ K , n) : 0 ≤ fn+1(x) ≤ fn(x), (2.49)

lim
n→∞

fn(x) = 0. (2.50)

Òîãäà
lim
n→∞

sup{fn(x) | x ∈ K} = 0. (2.51)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâà

Fn = {x | fn(x) ≥ ε}.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé fn(x) ìíîæåñòâà Fn çàìêíóòû, à òàê êàê
â ñèëó (2.49) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ìîíîòîííî íåâîçðàñòàåò, òî

Fn+1 ⊂ Fn. (2.52)
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Èç (2.50) ñëåäóåò, ÷òî ⋂
n

Fn = ∅.

Òàê êàê ìíîæåñòâî K êîìïàêò, òî èç (2.52) è óñëîâèÿ 2.3.1 ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå n(ε), ÷òî Fn(ε) = ∅, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀(n > n(ε)) : sup{fn(x) | x ∈ K} < ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèâåäåì êðèòåðèè êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå.
Ñíà÷àëà äàäèì

Îïðåäåëåíèå 2.3.6. ÌíîæåñòâîK â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåM ñâåð-
õîãðàíè÷åíî, åñëè êàêîâî áû íè áûëî ε > 0, íàéäåòñÿ òàêîå êîíå÷íîå
÷èñëî øàðîâ {b(xj , ε) | 1 ≤ j < N < ∞}, ÷òî ìíîæåñòâî K ñîäåðæèòñÿ
â îáúåäèíåíèè ýòèõ øàðîâ:

K ⊂
⋃

1≤j<N

b(xj , ε). (2.53)

Ðàíüøå ñâîéñòâî (2.53) íàçûâàëîñü âïîëíå îãðàíè÷åííîñòüþ, íî òå-
ïåðü ýòîò òåðìèí ñâÿçûâàåòñÿ ñ äðóãèì ïîíÿòèåì.

Òåîðåìà 2.3.3. Åñëè K -ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû.

1. K -êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî.
2. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xj} òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå K ñîäåð-

æèò ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå x0 ∈ K ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
3. K åñòü ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ñâåðõîãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò âòîðîå.
Ïóñòü K -êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî è {xj} ⊂ K. Ïóñòü Fn = Cl({xj | j ≥
n}). Ìíîæåñòâà Fn çàìêíóòû è

∀(j <∞) :
⋂
n≤j

Fn 6= ∅.

Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ êîìïàêòîñòè 2.3.2 ñëåäóåò, ÷òî

∃x0 : x0 ∈
⋂
n≤∞

Fn.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé øàð b(x0 , 1/m) èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ êàæ-
äûì èç ìíîæåñòâ {xj | j ≥ n}:

∀(m > 0 , n <∞) , ∃xj(m) : xj(m) ∈ {xj | j ≥ n}
⋂

b(x0 , 1/m).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xj(m)} , m = 1, . . . åñòü èñêîìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xj}.

Äîêàæåì, ÷òî èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò òðåòüå. ßñíî, ÷òî èç âòîðî-
ãî óñëîâèÿ ñëåäóåò ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà K. Äîêàæåì ñâåðõîãðàíè÷åí-
íîñòü. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 íóæíîãî íàáîðà øàðîâ íåò. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíî øàð b(x0 , ε). Ýòîò øàð ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ íå ñîäåð-
æèò âñåãî ïðîñòðàíñòâà K, ïîýòîìó â ïðîñòðàíñòâå K ñóùåñòâóåò òî÷êà
x1 6∈ b(x0 , ε). Ðàññìîòðèì øàð b(x1 , ε). Îïÿòü ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x2 ∈ K, ÷òî

x2 6∈ b(x0 , ε)
⋃

b(x1 , ε).

Òàê ìû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn} ⊂ K, êîòîðàÿ óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

xn+1 6∈
⋃

0≤j≤n

b(xj , ε),

ïîýòîìó
∀(m > 0 , n > 0) : d(xn , xn+m) > ε

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè K.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç òðåòüåãî óñëîâèÿ ñëåäóåò ïåðâîå. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî òðåòüå óñëîâèå âûïîëíåíî, íî ïðîñòðàíñòâî íå êîìïàêòíî. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vα} ïðîñòðàíñòâà K, êîòîðîå íå ñî-
äåðæèò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Â ñèëó ñâåðõîãðàíè÷åííîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà K ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî øàðîâ {b(xj , 1) , 1 ≤ j < N}, êîòîðûå
ïîêðûâàþò ìíîæåñòâî K. Ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ýòèõ øàðîâ íå ïî-
êðûâàåòñÿ íèêàêîé êîíå÷íîé ñèñòåìîé ìíîæåñòâ Vα. Ïóñòü ýòî áóäåò øàð
b(x1 , 1). Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà K øàðàìè ðàäèóñà
1/4. Ñðåäè øàðîâ ðàäèóñà 1/4, êîòîðûå ïîêðûâàþò øàð b(x1 , 1), íàé-
äåì øàð b(x2 , 1/4), êîòîðûé íå ïîêðûâàåòñÿ íèêàêîé êîíå÷íîé ñèñòåìîé
ìíîæåñòâ Vα. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ìû ïîëó÷èì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü øàðîâ {b(xn , 4−n+1)}, ÷òî

d(xn , xn+m) < d(xn , xn+1) + . . .+ d(xn+m−1 , xn+m)

< 4−n+1(1 + 1/4 + . . .) < 4−n+2/3,
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è íèêàêîé èç øàðîâ b(xn , 4−n+1) íå ïîêðûâàåòñÿ íèêàêîé êîíå÷íîé ñè-
ñòåìîé ìíîæåñòâ Vα. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðîâ ýòèõ øàðîâ ôóíäà-
ìåíòàëüíà, è â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà K îíà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå x0 ∈ K. Ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî Vα(0) ∈ {Vα}, ÷òî
x0 ∈ Vα(0),ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé øàð b(x0 , ε), ÷òî b(x0 , ε) ⊂ Vα(0).
Òàê êàê d(xn , x0) < 4−n+2/3 → 0 , n → ∞, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
n øàð b(xn , 4−n+1) áóäåò öåëèêîì ñîäåðæàòüñÿ â øàðå b(x0 , ε), è ïîýòî-
ìó áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ìíîæåñòâå Vα(0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó øàðà
b(xn , 4−n+1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.3.1. Åñëè K -êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî {xj} ⊂ K,
÷òî

K = Cl{xj}. (2.54)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n ïîñòðîèì òàêèå øàðû
b(xj , 1/n), ÷òî ìíîæåñòâî K áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè
ýòèõ øàðîâ, à ïîòîì ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå öåíòðîâ âñåõ øàðîâ. Ýòî
è áóäåò èñêîìîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü C(X , M) -ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà òîïîëî-
ãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(M , dM):

f ∈ C(X , M) , f : X 7→M.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

sup{dM(f(x) , g(x)) | x ∈ X} <∞,

òàê êàê ïðè íåîáõîäèìîñòè ìû ìîæåì çàìåíèòü ìåòðèêó â M íà ýêâèâà-
ëåíòíóþ:

dM →
dM

1 + dM
.

Ìíîæåñòâî C(X , M) åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ìåò-
ðèêè

dC(f, , g) := sup{dM(f(x) , g(x)) | x ∈ X}. (2.55)

Ëåììà 2.3.3. Åñëè M -ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìíîæå-
ñòâî C(X , M) åñòü ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè (2.55).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè {fn} -ôóíäàìåíòàëüíàÿ â ìåòðèêå (2.55) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, òî â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà M

∃f(x) , f(x) := lim
n→∞

fn(x). (2.56)
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Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (2.56) ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâ-
íà. Ïóñòü x0 ∈ X è m, n -ïðîèçâîëüíû. Òîãäà

dM(f(x0) , fm(x)) ≤ dM(f(x0) , fm(x0)) + dM(fm(x0) , fn(x0)) + dM(fn(x0),

fn(x)) + dM(fn(x) , fm(x)) ≤ 2 sup{dM(fn(x) , fm(x)) | x ∈M}+
dM(f(x0) , fm(x0)) + dM(fn(x) , fn(x0)). (2.57)

Âûáåðåì n(ε) íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

∀(n > n(ε) , m > n(ε)) : sup{dM(fn(x) , fm(x)) | x ∈ X} < ε/3,

è íåðàâåíñòâå (2.57) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó m→∞.
Ïîëó÷èì:

∀(n > n(ε)) : dM(f(x0) , f(x)) ≤ 2

3
ε+ dM(fn(x0) , fn(x)).

Ôèêñèðóåì n > n(ε) è äëÿ äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî n èñïîëüçóÿ íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè fn(x) íàéäåì òàêóþ îêðåñòíîñòü V (x0) òî÷êè x0, ÷òî

∀(x ∈ V (x0)) : dM(fn(x0) , fn(x)) < ε/3.

Òîãäà áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∀(x ∈ V (x0)) : dM(f(x0) , f(x)) < ε,

êîòîðîå äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Òàê êàê
òî÷êà x0 ïðîèçâîëüíà, òî ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì îäíî ñâîéñòâî ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà C(K , M).

Ëåììà 2.3.4. Åñëè f ∈ C(K , M), òî

∀(ε > 0) , ∃δ(ε) : (dK(x , x′) < δ(ε))⇒ (dM(f(x) , f(x′)) < ε). (2.58)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 0 åñòü òî÷êè xn , x′n, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèþ:

dK(xn , x
′
n) < 1/n , dM(f(xn) , f(x′n)) > ε0.

Òàê êàê ìíîæåñòâî K -êîìïàêò, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè xn , x′n ñõîäÿòñÿ:

xn → x0 , x
′
n → x′0 , n→∞.
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ßñíî, ÷òî ìû äîëæíû èìåòü:

x0 = x′0.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f :

dM(f(xn) , f(x′n)) < dM(f(xn) , f(x0)) + dM(f(x0) , f(x′n))→ 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîëó÷èì êðèòåðèè êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå C(K , M).

Îïðåäåëåíèå 2.3.7. Ìíîæåñòâî A = {fα | α ∈ I} ⊂ C(K , M) íàçûâà-
åòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì, åñëè

∀(ε > 0) , ∃δ(ε) : (dK(x , x′) < δ(ε))⇒ (sup{dM(fα(x) , fα(x′)) | α ∈ I} < ε).
(2.59)

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó Àðöåëà-Àñêîëè.

Òåîðåìà 2.3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ìíîæåñòâî K -êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
2. Ìíîæåñòâî A = {fα | α ∈ I} ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.
3. Ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K̃ ⊂M , ÷òî

∀(fα ∈ A) : fα(K) ⊂ K̃. (2.60)

Òîãäà ìíîæåñòâî A ïðåäêîìïàêòíî â C(K , M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xj | j = 1, . . .} -ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, êîòî-
ðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.54). Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåð-
æèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà
{xj | j = 1, . . .}. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ïðèåì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
êàíòîðîâñêèì äèàãîíàëüíûì ïðîöåññîì.

Ôèêñèðóåì òî÷êó x1 ∈ {xj | j = 1, . . .}. Â ñèëó óñëîâèÿ 2 íàøåé
òåîðåìû âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

B1 := {fα(x1) | α ∈ I} ⊂ K̃ ⊂M. (2.61)

Òàê êàê ìíîæåñòâî K̃ êîìïàêòíî, òî ìíîæåñòâî B1 ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü ýòî áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f1,n(x1) | n =
1, . . .} ⊂ B1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

B2 := {f1,n(x2) | n = 1, . . .} ⊂ K̃ ⊂M.
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Ýòî ìíîæåñòâî òàêæå ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü
ýòî áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé {f2,n | n = 1, . . .} ⊂
{f1,n | n = 1, . . .} â òî÷êå x2. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {f2,n(x) | n = 1, . . .} ñõîäèòñÿ ïî êðàíåé ìåðå â äâóõ òî÷êàõ:
x1 è x2. Äàëåå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

B3 := {f2,n(x3) | n = 1, . . .} ⊂ K̃ ⊂M.

è âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f3,n | n = 1, . . .} ⊂ {f2,n | n = 1, . . .},
êîòîðàÿ áóäåò ñõîäèòüñÿ â òî÷êå x3. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó-
÷èì òàêèå ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fm,n | n = 1, . . .} ⊂ {fm−1,n | n = 1, . . .} , m = 1, . . . ,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fm,n(x) | n = 1, . . .} ñõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â
òî÷êàõ x1 , x2 , . . . xm. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn,n | n = 1, . . .} åñòü èñêîìàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: îíà ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà {xj | j =
1, . . .}, òàê êàê

∀m : {fn,n | n = 1, . . .} ⊂ {fm,n | n = 1, . . .}.

Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ïîñòðîåíèè ìû íå èñïîëüçîâàëè êîìïàêòíîñòè
ìíîæåñòâà K.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn,n | n = 1, . . .} ñõîäèòñÿ â
ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C(K , M). Ôèêñèðóåì ε > 0 è íàéäåì ñîîòâåòñâó-
þùåå ïî (2.59) ÷èñëî δ(ε). Òàê êàê ìíîæåñòâî K -ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò,
òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî øàðîâ {b(yj δ(ε)/2) | 1 ≤ j ≤ N}, êîòîðûå
ïîêðûâàþò âñå ïðîñòðàíñòâî K. Â êàæäîì øàðå b(yj) δ(ε)/2) åñòü òî÷êà
èç ìíîæåñòâà (2.54). Ïóñòü ýòî áóäåò òî÷êà xj ∈ b(yj δ(ε)/2). Ïóñòü x ∈ K
-ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò øàðó
b(yj δ(ε)/2). Òàê êàê òî÷êè x è xj ïðèíàäëåæàò îäíîìó øàðó b(yj δ(ε)/2),
òî dK(x , xj) < δ(ε), è â ñèëó (2.59) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

dM(fn,n(x) , fm,m(x)) ≤ dM(fn,n(x) , fn,n(xj))+

dM(fm,m(xj) , fn,n(xj)) + dM(fm,m(x) , fm,m(xj))

≤ 2ε+ dM(fm,m(xj) , fn,n(xj)). (2.62)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn,n(xj) | n = 1, . . .} ñõîäèòñÿ â êîæäîé
òî÷êå xj, òî

∃n(ε) , ∀(n > n(ε) , m > n(ε)) : sup{dM(fm,m(xj) , fn,n(xj) | 1 ≤ j ≤ N}) < ε , .

Òîãäà èç (2.62) ñëåäóåò, ÷òî

∀(n > n(ε) , m > n(ε)) : sup{dM(fn,n(x) , fm,m(x)) | x ∈ K} ≤ 3ε.
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Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíóþ â
ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C(K , M) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à îòñþäà è ñëåäóåò,
÷òî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A åñòü êîìïàêò. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû ïåðåéäåì ê òåîðåìå Ñòîóíà-Âåéðøòðàññà, êîòîðàÿ îïèñû-
âàåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà C(K , C1). Ñíà÷àëà äàäèì íåñêîëüêî îïðå-
äåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.3.8. Ìíîæåñòâî ôóíêöèéA íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ôóíê-
öèé íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë, åñëè

1. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé A åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåé-
ñòâèòåëüíûõ (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîòî÷å÷íîãî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî:

∀(f ∈ A , g ∈ A) : αf + βg ∈ A

äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë α , β.
2. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé A çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîòî÷å÷-

íîãî óìíîæåíèÿ:
∀(f ∈ A , g ∈ A) : fg ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 2.3.9. Ìíîæåñòâî çàäàííûõ íà K ôóíêöèé A ðàçäåëÿåò
òî÷êè ìíîæåñòâà K, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû íå ñîâïàäàþùèõ òî÷åê x ∈
K , y ∈ K â ìíîæåñòâå A ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ A, ÷òî f(x) 6=
f(y).

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì óòî÷íÿòü, íàä êàêèì ïîëåì ðàññìàòðèâà-
åòñÿ àëãåáðà ôóíêöèé, åñëè ýòî ÿñíî èç êîíòåêñòà èëè íå èìååò çíà÷åíèÿ.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 2.3.1. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ íà îòðåçêå [0 , 1] åñòü àëãåáðà
ôóíêöèé.

Ïðèìåð 2.3.2. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

f(x) =
P (x)

Q(x)
,

ãäå P (x) -ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì, àQ(x) -ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì, íå èìå-
þùèé êîðíåé íà îòðåçêå [0 , 1], åñòü àëãåáðà ôóíêöèé íà îòðåçêå [0 , 1].

Ïðèìåð 2.3.3. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé
{sinnx , cosnx | n = 0, 1, . . .} åñòü àëãåáðà ôóíêöèé íà îòðåçêå [0 , 2π].

Ïðèìåð 2.3.4. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé
{exp(inx) | n = 0, 1, . . .} åñòü àëãåáðà ôóíêöèé íà îòðåçêå [0 , 2π].
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Â íèæå ñëåäóþùåé òåîðåìå ðå÷ü èäåò îá àëãåáðå äåéñòâèòåëüíûõ
ôóíêöèé íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2.3.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ìíîæåñòâî K åñòü êîìïàêò.
2. Àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé A ⊂ C(K , R1) ðàçäåëÿåò òî÷êè

ìíîæåñòâà K.
3. Àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé A ñîäåðæèò ôóíêöèþ, òîæäå-

ñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå:

(f0(x) ≡ 1)⇒ (f0 ∈ A).

Òîãäà çàìûêàíèå àëãåáðû A â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C(K , R1) ñîâïà-
äàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì C(K , R1):

Cl(A) = C(K , R1).

Ýòà òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ñòîóíà-Âåéðøòðàññà. Ñìûñë ýòîé
òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè çàäàííîå íà êîìïàêòå K ìíîæåñòâî
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2-3, òî ëþáóþ íåïðå-
ðûâíóþ íà êîìïàêòå K ôóíêöèþ ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî â ðàâíîìåð-
íîé ìåòðèêå ïðèáëèçèòü ôóíêöèåé èç ìíîæåñòâà A. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
ìíîæåñòâî A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2-3, òî è ìíîæåñòâî Cl(A) òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2-3.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè f ∈
A, òî |f | ∈ Cl(A). Ïóñòü a = sup{|f(x)| | x ∈ K} è Pn(t) -ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0 , 1]
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

√
t:

sup |Pn(t)−
√
t| | t ∈ [0 , 1]} → 0 , n→∞.

Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ ñóùåñòâóåò. Ìîæíî âçÿòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà, ìîæíî âçÿòü îïðåäåëÿåìûå ïî èíäóê-
öèè ïîëèíîìû

P1(t) = 1 , Pn+1(t) = Pn(t) + (t− Pn(t)2)/2.

ßñíî, ÷òî Pn((f(x)/a)2) ∈ A è

sup |aPn((f(x)/a)2)− |f(x)|| | x ∈ K} → 0 , n→∞.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî |f | ∈ Cl(A). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀(fi ∈ A) : max{fi | 1 ≤ i ≤ N} ∈ Cl(A) , min{fi | 1 ≤ i ≤ N} ∈ Cl(A).
(2.63)

136



Ïóñòü òåïåðü φ(x) -ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà C(K , R1),
z′ , z′′ -ïðîèçâîëüíûå òî÷êè èçK. Ïîñòðîèì òàêóþ ôóíêöèþ f(z′ , z′′;x) ∈
A, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

f(z′ , z′′; z′) = φ(z′) , f(z′ , z′′; z′′) = φ(z′′). (2.64)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ îáÿçÿòåëüíî ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f0(z′ , z′′;x) ∈
A ñóùåñòâóþùàÿ ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò òî÷êè z′ , z′′:

f0(z′ , z′′; z′) 6= f0(z′ , z′′; z′′) ïðè z′ 6= z′′.

Òîãäà ôóíêöèþ f(z′ , z′′;x) ìû ìîæåì ïîñòðîèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáè-
íàöèþ

f(z′ , z′′;x) = αf0(z′ , z′′;x) + β,

òàê êàê äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò α , β ìû ïîëó÷àåì ðàçðåøèìóþ ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé

φ(z′) = αf0(z′ , z′′; z′) + β

φ(z′′) = αf0(z′ , z′′; z′′) + β.

Òåïåðü ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è îïðåäåëèì îòêðûòûå îêðåñòíîñòè

V (z′ , z′′) = {x | f(z′ , z′′;x) < φ(x) + ε}.

ßñíî, ÷òî
z′ ∈ V (z′ , z′′).

Ïðè ôèêñèðîâàííîì z′′ îòêðûòûå ìíîæåñòâà {V (z′ , z′′) | z′ ∈ K} îá-
ðàçóþò ïîêðûòèå êîìïàêòà K, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîêðûòèå
êîìïàêòà K ìíîæåñòâàìè V (z′ , z′′):

K ⊂
⋃

1≤j≤N

V (z′j , z
′′).

Ïóñòü
g(z′′ ; x) := min{f(z′j , z

′′ ; x) | 1 ≤ j ≤ N}.

Â ñèëó (2.63) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

g(z′′;x) ∈ Cl(A).

ßñíî, ÷òî

∀(x ∈ K) : g(z′′ ; x) < φ(x) + ε ; è g(z′′; z′′) = φ(z′′).
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Òåïåðü îïðåäåëèì îòêðûòûå îêðåñòíîñòè

U(z′′) = {x | g(z′′;x) > φ(x)− ε}.

Òàê êàê z′′ ∈ U(z′′), òî îêðåñòíîñòè {U(z′′) | z′′ ∈ K} îáðàçóþò îòêðû-
òîå ïîêðûòèå êîìïàêòîãî ïðîñòðàíñòâà K, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé
êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê {z′′j | 1 ≤ j ≤ N ′}, ÷òî

K ⊂
⋃

1≤j≤N ′

U(z′′j ).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

g̃(x) := max{g(z′′j ;x) | 1 ≤ j ≤ N}.

Òàê êàê ìíîæåñòâî Cl(A) çàìêíóòî, òî â ñèëó (2.63) ñïðàâåäëèâî âêëþ-
÷åíèå

g̃(x) ∈ Cl(A).

Î÷åâèäíî, ÷òî

∀(x ∈ K) : φ(x)− ε < g̃(x) < φ(x) + ε,

Ïîýòîìó
dC(φ , g̃) < ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç ýòîé òåîðåìû ñðàçó æå ñëåäóåò òåîðåìà Ñòîóíà-Âåéðøòðàññà äëÿ

àëãåáðû ôóíêöèé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Íèæå ñèìâîëîì z∗ ìû
îáîçíà÷àåì ÷èñëî, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëó z:

(a+ ib)∗ = a− ib

è àëãåáðà ïîíèìàåòñÿ êàê àëãåáðà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2.3.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ìíîæåñòâî K åñòü êîìïàêò.
2. Àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé A ⊂ C(K , C1) ðàçäåëÿåò òî÷êè

ìíîæåñòâà K.
3. Àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé A ñîäåðæèò ôóíêöèþ, òîæäå-

ñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå:

(f0(x) ≡ 1)⇒ (f0 ∈ A).
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4. Àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

(f ∈ A)⇒ (f ∗ ∈ A). (2.65)

Òîãäà çàìûêàíèå àëãåáðû A â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C(K , C1) ñîâïà-
äàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì C(K , C1):

Cl(A) = C(K , C1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â
ñèëó óñëîâèÿ (2.65) ñîäåðæàùååñÿ â A ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé

A′ = {g | (g = (f + f ∗)/2i) ∨ (g = (f − f ∗)/2) , f ∈ A}

åñòü àëãåáðà ôóíêöèé íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé òåîðåìû, è â A′ ìîæíî íàéòè ôóíêöèè,
êîòîðûå ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæàþò ïî îòäåëüíîñòè äåéñòâèòåëü-
íóþ è ìíèìóþ ÷àñòü ôóíêöèè èç C(K , C1), à ïîòîì âçÿòü ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ òàêèõ ôóíêöèé.

Åñëè êîìïàêò K åñòü ïîäìíîæåñòâî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C1, òî
â ñèëó óñëîâèÿ (2.65) àëãåáðà A íå ìîæåò ñîñòîÿòü èç àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, è ïîýòîìó ê çàäà÷å àïïðîêñèìàöèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
àíàëèòè÷åñêèìè òåîðåìà Ñòîóíà-Âåéðøòðàññà íàïðÿìóþ íå ïðèìåíèìà.

2.4 Ôèëüòðû, óëüòðàôèëüòðû è òåîðåìà Òè-

õîíîâà.

Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè, çàìûêàíèÿ ìíî-
æåñòâà è êîìïàêòíîñòè ìîãóò áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ ñõîäÿùèõñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îáîáùåíèå ïî-
íÿòèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ïîíÿòèå ïðåäåëà ïî ôèëüòðó. Ïðè
èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ òåîðèÿ ôèëüòðîâ
îêàçûâàåòñÿ ìîùíûì è óäîáíûì èíñòðóìåíòîì è â íåêîòîðûõ îòíîøå-
íèÿõ îíà ïðîùå, ÷åì òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èëè ïîíÿòèè ñõîäèìîñòè ïî Ìóðó-Ñìèòó, îäíàêî òåîðèÿ ôèëüòðîâ òðå-
áóåò íåêîòîðûõ íàâûêîâ ðàáîòû ñ îáúåêòàìè, êîòîðûå íå ñòðîÿòñÿ ÿâíî,
íî ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ïîñòóëèðóåòñÿ íà îñíîâå àêñèîìû âûáîðà.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ôèëüòðîì â ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñèñòå-
ìà F åãî ïîäìíîæåñòâ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. Åñëè A ∈ F è A ⊂ B ⊂ X, òî B ∈ F .
2. Åñëè A1 ∈ F , A2 ∈ F , òî A1

⋂
A2 ∈ F .

3. ∅ 6∈ F .
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Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 2.4.1. Ïóñòü ìíîæåñòâîX ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ:X = {a , b , c}.
Òîãäà ñëåäóþùèå ñèñòåìû åãî ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ôèëüòðàìè:

F1 = {[a] , [a , b] , [a , c] , [a , b , c]}. (2.66)

F2 = {[a , b] , [a , b , c]}. (2.67)

F3 = {[b] , [a , b] , [b , c] , [a , b , c]}. (2.68)

Ïðèìåð 2.4.2. Ïóñòü X -òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Fx -ñèñòåìà âñåõ
îêðåñòíîñòåé òî÷êè x. Òîãäà Fx -ôèëüòð.

Ëåììà 2.4.1. Åñëè Fα , α ∈ I -ôèëüòðû, òî èõ ïåðåñå÷åíèå F =
⋂
α∈I
Fα

åñòü ôèëüòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ∀α : X ∈ Fα, òî ïåðåñå÷åíèå F íå ïóñòî. Òàê
êàê ∀α : ∅ 6∈ Fα, òî ∅ 6∈ F . Ïóñòü A ∈ F è A ⊂ B. Òîãäà ∀α : A ∈ Fα,
ïîýòîìó ∀α : B ∈ Fα è ïîýòîìó B ∈ F . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ èç F ïðèíàäëåæèò F .

Åñëè ñèñòåìà F0 ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1bf. Åñëè A ∈ F0, , B ∈ F0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå C ∈ F0, ÷òî C ⊂

A
⋂
B.
2bf. ∅ 6∈ F0,
òî ñèñòåìà F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç òåõ ïîä-

ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî èç
F0, åñòü ôèëüòð. Óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì 1bf-2bf ñèñòåìà ïîäìíî-
æåñòâ F0 íàçûâàåòñÿ áàçîé ôèëüòðà F , åñëè F åñòü íàèìåíüøèé ôèëüòð,
êîòîðûé ñîäåðæèò F0. Òàêîé ôèëüòð âñåãäà ñóùåñòâóåò: ýòî åñòü ïåðåñå-
÷åíèå âñåõ ôèëüòðîâ, ñîäåðæàùèõ F0.

Ïóñòü F00 ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàX, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

∅ 6∈ F00 , ∀(A ∈ F00 , B ∈ F00) : A
⋂

B 6= ∅. (2.69)

Òîãäà ñèñòåìà F0 ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïåðå-
ñå÷åíèé êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ èç ñèñòåìû F00, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì 1bf-2bf è ÿâëÿåòñÿ áàçîé ôèëüòðà. Ñèñòåìà F00 â ýòîé ñèòóàöèè
íàçûâàåòñÿ ïðåäáàçîé ôèëüòðà F ñ áàçîé F0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäàíèÿ ôèëüòðà äîñòàòî÷íî çàäàòü óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óñëîâèÿì (2.69) ñèñòåìó ìíîæåñòâ, çàòåì ïîñòðîèòü áàçó ôèëüòðà,
à ïîòîì è ñàì ôèëüòð.

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åêîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü Bx -ñîñòîÿùàÿ èç
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ áàçà òîïîëîãèè â òî÷êå x. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Bx åñòü
áàçà ôèëüòðà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x.
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Ïóñòü
f : X 7→ Y

-îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X â Y .

Ëåììà 2.4.2. Åñëè F0 -áàçà ôèëüòðà â ïðîñòðàíñòâå X, òî F̃0 = {A |
A = f(B) , B ∈ F} -áàçà ôèëüòðà â ïðîñòðàíñòâå Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

f(A
⋂

B) ⊂ f(A)
⋂

f(B),

ïîýòîìó åñëè C ⊂ A
⋂
B, òî f(C) ⊂ f(A

⋂
B) ⊂ f(A)

⋂
f(B).

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Ôèëüòð F ′ ìàæîðèðóåò ôèëüòð F (ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü ýòî òàê: F ′ � F), åñëè F ⊂ F ′, ò.å. åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî,
êîòîðîå ïðèíàäëåæèò ôèëüòðó F , ïðèíàäëåæèò è ôèëüòðó F ′.

Â ïðèìåðå 2.4.1 ôèëüòð F1 ìàæîðèðóåò ôèëüòð F2 : F1 � F2.
Ìû áóäåì íàçûâàòü ôèëüòðû ñðàâíèìûìè, åñëè îäèí èç íèõ ìàæî-

ðèðóåò äðóãîé. Â ïðèìåðå 2.4.1 ôèëüòðû F1 è F2 ñðàâíèìû, à ôèëüòðû
F1 è F3 -íåò. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðèíÿòîãî íàìè ñîãëàøåíèÿ A ⊂ A,
ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ôèëüòðà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå F � F . Åñëè
X -îòäåëèìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî , x 6= y, à Fx è Fy -ôèëüòðû
îêðåñòíîñòåé òî÷åê x è y, òî ôèëüòðû Fx è Fy íå ñðàâíèìû, òàê êàê ñó-
ùåñòâþò òàêèå îêðåñòíîñòè Ox ∈ Fx , Oy ∈ Fy, ÷òî Ox

⋂
Oy = ∅, ïîýòîìó

Ox 6∈ Fy , Oy 6∈ Fx.
Åñëè Fα2 � Fα1 è Fα3 � Fα2, òî Fα3 � Fα1, ïîýòîìó ââåäåíûì ñîîòíî-

øåíèåì � ìíîæåñòâî âñåõ ôèëüòðîâ íà äàííîì ïðîñòðàíñòâåX ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííî .

Ëåììà 2.4.3. Ïóñòü {Fα | α ∈ I} -ìíîæåñòâî ôèëüòðîâ, êàæäûå äâà
èç êîòîðûõ ñðàâíèìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ôèëüòð F , êîòîðûé
ìàæîðèðóåò âñå ôèëüòðû Fα:

∀(α ∈ I) : F � Fα. (2.70)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

F =
⋃
α∈I

Fα. (2.71)

Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèåì (2.71) ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ F
åñòü ôèëüòð. ßñíî, ÷òî ∅ 6∈ F . Ïóñòü A ∈ F , B ∈ F . Òîãäà A ∈ Fα1 è B ∈
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Fα2. Äîïóñòèì, ÷òî Fα2 � Fα1. Òîãäà A ∈ Fα2, ñëåäîâàòåëüíî, A
⋂
B ∈

Fα2 è ïîýòîìó A
⋂
B ∈ F . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè A ∈ F è

A ⊂ B, òî B ∈ F . Ñîîòíîøåíèå (2.70) î÷åâèäíî. Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâà ôèëüòðà íå ñðàâíèìû, òî èõ îáúåäèíåíèå ìî-

æåò íå áûòü ôèëüòðîì. Â ïðèìåðå 2.4.1 îáúåäèíåíèå ôèëüòðîâ F1 è F3

íå åñòü ôèëüòð, òàê êàê [a]
⋂

[b] = ∅.

Îïðåäåëåíèå 2.4.3. Ôèëüòð F íàçûâàåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì, åñëè îí íå
ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì ôèëüòðå, ò.å. åñëè èç Fα � F ñëåäóåò, ÷òî
Fα = F .

Â ïðèìåðå 2.4.1 ôèëüòðû F1 è F3 åñòü óëüòàôèëüòðû.
Èç àêñèîìû âûáîðà â ôîðìå àêñèîìû Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà (ñì. ñòð.

147)è ëåììû 2.4.3 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ôèëüòð ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
óëüòðàôèëüòðå.

Ëåììà 2.4.4. Åñëè F -óëüòðàôèëüòð è A
⋃
B ∈ F , òî ëèáî A ∈ F ,

ëèáî B ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A
⋃
B ∈ F è ïóñòü F̃ -ñèñòåìà âñåõ ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà X, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

((A
⋃

M) ∈ F)⇒ (M ∈ F̃).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôèëüòðà ñëåäóåò, ÷òî F̃ -ôèëüòð. Åñëè A 6∈ F è B 6∈ F ,
òî F̃ � F , òàê êàê B ∈ F̃ . Ñëåäîâàòåëüíî, F̃ = F è ëèáî A ∈ F , ëèáî
B ∈ F . Ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè F -óëüòðàôèëüòð â ïðîñòðàíñòâå X, òî X ∈ F , ïîýòîìó èç ëåì-
ìû 2.4.4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.4.1.

Åñëè F -óëüòðàôèëüòð â ïðîñòðàíñòâå X è A ⊂ X, òî ëèáî A ∈ F ,
ëèáî C(A) ∈ F .

Îïðåäåëåíèå 2.4.4. Òî÷êà x åñòü ïðåäåë ôèëüòðà N , åñëè ôèëüòð N
ìàæîðèðóåò ôèëüòð îêðåñòíîñòåé òî÷êè x.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë ôèëüòðà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x
åñòü òî÷êà x.

Ëåììà 2.4.5. Â îòäåëèìîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ôèëüòð ìî-
æåò èìåòü òîëüêî îäèí ïðåäåë.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü òî÷êè x , y ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ôèëüòðà N , à
Ox , Oy -òàêèå îêðåñòíîñòè òî÷åê x è y, ÷òî Ox

⋂
Oy = ∅. Òàê êàê ôèëüòð

N ìàæîðèðóåò ôèëüòðû îêðåñòíîñòåé òî÷åê x è y, òî Ox ∈ N , Oy ∈
N , à ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ïðèíàäëåæàùèõ
ôèëüòðó ìíîæåñòâ äîëæíî áûòü íå ïóñòî.

Ïóñòü X è Y -òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñèâà,

f : X 7→ Y

-îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y .

Îïðåäåëåíèå 2.4.5. Òî÷êà y ∈ Y åñòü ïðåäåë ôóíêöèè f ïî ôèëüòðó
îêðåñòíîñòåé òî÷êè x, åñëè òî÷êà y åñòü ïðåäåë ôèëüòðà ñ áàçîé

N0 = {A | A = f(V (x)) , V (x) ∈ Fx}, (2.72)

ãäå Fx -ôèëüòð îêðåñòíîñòåé òî÷êè x.

Òåîðåìà 2.4.1. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè ôèëüòð ñ áàçîé (2.72) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y = f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ny -ôèëüòð ñ áàçîé N0. Ýòîò ôèëüòð ñõîäèòñÿ
ê òî÷êå y â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòîñòè U(y)
òî÷êè y âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå U(y) ∈ Ny. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ áàçû
ôèëüòðà (2.72) ýòî âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V (x) òî÷êè x, ÷òî f(V (x)) ⊂ U(y). Ýòî
âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ îêðåñòíî-
ñòè V (x) âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå V (x) ⊂ f−1(U(y)). À ýòî âêëþ÷åíèå âû-
ïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè ïðè îòîáðàæåíèè f ïðîîáðàç ëþáîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè y = f(x) åñòü îêðåñòíîñòü òî÷êè x. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïî-ñóùåñòâó, äàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà
â äàííîé òî÷êå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè åå çíà÷åíèå â äàííîé
òî÷êå åñòü ïðåäåë åå çíà÷åíèé ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê ýòîé òî÷êå.
Ìû âèäèì, ÷òî ïîíÿòèå ôèëüòðà ïîçâîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â ïðèâû÷íûõ òåðìèíàõ àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå 2.4.6. Òî÷êà x åñòü òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ôèëüòðà F , åñ-
ëè îíà åñòü òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A ∈ F .
Ëåììà 2.4.6. Åñëè òî÷êà x åñòü òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ óëüòàôèëü-
òðà F , òî óëüòðàôèëüòð F ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V (x) -îêðåñòíîñòü òî÷êè x. Òàê êàê F -óëüòðàôèëüòð,
òî ëèáî V (x) ∈ F , ëèáî C(V (x)) ∈ F . Îäíàêî ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå íå
ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, òàê êàê êàæäîå ìíîæåñòâî èç F ïåðåñåêàåòñÿ ñ
V (x). Òàêèì îáðàçîì, ôèëüòð F ìàæîðèðóåò ôèëüòð îêðåñòíîñòåé òî÷êè
x, ò.å. ñõîäèòñÿ ê ýòîé òî÷êå.
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Òåîðåìà 2.4.2. Ïðîñòðàíñòâî K êîìïàêòíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, åñëè â íåì âñÿêèé óëüòðàôèëüòð ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåK åñòü ôèëüòð
F , êîòîðûé íå èìååò ïðåäåëà. Äîêàæåì, ÷òî K íå êîìïàêò. Ðàññìîòðèì
çàìûêàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ Aα ∈ F . Òàê êàê Cl(Aα) ∈
F , òî ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð ìíîæåñòâ {Cl(Aα(j)) , 1 ≤ j ≤ N} èìååò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ïîýòîìó⋂

1≤j≤N

Cl(Aα(j)) 6= ∅. (2.73)

Åñëè ⋂
α

Cl(Aα) 6= ∅,

òî òî÷êà x0 ∈
⋂
α

Cl(Aα) åñòü òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ Aα

è ïîýòîìó åñòü ïðåäåë óëüòðàôèëüòðà F . Ñëåäîâàòåëüíî,⋂
α

Cl(Aα) = ∅. (2.74)

Èç (2.73) è (2.74) ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî K íå êîìïàêò.
Ïóñòü ó ëþáîãî óëüòðàôèëüòðà â K åñòü ïðåäåë. Äîêàæåì, ÷òî K -

êîìïàêò. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ {Aα |
α ∈ I}, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.74). Â ñèëó ýòîãî óñëîâèÿ
ñèñòåìà {Aα | α ∈ I} åñòü áàçèñ íåêîòîðîãî óëüòðàôèëüòðà F . Ïóñòü x0 -
ïðåäåë ýòîãî óëüòðàôèëüòðà. Òàê êàê òî÷êà x0 åñòü òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ
äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ Aα ∈ F , òî x0 ∈

⋂
α

Aα è

⋂
α

Aα 6= ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, K -êîìïàêò. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùóþ äîêàçàííóþ À. Í. Òèõîíîâûì òåîðåìó íåêîòðûå òîïîëî-

ãè ñ÷èòàþò îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ îáùåé òîïîëîãèè.

Òåîðåìà 2.4.3. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ êîìïàêòíî â òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Kα | α ∈ I} -ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,

K =
∏
α

Kα , α ∈ I
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-äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ {Kα | α ∈ I}, ðàññìàòðèâàåìîå
êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé. Ïóñòü F -
óëüòðàôèëüòð â K. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îí ñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ:

P (α) : K 7→ Kα ,

êîòîðûå òî÷êå {x(α) | α ∈ I} ∈ K ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó x(α) ∈ Kα.
Ïî îïðåäåëåíèþ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè â K êàæäîå îòîáðàæåíèå P (α)
íåïðåðûâíî. Â ñèëó ëåììû 2.4.2 ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

F0α = {A | A = P (α)(B) , B ∈ F} (2.75)

åñòü áàçà íåêîòîðîãî óëüòðàôèëüòðà â ïðîñòðàíñòâå Kα. Îáîçíà÷èì óëü-
òðàôèëüòð ñ áàçîé (2.75) ñèìâîëîì Fα. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Kα êîì-
ïàêòíî, óëüòðàôèëüòð Fα ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x(α) ∈ Kα. Äîêà-
æåì, ÷òî óëüòðàôèëüòð F ñõîäèòñÿ ê òî÷êå {x(α) | α ∈ I} ∈ K. Äëÿ ýòîãî
íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî óëüòðàôèëüòð F ìàæîðèðóåò ôèëüòð îêðåñò-
íîñòåé òî÷êè {x(α) | α ∈ I}. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîé ëîêàëüíîé áàçû îêðåñòíîñòåé òî÷êè {x(α) | α ∈ I} ∈ K êàæ-
äûé ýëåìåíò áàçû ñîäåðæèòñÿ â ôèëüòðå F . Ïóñòü {x(α) | α ∈ I} ∈ A ,

A =

( ∏
1≤j≤N

O(α(j))

)
×

(∏
β

Kβ

)
, β 6= α(j) , 1 ≤ j ≤ N , (2.76)

ãäå O(α(j)) 3 x(α(j)) -îòêðûòûå â Kα(j) ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî A åñòü
ýëåìåíò ëîêàëüíîé áàçû òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè, êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷-
êó {x(α) | α ∈ I}. Òàê êàê óëüòðàôèëüòð Fα(j) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x(α(j)) ∈
O(α(j)), òî êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O(α(j)) ñîäåðæèò íåêîòîðûé
ýëåìåíò áàçû ôèëüòðà Fα(j), ïîýòîìó

∃Ãj : Ãj = P (α(j))(B̃j) , B̃j ∈ F .

Ìíîæåñòâî

B̃ =

( ⋂
1≤j≤N

B̃j

)
×

(∏
β

Kβ

)
, β 6= α(j) , 1 ≤ j ≤ N (2.77)

ïðèíàäëåæèò óëüòðàôèëüòðó F (èáî ïåðåñå÷åíèå â (2.77) áåðåòñÿ ïî êî-
íå÷íîìó ÷èñëó èíäåêñîâ -è èìåííî â ýòîì ìåñòå ñóùåñòâåííî èñïîëüçó-
åòñÿ îïðåäåëåíèå òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè) è ñîäåðæèòñÿ â A:

B̃ ⊂ A ,

ïîýòîìó óëüòðàôèëüòð F ìàæîðèðóåò ôèëüòð îêðåñòíîñòåé òî÷êè {x(α) |
α ∈ I} ∈ K, ò.å. ñõîäèòñÿ ê ýòîé òî÷êå. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.5 Êîìåíòàðèè è ëèòåðàòóðíûå óêàçàíèÿ.

Â ýòîé ãëàâå ìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè è
àêñèîìó âûáîðà Õàóñäîðôà. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ è
íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A è íåêîòðîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî-
÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Åñëè ïàðà a ∈ A , b ∈ A (a -ïåðâûé
ýëåìåíò, b -âòîðîé) ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó ìíîæåñòâó ïàð, òî
ìû áóäåì ãîâîðèò, ÷òî ìåæäó a è b óñòàíîâëåíî áèíàðíîå ñîîòíîøåíèå
R è áóäåì ïèñàòü aRb.

Áèíàðíîå ñîîòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè

∀a : aRa.

Áèíàðíîå ñîîòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè

(aRb ∧ bRc)⇒ (aRc).

Áèíàðíîå ñîîòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè

(aRb)⇒ (bRa).

Áèíàðíîå ñîîòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè

(aRb ∧ bRa)⇒ (a = b).

Íàïðèìåð, ïóñòü A -ýòî ìíîæåñòâî âñåõ êðóãîâ íà ïëîñêîñòè. Ìû ñêà-
æåì, ÷òî êðóã a íàõîäèòñÿ â ñîîòíîøåíèè R ñ êðóãîì b, åñëè ýòè êðóãè
ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî áèíàðíîå ñîîòíîøåíèå áóäåò ðåôëåêñèâíûì è ñèììåò-
ðè÷íûì, íî íå áóäåò òðàíçèòèâíûì è àíòèñèììåòðè÷íûì. Ñêàæåì, ÷òî
êðóãè a è b íàõîäÿòñÿ â ñîîòíîøåíèè R, åñëè êðóã a ñîäåðæèòñÿ â êðóãå
b. Ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò ðåôëåêñèâíûì, òðàíçèòèâíûì è àíòèñèììåò-
ðè÷íûì.

Ðåôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è ñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå ñîòíîøåíèå
íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ òàê: a ∼ b.

Ðåôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è àíòèñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå ñîòíîøå-
íèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ òàê: a ≤ b
(èëè a � b). Åñëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå a ≤ b, òî ãîâîðÿò, ÷òî a
ñîäåðæèòñÿ â b. Â ìíîæåñòâå ñ ÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷íîñòüþ ýëåìåíò a
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàì, åñëè èç ñîîòíîøåíèÿ a ≤ b ñëåäóåò, ÷òî a = b.

Ýëåìåíò a ∈ A ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì äëÿ ïîäìíîæåñòâà B, åñëè

∀(b ∈ B) : b ≤ a.
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Ïîäìíîæåñòâî B ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ öå-
ïüþ, åñëè ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:

∀(a ∈ B , b ∈ B)⇒ ((a ≤ b) ∨ (b ≤ a)).

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû è ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ (ñóùå-
ñòâóþò è äðóãèå) ýêâèâàëåíòíûìè ôîðìóëèðîâêàìè àêñèîìû âûáîðà.

Óòâåðæäåíèå 2.5.1. Åñëè âñÿêàÿ öåïü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíî-
æåñòâà îáëàäàåò âåðõíåé ãðàíüþ, òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà ñî-
äåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòå.

Ýòà ôîðìà àêñèîìû âûáîðà íàçûâàåòñÿ ëåììîé (òåîðåìîé) Êóðàòîâñêîãî-
Öîðíà.

Óòâåðæäåíèå 2.5.2. Ïóñòü I -ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è Xτ

-òàêàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M , ÷òî

∀(τ ∈ I) : Xτ 6= ∅ , ∀(α 6= β) : Xα

⋂
Xβ = ∅.

Òîãäà íà ìíîæåñòâå I ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

x(τ) : I 3 τ 7→ x(τ) ∈ Xτ ,

èëè ýêâèâàëåíòíî:

∃(M0 ⊂M) , ∀τ : M0

⋂
Xτ = x(τ).

Òèïè÷íûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûáîðà -ðàññóæäåíèÿ ïî ïðèí-
öèïó �òðàíôèíèòíîé èíäóêöèè� (ñì. ñòð. 171, êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû Õàíà-Áàíàõà). Àêñèîìà âûáîðà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ
(íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ), è ìû
òîæå íå âñåäà áóäåì ôèêñèðîâàòü âíèìàíèå íà åå èñïîëüçîâàíèè.

Óïîìÿíóòûå â ãëàâå 2 ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ î ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì òåõ ïðåäñòàâëåíèé, êî-
òîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ðàññìîòðåíèè ðèñóíêîâ íà ëèñòå áóìàãè, îä-
íàêî íå âñå òàê ïðîñòî, è ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ â òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ íå äîëæíà ââîäèòü ÷èòàòåëÿ â çàáëóæäåíèå. Ìû ïîçâîëèì
ñåáå ïðèâåñòè öèòàòó èç ñî÷èíåíèÿ Í. Áóðáàêè [12], ñòð. 34:

�...çàìûêàíèå îòêðûòîãî øàðà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò çàìêíóòîãî øàðà
ñ òåì æå öåíðîì è ðàäèóñîì, ãðàíèöà çàìêíóòîãî øàðà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ
îò ñôåðû ñ òåì æå öåíòðîì è ðàäèóñîì, îòêðûòûé (èëè çàìêíóòûé) øàð
ìîæåò íå áûòü ñâÿçíûì, à ñôåðà ìîæåò áûòü ïóñòûì ìíîæåñòâîì.�
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ÷èòàòåëü ìîæåò íàèéòè â óïðàæíåíèÿõ â
öèòèðîâàííîé âûøå êíèãå.

Êëàññè÷åêèì ðóêîâîäñòâîì ïî ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ è
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ êíèãè [1] , [2]. Ó÷åáíèê [15] ÿâëÿ-
åòñÿ ñòàíäàðòíûì èñòî÷íèêîì ññûëîê äëÿ àíàëèòèêîâ. Äëÿ óãëóáëåííî-
ãî èçó÷åíèÿ îáùåé òîïîëîãèè ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü êíèãó [14]. Êðàòêîå
è ÿñíîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé îáùåé òîïîëîãèè åñòü â êíèãå [13].
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Ãëàâà 3

Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

3.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì ïî óìîë÷àíèþ âñå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è áóäåì ñïåöèàëüíî îòìå÷àòü
ñëó÷àé, êîãäà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ íàä ïîëåì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Çàäàííàÿ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L ôóíêöèÿ

‖ · ‖ : L 7→ R1
+

íàçûâàåòñÿ íîðìîé, åñëè ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ:

∀(x ∈ L) : ‖x‖ ≥ 0,

íåâûðîæäåíà:
(‖x‖ = 0) ⇐⇒ (x = 0),

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:

∀(x ∈ L , y ∈ L) : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,

è îäíîðîäíà:
∀(λ ∈ C1 , x ∈ L) : ‖λx‖ = |λ|‖x‖.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíîå ïðîñòàíñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå âìåñòå ñ çàäàííîé íà íåì íîðìîé.

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

d(x , y) = ‖x− y‖ (3.1)
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óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ðàññòîÿíèÿ (ìåòðèêè), è íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ïî óìîë÷àíèþ îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé (3.1).

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî

‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñèììåòðè÷íà ïî x , y, òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖. (3.2)

Èç íåðàâåíñòâà (3.2) ñëåäóåò, ÷òî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ôóíê-
öèÿ

x 7→ ‖x‖
íåïðåðûâíà, åñëè åå ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ íà ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé (3.1).

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Çàäàííûå íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L íîðìû ‖ ‖1

è ‖ ‖2 ýêâèâàëåíòíû:
‖ ‖1 ∼ ‖ ‖2, (3.3)

åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû a è b, ÷òî

∀(x ∈ L) : a‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ b‖x‖2.

Òàê êàê ýêâèâàëåíòíûå íîðìû çàäàþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ýêâèâàëåíòíûå íîðìû èíîãäà íå ðàçëè÷àþòñÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B êàê ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî M ñ ìåòðèêîé (3.1). Ïóñòü M̃ -ïðîñòðàíñòâî, ïîñòðîåííîå ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.1 íà ñòð. 103. Ïåðåíåñåì íà ïðîñòðàíñòâî M̃
ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà B, ïîëîæèâ ïî îïðåäåëåíèþ

α[xn] + β[yn] := [αxn + βyn]

è ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå M̃ íîðìó, ïîëîæèâ ïî îïðåäåëåíèþ

‖[xn]‖ := lim
n→∞

‖xn‖.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (3.2).
Òàê ìû ïðåâðàòèì ïðîñòðàíñòâî M̃ â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïîâòîðÿÿ øàã çà øàãîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1, ìû óáåäèìñÿ â
òîì, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî -ýòî ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, êîòîðîå êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ïîïîëíåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà B.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî -ýòî íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî, êîòîðîå êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè (3.1).

Òàê êàê ïðè íåîáõîäèìîñòè ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïîïîëíåíèþ ïðî-
ñòðàíñòâà, òî â äàëüíåéøåì âñå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ìû áóäåì
ñ÷èòàòü áàíàõîâûìè.

Åñëè íóæíî óêàçàòü, íà êàêîì èìåííî áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íîðìà, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åå ñèìâîëîì ‖· | B‖. Ïðÿìàÿ
ñóììà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî áàíàõîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ïî ïîäïðîñòðàíñòâó îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.1.5. Ïðÿìîé ñóììîé B1 ⊕ B2 áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ
B1 è B2 íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ ñóììà B1 ⊕ B2 ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ B1 è
B2, â êîòîðîé ââåäåíà íîðìà

‖x⊕ y | B1 ⊕B2‖ = ‖x | B1‖+ ‖y | B2‖. (3.4)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ âìåñòî íîðìû (3.4)
óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü äðóãóþ, ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó:

‖x⊕ y | B1 ⊕B2‖2 = ‖x | B1‖2 + ‖y | B2‖2.

ßñíî, ÷òî îòáðàæåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ

Pr1 : x⊕ y 7→ x , Pr2 : x⊕ y 7→ y

åñòü ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà B1 ⊕ B2 â ïðî-
ñòðàíñòâî B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü B/B0 -ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà B ïî ëè-
íåéíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó B0. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì x̃ ∈ B/B0 êëàññ ýê-
âèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé ñîäåðæèò âåêòîð x ∈ B. Ïîëîæèì

∀(x̃ ∈ B/B0) : ‖x̃ | B/B0‖
def
= inf{‖x+ ξ | B‖ | ξ ∈ B0}. (3.5)

Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

‖x̃ | B/B0‖ ≤ ‖x | B‖. (3.6)

Òåîðåìà 3.1.1. Åñëè B0 -çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî B, òî ïðîñòðàí-
ñòâî B/B0 åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî íîðìû (3.5).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (3.5) îïðåäåëÿåò íîð-
ìó. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå B ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖x+ y + ξ + η | B‖ ≤ ‖x+ ξ | B‖+ ‖y + η | B‖,

ïîýòîìó

‖x̃+ ỹ | B/B0‖ = inf{‖x+ y + ξ + η‖ | (ξ + η) ∈ B0} ≤
inf{‖x+ ξ | B‖ | ξ ∈ B}+ inf{‖y + η | B‖ | η ∈ B} =

‖x̃ | B/B0‖+ ‖ỹ | B/B0‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ôóíêöèè (3.5) âûïîëíåíî.
Îäíîðîäíîñòü îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð î÷åâèäíà.

Ïóñòü
‖x̃ | B/B0‖ = 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ⊂ B0 è òàêîé ýëåìåíò
x ∈ x̃, ÷òî

‖x+ ξn‖ → 0 , n→∞.
Â ñèëó çàìêíóòîñòè ïðîñòðàíñòâà B0 (èìåíî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ çàìêíó-
òîñòü ïðîñòðàíñòâà B0) èìååì:

x = − lim
n→∞

ξn ∈ B0,

ïîýòîìó
x̃ = 0.

Íåâûðîæäåííîñòü ôóíêöèè (3.5) äîêàçàíà. Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíê-
öèÿ (3.5) îïðåäåëÿåò íîðìó íà ïðîñòðàíñòâå B/B0. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî B/B0 ïîëíî îòíîñèòåëüíî ýòîé íîðìû.

Ïóñòü x̃n -ôóíäàìåíòàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî íîðìû (3.5) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

‖x̃n+1 − x̃n | B/B0‖ ≤ 2−(n+1), x̃1 = 0.

Ñóùåñòâóþò òàêèå xn ∈ B , ξn ∈ B0, ÷òî

‖xn+1 − xn + ξn | B‖ ≤ 2−n , x1 = 0.

Ïîëîæèì
yn+1 =

∑
1≤m≤n

(xn+1 − xn + ξn) , y1 = 0.

Òàê êàê
yn+1 − yn = xn+1 − xn + ξn,
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òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

y := lim
n→∞

yn.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖ỹ − x̃n+1 | B/B0‖ = ‖ỹ − ỹn+1 | B/B0‖ ≤
‖y − yn+1 | B‖ → 0 , n→∞.

Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà B/B0 äîêàçàíà.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 3.1.1. Ïðîñòðàíñòâî Cn åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëü-
íî êàæäîé èç íîðì

‖z‖ =
∑

1≤j≤n

|zj| , ‖z‖ = max{|zj| | 1 ≤ j ≤ n}.

Ïðîñòðàíñòâî Cn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòðàíñòâ
C1.

Ïðèìåð 3.1.2. Ïðîñòðàíñòâî C(D) âñåõ îïðåäåëåííûõ íà êîìïàêòå D ⊂
Rn íåðïåðûâíûõ ôóíêöèé åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî íîð-
ìû

‖f | C(D)‖ = sup{|f(x)| | x ∈ D}. (3.7)

Ïðèìåð 3.1.3. Â ïðîñòðàíñòâå Lp , 1 ≤ p <∞, ñ èíòåãðàëîì I ðàññìîòðèì
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L0:

L0 = {f | I(|f |p) = 0},

è ðàññìîòðèì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà L0:

Lp/L0.

Ýòî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî íîð-
ìû

∀(f̃ ∈ Lp/L0) : ‖f̃‖ = I(|f |p)1/p.

ãäå f -ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè f̃ . Ïîëíîòà ïðîñòðàí-
ñòâà Lp/L0 ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðèññà-Ôèøåðà.

Îáû÷íî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Lp/L0 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Lp è îáîçíà-
÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì.
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Òåîðåìà 3.1.2. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

(B ×B) 3 x× y 7→ x+ y ∈ B

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî

(C1 ×B) 3 λ× x 7→ λx ∈ B

íåïðåðûâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

xn ∈ B , yn ∈ B , xn → x0 , yn → y0 , n→∞.

Òîãäà

‖(x0 + y0)− (xn + yn)‖ ≤ ‖x0 − xn‖+ ‖y0 − yn‖ → 0 , n→∞,

÷òî è äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Íåïðåðûâíîñòü
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî äîêàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 3.1.3. 1. Åñëè O -îòêðûòîå ìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå B è λ 6= 0, òî ìíîæåñòâî

λO = {x | x = λy , y ∈ O}

îòêðûòî.
2. Åñëè O -îòêðûòîå ìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B è A -

ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B, òî ìíîæåñòâî

A+O = {x | x = y + z , y ∈ O , z ∈ A}

îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì,
÷òî îòîáðàæåíèå

B 7→ B : x 7→ x/λ

íåïðåðûâíî. Ìíîæåñòâî λO åñòü ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà O ïðè
ýòîì îòîáðàæåíèè è ïîýòîìó îòêðûòî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå

B 7→ B : x 7→ x− y

íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì y ∈ A ìíîæåñòâî y + O îòêðûòî êàê
ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà O ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè. Ìíî-
æåñòâî A+O îòêðûòî êàê îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.
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3.2 Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü B1 è B2 -áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Îòîáðàæåíèå

T : B1 7→ B2

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

∀(λ ∈ C , µ ∈ C , x ∈ B1 , y ∈ B1) : T (λx+ µy) = λT (x) + µT (y).

Ëåììà 3.2.1. Åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â òî÷êå x = 0,
òî îíî íåïðåðûâíî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ B1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

xn → x0 , n→∞.

Òîãäà
(xn − x0)→ 0 , n→∞,

è åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T íåïðåðûâíî â íóëå, òî

‖T (xn)− T (x0)‖ = ‖T (xn − x0)‖ → 0 , n→∞,

à îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ T â òî÷êå x0.

Ëåììà 3.2.2. Åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé
òî÷êå x0 ∈ B1, òî îíî íåïðåðûâíî â íóëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

yn → 0 , n→∞.

Òîãäà
(x0 + yn)→ x0,

è åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T íåïðåðûâíî â òî÷êå x0, òî

‖T (yn)‖ = ‖T (x0 + yn)− T (x0)‖ → 0 , n→∞,

Èç ëåìì 3.2.1 è 3.2.2 âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.2.1. Åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â îäíîé òî÷êå,
òî îíî íåïðåðûâíî âñþäó.
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Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâàB1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâîB2 ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì L(B1 7→
B2).

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

T : B1 7→ B2

îãðàíè÷åíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C <∞, ÷òî

∀(x ∈ B1) : ‖T (x)‖ < C‖x‖. (3.8)

Â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.8) íîðìà áåðåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå B2,
â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.8) íîðìà áåðåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå B1. Â
äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòü â êàêîì èìåííî ïðî-
ñòðàíñòâå áåðóòñÿ íîðìû, åñëè ýòî ìîæíî ïîíÿòü èç êîíòåêñòà.

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü âñåõ âîçìîæíûõ êîíñòàíò C, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó (3.8) íàçûâàåòñÿ íîðìîé îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà
T :

‖T | L(B1 7→ B2)‖ := sup{‖T (x) | B2‖ | ‖x | B1‖ ≤ 1}. (3.9)

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3.9) äåéñòâè-
òåëüíî çàäàåò íîðìó íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå äåéñòâóþò èç B1 â B2.

Òåîðåìà 3.2.2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè îí îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåíî èç îïðåäåëåíèÿ (3.8) ñëåäóåò, ÷òî
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí â íóëå, ïîýòîìó îãðàíè÷åííûé îïå-
ðàòîð íåïðåðûâåí.

Åñëè îïåðàòîð T íåïðåðûâåí â íóëå, òî òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîí-
ñòàíòà δ > 0, ÷òî

∀(‖x‖ < δ) : ‖T (x)‖ < 1. (3.10)

Ïîëîæèì â (3.10)
x = δy/2‖y‖ , y 6= 0. (3.11)

Òîãäà ïîëó÷èì:

∀(y ∈ B1) : ‖T (y)‖ ≤ 2

δ
‖y‖,

÷òî è äîêàçûâàåò îãðàíè÷åííîñòü íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà T .
Â äàëüíåéøåì ïðîñòðàíñòâî L(B1 7→ B2) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

êàê íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé (3.9).
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Òåîðåìà 3.2.3. Ïðîñòðàíñòâî L(B1 7→ B2) åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, ò. å. îíî ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, êîòîðàÿ èíäóöèðîâàíà
íîðìîé (3.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Tn} ⊂ L(B1 7→ B2) -ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, êîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíà ïî íîðìå (3.9). Òàê êàê

∀(x ∈ B1) : ‖Tn(x)− Tm(x)‖ ≤ ‖Tn − Tm‖‖x‖

è ïðîñòðàíñòâî B2 ïîëíî, òî

∀(x ∈ B1) , ∃T (x) : lim
n→∞

Tn(x) = T (x). (3.12)

ßñíî, ÷òî îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (3.12) îïåðàòîð T ëèíååí. Äîêàæåì,
÷òî îí îãðàíè÷åí.

Ïóñòü N âûáðàíî íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

∀(m, n > N) : ‖Tn − Tm‖ < 1

Òîãäà

∀(x ∈ B1) : ‖Tn(x)‖ ≤ ‖Tn(x)− Tm(x)‖+ ‖Tm(x)‖ ≤
(1 + ‖Tm‖)‖x‖. (3.13)

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (3.13) ê ïðåäåëó n→∞, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåí-
ñòâî

∀(x ∈ B1) : ‖T (x)‖ ≤ (1 + ‖Tm‖)‖x‖,

èç êîòîðîãî è ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà T . Íî îãàíè÷åííûé îïå-
ðàòîð íåïðåðûâåí, ïîýòîìó íàøà òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì

Ïðèìåð 3.2.1. Ïóñòü D ⊂ Rn -çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn , k(x , y) -íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â îáëàñòèD×D.
Ôîðìóëà

Kf(x) =

∫
D

k(x , y)f(y)dy (3.14)

çàäàåò îïåðàòîð

K : C(D) 7→ C(D).
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Îöåíèì åãî íîðìó. Èìååì:

‖Kf | C(D)‖ = sup{|
∫
D

k(x , y)f(y)dy|x ∈ D} ≤

(sup{
∫
D

|k(x , y)|dy | x ∈ D}) sup{|f(y)| | y ∈ D} =

(sup{
∫
D

|k(x , y)|dy | x ∈ D})‖f | C(D)‖

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖K | L(C(D) 7→ C(D))‖ ≤ sup{
∫
D

|k(x , y)|dy | x ∈ D}.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäàííûé ôîðìóëîé (3.14) îïåðàòîð êàê îïåðàòîð
èç L1(D) â L1(D) è îöåíèì åãî íîðìó. Èìååì:

‖Kf | L1(D)‖ =

∫
D

|
∫
D

k(x , y)f(y)dy|dx

≤ (sup{
∫
D

|k(x , y)|dx | y ∈ D})
∫
D

|f(y)|dy ≤

sup{
∫
D

|k(x , y)|dx | y ∈ D}‖f | L1(D)‖.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖K | L(L1(D) 7→ L1(D))‖ ≤ sup{
∫
D

|k(x , y)|dx | y ∈ D}.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäàííûé ôîðìóëîé (3.14) îïåðàòîð êàê îïåðàòîð
èç L2(D) â L2(D) è îöåíèì åãî íîðìó. Èìååì:

‖Kf | L2(D)‖2 =

∫
D

∣∣∣∣∣∣
∫
D

k(x , y)f(y)dy

∣∣∣∣∣∣ dx
2

≤

∫∫
D×D

|k(x , y)|2dxdy

∫
D

|f(y)|2dy
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Ñëåäîâàòåëüíî,

‖K | L(L2(D) 7→ L2(D))‖ ≤

∫∫
D×D

|k(x , y)|2dxdy

1/2

.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ìû ïîëó÷èëè îöåíêó ñâåðõó äëÿ íîðìû
îïåðàòîðà. Òî÷íîå âû÷èñëåíèå íîðìû îïåðàòîðà ìîæåò áûòü òðóäíîé
çàäà÷åé.

3.3 Îñíîâíûå ïðèíöèïû.

Îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà òðàäèöèîííî íàçû-
âàþòñÿ íåñêîëüêî íàèáîëåå ÷àñòî öèòèðóåìûõ òåîðåì, êîòîðûå, êàê ïðà-
âèëî, ñîñòàâëÿþò �òðóäíóþ� ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâ. Èíòåðåñíî, ÷òî ýòè
òåîðåìû (çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì
òåîðåìû Áýðà î êàòåãîðèÿõ.

3.3.1 Ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è òåîðå-

ìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà.

Ïóñòü
Fα : B1 7→ B2 , α ∈ I

-ñåìåéñòâî íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà B1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáû÷íî
íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Êàæäîå îòîáðàæåíèå Fα íåïðåðûâíî.
2. Âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

∀(α ∈ I , x , y ∈ B1) : ‖Fα(x+ y)‖ ≤ ‖Fα(x)‖+ ‖Fα(y)‖, (3.15)

∀(α ∈ I , λ ∈ R1 , x ∈ B1) : ‖Fα(λx)‖ ≤ |λ|‖Fα(x)‖. (3.16)

3. Ïðè êàæäîì x ∈ B1 ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Fα îãðàíè÷åíî ðàâíî-
ìåðíî ïî α :

∀(x ∈ B1) : sup{‖Fα(x)‖ | α ∈ I} = C(x) <∞. (3.17)

Òîãäà ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Fα íåïðåðûâíî â íóëå ðàâíîìåðíî ïî α :

lim
δ→0

sup{‖Fα(x)‖ | ‖x‖ < δ , α ∈ I} = 0. (3.18)

159



Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåïðåðâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Fα ïðè êàæäîì
α ∈ I , n ≥ 1 ìíîæåñòâî

{x | ‖Fα(x)‖ ≤ n}

çàìêíóòî. Ïîýòîìó ïðè êàæäîì n ≥ 1 ìíîæåñòâî

Xn =
⋂
α∈I

{x | ‖Fα(x)‖ ≤ n}

çàìêíóòî êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
Èç (3.17) ñëåäóåò, ÷òî

B1 =
⋃
n

Xn,

ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Áýðà î êàòåãîðèÿõ (ñì. ñòð. 114) ñóùåñòâóåò
òàêîé îòêðûòûé øàð b(x0 , ε) è òàêîå n, ÷òî

b(x0 , ε) ⊂ Xn. (3.19)

Âêëþ÷åíèå (3.19) îçíà÷àåò, ÷òî

∀(‖y‖ < ε) : sup{‖Fα(x0 + y)‖ | α ∈ I} ≤ n.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.15) ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∀(‖y‖ < ε) : sup{‖Fα(y)‖ | α ∈ I} ≤
sup{‖Fα(x0 + y)‖ | α ∈ I}+ sup{‖Fα(−x0)‖ | α ∈ I} ≤
n+ C(x0).

Íî òîãäà èç (3.16) ñëåäóåò, ÷òî

sup{‖Fα(x)‖ | ‖x‖ < δ , α ∈ I} ≤ δ(n+ C(x0))/ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû åñòü ïðîñòîå ñëåäñòâèå ïðèíöèïà ðàâíîìåð-

íîé îãðàíè÷åííîñòè è âìåñòå ýòè òåîðåìû íàçûâàþòñÿ òåîðåìîé Áàíàõà-
Øòåéíãàóçà.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü Tα -ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðà-
æåíèé áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2. Åñëè

∀(x ∈ B1) : sup{‖Tα(x)‖ | α ∈ I}} = C(x) <∞,

òî
sup{‖Tα‖ | α ∈ I} <∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 3.3.1 ê ñåìåéñòâó îòîáðàæåíèé
Fα = Tα. Ïîëó÷èì, ÷òî

∃(δ > 0) , ∀(‖x‖ < δ) : sup{‖Fα(x)‖ | ‖x‖ < δ , α ∈ I} < 1.

Íî òîãäà

sup{‖Tα‖ | α ∈ I} = sup{‖Tα(x)‖ | ‖x‖ < 1 , α ∈ I} < 1/δ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.3.3. Ïóñòü Tn -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2

è äëÿ êàæäîãî x ∈ B1 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

∀(x ∈ B1) , ∃T0(x) : lim
n→∞

Tn(x) = T0(x). (3.20)

Òîãäà îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (3.20) îïåðàòîð T0 íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.20) ñëåäóåò, ÷òî

∀(x ∈ B1) : sup{‖Tn(x)‖ | 1 ≤ n <∞} <∞.

Íî òîãäà â ñèëó òåîðåìû 3.3.2

sup{‖Tn‖ | 1 ≤ n <∞} <∞,

è
∀(x ∈ B1) : ‖T0(x)‖ ≤ sup{‖Tn‖ | 1 ≤ n <∞}‖x‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T0 îãðàíè÷åí è ïîýòîìó íåïðåðûâåí.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åñòü ïðîñòîå ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíè-

êà, íî îíà òîæå èíîãäà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Áàíàõà-Øòåéíãàóçà.

Òåîðåìà 3.3.4. Ïóñòü Tn -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

sup{‖Tn‖ | 1 ≤ n <∞} = C <∞, (3.21)

ïóñòü D -ïëîòíîå â B1 ìíîæåñòâî:

Cl(D) = B1,
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è äëÿ êàæäîãî x ∈ D ñóùåñòâóåò ïðåäåë:

∀(x ∈ D) , ∃T0(x) : T0(x) = lim
n→∞

Tn(x).

Òîãäà ïðåäåë limn→∞ Tn(x) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ x ∈ B1 è îïðåäåëåííûé
ôîðìóëîé

T0(x)
def
= lim

n→∞
Tn(x) (3.22)

îïåðàòîð íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî x ∈ B1 è ε > 0 íàéäåì òàêîå y(x , ε) ∈
D, ÷òî

‖x− y(x , ε)‖ < ε/4C,

ãäå C -êîíñòàíòà èç (3.21). Òîãäà

‖Tn(x)− Tm(x)‖ ≤ ‖(Tn − Tm)y(x , ε)‖+ ‖(Tn − Tm)(x− y(x , ε))‖ ≤
ε/2 + ‖(Tn − Tm)y(x , ε)‖.

Ïóñòü n , m âûáðàíû íàñòîëüêî áîëüøèìè, ÷òî

‖(Tn − Tm)y(x , ε)‖ < ε/2.

Òîãäà èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òàêèõ n , m áóäåò
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖Tn(x)− Tm(x)‖ ≤ ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tn(x) ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ B1.
ßñíî, ÷òî

‖T0(x)‖ ≤ sup{‖Tn‖ | 1 ≤ n <∞}‖x‖ ≤ C‖x‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T0 îãðàíè÷åí è ïîýòîìó íåïðåðûâåí.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì

Ïðèìåð 3.3.1. ÏóñòüB -áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïåðèîäè÷íûõ è íåïðå-
ðûâíûõ íà îòðåçêå [0 , 2π] ôóíêöèé: f ∈ B, åñëè f íåïðåðûâíà è

f(0) = f(2π).

Îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå B íîðìó:

‖f | B‖ = sup{|f(x)| | x ∈ [0 , 2π]}.
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Îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå B îïåðàòîðû Tn ∈ L(B 7→ C1), ïîëîæèâ

Tn(f) =

(
a0

2
+
∑

1≤k≤n

(ak cos kx+ bk sin kx)

)∣∣∣∣∣
x=0

,

ãäå ak , bk -êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå ôóíêöèé:

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(kx)dx , bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(kx)dx.

Îöåíèì íîðìó îïåðàòîðà Tn. Ñ ýòîé öåëüþ âñïîìíèì èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ÷àñòíîé ñóììû ðÿäà Ôóðüå ÷åðåç ÿäðî Äèðèõëå:

Tn(f) =

(
1

π

∫ 2π

0

sin((n+ 1/2)(t− x))

2 sin((t− x)/2)
f(t)dt

)∣∣∣∣∣
x=0

.

Ïóñòü

0 ≤ m ≤ 2n+ 1 , tm,n = πm/(n+ 1/2) , m = 0, . . . ,

fn , ε(t) =

{
sign sin((n+ 1/2)(t)) , åñëè |t− tm,n| > ε ,

ëèíåéíà íà ó÷àñòêå |t− tm,n| < ε

è íåïðåðûâíà. ßñíî, ÷òî

‖fn , ε‖ = 1,

‖Tn | L(B 7→ C1)‖ ≥ sup{|Tnfn , ε| || ε > 0} =

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣sin((n+ 1/2)t)

sin(t/2)

∣∣∣∣ dt ≥
C1

∫ πn

0

| sin(t)|
t

dt = C1

∑
0≤k≤n−1

∫ π(k+1)

πk

| sin(t)|
t

dt ≥

const.
∑

1≤k≤(n−1)

1

k
≈ const. lnn.

Â âûïèñàííûõ âûøå íåðàâåíñòâàõ

C1 = min
0≤t≤π

t

2π sin(t/2)
,

ñèìâîë const. îáîçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó, êîòîðàÿ íå çàâèñèò
îò n è òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðîé äëÿ íàñ íå âàæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìû
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îïåðàòîðîâ Tn íå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Èç òåîðåìû 3.3.2 ñëåäóåò,
÷òî ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíê-
öèÿ f0 ∈ B, ÷òî |Tn(f0)(0)| → ∞ , n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõî-
äèòñÿ â òî÷êå x = 0 (ñäâèãîì àðãóìåíòà ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè
äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè).

Äîêàçàííûé íàìè ðåçóëüòàò -ýòî òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ, è òåîðåìà
Áàíàõà-Øòåíãàóçà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ýòèõ öåëåé.

3.3.2 Òåîðåìà îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè è åå ñëåä-

ñòâèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
B1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2 íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî
îòêðûòîãî â B1 ìíîæåñòâà îòêðûò â B2.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì,
íî íå áûòü îòêðûòûì. Ïðèìåðîì ëèíåéíîãî, íåïðåðûâíîãî, íî íå îò-
êðûòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå, êîòîðîå âñå ïðîñòðàíñòâî
B1 ïåðåâîäèò â íîëü ïðîñòðàíñòâà B2.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. Îáðàçîì (èëè îáëàñòüþ çíà÷åíèé) îòîáðàæåíèÿ

T : B1 7→ B2

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Im(T ) = {y | y = T (x) , x ∈ B1}. (3.23)

Èíîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ T îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

Range(T ) ≡ Im(T ). (3.24)

.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé îá îòêðûòîì îòîáðà-

æåíèè èëè ïðèíöèïîì îòêðûòîñòè îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 3.3.5. Åñëè îòîáðàæåíèå

T ∈ L(B1 7→ B2)

ëèíåéíî, íåïðåðûâíî è îáðàç ïðîñòðàíñòâà B1 ïðè îòîáðàæåíèè T åñòü
âñå ïðîñòðàíñòâî B2:

Im(T ) = B2, (3.25)

òî îòîáðàæåíèå T îòêðûòî.
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Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3.5 ìû ïðåäïîøëåì íåñêîëüêî ëåìì.
Â äàëüíåéøåì øàð â ïðîñòðàíñòâå Bi ìû áóäåì ïîìå÷àòü òåì æå

èíäåêñîì:
bi( , ) ⊂ Bi.

Ëåììà 3.3.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3.5, òî çàìûêàíèå
îáðàçà ëþáîãî øàðà ñ öåíòðîì â íóëå ñîäåðæèò îòêðûòûé øàð ñ öåí-
òðîì â íóëå:

∀(ε > 0) , ∃ δ(ε) : b2(0 , δ(ε)) ⊂ Cl(T (b1(0 , ε))). (3.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ (3.25) ñëåäóåò, ÷òî

B2 =
⋃
n

Cl(T (b1(0 , n)). (3.27)

Èç (3.27) è òåîðåìû Áýðà î êàòåãîðèÿõ (ñì. ñòð. 114)ñëåäóåò, ÷òî

∃(n , y0 ∈ B2 , r > 0) : b2(y0 , r) ⊂ Cl(T (b1(0 , n))). (3.28)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî èç âêëþ÷åíèÿ

y ∈ Cl(T (b1(0 , n)))

ñëåäóåò âêëþ÷åíèå
−y ∈ Cl(T (b1(0 , n))),

à èç âêëþ÷åíèé

y1 ∈ Cl(T (b1(0 , n))) , y2 ∈ Cl(T (b1(0 , n)))

ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

∀(0 ≤ α ≤ 1) : αy1 + (1− α)y2 ∈ Cl(T (b1(0 , n)))

Ïîýòîìó èç (3.28) ñëåäóåò, ÷òî

M = {y | y = (2α− 1)z , z ∈ b2(y0 , r) , 0 ≤ α ≤ 1} ⊂ Cl(T (b1(0 , n)))
(3.29)

Òàê êàê øàð b2(y0 , r) îòêðûò, ìíîæåñòâî M îòêðûòî è ñîäåðæèò òî÷êó
0, ïîýòîìó

∃(ε > 0) : b2(0 , ε) ⊂M ⊂ Cl(T (b1(0 , n))).

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(λ > 0) : b2(0 , λε) ⊂ Cl(T (b1(0 , λn))).
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Ïîëîæèâ â ýòîì âêëþ÷åíèè

λ = ε/n,

ìû ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå (3.26) ñ

δ(ε) = ε2/n.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.3.2. Åñëè âûïîíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé ëåììû, à ÷èñëà ε è
δ(ε) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.26), òî

b2(0 , δ(ε)) ⊂ T (b1(0 , 3ε)). (3.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ε1 = ε , εn = 2−(n−1)ε(n−1).

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûáðàííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.26) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü δ(εn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

δ(ε(n+1)) <
1

2
δ(εn).

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî

y ∈ b2(0 , δ(ε1)).

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

∃(x ∈ b1(0 , 3ε)) : y = T (x).

Èç ëåììû 3.3.1 ñëåäóåò, ÷òî

b2(y ,
1

2
δ(ε2))

⋂
T (b1(0 , ε1)) 6= ∅,

è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå x1 ∈ b1(0 , ε1), ÷òî

‖y − T (x1)‖ < 1

2
δ(ε2).

Ñëåäîâàòåëüíî,
(y − T (x1)) ∈ b2(0 , δ(ε2)),
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è ñóùåñòâóåò òàêîå x2 ∈ b1(0 , ε2) ÷òî

‖y − T (x1)− T (x2)‖ < 1

2
δ(ε3).

Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ìû ïîëó÷èì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn},
÷òî

‖xn‖ < εn , ‖y − T (x1 + x2 + . . .+ xn)‖ < 1

2
δ(ε(n+1))→ 0 , n→∞. (3.31)

Ïîëîæèì
x =

∑
n

xn.

Èç (3.31) ñëåäóåò, ÷òî

y = T (x) , ‖x‖ < ε(1 + 1/2 + . . .) < 3ε.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
Ïóñòü A -îòêðûòîå â ïðîñòðàíñòâå B1 ìíîæåñòâî, x0 ∈ A è

y0 = T (x0).

Òàê êàê A -îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò òàêîé øàð b1(0 , ε) ⊂ B1, ÷òî

x0 + b1(0 , ε) = b1(x0 , ε) ⊂ A.

Â ñèëó ëåììû 3.3.2 ñóùåñòâóåò òàêîé øàð b2(0 , δ(ε)) ⊂ B2, ÷òî b2(0 , δ(ε)) ⊂
T (b(0 , ε)). Ïîýòîìó

y0 + b2(0 , δ(ε)) = b2(y0 , δ(ε)) ⊂ T (x0 + b1(0 , ε)) ⊂ T (A).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî T (A) âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåðæèò
íåêîòîðûé îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå è ïîýòîìó ìíîæåñòâî
T (A) îòêðûòî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âûâåäåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç äîêàçàííîé òåîðåìû.
Ïóñòü

T : B1 7→ B2 (3.32)

-ëèíåéíîå (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíîå) îòîáðàæåíèå è Im(T ) = B2.

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Îòîáðàæåíèå

T−1 : B2 7→ B1

íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ T , åñëè

∀(x ∈ B1) : T−1(T (x)) = x , ∀(y ∈ B2) : T (T−1(y)) = y.
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Çàìå÷àíèå. Ñåé÷àñ ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òàêèå îòîáðàæåíèÿ, îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîçæå
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèøü ëèíåéíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, è
äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé áóäåò äàíî ñâîå îïðåäåëåíèå îáðàòíîãî îòîáðà-
æåíèÿ.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, âî-ïåðâûõ, ÷òîáû îáðàç ïðîñòðàíñòâà B1 ïðè îòîáðàæåíèè T ñîâïà-
äàë áû ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì B2, è, âî-âòîðûõ, ÷òîáû êàæäûé ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà B2 èìåë áû òîëüêî îäèí ïðîîáðàç ïðè îòîáðàæåíèè T :

(T (x1) = T (x2))⇒ (x1 = x2).

Â ñèëó ëèíåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ T ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü â âèäå:

(T (x1 − x2) = 0)⇒ (x1 − x2 = 0).

Îïðåäåëåíèå 3.3.4. ßäðîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ T íàçàâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

Ker(T )
def
= {x | T (x) = 0}. (3.33)

Èòàê, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî ê
ëèíåéíîìó (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíîìó) îòîáðàæåíèþ (3.32) ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì:

Im(T ) = B2 , Ker(T ) = 0. (3.34)

Îòîáðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðâîìó èç óñëîâèé (3.34), íàçûâàþòñÿ
ñþðúåêòèâíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Îòîáðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå âòî-
ðîìó óñëîâèþ (3.34), íàçûâàþòñÿ èíúåêòèâíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Áàíàõà îá îáðàòíîì îòîá-
ðàæåíèè.

Òåîðåìà 3.3.6. Åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì (3.34) è íåïðåðûâíî, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A -îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå B1.
Òîãäà â ñèëó òåîðåìû îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâî

(T−1)−1(A) = T (A)

îòêðûòî, ïîýòîìó ïðè îòîáðàæåíèè T−1 (êîòîðîå ñóùåñòâóåò â ñèëó (3.34))
ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò, ò. å. îòîáðàæåíèå T−1

íåïðåðûâíî (ñì. ñòð. 117).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åùå îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè -òåîðåìà î

çàìêíóòîì ãðàôèêå.
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Îïðåäåëåíèå 3.3.5. Ãðàôèêîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

T : B1 7→ B2 (3.35)

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Gr(T ) = {x⊕ T (x) | x ∈ B1} ⊂ B1 ⊕B2. (3.36)

Ãðàôèê ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ åñòü ëèíåéíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ïðÿ-
ìîé ñóììû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå -ýòî îïåðàòîð ñ ãðàôèêîì

Gr(T−1) = {Tx⊕ x | x ∈ B1} ⊂ B2 ⊕B1.

Åñëè îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, òî ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ åñòü çàìêíóòîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ýòîé ïðÿìîé ñóììû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî è
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î çà-
ìêíóòîì ãðàôèêå.

Òåîðåìà 3.3.7. Åñëè ãðàôèê ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (3.35) çàìêíóò,
òî îòîáðàæåíèå T íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîäìíîæåñòâî Gr(T ) ⊂ B1 ⊕ B2 çàìêíóòî, òî
ïðîñòðàíñòâî Gr(T ) åñòü áàíàõîâî ïîäïðîñòðàíñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà B1 ⊕B2. Îòîáðàæåíèå

Pr1 : x⊕ T (x) 7→ x (3.37)

åñòü ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Gr(T )
íà ïðîñòðàíñòâî B1, ïðè÷åì Im(Pr1) = B1 , Ker(Pr1) = 0. Â ñèëó
òåîðåìû Áàíàõà îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè îòîáðàæåíèå

B1 7→ Gr(T ) : x 7→ x⊕ T (x)

íåïðåðûâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå

B1 7→ B2 : x 7→ x⊕ T (x) 7→ T (x)

íåïðåðûâíî êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. (Ìû ó÷ëè, ÷òî
ñóæåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ x ⊕ y 7→ y íà çà-
ìêíóòîå B1 ⊕B2 ìíîæåñòâî Gr(T ) íåïðåðûâíî.)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàííîé íàìè òåîðåìå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îòîá-

ðàæåíèå çàäàíî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.
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3.3.3 Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà.

Â òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâ íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ è â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ îíà íèêàê íå èñïîëüçóåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.3.6. Çàäàííàÿ íà âåùåñòâåííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
L ôóíêöèÿ

p : L 7→ R1
+ (3.38)

íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâî÷ííîé ôóíêöèåé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì:

∀(x , y ∈ L) : p(x+ y) ≤ p(x) + p(y). (3.39)

∀(α > 0 , x ∈ L) : p(αx) = αp(x). (3.40)

Îïðåäåëåíèå 3.3.7. Çàäàííàÿ íà êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
L ôóíêöèÿ

p : L 7→ R1
+

íàçûâàåòñÿ ïîëóíîðìîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∀(x ∈ L , y ∈ L) : p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), (3.41)

∀(x ∈ L , α ∈ C1) : p(αx) = |α|p(x). (3.42)

Âñÿêàÿ ïîëóíîðìà åñòü êàëèáðîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ, à îòëè÷èå ïîëóíîð-
ìû îò íîðìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïîëóíîðìû èç óñëîâèÿ p(x) = 0 íå
ñëåäóåò, ÷òî x = 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Õàíà-Áàíàõà äëÿ âåùåñòâåííî-
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 3.3.8. Ïóñòü L -âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, L0 ⊂
L -ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L , p(x) -êàëèáðîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ
íà L è f(x) -çàäàííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå L0 âåùåñòâåííî-ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀(x ∈ L0) : f(x) ≤ p(x). (3.43)

Òîãäà ñóùåñòâóåò çàäàííûé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå L âåùåñòâåííî-ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë f̃ , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

∀(x ∈ L0) : f̃(x) = f(x) , ∀(x ∈ L) : − p(−x) ≤ f̃(x) ≤ p(x). (3.44)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè L = L0, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü x0 ∈ L\L0.
Èç (3.43) è îïðåäåëåíèÿ êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî:

∀(x ∈ L0 , y ∈ L0 , x0 ∈ L \ L0) : f(x) + f(y) = f(x+ y) ≤
p(x+ y) = p(x− x0 + y + x0) ≤ p(x− x0) + p(y + x0).

Ïîýòîìó

∀(x ∈ L0 , y ∈ L0 , x0 ∈ L) : f(x)− p(x− x0) ≤ p(y + x0)− f(y). (3.45)

Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.45) íå çàâèñèò îò y, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
(3.45) íå çàâèñèò îò x, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò x è y
(íî çàâèñÿùàÿ îò x0) êîíñòàíòà a, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

∀(x ∈ L0 , y ∈ L0) : f(x)− p(x− x0) ≤ a ≤ p(y + x0)− f(y). (3.46)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(x ∈ L0) : f(x)− a ≤ p(x− x0)

∀(y ∈ L0) : f(y) + a ≤ p(y + x0). (3.47)

Ïóñòü L1 ïðÿìàÿ ñóììà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L0 è îäíîìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, êîòîðîå íàòÿíóòî íà âåêòîð x0:

L1 = L0 ⊕ {tx0} , t ∈ R1.

Íà ïðîñòðàíñòâå L1 îïðåäåëèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

∀(x ∈ L0) : f1(x+ tx0) = f(x) + ta. (3.48)

Òàê êàê x0 6∈ L0, òî îïðåäåëåíèå (3.48) êîððåêòíî.
Èç (3.47) ñëåäóåò, ÷òî

∀(t > 0) : f1(x+ tx0) = t(f(x/t) + a) ≤ tp(x/t+ x0) = p(x+ tx0),

∀(t > 0) : f1(x− tx0) = t(f(x/t)− a) ≤ tp(x/t− x0) = p(x− tx0).

Åñëè L = L1, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè L \ L1 6= ∅, òî ïîâòîðèì íàøå
ïîñòðîåíèå.

Äàëåå ìû ïðîâåäåì ðàñóæäåíèÿ, êîòîðûå îïèðàþòñÿ íà àêñèîìó âû-
ûáîðà è èíîãäà íàçûâàþòñÿ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé.

Ïóñòü {Lα , fα} , α ∈ I -ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòðàíñòâ è ôóíêöèîíà-
ëîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Ââåäåì â ýòîì
ìíîæåñòâå ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå, ïîëîæèâ

{Lα , fα} ≥ {Lβ , fβ}
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åñëè
Lα ⊃ Lβ è ∀(x ∈ Lβ) : fβ(x) = fα(x).

Ïðè òàêîì ëèíåéíîì óïîðÿäî÷åíèè êàæäàÿ ëèíåéíàÿ öåïü èìååò ìàêñè-
ìàëüíûé ýëåìåíò: èì ÿâëÿåòñÿ ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç îáúåäèíåíèÿ âñåõ âõî-
äÿùèõ â öåïü ïðîñòðàíñòâ Lα è åñòåñòâåííî îïðåäåëåííîãî íà ýòîì îáú-
åäèíåíèè ôóíêöèîíàëà. Â ñèëó àêñèîìû âûáîðà ñóùåñòâóåò òàêîé ìàêñè-
ìàëüíûé îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ýëåìåíò {Lmax , fmax},
÷òî {Lmax , fmax} ≥ {L0 , f}. Åñëè Lmax 6= L, òî ìû ñíîâà ìîæåì ïðîâå-
ñòè îïèñàíîå âûøå ïîñòðîåíèå è ïîëó÷èòü ýëåìåíò, êîòîðûé áóäåò áîëü-
øå ýëåìåíòà {Lmax , fmax} è íå ñîâïàäàòü ñ íèì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðå-
äåëåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, Lmax = L è òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì äîêàçàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Õàíà-
Áàíàõà äëÿ êîìïëåêñíî-ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 3.3.9. Ïóñòü L -êîìïëåêñíî- ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, L0 ⊂ L
-ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L , p(x) -ïîëóíîðìà íà L è f(x) -
çàäàííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå L0 ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, êîòîðûé óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀(x ∈ L0) : |f(x)| ≤ p(x). (3.49)

Òîãäà ñóùåñòâóåò çàäàííûé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå L ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë f̃ , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

∀(x ∈ L0) : f̃(x) = f(x) , ∀(x ∈ L) : |f(x)| ≤ p(x). (3.50)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàøå ïðîñòðàíñòâî
êàê âåùåñòâåííî-ëèíåéíîå è ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó ê âåùåñòâåííî-
ëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëó Re f(x) è ïîëóíîðìå p(x), êîòîðóþ áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê êàëèáðîâî÷íóþ ôóíêöèþ. Ïóñòü Re f̃ -ïîëó÷åííîå ñî-
ãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ðàñøèðåíèå âåùåñòâåííî-ëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà Re f(x). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

∀(x ∈ L) : f̃(x) = Re f̃(x)− iRe f̃(ix) (3.51)

ßñíî, ÷òî ôîðìóëà (3.51) çàäàåò êîìïëåêñíî-ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ôóíê-
öèîíàëà f(x). Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (3.50). Ïóñòü

f̃(x) = |f̃(x)| exp(iθ).

Òîãäà

|f̃(x)| = Re ˜f(exp(−iθ)x)) ≤ p((exp(−iθ)x)) = p(x).
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìó Õàíà-Áàíàõà ÷àñòî ôîðìóëèðóþò â óïðîùåííîé ôîðìå: çà-

äàííûé íà ëèíåéíîì ïîäìíîæåñòâå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî ñ ñîõðàíåíèåì íîð-
ìû.

3.4 Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî è ýëåìåíòû

òåîðèè äâîéñòâåííîñòè.

3.4.1 Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Ñîïðÿæåííûì ê äàííîìó áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó
B íàçûâàåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

B? = L(B 7→ C1)

âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B â
ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Íîðìà â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

∀(f ∈ B?) : ‖f | B?‖ = sup{|f(x)| | x ∈ B , ‖x‖ ≤ 1}. (3.52)

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü D -îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå Rd. Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 1.2.10 (ñì. ñòð. 83) ïðè
1 < p <∞ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Lq(D) , q = p/(p− 1), è Lp(D)? ìîæíî
óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

J : Lq(D) 7→ Lp(D)?,

ïðè êîòîðîì ôóíêöèè g ∈ Lq(D) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñâèå ôóíêöèîíàë
J(g) ∈ Lp(D)?, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó:

∀(φ ∈ Lp(D)) : J(g)(φ) =

∫
D

g(x)φ(x)dx. (3.53)

Â òåîðåìå 1.2.10 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé ôóíêöèîíàë èç Lp(D)? ìîæíî
çàäàòü ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû è

‖J(g) | Lp(D)?‖ = ‖g | Lq(D)‖,

ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâà Lp(D)? è Lq(D) èíîãäà îòîæäåñòâëÿþòñÿ.
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Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü B0 çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî áàíà-
õîâà ïðîñòðàíñòâà B , y0 6∈ B0,

dist(y0 , B0) = inf{‖y0 − x‖ | x ∈ B0} = d > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë f ∈ B?,
÷òî

f(B0) = 0 , f(y0) = 1 , ‖f | B?‖ = 1/d. (3.54)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L0, êîòîðîå åñòü
ïðÿìàÿ ñóììà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà B0 è ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî
íà âåêòîð y0:

L0 = B0 ⊕ {λy0} , λ ∈ C1.

Òàê êàê y0 6∈ B0, òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.
Íà ïðîñòðàíñòâå L0 îïðåäåëèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f :

∀(x ∈ B0) : f(x+ λy0) = λ. (3.55)

Îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (3.55) ôóíêöèîíàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

f(B0) = 0 , f(y0) = 1.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L0 êàê áàíàõîâî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B è âû÷èñëèì íîðìó ôóíêöèîíàëà f
â ïðîñòðàíñòâå L?0.

Èìååì:

∀(x ∈ B0) : ‖x+ λy0 | L0‖ = ‖x+ λy0 | B‖ =

|λ|‖(1/λ)x+ y0 | B‖ ≥ |λ|d = |f(x+ λy0)|d.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀(x ∈ L0) : |f(x)| ≤ 1

d
‖x‖, ïîýòîìó ‖f | L?0‖ ≤

1

d
. (3.56)

Ïóñòü {xn} ⊂ L0 -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

‖y0 − xn‖ → d , n→∞.

Òîãäà
1 = |f(y0 − xn)| ≤ ‖f | L?0‖‖y0 − xn‖ → ‖f | L?0‖d.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖f | L?0‖ ≥
1

d
.

174



Ñðàâíèâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ íåðàâåíñòâîì (3.56), ìû ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî

‖f | L?0‖ =
1

d
.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Õàíà-Áàíàõà è ðàñïðîñòðàíèì ôóíêöè-
îíàë f íà âñå ïðîñòðàíñòâî B.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.4.2. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B ñó-
ùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë fx ∈ B?, ÷òî

‖fx | B?‖ = 1 , fx(x) = ‖x‖. (3.57)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x = 0, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü x 6= 0.
Ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó ê ïîäïðîñòðàíñòâó B0 = 0 è ýëåìåíòó
y0 = x. Ïóñòü f -ôóíêöèîíàë, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f(x) = 1 , ‖f‖ = 1/‖x‖.

Òîãäà ôóíêöèîíàë
∀(y ∈ B) : fx(y) = ‖x‖f(y)

-èñêîìûé.
Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû ôóíêöèîíàëà (3.52) è òåîðåìû 3.4.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.4.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖x | B‖ = sup{|f(x)| | ‖f | B?‖ ≤ 1}. (3.58)

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

∀(f ∈ B? , x ∈ B) : < f | x >= f(x). (3.59)

Ïóñòü B1 è B2 -áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è

θ : B1 ×B2 7→ C1 (3.60)

-ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó ôóíêöèÿ. Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ
áèëèíåéíîé ôîðìîé.

Îïðåäåëåíèå 3.4.2. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà (3.60) ñòàâèò ïðîñòðàíñòâà B1

èB2 â îòäåëèìóþ äâîéñòâåííîñòü (èëè çàäàåò îòäåëèìóþ äâîéñòâåííîñòü
íà ïðîñòðàíñòâàõ B1 è B2), åñëè èç ðàâåíñòâà

∀(y ∈ B2) : θ(x , y) = 0
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ñëåäóåò, ÷òî
x = 0,

à èç ðàâåíñòâà
∀(x ∈ B1) : θ(x , y) = 0

ñëåäóåò, ÷òî
y = 0.

Èç (3.52) è (3.58) ñëåäóåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà < f | x > ñòàâèò
ïðîñòðàíñòâà B? è B â îòäåëèìóþ äâîéñòâåííîñòü, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

‖f | B?‖ = sup{| < f | x > | | ‖x | B‖ ≤ 1}, (3.61)

‖x | B‖ = sup{| < f | x > | | ‖f | B?‖ ≤ 1}. (3.62)

Òåîðåìà 3.4.3. Ïóñòü
T : B1 7→ B2

-ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B1 â áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî B2. Òîãäà

‖T | L(B1 7→ B2)‖ =

sup{| < f | T (x) > | | ‖f | B?
2‖ ≤ 1 , ‖x | B1‖ ≤ 1}. (3.63)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

‖T (x) | B2‖ = sup{| < f | T (x) > | | ‖f | B?
2‖ ≤ 1},

‖T | L(B1 7→ B2)‖ = sup{‖T (x) | B2‖ | ‖x | B1‖ ≤ 1}.

Òåîðåìà 3.4.4. Åñëè {xα | α ∈ I} -òàêîå ïîäìíîæåñòâî â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå B, ÷òî

∀(f ∈ B?) : sup{|f(xα)| | α ∈ I} <∞,

òî
sup{‖xα‖ | α ∈ I} <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

Tα : B? 7→ C1

ïî ôîðìóëå
Tα(f) =< f | xα > .
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Èç òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà (ñì. ñòð. 160, òåîðåìà 3.3.2) ñëåäóåò, ÷òî

sup{‖Tα‖|α ∈ I} <∞.

Íî â ñèëó ðàâåíñòâà (3.62)

‖Tα‖ = sup{| < f | xα > | | ‖f | B?‖ ≤ 1} = ‖xα‖,

÷òî è äîêàçûâàåò íàøó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.4.5. Ïóñòü {Tα | α ∈ I} ⊂ L(B1 7→ B2) -ñåìåéñòâî ëèíåé-
íûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B1 â áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî B2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýâèâàëåíòíû:

1. sup{‖Tα | L(B1 7→ B2)‖ | α ∈ I} <∞. (3.64)

2. ∀(x ∈ B1) : sup{‖Tα(x) | B2‖ | α ∈ I} <∞. (3.65)

3. ∀(x ∈ B1 , f ∈ B?
2) : sup{| < f | Tα(x) > |α ∈ I} <∞. (3.66)

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî èç (3.64) ñëåäóåò (3.65), à èç (3.65) ñëåäóåò
(3.66). Â ñèëó òåîðåìû 3.4.4 èç (3.66) ñëåäóåò, ÷òî

∀(x ∈ B1) : sup{‖Tα(x)‖ | α ∈ I} <∞,

ïîçòîìó èç (3.66) ñëåäóåò (3.65). Íåðàâåíñòâî (3.64) ñëåäóåò èç (3.65) â
ñèëó òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Tn ∈ L(B1 7→ B2) ñõî-

äèòñÿ ê îïåðàòîðó T0 ∈ L(B1 7→ B2):
â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè, åñëè

‖Tn − T0 | L(B1 7→ B2)‖ → 0 , n→∞,

â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè, åñëè

∀(x ∈ B1) : ‖Tnx− T0x | B2‖ → 0 , n→∞,

â ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè, åñëè

∀(x ∈ B1 , f ∈ B?
2) : f(Tn(x))→ f(T0(x)) , n→∞.

Èç òåîðåìû 3.4.5 ñëåäóåò, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïå-
ðàòîðîâ Tn â ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ïî n
îãðàíè÷åííîñòü íîðì îïåðàòîðîâ Tn.
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Ïóñòü B -áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è B? -åãî ñîïðÿæåííîå. Ôèêñèðóåì
x ∈ B. Ôîðìóëà

f 7→< f | x > (3.67)

çàäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå B?. Îáîçíà-
÷èì ýòîò ôóíêöèîíàë ñèìâîëîì J(x), à ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå B? îáîçíà÷èì ñèìâîëîì B??:

J : B 7→ B?? , J(x)(f) =< f | x > . (3.68)

Èç ôîðìóëû (3.58) ñëåäóåò, ÷òî

‖J(x) | B??‖ = sup{| < f | x > | | ‖f | B?‖ ≤ 1} = ‖x‖.

Ìû âèäèì, çàäàííîå ôîðìóëîé (3.68) îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâàB â ïðî-
ñòðàíñòâî B?? (ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ âòîðûì ñîïðÿæåííûì) åñòü
ëèíåéíîå è èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç J(B) ïðî-
ñòðàíñòâà B â ïðîñòðàíñòâå B?? ïðè îòîáðàæåíèè J çàìêíóò.

Îïðåäåëåíèå 3.4.3. Ïðîñòðàíñòâî B íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè

J(B) = B??. (3.69)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî B ðåôëåêñèâíî, åñëè îíî èçîìåòðè÷íî ñâî-
åìó âòîðîìó ñîïðÿæåííîìó (èíîãäà ãîâîðÿò: ñîâïàäàåò ñî ñâîèì âòîðûì
ñîïðÿæåííûì) è ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðî-
ñòðàíñòâå B? çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.67).

Èç òåîðåìû 1.2.10 (ñì. ñòð. 83) ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.4.6. Ïðè 1 < p <∞ ïðîñòðàíñòâî Lp(D , µ(dx)) -ðåôëåêñèâíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.2.10 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôóíêöè-
îíàëà f ∈ (Lp(D , µ(dx)))? ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Lq(D , µ(dx)) , q =
p/(p− 1), ÷òî

∀(g ∈ Lp(D , µ(dx))) : < f | g >=

∫
f(x)g(x)µ(dx). (3.70)

Îïåðäåëåííîå ôîðìóëîé (3.70) îòîáðàæåíèå

(Lp(D , µ(dx)))? 3 f 7→ f(x) ∈ Lq(D , µ(dx))

âçàèìíî îäíîçíà÷íî è èçîìåòðè÷íî. Â ñèëó ýòîé æå ôîðìóëû îòîáðàæå-
íèå

(Lq(D , µ(dx)))∗ 3 g 7→ g(x) ∈ Lp(D , µ(dx))
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âçàèìíî îäíîçíà÷íî è èçîìåòðè÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî,

J(Lp(D , µ(dx))) = Lp(D , µ(dx))??.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðîñòðàíñòâî L1(D , µ(dx)), âîîáùå ãîâîðÿ, íå åñòü ðåôëåêñèâíîå ïðî-

ñòðàíñòâî.

3.4.2 Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 3.4.4. Îïåðàòîðîì T ?, ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó

T ∈ L(B1 7→ B2)

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð, êîòîðûé êàæäîìó ôóíêöèîíàëó f ∈ B?
2 ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàë T ?(f) ∈ B?
1 , äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

∀(f ∈ B?
2 , x ∈ B1) : < T ?(f) | x >=< f | T (x) > . (3.71)

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.
Ïóñòü D -îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rd. Ïóñòü

ôóíêöèÿ k(x , y) íåïðåðûâíà â D ×D:

k(x , y) ∈ C(D ×D).

Íà ïðîñòðàíñòâå Lp(D) ðàññìîòðèì îïåðàòîð T , êîòîðûé äåéñòâóåò ïî
ïðàâèëó:

∀(f ∈ Lp(D)) : T (f)(x) =

∫
D

k(x , y)f(y)dy. (3.72)

Ýòà ôîðìóëà çàäàåò îïåðàòîð

T ∈ L(Lp(D) 7→ Lp(D)).

Ïóñòü J -îïðåäåëåííîå â (3.53) îòîáðàæåíèå. Âû÷èñëèì îïåðàòîð

T ?J ∈ L(Lq(D) 7→ Lq(D)),

êîòîðûé äåëàåò êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó

Lp(D)?
T ?−−−→ Lp(D)?

J

y J

y
Lq(D)

T ?J−−−→ Lq(D)
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Èìååì:

< T ?J (g) | φ >=< J(g) | T (φ) >=

∫
D

g(x)

∫
D

k(x , y)φ(y)dy

 dx =

∫
D

∫
D

k(x y)g(x)dx

φ(y)dy.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

T ?J (g)(y) =

∫
D

k(x , y)g(x)dx.

Ðàçíèöà ìåæäó îïåðàòîðàìè T ? è T ?J â òîì, ÷òî îïåðàòîð T ? äåéñòâóåò
â ïðîñòðàíñòâå Lp(D)?, à îïåðàòîð T ?J â ïðîñòðàíñòâå Lq(D). ×àñòî ýòîé
ðàçíèöåé ïðåíåáðåãàþò è îòæäåñòâëÿþò îïåðàòîð T ? ñ îïåðàòîðì T ?J .

Òåîðåìà 3.4.7. Îòîáðàæåíèå

T 7→ T ? (3.73)

åñòü ëèíåéíîå èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà L(B1 7→
B2) â ïðîñòðàíñòâî L(B?

2 7→ B?
1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ (3.73) î÷åâèäíà, à äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà èçîìåòðè÷íîñòè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ çàìåòèì, ÷òî

‖T ? | L(B?
2 7→ B?

1)‖ =

sup{‖T ?(f) | B?
1‖ | ‖f | B?

2‖ ≤ 1} =

sup{| < T ?(f) | x > | | ‖f | B?
2‖ ≤ 1 , ‖x | B1‖ ≤ 1} =

sup{| < f | T (x) > | | ‖f | B?
2‖ ≤ 1 , ‖x | B1‖ ≤ 1} =

‖T | L(B1 7→ B2)‖

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 3.4.5. Àííóëÿòîðîì ïîäìíîæåñòâà A ⊂ B? íàçûâàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà B, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

N (A) = {x | ∀(f ∈ A) : < f | x >= 0} =
⋂
f∈A

{x |< f | x >= 0}. (3.74)

Àíàëîãè÷íî,
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Îïðåäåëåíèå 3.4.6. Àííóëÿòîðîì ïîäìíîæåñòâà A ⊂ B íàçûâàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà B?, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

N (A) = {f | ∀(x ∈ A) : < f | x >= 0} =
⋂
x∈A

{x |< f | x >= 0}. (3.75)

Åñëè A ⊂ B, òî N (A) ⊂ B?, à åñëè A ⊂ B?, òî N (A) ⊂ B. Èíîãäà
àííóëÿòîð îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

A⊥ ≡ N (A).

Òåîðåìà 3.4.8. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà

T ∈ L(B1 7→ B2)

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Cl(Im(T )) = N (Ker(T ?)). (3.76)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

y ∈ Cl(Im(T )).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ B1, ÷òî

yn = T (xn)→ y , n→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(f ∈ Ker(T ?)) : < f | y >= lim
n→∞

< f | T (xn) >=

lim
n→∞

< T ?f | xn >= 0.

Ïîýòîìó
y ∈ N (Ker(T ?))

è
Cl(Im(T )) ⊂ N (Ker(T ?)). (3.77)

Ïóñòü
y 6∈ Cl(Im(T )). (3.78)

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 3.4.1 (ñì. ñòð. 174) ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë
f0 ∈ B?

2 , ÷òî
f0(y) = 1 , f0(Cl(Im(T ))) = 0. (3.79)
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Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(x ∈ B1) : < f0 | T (x) >=< T ?(f0) | x >= 0.

Îòñþäà âûòåêàò, ÷òî
T ?(f0) = 0,

è ïîýòîìó
f0 ∈ Ker(T ?). (3.80)

Èç (3.79) è (3.80) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñïðàâåäëèâî (3.78), òî

y 6∈ N (Ker(T ?)) (3.81)

Ïîýòîìó
Cl(Im(T )) ⊃ N (Ker(T ?)). (3.82)

Èç (3.77) è (3.82) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ïóñòü Bi , 1 ≤ i ≤ 3 -áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,

T1 ∈ L(B1 7→ B2) , T2 ∈ L(B2 7→ B3)

Îïðåäåëåíèå 3.4.7. Îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

B1 7→ B3 : x 7→ T1(x) 7→ T2(T1(x))

îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé (èëè ïðîèçâåäåíèåì) îïåðàòîðîâ T2 è
T1:

T2 · T1 ∈ L(B1 7→ B3) , T2 · T1(x)
def
= T2(T1(x)). (3.83)

Î÷åâèäíî, ÷òî

‖T2 · T1(x) | B3‖ ≤ ‖T2 | L(B2 7→ B3)‖ · ‖T1(x) | B2| ≤
‖T2 | L(B2 7→ B3)‖ · ‖T1 | L(B1 7→ B2)‖ · ‖x | B1‖.

Ïîýòîìó

‖T2 · T1 | L(B1 7→ B3)‖ ≤ ‖T2 | L(B2 7→ B3)‖ · ‖T1 | L(B1 7→ B2)‖. (3.84)

Îïðåäåëåíèå 3.4.8. Òîæäåñòâåííûì (èëè åäèíè÷íûì) îòîáðàæåíèåì
(îïåðàòîðîì) ìû íàçûâàåì îòîáðàæåíèå (îïåðàòîð) id ∈ L(B 7→ B), êî-
òîðîå îïðåäåëåíî ôîðìóëîé

∀(x ∈ B) : id(x) = x. (3.85)

182



Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà ëþáîì ïðîñòðàíñòâå ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì id.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíî â âèäå:

T−1 : T−1 · T = T · T−1 = id. (3.86)

Î÷åâèäíà

Ëåììà 3.4.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(T2 · T1)? = T ?1 · T ?2 ∈ L(B?
3 7→ B?

1) (3.87)

Òåîðåìà 3.4.9. Îïåðàòîð (T ?)−1 ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò îïåðàòîð T−1, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(T ?)−1 = (T−1)?. (3.88)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð T−1 ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïåðåõîäÿ ê
ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðàì â (3.86), ìû ïîëó÷àåì:

T ? · (T−1)? = (T−1)? · T ? = id. (3.89)

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð (T ?)−1 ñóùåñòâóåò è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.88).
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð (T ?)−1 ∈ L(B?

1 → B?
2) ñóùåñòâóåò.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð (T ??)−1. Òàê êàê îïåðàòîð T ?? íà ïðîñòðàí-
ñòâå B1 ⊂ B??

1 ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì T , òî

Ker(T ) ⊂ Ker(T ??) = 0. (3.90)

Ïðîñòàíñòâî B1 çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå B??
1 , è ìíîæåñòâî Im(T ) ⊂ B2

åñòü ïðîîáðàç çàìêíóòîãî â ïðîñòðàíñòâå B??
1 ìíîæåñòâà B1 ïðè íåïðå-

ðûâíîì îòîáðàæåíèè (T ??)−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Im(T ) çàìêíó-
òî â B2. Òàê êàê îïåðàòîð (T ?)−1 ñóùåñòâóåò, òî

Ker(T ?) = 0,

è â ñèëó òåîðåìû 3.4.8 (ñì. ñòð. 181) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

B2 = Ker(T ?)⊥ = Cl(Im(T )) = Im(T ). (3.91)

Èç (3.90) , (3.91) è òåîðåìû Áàíàõà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîãî îïåðàòîðà
3.3.6 (ñì. ñòð. 168) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà T−1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.5 Áàíàõîâû àëãåáðû è îïåðàòîðíîå èñ÷èñ-

ëåíèå.

3.5.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 3.5.1. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé íàä ïîëåì êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë C1, åñëè ìíîæåñòâî A åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C1 è â ìíîæåñòâå A îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïå-
ðàöèÿ óìíîæåíèÿ

A×A 7→ A : a× b 7→ ab,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.
1. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ àññîöèàòèâíà:

∀(a ∈ A , b ∈ A , c ∈ A) : a(bc) = (ab)c.

2. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ áèëèíåéíà:

∀(a ∈ A , b ∈ A , c ∈ A , α ∈ C , β ∈ C , γ ∈ C) :

(αa+ βb)c = αac+ βbc , a(βb+ γc) = βab+ γac.

Îïðåäåëåíèå 3.5.2. ÀëãåáðàA íàçûâàåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé, åñëè íà
A îïðåäåëåíà íîðìà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé A åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, ïðè÷åì îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ è íîðìà ñâÿçàíû óñëîâèåì:

‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖. (3.92)

Îïðåäåëåíèå 3.5.3. Áàíàõîâà àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíîé áàíà-
õîâîé àëãåáðîé (èëè àëãåáðîé ñ åäèíèöåé) åñëè

∃(id ∈ A) , ∀(a ∈ A) : id · a = a · id = a.

Â äàëüíåéøåì (åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî äðóãîå) ðàññìàòðèâàåìûå íà-
ìè àëãåáðû áóäóò àëãåáðàìè ñ åäèíèöåé. Èç (3.92) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ íåïðåðûâíà: åñëè

an → a0 , bn → b0 , n→∞,

òî
‖anbn − a0b0‖ ≤ ‖an‖‖bn − b0‖+ ‖b0‖an − a0‖ → 0 , n→∞.
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Ïðèìåðîì óíèòàëüíîé áàíàõîâîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî

A = L(B 7→ B) (3.93)

âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B â
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B, â êîòîðîì îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îïðåäåëåíà
êàê êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.4.7 è (3.83) íà ñòð. 182).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B = Rn, òî àëãåáðó (3.93)
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ àëãåáðîé êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðîì n × n, â
êîòîðîé ëèíåéíûå îïåðàöèè è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö îïðåäåëåíû
îáû÷íûì îáðàçîì.

Â äàëüíåéøåì (êàê ìîæíî äîêàçàòü, â ñóùåñòâåííîì íå îãðàíè÷è-
âàÿ îáùíîñòè) äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè
àëãåáðà åñòü àëãåáðà (3.93).

Ðàñïðîñòðàíèì íà ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîé àëãåáðå íåêî-
òîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Ãëàäêèì êîíòóðîì l â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî C1 ìû
áóäåì íàçûâàåòü îáðàç ïîëóèíòåðâàëà [a , b) ïðè íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîì èíúåêòèâíîì (âçàèìíî-îáíîçíà÷íîì íà îáðàçå) îòîáðàæåíèè:

l = {z | z = z(t) , a ≤ t < b , |z′(t)| < const. <∞, } , l ⊂ C1. (3.94)

Ïóñòü
a(z) : l 7→ A

-ðàâíîìåðíî ïî z íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîíòóðà l â àëãåáðó A.
Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó Ðèìàíà:

S =
∑
j

a(z(t̃j))(z(tj+1)− z(tj)) , tj ≤ t̃j ≤ tj+1. (3.95)

Äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ

a = t0 < t1 . . . tj < tj+1 . . . < b

ïîëóèíòåðâàëà [a , b) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

δ = max
j
|tj+1 − tj|.

Åñëè S è S ′ -äâå èíòåãðàëüíûå ñóììû Ðèìàíà è δ , δ′ -ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì ñóììàì äèàìåòðû ðàçáèåíèé ïîëóèíòåðâàëà [a , b), òî ñïðàâåäëèâà
î÷åâèäíàÿ îöåíêà

‖S − S ′‖ ≤ (b− a) sup
t
|z′(t)|×

sup{‖a(z(t′))− a(z(t′′))‖ | |t′ − t′′| < δ + δ′ , a ≤ t′ , t′′ < b},

èç êîòîðîé ñëåäóåò
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Ëåììà 3.5.1. Åñëè l -ãëàäêèé êîíòóð è a(z) -ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ íà l ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîé àëãåáðå A, òî ñóùåñòâóåò
ïðåäåë ∫

l

a(z)dz
def
= lim

δ→0

(∑
j

a(z(t̃j))(z(tj+1)− z(tj))

)
,

δ = max
j
|tj+1 − tj| , tj ≤ t̃j ≤ tj+1. (3.96)

Ïðåäåë (3.96) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Áîõíåðà îò ôóíêöèè a(z) ïî
êîíòóðó l.

Ïóñòü D -îòêðûòàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
C1.

Îïðåäåëåíèå 3.5.4. Ôóíêöèÿ

a(z) : D 7→ A

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z ∈ D, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

da(z)

dz
def
= lim

∆z→0

a(z + ∆z)− a(z)

∆z
. (3.97)

Îïðåäåëåíèå 3.5.5. Åñëè ïðåäåë (3.97) ñóùåñòâóåò â êàæäîé òî÷êå z ∈
D, òî ôóíêöèÿ a(z) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñîé â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (3.97) îáëåã÷àåò

Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà ôóíêöèÿ:

D 3 z 7→ T (z) ∈ L(B 7→ B). (3.98)

Åñëè
∀(x ∈ B , f ∈ B?)

ôóíêöèÿ
ψ(z , x , f) =< f | T (z)(x) >

àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D, òî ôóíêöèÿ (3.98) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.5.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì z ∈ D. Èç àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè ψ(z , x , f)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

∆z 7→ φ(f , x , ∆z) = (ψ(z + ∆z , x , f)− ψ(z , x , f))/∆z
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àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(x ∈ B , f ∈ B?) , ∃(δ > 0) : sup{|(∆z1 −∆z2)−1×
(φ(f , x , ∆z1)− φ(f , x , ∆z2))| | |∆z1|+ |∆z2| < δ} <∞. (3.99)

Èç òåîðåìû 3.4.5 (ñì. ñòð. 177) ñëåäóåò, ÷òî

∃(δ > 0) : sup{‖(∆z1 −∆z2)−1((T (z + ∆z1)− T (z))/∆z1−
(T (z + ∆z2)− T (z))/∆z2‖ | ∆z1|+ |∆z2| < δ} <∞.

Ïîýòîìó

∃(δ > 0 , C(δ) <∞) : ‖((T (z + ∆z1)− T (z))/∆z1−
(T (z + ∆z2)− T (z))/∆z2‖ < C(δ)|∆z1 −∆z2|.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Íà ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîé

àëãåáðå ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèÿ ôîðìóëèðîâîê è äîêàçàòåëüñòâ ( ñ
î÷åâèäíîé çàìåíîé îöåíîê ïî ìîäóëþ íà îöåíêè ïî íîðìå) ïåðåíîñÿò-
ñÿ ìíîãèå êëàññè÷åñêèå òåîðåìû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî. Äåòàëè äîêàçàòåëüñòâ ïîäîáíûõ îáîáùåíèé ìû ïðåäîñòàâëÿåì
÷èòàòåëþ. Â ÷àñòíîñòè, íàì ïîíàäîáÿòñÿ îáîáùåíèå èíòåãðàëüíîé ôîð-
ìóëû Êîøè è íåêîòîðûõ òåîðåì òåîðèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ (ôîðìóëû äëÿ
ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà è òåîðåìû Êîøè î ñóùåñòâîâàíèè
îñîáûõ òî÷åê íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè). Ìû íàäåÿìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü
ñàìîñòîÿòåëüíî ïîëó÷èò îáîáùåíèÿ ýòèõ òåîðåì íà ñëó÷àé ôóíêöèé ñî
çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîé àëãåáðå.

3.5.2 Ðåçîëüâåíòà è ñïåêòð.

Îïðåäåëåíèå 3.5.6. Ýëåìåíò a−1 ∈ A íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ýëåìåíòó
a ∈ A, åñëè

a−1a = aa−1 = id.

Îïðåäåëåíèå 3.5.7. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ó íåãî
ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 ∈ A.

Î÷åâèäíà

Ëåììà 3.5.2. Åñëè ýëåìåíòû a è b îáðàòèìû, òî ýëåìåíò c = ab îá-
ðàòèì è

c−1 = b−1a−1.
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Â äàëüíåøåì ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì

∀(a 6= 0) : a0 = id.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 3.5.3. Åñëè ‖a‖ < 1, òî ýëåìåíò (id− a) îáðàòèì è

(id− a)−1 =
∑

0≤n<∞

an.

Îòñþäà âûòåêàåò

Ëåììà 3.5.4. Åñëè ýëåìåíò a îáðàòèì è ‖b‖ < ‖a−1‖−1, òî ýëåìåíò
a+ b îáðàòèì è

(a+ b)−1 =

( ∑
0≤n<∞

(−a−1b)n

)
a−1. (3.100)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

(a+ b) = a(id + a−1b),

è îáà ñîìíîæèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îáðàòèìû, òàê êàê

‖a−1b‖ ≤ ‖a−1‖‖b‖ < 1.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò î÷åíü âàæíîå

Ñëåäñòâèå 3.5.1. Ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ áàíàõîâîé
àëãåáðû A îòêðûòî è îòîáðàæåíèå

a 7→ a−1 (3.101)

íåïðåðûâíî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè îáðàòèìîãî ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 3.5.8. Åñëè ýëåìåíò (λ · id − a)−1 ∈ A ñóùåñòâóåò, òî îí
íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé ýëåìåíòà a ∈ A:

R(λ , a)
def
= (λ · id− a)−1. (3.102)

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà ðåçîëüâåíòîé ýëåìåíòà a íàçûâàþò ýëåìåíò (a −
λ · id)−1.

Â ôîðìóëàõ, ïîäîáíûõ (3.102), ÷àñòî îïóñêàþò îáîçíà÷åíèå id, ñ÷èòàÿ
ïî óìîë÷àíèþ, ÷òî:

λ · id ≡ λ,

è ïðè òàêîé äîãîâîðåííîñòè îïðåäåëåíèå (3.102) çàïèñûâàåòñÿ òàê:

R(λ , a) = (λ− a)−1.
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Îïðåäåëåíèå 3.5.9. Ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì ýëåìåíòà a ∈ A íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî λ ∈ C1 òåõ òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè , äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòà:

res(a)
def
= {λ | ∃(λ · id− a)−1}. (3.103)

Èç ñëåäñòâèÿ 3.5.1 âûòåêàåò, ÷òî ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî ëþáîãî
ýëåìåíòà áàíàõîâîé àëãåáðû îòêðûòî, à èç ëåììû 3.5.3 ñëåäóåò, ÷òî

∀(|λ| > ‖a‖) : R(λ , a) =
1

λ

∑
0≤n<∞

(a
λ

)n
. (3.104)

Â äàëüíåøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ñëåäñòèå íåïðåðûâ-
íîñòè ðåçîëüâåíòû êàê ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Òåîðåìà 3.5.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåçîëüâåíòà R(λ , a0) ñóùåñòâóåò
â êàæäîé òî÷êå λ ∈ D íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà D ⊂ C1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü O(D) ìíîæåñòâà D
è òàêîé îòêðûòûé øàð b(a0 , ε) ∈ A, ÷òî ðåçîëüâåíòà R(λ , a) ñóùå-
ñòâóåò ïðè âñåõ λ× a ∈ O(D)× b(a0 , ε).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðåçîëüâåíòû R(λ , a) ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ λ , a â ìåòðèêå

d((λ1 , a1) , (λ2 , a2)) = max(|λ1 − λ2| , ‖a1 − a2‖)

äëÿ êàæäîé òî÷êè λ0 ∈ D ñóùåñòâóåò òàêîå ε(λ0), ÷òî ðåçîëüâåíòàR(λ , a)
ñóùåñòâóåò ïðè |λ − λ0| < ε(λ0) è a ∈ b(a0 , ε(λ0)). Îòêðûòûå îêðóæíî-
ñòè {λ | |λ − λ0| < ε(λ0)} , λ0 ∈ D ñîñòàâëÿþò ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà D, ïîýòîìó ýòî ïîêðûòèå ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
Âûáèðàÿ ÷èñëî ε ðàâíûì íàèìåíüøèìó ðàäèóñó ε(λ0) âõîäÿùèõ â ýòî
ïîêðûòèå îêðóæíîñòåé, ìû ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. (Èñêîìàÿ
îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà D åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
âõîäÿùèõ â âûáðàííîå êîíå÷íîå ïîêðûòèå îêðóæíîñòåé).

Ëåììà 3.5.5. Åñëè U -îáðàòèìûé ýëåìåíò àëãåáðû A, òî ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

UR(λ , a)U−1 = R(λ , UaU−1). (3.105)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

(λid− UaU−1)UR(λ , a)U−1 = id.
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Îïðåäåëåíèå 3.5.10. Ñïåêòîðì σ(a) ýëåìåíòà a ∈ A íàçûâàåòñÿ äî-
ïîëíåíèå ðåçîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòà a :

σ(a)
def
= C(res(a)). (3.106)

Èíîãäà ñïåêòð ýëåìåíòà a ∈ A îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

Sp(a) ≡ σ(a).

Òàê êàê ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îòêðûòî, òî ñïåêòð -çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî, è åñëè U -îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî

σ(UaU−1) = σ(a). (3.107)

Òåîðåìà 3.5.3. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

R(λ , b)−R(λ , a) = R(λ , b)(b− a)R(λ , a), (3.108)

R(λ , b)−R(λ , a) = R(λ , a)(b− a)R(λ , b), (3.109)

R(λ , a)−R(µ , a) = −(λ− µ)R(λ , a)R(µ , a). (3.110)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî

(λid− a)− (λid− b) = (b− a)

óìíîæàåì ñëåâà íà R(λ , b), à ñïðàâà íà R(λ , a). Ïîëó÷èì (3.108). Óìíî-
æàÿ ýòî æå ðàâåíñòâî ñïðàâà íà R(λ , b), à ñëåâà íà R(λ , a), ïîëó÷èì
(3.109).

Àíàëîãè÷íî, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà

(µid− a)− (λid− a) = −(λ− µ)id,

ìû ëåãêî ïîëó÷èì (3.110).
Çàìå÷àíèÿ. ßñíî, ÷òî (3.108) è (3.109) åñòü ðàçíûå ôîðìû çàïèñè

îäíîãî è òîãî æå ðàâåíòñâà. Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ âòîðûì ðåçîëü-
âåíòíûì óðàâíåíèåì (èëè âòîðûì ðåçîëüâåíòíûì òîæäåñòâîì). Ðàâåí-
ñòâî (3.110) íàçûâàåòñÿ ïåðâûì ðåçîëüâåíòíûì óðàâíåíèåì (èëè ïåðâûì
ðåçîëüâåíòíûì òîæåñòâîì, èëè òîæäåñòâîì Ãèëüáåðòà). Ìîæíî äîêà-
çàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîðíûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (3.108)-
(3.110), òî îíè ÿâëÿþòñÿ ðåçîëüâåíòîé íåêîòîðîãî ýëåìåíòà.

Åñëè îïåðàòîð (b−a) äîñòàòî÷íî �õîðîøèé�, òî èíîãäà áûâàåò óäîáíî
ïðåîáðàçîâàòü âòîðîå ðåçîëüâåíòíîå óðàâíåíèå. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëå-
íèþ

∀(λ ∈ res(a)
⋂

res(b)) : T (λ , a , b)
def
= (b− a) + (b− a)R(λ , b)(b− a),

(3.111)

Q(λ , a , b) = id + T (λ , a , b)R(λ , a). (3.112)
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Ëåììà 3.5.6. Ñïðàâåäèâû ðàâåíñòâà

R(λ , b) = R(λ , a) +R(λ , a)T (λ , a , b)R(λ , a) = R(λ , a)Q(λ , a , b),
(3.113)

T (λ , a , b) = (b− a) + (b− a)R(λ , a)T (λ , a , b), (3.114)

R(λ , b)(b− a) = R(λ , a)T (λ , a , b), (3.115)

(b− a)R(λ , b) = T (λ , a , b)R(λ , a), (3.116)

T (λ , a , b)− T (µ , a , b) = −(λ− µ)T (λ , a , b)R(λ , a)R(µ , a)T (µ , a , b).
(3.117)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âòîðîãî ðåçîëüâåíòíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

R(λ , b)(b− a) = R(λ , a)(b− a) +R(λ , a)(b− a)R(λ , b)(b− a) =

R(λ , a)(b− a) +R(λ , a)(T (λ , a , b)− (b− a)) =

R(λ , a)T (λ , a , b).

Ïîäñòàâèâ ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà â (3.111), ìû ïîëó÷èì (3.114).
Ïîäñòàâèâ âî âòîðîå ðåçîëüâåíòíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì (3.113). Ðàâåí-
ñòâî (3.116) äîêàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.

Äàëåå èìååì:

T (λ , a , b)− T (µ , a , b) = (b− a)(R(λ , b)−R(µ , b)(b− a) =

− (λ− µ)(b− a)(R(λ , b)R(µ , b)(b− a) =

(ñ ó÷åòîì äîêàçàííûõ âûøå ðàâåíñòâ)

−(λ− µ)T (λ , a , b)R(λ , a)R(µ , a)T (µ , a , b).

Ëåììà äîêàçàíà.
Â òåîðèè ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ áûâàåò óäîáíà ñëåäóþùàÿ ôîðìà

âòîðîãî ðåçîëüâåíòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ëåììà 3.5.7. Ïóñòü
b− a = cd.

Òîãäà â òåõ òî÷êàõ λ, ãäå ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû

R(λ , a) , R(λ , b) , (id− dR(λ , a)c)−1,

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R(λ , b)−R(λ , a) = R(λ , a)c(id− dR(λ , a)c)−1dR(λ , a). (3.118)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âòîðîãî ðåçîëüâåíòíîãî óðàâíåíèÿ

R(λ , b)−R(λ , a) = R(λ , b)cdR(λ , a)

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

dR(λ , b)c− dR(λ , a)c = dR(λ , b)cdR(λ , a)c.

Ïóñòü
α = dR(λ , b)c , β = dR(λ , a)c.

Òîãäà ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

α− β = αβ,

ïîýòîìó
(id− β)(id + α) = id , (id + α) = (id− β)−1.

Äàëåå èìååì:

R(λ , b)−R(λ , a) = R(λ , b)cdR(λ , a) =

(R(λ , a) +R(λ , a)cdR(λ , b))cdR(λ , a) =

R(λ , a)(id + cdR(λ , b))cdR(λ , a) =

R(λ , a)c(id + dR(λ , b)c)dR(λ , a) =

R(λ , a)c(id + α)dR(λ , a) =

R(λ , a)c(id− β)−1dR(λ , a).

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà (3.108) è íåïðåðûâíîñòè ðåçîëüâåíòû âûòå-

êàåò

Òåîðåìà 3.5.4. Íà ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå ðåçîëüâåíòà R(λ , a) àíà-
ëèòè÷íà ïî λ è

dR(λ , a)

dλ
= −R(λ , a)2. (3.119)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãåáðó A êàê àëãåáðó îïåðàòîðîâ L(B 7→ B).
Òîãäà ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ëþáûõ x ∈ B , f ∈ B? ôóíêöèÿ λ 7→< f |
R(λ , a)x > àíàëèòè÷íà íà ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòà a è íå
ïîñòîÿííà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ îíà îáÿçÿòåëüíî
èìååò îñîáûå òî÷êè. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñïåêòð ëþáîãî ýëåìåíòà áà-
íàõîâîé àëãåáðû íå ïóñò. Èòàê, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.5.5. Ñïåêòð σ(a) ëþáîãî ýëåìåíòà a áàíàõîâîé àëãåáðû åñòü
íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â êðóãå {λ |
|λ| ≤ ‖a‖}.
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3.5.3 Îïåðàòîðíîå èñ÷èñëåíèå.

Ïóñòü a -ýëåìåíò áàíàõîâîé àëãåáðû è σ(a) -åãî ñïåêòð.

Îïðåäåëåíèå 3.5.11. Fa -ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ àíàëèòè÷íà â îòêðûòîé îêðåñòíîñòè (ñâîåé äëÿ êàæäîé ôóíêöèè)
ìíîæåñòâà σ(a).

Ìíîæåñòâî Fa åñòü àëãåáðà ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîãî ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé. Ïóñòü f ∈ Fa è Df -îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà σ(a), êîòîðàÿ âûáðàíà òàê, ÷òî ãðàíèöà l = ∂Df åñòü ãëàäêàÿ
êðèâàÿ è ìíîæåñòâî l

⋃
Df ïðèíàäëåæèò îáëàñòè, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f

àíàëèòè÷íà. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü Df íå îáÿçàòåëüíî åñòü îäíîñâÿçíàÿ
îáëàñòü: îáëàñòü Df è êðèâàÿ l(f) ìîãóò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ êîìïî-
íåíò. Ïîñòàâèì êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Fa îïåðàòîð f(a) ∈ A ïî ïðàâèëó:

Opa : Fa 7→ A , f(λ) 7→ f(a) =
1

2πi

∮
l

R(λ , a)f(λ)dλ. (3.120)

Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó l â (3.120) áåðåòñÿ â íàïðàâëåíèè ïî-
ëîæèòåëüíîãî îáõîäà ñîäåðæàùåé ñïåêòð îïåðàòîðà a îáëàñòè Df . Èíòå-
ãðàë (3.120) èíîãäà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Äàíôîðäà.

Òåîðåìà 3.5.6. Çàäàííîå ôîðìóëîé (3.120) îòîáðàæåíèå Opa åñòü àë-
ãåáðàè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì àëãåáðû ôóíêöèé Fa â àëãåáðó îïåðàòîðîâ
A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ (3.120) î÷åâèäíà. Íàì íóæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé ïðè îòîáðàæåíèè (3.120) ïåðåõî-
äèò â ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ. Ïóñòü f ∈ A , g ∈ A. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
îáëàñòè Df , Dg âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûìè âûøå ïðàâèëàìè
è

Dg

⋃
∂Dg ⊂ Df , dist(∂Df , ∂Dg) > 0.

Èç òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

f(a)g(a) =

(2πi)−2

∮
l(f)

R(λ , a)f(λ)dλ ·
∮
R(µ , a)g(µ)dµ =

(2πi)−2

∮
l(f)

∮
l(g)

f(λ)g(µ)R(λ , a)R(µ , a)dλdµ =

(2πi)−2

∮
l(f)

∮
l(g)

f(λ)g(µ)(R(λ , a)−R(µ , a))(µ− λ)−1dλdµ.
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Íî ∮
l(g)

f(λ)g(µ)R(λ , a)(µ− λ)−1dµ = 0,

1

2πi

∮
l(f)

f(λ)(λ− µ)−1dλ = f(µ).

Ïîýòîìó

f(a)g(a) =
1

2πi

∮
l(f)

R(λ , a)f(λ)g(λ)dλ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
Ïóñòü A åñòü àëãåáðà 2× 2 ìàòðèö,

a =

(
1 2
2 1

)
.

Òîãäà

(λid− a) =

(
λ− 1 −2
−2 λ− 1

)
,

det(λid− a) = (λ+ 1)(λ− 3) , σ(a) = {−1 , 3},

R(λ , a) =
1

λ+ 1

(
1/2 −1/2
−1/2 1/2

)
+

1

λ− 3

(
1/2 1/2
1/2 1/2

)
f(a) = f(−1)

(
1/2 −1/2
−1/2 1/2

)
+ f(3)

(
1/2 1/2
1/2 1/2

)
.

Ïóñòü

a =

(
1 1
0 1

)
.

Òîãäà

(λid− a) =

(
λ− 1 −1

0 λ− 1

)
,

det(λid− a) = (λ− 1)2 , σ(a) = {1},

R(λ , a) =
1

λ− 1

(
1 0
0 1

)
+

1

(λ− 1)2

(
0 1
0 0

)
,

f(a) = f(1)

(
1 0
0 1

)
+ f ′(1)

(
0 1
0 0

)
.

Èç ôîðìóëû (3.104) ñëåäóåò
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Ëåììà 3.5.8. Åñëè êîíòóð ∂D ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ ñïåêòð ýëåìåí-
òà a:

σ(a) ⊂ D,

òî
1

2πi

∮
∂D

R(λ , a)dλ = id. (3.121)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà M ôóíêöèÿ φ(λ) íå èìååò íóëåé íà ìíîæåñòâå
M , òî ó ìíîæåñòâà M åñòü îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ
1/φ(λ) àíàëèòè÷íà. Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.5.7. Åñëè φ ∈ Fa, òî ýëåìåíò φ(a)−1 ñóùåñòâóåò â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ φ(λ) íå èìååò íóëåé íà ñïåêòðå
ýëåìåíòà a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè φ ∈ Fa è

∀(λ ∈ σ(a)) : |φ(λ)| > 0,

òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü D ñïåêòðà σ(a), ÷òî ôóíêöèè
φ(λ) è 1/φ(λ) àíàëèòè÷íû â D è

∀(λ ∈ D) : φ(λ) · 1

φ(λ)
= 1. (3.122)

Èç (3.122) è ëåììû 3.5.8 ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò 1
φ(a)

îïðåäåëåí è

φ(a) · 1

φ(a)
=

1

φ(a)
· φ(a) = id.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ(λ) èìååò íîëü â òî÷êå λ0 ∈ σ(a).
Òîãäà

φ(λ) = (λ0 − λ)h(λ),

ãäå ôóíêöèÿ h(λ) -àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè ñïåêòðà ýëåìåíòà a. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

φ(a) = (λ0id− a)h(a).

Åñëè áû ó ýëåìåíòà φ(a) ñóùåñòâîâàë îáðàòíûé, òî òîãäà ìû èìåëè áû
ðàâåíñòâî:

id = (λ0id− a)h(a)φ(a)−1 = h(a)φ(a)−1(λ0id− a),
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò (λ0id− a) èìååò îáðàòíûé, à ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò âêëþ÷åíèþ

λ0 ∈ σ(a).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìû 3.5.6 è 3.5.7 ìîæíî èçëîæèòü â íåìíîãî äðóãîé ðåäàêöèè.
Ââåäåì â ìíîæåñòâå Fa ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëîæèâ

ψ1(λ) ∼ ψ2(λ), åñëè ∃O(σ(a)) , ∀(λ ∈ O(σ(a))) : ψ1(λ) = ψ2(λ) (3.123)

Çäåñü O(σ(a)) -îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà σ(a).
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ψ̃ òîò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé ñîäåð-

æèò ôóíêöèþ ψ ∈ Fa. Óìíîæåíèå è ñëîæåíèå ôóíêöèé â àëãåáðå Fa
åñòåñòâåííî èíäóöèðóþò óìíîæåíèå è ñëîæåíèå â ìíîæåñòâå F̃a âñåõ
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, è îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé ìíîæåñòâî F̃a
ñòàíîâèòñÿ àëãåáðîé ñ åäèíèöåé: åäèíèöà â àëãåáðå F̃a -ýòî òîò êëàññ ýê-
âèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé ñîäåðæèò ôóíêöèþ ψ(λ) ≡ 1. Ýëåìåíò ψ̃ ∈ F̃a
îáðàòèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóò íå èìåþùàÿ íóëåé
íà ñïåêòðå ýëåìåíòà a ôóíêöèÿ ψ ∈ ψ̃.

Ïðîñòðàíñòâî F̃a íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, çàäàííûõ íà êîìïàêòå σ(a).

Ïîÿñíèì ñìûñë ââåäåíèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ôóíêöèÿ φ0(λ) ∈ Fa åñòü åäèíèöà àëãåáðû Fa, åñëè

∀(φ(λ) ∈ Fa) : φ0(λ)φ(λ) ≡ φ(λ)φ0(λ) = φ(λ).

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíèöà àëãåáðû Fa åñòü îïðåäåëåííàÿ íà âñåé ïëîñêî-
ñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ôóíêöèÿ

φ0(λ) ≡ 1.

Íî òîãäà ýëåìåíò φ(λ) ∈ Fa èìååò îáðàòíûé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè

1

φ(λ)
· φ(λ) = 1, (3.124)

è îáà ñîìíîæèòåëÿ â (3.124) àíàëèòè÷íû íà âñåé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíî-
ãî ïåðåìåííîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, â àëãåáðå Fa îáðàòèìû òîëüêî ôóíêöèè,
òîæäåñòâåííî ðàâíûå êîíñòàíòàì.

ßñíî, ÷òî ôîðìóëà (3.120) èíäóöèðóåò àëãåáðàè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì
àëãåáðû F̃a â àëãåáðó A. Òåïåðü òåîðåìó 3.5.7 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
òàê.

Òåîðåìà 3.5.8. Ýëåìåíò φ(a)−1 ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó-

÷àå, åñëè ýëåìåíò φ̃ èìååò îáðàòíûé ýëåìåíò â àëãåáðå F̃a
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Èç òåîðåìû 3.5.7 ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò (µ · id− f(a)) èìååò îáðàòíûé
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ

λ 7→ (µ− f(λ))

íå èìååò íóëåé íà ñïåêòðå ýëåìåíòà a. Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî

Òåîðåìà 3.5.9. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

σ(f(a)) = f(σ(a)). (3.125)

Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(z) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè ñïåêòðà σ(a), à ôóíê-
öèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè φ(σ(a)). Îïåðàòîð f(φ(a)) ìû ìî-
æåì âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ôóíêöèþ z 7→
f(φ(z)), à ïîòîì ïîñòàâèòü ýòîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð f(φ(a)).
Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü îïåðàòîð φ(a), à ïîòîì îïåðàòîð f(φ(a)) êàê ôóíê-
öèþ îïåðàòîðà φ(a). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáà ñïîñîáà äàäóò îäèí è òîò æå
ðåçóëüòàò.

Ëåììà 3.5.9. Äèàãðàììà

φ(z) −−−→ f(φ(z))

Opa

y yOpa
φ(a) −−−−→

Opφ(a)

f(φ(a))

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f(φ(a)) =
1

2πi

∮
R(ξ , φ(a))f(ξ)dξ =

1

2πi

∮ (
1

2πi

∮
(ξ − φ(λ))−1R(λ , a)dλ

)
f(ξ)dξ =

1

2πi

∮
f(φ(λ))R(λ , a)dλ = f(φ(a)).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïî-ñóùåñòâó, ýòà ëåììà äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïåðåäåëíèÿ (3.120):

ìû äîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð f(φ(a)) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé z 7→
f(φ(z)) è íå çàâèñèò îò ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3.5.12. Îáðàç àëãåáðû Fa ïðè ãîìîìîðôèçìå (3.120) ìû
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Opa(Fa).
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ßñíî, ÷òî Opa(Fa) -êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû A = L(B 7→
B).

Ïóñòü f ∈ Fa è W -ñîäåðæàùàÿ ñïåêòð ýëåìåíòà a ∈ A îòêðûòàÿ
îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé àíàëèòè÷íà ôóíêöèÿ f . Èç (3.120) ñëåäóåò î÷å-
âèäíàÿ îöåíêà:

‖f(a)‖ ≤ |l| sup{‖R(λ , a)‖ | λ ∈ l} sup{|f(λ)| | λ ∈ W}, (3.126)

ãäå |l| -äëèíà êîíòóðà l. Êîíñòàíòà

C(W , a) = |l| sup{‖R(λ , a)‖ | λ ∈ l}

íå çàâèñèò îò ôóíêöèè f ∈ Fa, íî çàâèñèò òîëüêî îò ýëåìåíòà a ∈ A è
îêðåñòíîñòè W , â êîòîðîé àíàëèòè÷íà ôóíêöèÿ f . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
âñåõ ôóíêöèé f , àíàëèòè÷íûõ â ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè W , ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà:

‖f(a)‖ ≤ C(W , a) sup{|f(λ)| | λ ∈ W}. (3.127)

Îòñþäà âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.5.10. Ïóñòü âñå ôóíêöèè {fn} àíàëèòè÷íû â ôèêñèðîâà-
íîé îêðåñòíîñòè W ⊃ σ(a). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ôóíäà-
ìåíòàëüíà â ìåòðèêå

dW (f , g) = sup{|f(λ)− g(λ)| | λ ∈ W}. (3.128)

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Fa, ÷òî

‖fn(a)− f(a)‖ → 0 , n→∞. (3.129)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f ∈ Fa -ñëåäñòâèå òåîðåìû
Âåéðøòðàññà, óòâåðæäåíèå (3.129) -ñëåäñòâèå îöåíêè (3.127).

Ñåé÷àñ ìû íå ðàññìàòðèâàåì òîïîëîãèþ â ìíîæåñòâå Fa, ïîýòîìó
âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ (3.120) íàìè íå ñòàâèòñÿ.

Äîêàæåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ ãîìîìîðôèçìà (3.120).

Òåîðåìà 3.5.11. Åñëè

f(λ) =
∑

0≤n<∞

αnλ
n (3.130)

è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (3.130) áîëüøå, ÷åì ‖a‖, òî

f(a) =
∑

0≤n<∞

αna
n. (3.131)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ε > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî ÷èñëî ‖a‖ + ε
áûëî áû ìåíüøå, ÷åì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (3.131), âûáåðåì â êà÷å-
ñòâå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.120) îêðóæíîñòü ðàäèóñà ‖a‖ + ε è
ïîäñòàâèì â (3.120) ðàçëîæåíèÿ (3.104) è (3.131). Ïîëó÷èì (3.131).

Â òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ïîíÿòèå ñïåê-
òðàëüíîãî ðàäèóñà.

Îïðåäåëåíèå 3.5.13. Ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì ýëåìåíòà a áàíàõîâîé
àëãåáðû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

r(a) = sup{|λ| | λ ∈ σ(a)}. (3.132)

Òåîðåìà 3.5.12. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

r(a) = lim
n→∞

‖an‖1/n. (3.133)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëå (3.104). Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
ñòåïåííîãî ðÿäà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

R0 = lim sup
n→∞

‖an‖1/n. (3.134)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ áàíàõîâàõ àëãåáð äîñëîâíî
ïîâòîðÿåò èçâåñòíîå äîêàçàòåëüñòâî â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî, è òàê æå, êàê è â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿä (3.104) ñõîäèòñÿ ïðè |λ| > R0, ðàñõîäèòñÿ
ïðè |λ| < R0 è ïðåäñòàâëåííàÿ ðÿäîì (3.104) ôóíêöèÿ îáÿçàòåëüíî èìååò
îñîáåííîñòè íà îêðóæíîñòè {λ | |λ| = R0} Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

r(a) = lim sup
n→∞

‖an‖1/n. (3.135)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî èç ôîðìóëû (3.125) ñëåäóåò, ÷òî

{λ | λ = µn , µ ∈ σ(a)} = σ(an) ⊂ {λ | |λ| ≤ ‖an‖},

ïîýòîìó
∀(n > 0) : r(a)n ≤ ‖an‖.

Ñëåäîâàòåëüíî,
r(a) ≤ lim inf

n→∞
‖an‖1/n. (3.136)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (3.135) è (3.136), ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû.
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Òåîðåìà 3.5.13. Ïóñòü ñïåêòð ýëåìåíòà a åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ:

σ(a) =
⋃

σj , dist(σj , σk) > 0 , j 6= k.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû P (σj) ∈ A, ÷òî

P 2(σj) = P (σj), (3.137)

P (σj)P (σk) = 0 , j 6= k, (3.138)∑
j

P (σj) = id, (3.139)

∀(f ∈ Fa) :

f(a)P (σj) = P (σj)f(a) , σ(P (σj)f(a)) = {0}
⋃

f(σj). (3.140)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O(σj) -íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíî-
ñòè ìíîæåñòâ σj. Ïîëîæèì

Pj(λ) =

{
1 , λ ∈ O(σj),

0 , λ 6∈ O(σj).
(3.141)

Ýëåìåíòû
P (σj)

def
= Pj(a) (3.142)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû.
Åñëè A = L(B 7→ B), òî äîêàçàííóþ íàìè òåîðåìó ìîæíî èçëîæèòü

â íåñêîëüêî èíîé ðåäàêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3.5.14. Îïåðàòîð P ∈ L(B 7→ B) íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì,
åñëè

P 2 = P. (3.143)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îãðàíè÷åí-
íûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíòñâó (3.143)

Îïðåäåëåíèå 3.5.15. Ïóñòü σj -çàìêíóòàÿ êîìïîíåíòà ñïåêòðà ýëåìåí-
òà a ∈ A:

dist(σj , σ(a) \ σj) > 0.

Ïðîåêòîð

P (σj)
def
=

1

2πi

∮
∂D

R(λ , a)dλ
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ãäå
σj ⊂ D ⊂ O(σj) , O(σj)

⋂
(σ(a) \ σj) = ∅,

íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïðîåêòîðîì íà êîìïîíåíòó σj ñïåêòðà ýëåìåí-
òà a.

Ïóñòü P -ïðîåêòîð è y = Px. Òîãäà

Py = P 2x = Px = y,

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.5.10. Åñëè P -ïðîåêòîð, òî y ∈ Im(P ) â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè

y = Py. (3.144)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ïðîåêòîðà P ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Im(P ) ⊂ B åñòü çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî
åñëè P -ïðîåêòîð, òî (id − P ) -ïðîåêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
íåïðåðûâíîãî ïðîåêòîðà P ïðîñòðàíñòâî B ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

B = PB ⊕ (id− P )B = Im(P )⊕ Im(id− P ).

Òåïåðü òåîðåìó 3.5.13 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê.

Òåîðåìà 3.5.14. Ïóñòü ñïåêòð ýëåìåíòà a ∈ L(B 7→ B) åñòü îáúåäè-
íåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ:

σ(a) =
⋃

σj , dist(σj , σk) > 0 , j 6= k,

è P (σj) -ñîîòâåòñâóþùèå ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû. Òîãäà ïðîñòðàí-
ñòâî B ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

B = ⊕
∑
j

P (σj)B, (3.145)

ïðè÷åì

∀(f ∈ Fa) : f(a)P (σj)B ⊂ P (σj)B , σ(P (σj)f(a)) = {0}
⋃

f(σj). (3.146)

Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ îïåðàòîð f(a) ïðè ìàëîì èçìåíåíèè îïå-
ðàòîðà a.

Èç òåîðåìû 3.5.2 (ñì. ñòð. 189) ñëåäóåò
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Òåîðåìà 3.5.15. Ïóñòü f ∈ Fa. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî

∀(b ∈ b(a , ε)) : f ∈ Fb
è

f(b) =
∑

0≤n≤∞

1

2πi

∮
l(a)

R(λ , a)((b− a)R(λ , a))nf(λ)dλ. (3.147)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âòîðîãî ðåçîëüâåíòíîãî òîæäåñòâà ( (3.108), ñòð.
190 ) ñëåäóåò, ÷òî

R(λ , b)(id− (b− a)R(λ , a)) = R(λ , a).

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 :

∀(b ∈ b(a , ε)) : R(λ , b) = R(λ , a)
∑

0≤n≤∞

((b− a)R(λ , a))n. (3.148)

Ïîäñòàâèâ ýòó ôîðìóëó â (3.120), ìû ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Èç (3.147) ñëåäóåò ïîëåçíîå è ÷àñòî èñïîëüçóåìîå ðàâåíñòâî:

f(b) = f(a) +
1

2πi

∮
l(a)

R(λ , a)(b− a)R(λ , a)f(λ)dλ+O(‖b− a‖2), (3.149)

ãäå ñèìâîë O(. . .) îçíà÷àåò ñëàãàåìîå, íîðìà êîòîðîãî èìååò óêàçàííûé
â ñêîáêàõ ïîðÿäîê.

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî èç ëåììû 3.5.5 (ñì. ñòð. 189) è ôîðìóëû (3.107)
ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.5.16. Åñëè U ∈ A -îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî

Uf(a)U−1 = f(UaU−1). (3.150)

3.6 Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè ðåçîëüâåí-

òû.

3.6.1 Îáùèé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 3.6.1. Òî÷êà λ0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé
ðåçîëüâåíòû R(λ , a), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ0 > 0, ÷òî

∀(λ ∈ {λ | 0 < |λ− λ0| < δ0}) :

R(λ , a) =
∑

−∞<n<∞

An(λ− λ0)n, (3.151)

∃(n < 0) : An 6= 0 (3.152)
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Âõîäÿùèå â (3.152) êîýôôèöèåíòû An óäîâëåòâîðÿþò ðÿäó òîæäåñòâ,
êîòîðûå ìû ñåé÷àñ âûâåäåì.

Ââåäåì ôóíêöèè

θ(n) =

{
1 , n ≥ 0

0 , n < 0.

δmn =

{
1 , n = m,

0 , n 6= m.

Òåîðåìà 3.6.1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

1. ∀(m, n) : AnAm = (1− θ(m)− θ(n))Am+n+1. (3.153)

2. ∀n : (a− λ0id)An = An−1 − δ0
nid. (3.154)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 < ε < δ0. Ïîëîæèì

l1 = {µ | |µ− λ0| = ε/2},
l2 = {λ | |λ− λ0| = ε}.

Òîãäà èç (3.152) ñëåäóåò, ÷òî

∀n : An =
1

2πi

∮
l2

R(λ , a)(λ− λ0)−(n+1)dλ, (3.155)

è

AnAm =(
1

2πi

)2 ∮
l2

R(λ , a)(λ− λ0)−n−1dλ

∮
l1

R(µ , a)(µ− λ0)−m−1dµ =

(
1

2πi

)2 ∮
l2

∮
l1

R(λ , a)R(µ , a)(λ− λ0)−n−1(µ− λ0)−m−1dλdµ =

(
1

2πi

)2 ∮
l2

∮
l1

(R(λ , a)−R(µ , a))(µ− λ)−1×

(λ− λ0)−n−1(µ− λ0)−m−1dλdµ.

Íî

(µ− λ)−1 = −(λ− λ0)−1
∑

0≤k≤∞

(
µ− λ0

λ− λ0

)k
.
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Ïîäñòàâèâ ýòî ðàâåíñòâî â ïðåäûäóùåå, ìû ïîëó÷èì ïåðâîå óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Òåïåðü äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

((λ0id− a) + (λ− λ0)id)R(λ , a) = id.

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà (2πi)−1(λ−λ0)−n−1 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî êîí-
òóðó l2. Ïîëó÷èì (3.154). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì îïåðàòîðû

P (λ0)
def
= A1 =

1

2πi

∮
l2

R(λ , a)dλ, (3.156)

D(λ0) = A2 =
1

2πi

∮
l2

R(λ , a)(λ− λ0)dλ, (3.157)

A0(λ0) =
1

2πi

∮
l2

R(λ , a)(λ− λ0)−1dλ. (3.158)

Òåîðåìà 3.6.2. Â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè ðåçîëüâåí-
òà èìååò ðàçëîæåíèå:

R(λ , a) = S−(λ) + P (λ0)(λ− λ0)−1 + S+(λ), (3.159)

ãäå

S−(λ) =
∑

−∞<n≤−2

D(λ0)(|n|−1)(λ− λ0)n, (3.160)

S+(λ) =
∑

0≤n<∞

(−1)n+1A0(λ0)n+1(λ− λ0)n. (3.161)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â (3.153) m = −2 , n = −q , q ≥ 1. Ïîëó-
÷èì:

A−(q+1) = A−2A−q,

ïîýòîìó
A−(q+1) = Aq−2.

Ïîëîæèì â (3.153) m = 0 , n ≥ 0. Ïîëó÷èì:

A(n+1) = −A0An,

ïîýòîìó
∀(n ≥ 0) : An = (−A0)(n+1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3.6.3. Åñëè ó ðåçîëüâåíòû ýëåìåíòà a åñòü òîëüêî èçîëèðî-
âàííûå îñîáûå òî÷êè è íåò äðóãèõ îñîáåííîñòåé, òî

a =
∑
j

(λjP (λj) +D(λj)), (3.162)

ãäå ñóìèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíî íà âñå îñîáûå òî÷êè ðåçîëüâåíòû è
âõîäÿùèå â (3.162) îïåðàòîðû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.156)-(3.157).

Âî-ïåðâûõ îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó âñå îñîáûå òî÷êè ðåçîëüâåíòû ðàñ-
ïîëîæåíû âíóòðè êðóãà êîíå÷íîãî ðàäèóñà, òî èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ
òî÷åê ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî èç (3.154)
ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∀j : P (λj)a− λjP (λj) = D(λj).

Ñóììèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà ïî âñåì λj è ó÷èòûâàÿ (3.139), ìû ïîëó÷èì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

3.6.2 Ñòðîåíèå ðåçîëüâåíòû â îêðåñòíîñòè ïîëþñà.

Îïðåäåëåíèå 3.6.2. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà λ0 íàçûâàåòñÿ ïîëþ-
ñîì ïîðÿäêà m ≥ 1, åñëè â ðàçëîæåíèè (3.152)

∀(n > m) : A−n = 0 , A−m 6= 0. (3.163)

Â äàëüíåøåì íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî

a = T ∈ L(B 7→ B).

Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 3.6.3. ×èñëî λ0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïå-
ðàòîðà T ∈ L(B 7→ B), åñëè

∃(x ∈ B , x 6= 0) : Tx = λ0x.

Òåîðåìà 3.6.4. Åñëè λ0 -ïîëþñ ïîðÿäêà m äëÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà
T , òî

1. λ0 -ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà T .
2. Ïðè n ≥ m ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

∀(n ≥ m) : Ker((λ0 − T )n) = Im(P (λ0)). (3.164)

∀(n ≥ m) : Im((λ0 − T )n) = Im(id− P (λ0)), (3.165)

ãäå P (λ0) -ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð (3.156).
Òàêèì îáðàçîì,

∀(n ≥ m) : B = Im((λ0id− T )n)⊕Ker((λ0id− T )n). (3.166)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.154) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∀(n ≥ 1) : (T − λ0id)A−n = A−(n+1). (3.167)

Åñëè
A−m 6= 0 , íî A−(m+1) = 0,

òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð z ∈ B, ÷òî

x = A−mz 6= 0 , A−(m+1)z = 0.

Ïîýòîìó èç (3.167) ñëåäóåò, ÷òî

∃(x ∈ B , x 6= 0) : (T − λ0id)x0 = 0.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîëþñ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå îïåðàòîðà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè λ0 -ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà, òî Ker(λ0id −
T ) 6= 0 è ó îïåðàòîðà (λ0id− T ) íåò îáðàòíîãî, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå âñåãäà ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïåðàòîðà, íî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ìîæåò íå áûòü èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.
Èç (3.153) è (3.154) ñëåäóþò ðàâåíñòâà:

∀(n ≥ 0) : An = (T − λ0id)A(n+1),

(T − λ0id)A0 = P (λ0)− id.

Ïîýòîìó

∀(k ≥ 0) : (P (λ0)− id) = (T − λ0id)A0 = (T − λ0id)2A1 = . . .

(T − λ0id)(k+1)Ak = Ak(T − λ0id)(k+1). (3.168)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(n ≥ 1) : Ker((λ0id− T )n) ⊂ Im(P (λ0)). (3.169)

Èç (3.144) è (3.168) ñëåäóåò, ÷òî

∀(n ≥ m, x ∈ Im(P (λ0))) :

(T − λ0id)nx = (T − λ0id)nA−1x = A−(n+1)x = 0.

Ïîýòîìó
∀(n ≥ m) : Im(P (λ0)) ⊂ Ker((T − λ0id)n). (3.170)
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Èç (3.169) è (3.170) ñëåäóåò, ÷òî

∀(n ≥ m) : Im(P (λ0)) = Ker((T − λ0id)n). (3.171)

Åñëè
x = (P (λ0)− id)z,

òî â ñèëó ðàâåíñòâà (3.154)

x = (T − λ0id)A0z = (T − λ0id)nA(n−1)z ∈ Im((T − λ0id)n),

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

∀(n ≥ 1) : Im(id− P (λ0)) ⊂ Im((T − λ0id)n). (3.172)

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî

∀(n ≥ m) : Im((λ0id− T )n)
⋂

Ker((λ0id− T )n) = 0. (3.173)

Ïóñòü n ≥ m è

x = (λ0id− T )nz , (λ0id− T )nx = 0. (3.174)

Òîãäà
(λ0id− T )2nz = 0,

è èç (3.171) ñëåäóåò, ÷òî

z ∈ Im(P (λ0)) = Ker((λ0 − T )n),

ïîýòîìó x = 0.
Óòâåðæäåíèå (3.173) äîêàçàíî.
Èòàê, ìû èìååì:

∀(n ≥ m) : B = (Im(P (λ0))⊕ Im(id− P (λ0)) =

Ker((λ0 − T )n ⊕ Im((λ0 − T )n).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.6.5. Åñëè λ0 -èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ðåçîëüâåíòû è

dim(Im(P (λ0))) = n <∞,

òî λ0 -ïîëþñ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1 , e2 . . . en -áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Im(P (λ0)).
Òàê êàê n+1 âåêòîðîâ e1 , T e1 , . . . T

ne1 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Im(P (λ0))
è ïîýòîìó ëèíåéíî çàâèñèìû, òî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òàêèå ÷èñëà α1,j , 0 ≤
j ≤ n, ÷òî

P1(T )e1 :=
∑

0≤j≤n

α1,jT
je1 = 0.

Òî÷íî òàê æå äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òàêèå ïîëèíîìû Pj(λ), ÷òî

∀j : Pj(T )ej = 0.

Ïîëîæèì
Q(λ) = P1(λ)P2(λ) . . .Pn(λ).

Î÷åâèäíî, ÷òî
Q(T )P (λ0) = 0. (3.175)

Åñëè òî÷êà λ0 íå åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Q(λ), òî ôóíêöèÿ

W (λ) =

{
1/Q(λ) , |λ− λ0| < ε,

0 , |λ− λ)0| > ε
(3.176)

àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà T , è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

W (T )Q(T )P (λ0) = P (λ0).

Ñëåäîâàòåëüíî, λ0 êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Q(λ), è ñóùåñòâóåò òàêîå m <∞,
÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Q(λ) = (λ− λ0)mh(λ),

ãäå h(λ0) 6= 0.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ

1/h(λ) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè {λ | |λ− λ0| < ε} è

∀(|λ− λ0| < ε) : (λ− λ0)m = Q(λ)/h(λ),

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð 1/h(T ) ñóùåñòâóåò è

(T − λ0id)mP (λ0) =
1

h(T )
Q(T )P (λ0) = 0,

ïîýòîìó

∀(n > m) : A−n = (T − λ0id)nP (λ0)

= (T − λ0id)(n−m)(T − λ0id)mP (λ0) = 0.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè λ0 -èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà, òî ÷èñëî dim(Im(P (λ0)) íàçû-

âàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, à ÷èñëî dim(Ker(λ0id−
T )) íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

Èç (3.169) ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

dim(Ker(λ0id− T )) ≤ dim(Im(P (λ0)), (3.177)

ïðè÷åì, êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ñòðîãèì.
Íèæå ìû óòî÷íèì òåîðåìó 3.6.5 è äîêàæåì, ÷òî åñëè óñëîâèÿ òåî-

ðåìû âûïîëíåíû, òî ïîðÿäîê ïîëþñà ðåçîëüâåíòû íå ìîæåò ïðåâûøàòü
àëãåáðàè÷åñîé êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

3.7 Âîçìóùåíèå èçîëèðîâàííîãî ñîáñòâåííî-

ãî çíà÷åíèÿ.

3.7.1 Çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà ïðîåêòîðû.

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð

P ∈ L(B 7→ B)

íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì, åñëè

P 2 = P,

à ïðîñòðàíñòâî B åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ Bj:

B = B1 ⊕B2 ⊕ . . . ≡ ⊕
∑
j

Bj,

åñëè âñå ïîäïðîñòðàíñòâà Bj çàìêíóòû,

∀(x ∈ B) : x =
∑
j

xj , xj ∈ Bj,

è

∀j : Bj

⋂(⋃
i 6=j

Bi

)
= 0.

Âûÿñíèì ñâÿçü ìåæäó ïðîåêòîðîì è ðàçëîæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â ïðÿ-
ìóþ ñóììó ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
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Åñëè îïåðàòîð P -ïðîåêòîð, òî îïåðàòîð (id− P ) -ïðîåêòîð, òàê êàê

(id− P )2 = id− 2P + P 2 = id− P.

Åñëè
x ∈ Im(P )

⋂
Im(id− P ),

òî x = 0, òàê êàê åñëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

x = Pz = (id− P )y,

òî

Pz = P 2z = (P − P )y = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
(x ∈ Im(P )) ⇐⇒ (x = Px)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ïðîåêòîðà P ∈ L(B 7→ B) ïðîñòðàíñòâî
Im(P ) çàìêíóòî è äëÿ ëþáîãî ïðîåêòîðà P ∈ L(B 7→ B) âñå ïðîñòðàí-
ñòâî B åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ñâîèõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

B = Im(P )⊕ Im(id− P ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ñâîèõ
çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

B = B1 ⊕B2.

Òîãäà ëþáîé âåêòîð x ∈ B åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

x = x1 + x2 , x1 ∈ B1 , x2 ∈ B2, (3.178)

è ïîýòîìó ðàçëîæåíèå (3.178) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð

P : x 7→ x1 ∈ B1, (3.179)

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó P 2 = P . Â ñèëó çàìêíóòîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà B1 è ýòîãî ðàâåíñòâà îïðåäåëåííûé âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ôîðìóëîé
(3.179) îïåðàòîð çàìêíóò è ïîýòîìó íåïðåðûâåí.

Î÷åâèäíà

Ëåììà 3.7.1. Åñëè P ∈ L(B 7→ B) -ïðîåêòîð è U ∈ L(B 7→ B) -
îáðàòèìûé îïåðàòîð, òî îïåðàòîð

Q = UPU−1 (3.180)

-ïðîåêòîð.
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Îïðåäåëåíèå 3.7.1. Ïðîåêòîðû P è Q ïîäîáíû, åñëè îíè ñâÿçàíû ðà-
âåíñòâîì (3.180).

Ëåììà 3.7.2. Åñëè ïðîåêòîðû P è Q ïîäîáíû è

dim(Im(P )) = n <∞, (3.181)

òî
dim(Im(Q)) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3.181), òî ñóùåñòâóþò òà-
êèå âåêòîðû ej ∈ B è l(j) ∈ B?, ÷òî

∀(x ∈ B) : Px =
∑

1≤j≤n

l(j)(x)ej. (3.182)

Òîãäà èç (3.180) ñëåäóåò, ÷òî

∀(x ∈ B) : Qx =
∑

1≤j≤n

l(j)(U−1x)Uej. (3.183)

Ñëåäîâàòåëüíî,
dim(Im(Q)) ≤ dim(Im(P )) = n.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå ïîäîáèÿ ðåôëåêñèâíî.
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè âåêòîðû ej ∈ B ñîñòàâëÿþò áàçèñ â íåêîòîðîì

ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà B, òî âåêòîðû l(j) ∈ B?, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ

l(j)(ei) = δji ,

íàçûâàþòñÿ áàçèñîì, ñîïðÿæåííûì ê áàçèñó ej ∈ B.
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå âûêëàäîê âûòåêàåò

Ëåììà 3.7.3. Ïóñòü ïðîåêòîðû P è Q ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (3.180),
âåêòîðû ej ∈ B , 1 ≤ j ≤ n, ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå
Im(P ) è âåêòîðû l(j) ∈ B? , -ñîïðÿæåííûé áàçèñ. Òîãäà âåêòîðû Uej , 1 ≤
j ≤ n ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Im(Q), à ôóíêöèîíàëû

x 7→ l(j)(U−1x) , 1 ≤ j ≤ n

ñîñòàâëÿþò áàçèñ, ñîïðÿæåííûé ê áàçèñó Uej , 1 ≤ j ≤ n.

Òåîðåìà 3.7.1. Åñëè ïðîåêòîðû P è Q óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

‖P −Q‖ < 1, (3.184)

òî îíè ïîäîáíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû

U := QP + (id−Q)(id− P ),

V := PQ+ (id− P )(id−Q),

W := id− (P −Q)2.

Ïðÿìîé âûêëàäêîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

QU = UP,

UV = V U = W.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3.184), òî îïåðàòîð W îáðàòèì. Èç ðàâåíñòâà

U(VW−1) = (W−1V )U = id

ñëåäóåò, ÷òî òîãäà è îïåðàòîð U îáðàòèì è ïîýòîìó ïðîåêòîðû P è Q
ïîäîáíû.

Òåîðåìà 3.7.2. Åñëè P (µ) ∈ L(B 7→ B) -ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ, àíà-
ëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà µ ∈ {µ | |µ| < δ}, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà µ ∈ {µ | |µ| < δ} ñåìåé-
ñòâî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ U(µ), ÷òî

P (µ) = U(µ)P (0)U−1(µ) , |µ| < δ. (3.185)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

L(µ) :=
dP (µ)

dµ
P (µ)− P (µ)

dP (µ)

dµ
.

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîé àëãåáðå L(B 7→ B):

dU(µ)

dµ
= L(µ)U(µ), U(0) = id; |µ| < δ. (3.186)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è àíàëèòè÷åñêè çàâè-
ñèò îò ïàðàìåòðà µ (äîêàçàòåëüñòâî: ñâåäåíèå ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-
íèþ è òðàäèöèîííûé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dV (µ)

dµ
= −V (µ)L(µ), V (0) = id; |µ| < δ (3.187)
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ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò µ.
Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî

d

dµ
V (µ)U(µ) = −V (µ)L(µ)U(µ) + V (µ)L(µ)U(µ) ≡ 0,

ïîýòîìó
V (µ)U(µ) ≡ id, |µ| < δ.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð

W (µ) := U(µ)V (µ)− id

óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dW (µ)

dµ
= L(µ)W (µ)−W (µ)L(µ), W (0) = 0,

è ïîýòîìó
U(µ)V (µ) ≡ id.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåííûé êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.186) îïåðàòîð
U(µ) îáðàòèì è

U−1(µ) = V (µ).

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Q(µ) := U(µ)P (0)V (µ). (3.188)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (3.188) îïåðàòîð óäîâëå-
òâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dQ(µ)

dµ
= [L(µ) , Q(µ)] , Q(0) = P (0).

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî

P 2(µ) = P (µ),

ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîìó æå óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîð P (µ).
Ñëåäîâàòåëüíî,

P (µ) ≡ Q(µ).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è êîíñòðóêöèè, èñïîëüçîâàííîé ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû 3.7.3 âûòåêàåò
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Òåîðåìà 3.7.3. Ïóñòü P (µ) -ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ, êîòîðûå àíàëè-
òè÷íû ïðè |µ| < δ êàê ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â L(B 7→ B). Ïóñòü

dim(Im(P (0))) = n <∞.

Òîãäà
∀(|µ| < δ) : dim(Im(P (µ))) = n,

â ïðîñòðàíñòâå Im(P (µ)) åñòü òàêîé áàçèñ {ej(µ) , 1 ≤ j ≤ n}, à â
ïðîñòðàíñòâå B? åñòü òàêèå âåêòîðû {l(j)(µ) , 1 ≤ j ≤ n}, ÷òî

< li(µ) | ej(µ) >= δij,

è ôóíêöèè
µ 7→ ej(µ) ∈ B , µ 7→ l(i)(µ) ∈ B?

àíàëèòè÷íû.

3.7.2 Àíàëèòè÷åñêîå âîçìóùåíèå èçîëèðîâàííîãî ñîá-

ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

1. Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå ôàêòû.
Ñåé÷àñ ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àëãåáðà A ñíàáæåíà êàêîé-ëèáî
òîïîëîãèåé. Ïóñòü àëãåáðà A êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíà â
âèäå ïðÿìîé ñóììû ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

A = A1 ⊕A2 , A1

⋂
A2 = 0. (3.189)

Ïóñòü êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ Aj â (3.189) åñòü àëãåáðà îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â A:

∀(ai , bi ∈ Ai) : aibi ∈ Ai ; ∀(i 6= j , ai ∈ Ai , bj ∈ Aj) : aibj = 0. (3.190)

Ïðèìåðîì òàêîé êîíñòóêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòàíñòâî C2, ðàññìàòðèâàåìîå
êàê àëãåáðà ñ ïîêîìïîíåíòíûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå
A1 åñòü àëãåáðà ýëåìåíòîâ âèäà (z ; 0), àëãåáðàA2 åñòü àëãåáðà ýëåìåíòîâ
âèäà (0 ; z). Íèæå áóäåò ðàññìîòðåí è äðóãîé ïðèìåð.

Ìû íàçîâåì ýëåìåíò idj ∈ Aj ëîêàëüíîé åäèíèöåé, åñëè

∀(aj ∈ Aj) : idjaj = aj idj = aj ; ∀(ai ∈ Ai , i 6= j) : idjai = aiidj = 0
(3.191)

Ìû íàçîâåì ýëåìåíò a−1
i,loc ∈ Ai ëîêàëüíî îáðàòíûì ýëåìåíòó ai ∈ Ai,

åñëè
a−1
i,locai = aia

−1
i,loc = idj. (3.192)

Ïðÿìîé âûêàäêîé íà îñíîâå ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé ïðîâåðÿåòñÿ
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Ëåììà 3.7.4. 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

id1 + id2 = id,

ãäå id -åäèíèöà àëãåáðû A.
2. Åñëè ýëåìåíòû ai ∈ Ai èìåþò ëîêàëüíî îáðàòíûå a−1

i,loc ∈ Ai, òî
ýëåìåíò (a1 + a2) îáðàòèì â àëãåáðå A è

a−1
1,loc + a−1

2,loc = (a1 + a2)−1.

Â ðàññìîòðåíîì âûøå ïðèìåðå ëîêàëüíûìè åäèíèöàìè ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòû (1 ; 0) , (0 ; 1).

Äðóãîé ïðèìåð. Ïóñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

B = B1 ⊕B2.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó A0 ⊂ L(B 7→ B), êîòîðàÿ ñîñòîèò èç êîììóòèðóþ-
ùèõ îïåðàòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèâîäèò ïîäïðîñòðàíñòâà Bj:

∀(a ∈ A0) : aBj ⊂ Bj.

Ïóñòü Pj -ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî Bj ⊂ B. Ðàçëîæèì àëãåáðó A0

â ïðÿìóþ ñóììó:
A0 = A0P1 ⊕A0P2.

Òîãäà îïåðàòîðû Pj åñòü ëîêàëüíûå åäèíèöû â ïîäàëãåáðàõ A0Pj.
2. Ïóñòü

b(0 , δ0) 3 µ 7→ T (µ) ∈ L(B 7→ B)

-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà µ ∈ b(0 , δ0) ⊂ C1 ñî çíà÷åíèÿìè â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå L(B 7→ B).

Ïóñòü òî÷êà λ0 åñòü èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ñïåêòðà îïåðàòîðà T (0).
Íàïîìíèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

λ0 ∈ σ(T (0)) , dist(λ0 , σ(T (0)) \ λ0) > 0.

ßñíî, ÷òî èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ñïåêòðà îïåðàòîðà åñòü èçîëèðîâàííàÿ
îñîáàÿ òî÷êà åãî ðåçîëüâåíòû.

Ïóñòü ÷èñëî ε > 0 è îòêðûòàÿ îáëàñòü D ⊂ C1 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂D âûáðàíû òàê, ÷òî

σ(T (0)) \ λ0) ⊂ D , D
⋂

b(λ0 , 2ε) = ∅.

Â ñèëó ýòîãî âûáîðà ìíîæåñòâî

M := C(D)
⋂

C(b(λ0 , ε))
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åñòü ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà T (0). Èç òåîðåìû 3.5.2 (ñì. ñòð.
189) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî ìíîæåñòâî M åñòü ðå-
çîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà T (µ) ïðè |µ| < δ(ε). Ñëåäîâàòåëüíî

∀(|µ| < δ(ε)) : σ(T (µ)) ⊂ D
⋃

b(λ0 , ε). (3.193)

Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëà ε > 0 , δ(ε) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(3.193), à ïàðàìåòðû λ , µ èçìåíÿþòñÿ â îáëàñòè

W = {λ , µ | |λ− λ0| < ε , |µ| < δ(ε)}. (3.194)

3. Ïóñòü A(µ) ⊂ L(B 7→ B) -êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé îò îïåðàòîðà T (µ), êîòîðàÿ ïîñòðîåíà ïî ôîðìóëå (3.120) (ñì.
ñòð. 193):

A(µ) = Opa(Fa) , a = T (µ). (3.195)

Ïóñòü
2ε < dist(λ0 , ∂D).

Ïîëîæèì

P1(µ) =
1

2πi

∮
l1

R(ξ , T (µ))dξ , l1 = {ξ | |ξ − λ0| = 2ε}, (3.196)

P2(µ) =
1

2πi

∮
l2

R(ξ , T (µ))dξ , l2 = ∂D. (3.197)

Ëåììà 3.7.5. 1. Ïðè |µ| < δ(ε) ïðîåêòîðû Pj(µ) , j = 1 , 2, àíàëèòè÷å-
ñêè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà µ êàê ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå B.

2. Àëãåáðà A(µ) åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ñâîèõ ïîäàëãåáð:

A(µ) = A1(µ)⊕A2(µ) , Aj(µ) = A(µ)Pj(µ),

è îïåðàòîðû Pj(µ) åñòü ëîêàëüíûå åäèíèöû â ïîäàëãåáðàõ Aj(µ), ïðè÷åì
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P1(µ) + P2(µ) = id. (3.198)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñëåäñòâèå ôîðìóë (3.196)-(3.198),
àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îïåðàòîðà T (µ) îò ïàðàìåòðà µ è òåîðåìû
3.5.14.
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Ëåììà 3.7.6. Îïåðàòîð

a2(λ , µ) := (λid− T (µ))P2(µ)

â àëãåáðå A2(µ) èìååò ëîêàëüíûé îáðàòíûé:

a−1
2,loc(λ , µ) =

1

2πi

∮
l2

(λ− ξ)−1R(ξ , T (µ))dξ (3.199)

êîòîðûé àíàëèòè÷åí ïî λ , µ , ∀(λ , µ ∈ W ) êàê ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè
â A(B 7→ B):

W 3 (λ ;µ) 7→ a−1
2,loc(λ , µ) ∈ A(B 7→ B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëèòè÷íîñòü îïåðàòîðà a−1
2,loc(λ , µ) åñòü ñëåäñòâèå

ôîðìóëû (3.199). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(λid− T (µ))a−1
2,loc =

1

2πi

∮
l2

(λ− ξ)(λ− ξ)−1R(ξ , T (µ))dξ =
1

2πi

∮
l2

R(ξ , T (µ))dξ =

P1(µ).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

dim(Im(P1(0))) = n <∞. (3.200)

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 3.7.3

dim(Im(P1(µ))) ≡ n,

è ïîýòîìó
dim(P1(µ)B) ≡ n.

Ïóñòü {ej(µ)} , {l(i)(µ)} -áàçèñû, êîòîðûå îïèñàíû â òåîðåìå 3.7.3. Ñëå-
äóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíà.

Ëåììà 3.7.7. 1. Ïîëîæèì

αij(λ , µ) =< l(i)(µ) | (λid− T (µ))ej(µ) > (3.201)

ψ(λ , µ) = det{αij(λ , µ)}. (3.202)
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Îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (3.202) ôóíêöèÿ ψ(λ , µ) àíàëèòè÷íà:

ψ(λ , µ) = λn + β1(µ)λ(n−1) + . . .+ βn(µ),

ãäå βj(µ) àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè |µ| < δ(ε).
2. Ôóíêöèÿ

λ 7→ ψ(λ , 0)

â òî÷êå λ = λ0 èìååò íîëü ïîðÿäêà n è â îáëàñòè W óðàâíåíèå

ψ(λ , µ) = 0 (3.203)

èìååò (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) òî÷íî n êîðíåé {λj(µ) , 1 ≤ j ≤ n}.

Óðàâíåíèå (3.203) îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà λ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì è èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ åãî êîðíåé êàê ôóíê-
öèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ è ïàðàìåòðà µ ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò.

Â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî èçâåñòíà òåîðåìà Âåéð-
øòðàññà, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè µ = 0 êîðíè óðàâ-
íåíèÿ (3.203) èìåþò ðàçëîæåíèå

λj(µ) =
∑

1≤m<∞

aj ,mµ
m/p , 1 ≤ j ≤ n, (3.204)

ãäå p -öåëîå ÷èñëî.
Çàìåòèì, ÷òî êðàòíîñòü íóëÿ äåòåðìèíàíòà ψ(λ , 0) â òî÷êå λ = λ0

ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà Im(P (λ0)), è ÷àñòî àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïî îïåðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ ðàâ-
íîé êðàòíîñòè íóëÿ äåòåðìèíàíòà ψ(λ , 0).

Ïóñòü
a1(λ , µ) := (λid− T (µ))P1(µ).

Ëåììà 3.7.8. Îïåðàòîð a1(λ , µ) èìååò ëîêàëüíûé îáðàòíûé â àëãåáðå
A(µ) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ψ(λ , µ) 6= 0, ïðè÷åì

∀(ψ(λ , µ) 6= 0) : a−1
1,loc(λ , µ) =

1

ψ(λ , µ)
r(λ , µ), (3.205)

ãäå îïåðàòîð r(λ , µ) ∈ A(µ) àíàëèòè÷åí â îáëàñòè W êàê ôóíêöèÿ ñî
çíà÷åíèÿìè â L(B 7→ B)

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî îïåðàòîð a1(λ , µ) åñòü
îïåðàòîð â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå P1(µ)B ðàçìåðíîñòè n è îïåðàòîð
a1(λ , µ) ïðèâîäèò ïðîñòðàíñòâî P1(µ)B.

Îêîí÷àòåëüíî íàøè ðåçóëüòàòû ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 3.7.4. Åñëè îïåðàòîð

T (µ) ∈ L(B 7→ B)

ïðè |µ| < δ àíàëèòè÷åí ïî µ êàê ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå L(B 7→ B), òî÷êà λ0 åñòü èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ñïåêòðà
îïåðàòîðà T (0) è ðàçìåðíîñòü îáëàñòè çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ïðîåê-
òîðà (3.196) êîíå÷íà òî òîãäà

1. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ε > 0 , δ(ε) > 0, ÷òî â
îáëàñòè

W = {λ , µ | |λ− λ0| < ε , |µ| < δ(ε)}
îïèñàííàÿ â ëåììå 3.7.7 ôóíêöèÿ ψ(λ , µ) àíàëèòè÷íà. Ïðè ψ(λ , µ) 6= 0
â îáëàñòè W ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R(λ , T (µ)) =
1

ψ(λ , µ)
r(λ , µ) + a(λ , µ), (3.206)

ãäå îïåðàòîðû a(λ , µ) , r(λ , µ) â îáëàñòè W àíàëèòè÷íû ïî λ , µ êàê
ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå L(B 7→ B) è

dim(Im(r(λ , µ))) ≤ dim(Im(P1(0))),

Im(r(λ , µ))
⋂

Im(a(λ , µ)) = 0.

2. Ïðè |µ| < δ êîðíè óðàâíåíèÿ (3.203) ïðåäñòàâèìû â âèäå (3.204) è
êàæäûé êîðåíü λj(µ) åñòü ñîáñòâåííîå çí÷åíèå îïåðàòîðà T (µ).

Èç ôîðìóëû (3.206) ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê ïîëþñà ðåçîëüâåíòû íå ìî-
æåò áûòü áîëüøå àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, íî
îí ìîæåò áûòü ìåíüøå åå, òàê êàê îïåðàòîð r(λ , 0) â òî÷êå λ = λ0 ìîæåò
èìåòü íîëü.

Åñëè îïåðàòîð T (µ) äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü áîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 3.7.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.7.4, ïðîñòðàí-
ñòâî B -ãèëüáåðòîâî è îïåðàòîð T (µ) ñàìîñîïðÿæåí ïðè äåéñòâèòåëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ. Òîãäà

1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj(µ) àíàëèòè÷íû ïî µ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè µ = 0.

2. Îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (3.196) ïðîåêòîð P1(µ) àíàëèòè÷åñêè çà-
âèñèò îò ïàðàìåòðà µ â îêðåñòíîñòè òî÷êè µ = 0 è ïðåäñòàâèì â
âèäå

P1(µ) =
∑

1≤j≤n

P1 , j(µ), (3.207)
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ãäå ïðîåêòîðû P1 , j(µ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

P1 , i(µ)P1 , j(µ) = 0 , åñëè λi(µ) 6= λj(µ)

è óðàâíåíèÿì:
T (µ)P1 , j(µ) = λj(µ)P1 , j(µ). (3.208)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj(µ) äîëæíû áûòü
äåéñòâèòåëüíû ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ > 0, âñå êîýôôèöèåíòû aj ,m
â (3.204) äîëæíû áûòü äåéñòâèòåëüíû. Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λj(µ) äîëæíû áûòü äåéñòâèòåëüíû è ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ < 0,
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

∀m : Im exp(iπm/p) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèå â (3.204) âåäåòñÿ ïî öåëûì ñòåïåíÿì µ.
Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λj(µ) åñòü èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà

ðåçîëüâåíòû R(λ , T (µ)). Â ñèëó îöåíêè

‖R(λj(µ) + iε , T (µ))‖ ≤ 1/ε

ýòà îñîáàÿ òî÷êà åñòü ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïîýòîìó âû÷åò â ïîëþ-
ñå λj(µ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.208). Òàê êàê èíòåãàë (3.196) åñòü
ñóììà âû÷åòîâ, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (3.207). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 íå âûðîæäåíî, ò.å. n = 1, òî òîãäà îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ(µ) , λ(0) = λ0,
ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îíà áóäåò àíàëèòè÷íîé
ïî µ â îêðåñòíîñòè òî÷êè µ = 0. Â îáùåì ñëó÷àå äåëî îáñòîèò ñëîæíåå
(ñì. [16]).

Ïîêàæåì, êàê íà ïðàêòèêå íàõîäèòü ïîïðàâêè ê ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì è ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.7.4
è

T (µ) = T (0) + µV,

ãäå T (0) è V -ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü ψ0

j , 1 ≤ j ≤ n -îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå Im(P1(0)). Áóäåì èñêàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â âèäå

λj(µ) = λ0 + bjµ+O(µ2) , 1 ≤ j ≤ n,

ψj(µ) =
∑

1≤i≤n

aj , iψ
0
i + µφj +O(µ2).
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå

T (µ)ψj(µ) = λj(µ)ψj(µ)

è ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ñ ïåðâûìè ñòåïåíÿìè µ, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

(T (0)− λ0)φj =
∑

1≤i≤n

(bj − V )a(j , i)ψ
0
i , 1 ≤ j ≤ n. (3.209)

×òîáû ýòè óðàâíåíèÿ èìåëè ðåøåíèÿ, íóæíî, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü (3.209)
áûëà îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì ψ0. Ýòî äàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé∑

1≤i≤n

a(j , i)(δ
k
i bj− < ψ0

k , V ψ
0
i >) = 0 , 1 ≤ j ≤ n , 1 ≤ k ≤ n. (3.210)

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ó ýòîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé äàåò óðàâíåíèå äëÿ

bj : det(δki bj− < ψ0
k , V ψ

0
i >) = 0 , 1 ≤ i , k ≤ n. (3.211)

Ïóñòü bj êîðåíü óðàâíåíèÿ (3.211) è âåêòîð aj = (a(j , 1) , a(j , 2) . . .) åñòü
íîðìèðîâàííîå óñëîâèåì ∑

1≤i≤n

|a(j , i)|2 = 1

ðåøåíèå ñèñòåìû (3.210),

ψj(0) =
∑

1≤i≤n

a(j , i)ψ
0
i .

Ïóñòü âåêòîðû ψk , λk 6= λ0 -íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïå-
ðàòîðà T (0), êîòîðûå ñîñòâàëÿþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì
ïðîñòðàíñòâó Im(P1(0)):

T (0)ψk = λkψk , ψk⊥Im(P1(0)).

Èç óðàâíåíèÿ (3.209) ìû íàõîäèì:

< ψk , (T (0)− λ0)φj >= (λk − λ0) < ψk , φj >= − < ψk , V φj(0) >

è ïîëó÷àåì:

ψj(µ) = ψj(0)+(∑
λk 6=λ0

(λ0 − λk)−1 < ψk , V ψj(0) > ψk

)
µ+O(µ2)

λj(µ) = λ0 + bjµ+O(µ2),
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ãäå λk , ψk ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïå-
ðàòîðà T (0), à bj äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.211).

Òàê êàê
∀(λk 6= λ0) : ψj(0)⊥ψk,

òî
‖ψj(0) + µφj‖2 = 1 +O(µ2).

3.8 Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû.

3.8.1 Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà êîìïàêòíûõ

îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.8.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

T : B1 7→ B2

êîìïàêòåí, åñëè îí ïåðåâîäèò åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà B1 â ìíî-
æåñòâî, çàìûêàíèå êîòîðîãî â ïðîñòðàíñòâå B2 -êîìïàêò.

Â ñèëó òåîðåìû 2.3.3 (ñì. ñòð. 129) ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó.

Îïðåäåëåíèå 3.8.2. Îïåðàòîð T êîìïàêòåí, åñëè èç ëþáîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {T (xn) | 1 ≤ n < ∞ , ‖xn | B1‖ ≤ 1} ìîæíî âûäåëèòü
ñõîäÿùóþñÿ â ïðîñòðàíñòâå B2 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæå-
ñòâó T (b(0 , 1)).

Íàïîìíèì (ñì. òó æå òåîðåìó 2.3.3), ÷òî â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìíîæåñòâî M êîìïàêò, åñëè îíî çàìêíóòî è ñâåðõîãðàíè÷å-
íî, ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íûé íàáîð øàðîâ
{b(xj , ε) , 1 ≤ j ≤ n(ε)}, ÷òî

M ⊂
⋃
j

b(xj , ε).

Óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ ìíîæåñòâî {xj} ⊂ M íàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íîé ε-ñåòüþ äëÿ ìíîæåñòâà M .

Îïðåäåëåíèå 3.8.1 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 3.8.3. Îïåðàòîð T êîìïàêòåí, åñëè îáðàç åäèíè÷íîãî øà-
ðà T (b(0 , 1)) -ñâåðõîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
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Âñå äàííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Èíîãäà êîìïàêòíûé
îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê îïåðàòîð, êîòîðûé ëþáóþ ñëàáî ñõîäÿùóþ-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåâîäèò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ïî
íîðìå. Ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî îïðåäåëåíèå.

Ëåììà 3.8.1. Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð êîìïàêòåí, òî îí îãðàíè÷åí è
ïîýòîìó íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè {xn | 1 ≤ n < ∞} ⊂ B1 òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ÷òî

‖xn | B1‖ ≤ 1 , ‖T (xn) | B2‖ → ∞ , n→∞,
òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T (xn) íåëüçÿ èçâëå÷ü ñõîäÿùóþñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå B2 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè ìíîæå-
ñòâà Cl(T (b(0 , 1))). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup{‖T (x) | B2‖ | x ∈ b(0 , 1) ⊂ B1} <∞,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T îãðàíè÷åí è ïîýòîìó íåïðåðûâåí.
Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì ïîçæå, åñëè ïðîñòðàíñòâî B1 èìååò áåñêî-

íå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, íå ëþáîé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â íåì êîìïàêòåí.
Èíîãäà êîìïàêòíûå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûìè.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ.

Ëåììà 3.8.2. 1. Åñëè îïåðàòîðû T1 è T2 -êîìïàêòíû, òî îïåðàòîð

T = αT1 + βT2

-êîìïàêòåí.
2. Åñëè îïåðàòîð T êîìïàêòåí, à îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, òî îïåðà-

òîðû AT , TA -êîìïàêòíû.
3. Åñëè {Tn | 1 ≤ n < ∞} ⊂ L(B1 7→ B2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-

ïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L(B1 7→
B2) ê îïåðàòîðó T , òî îïåðàòîð T êîìïàêòåí.

Ìû äîêàæåì òîëüêî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 ìíîæåñòâî Cl(T (b(0 , 1))) ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ε-
ñåòü . Ïóñòü

y ∈ Cl(T (b(0 , 1))) , {xj} ⊂ b(0 , 1) ⊂ B1.

Òîãäà

‖y − T (xj) | B2‖ ≤ ‖y − T (x) | B2‖+ ‖T (x− xj) | B2‖ ≤
‖y − T (x) | B2‖+ 2‖T − Tn | L(B1 7→ B2‖+
‖Tn(x− xj) | B2‖. (3.212)
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Ñíà÷àëà âûáåðåì x ∈ T (b(0 , 1)) òàê, ÷òîáû âîïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

‖y − T (x) | B2‖ < ε/3.

Çàòåì âûáåðåì n òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

2‖T − Tn | L(B1 7→ B2)‖ < ε/3.

Ïîòîì âûáåðåì ìíîæåñòâî {xj | 1 ≤ j ≤ N(ε)} ⊂ b(0 , 1) ⊂ B1 òàê, ÷òîáû
ìíîæåñòâî {T (xj) | 1 ≤ j ≤ N(ε)} áûëî êîíå÷íîé ε/3-ñåòüþ â ìíîæåñòâå
Cl(Tn(b(0 , 1))). Òîãäà èç (3.212) áóäåò ñëåäîâàòü íåðàâåíñòâî

min{‖y − T (xj) | B2‖ | 1 ≤ j ≤ N(ε)} < ε,

÷òî è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.
Ïðèâåäåì ïðèìåð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà.
Ïóñòü D ⊂ Rd -çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé,

k(x , y) -íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè D ×D ôóíêöèÿ.

Ëåììà 3.8.3. Îïåðàòîð

K : Lp(D) 7→ C(D) , Kf(x) =

∫
D

k(x , y)f(y)dy, 1 < p <∞ (3.213)

êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

M = {φ(x) | φ(x) =

∫
D

k(x , y)f(y)dy, ‖f | Lp(D)‖ ≤ 1}

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ýòî óòâåðæäåíèå
åñòü ñëåäñòâèå ñëåäóþùèõ îöåíîê.

|φ(x)| = |
∫
D

k(x , y)f(y)dy| ≤

∫
D

|k(x , y)|qdy

1/q

‖f | Lp(D)‖,

≤ sup{|k(x , y)| | x ∈ D , y ∈ D}mes(D)1/q‖f | Lp(D)‖;
|φ(x)− φ(x′)| ≤
sup{|k(x , y)− k(x′ , y)| | y ∈ D}mes(D)1/q‖f | Lp(D)‖.

Ïðè âûâîäå ýòèõ îöåíîê ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì Ãåëüäåðà,
ïîëîæèâ q = p/(p− 1).

Èç äîêàçàíîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð (3.213) êîìïàêòåí êàê îïå-
ðàòîð èç Lp(D) â Lq(D) ïðè ëþáîì 1 < q < ∞, òàê êàê èç ñõîäèìîñòè â
ïðîñòðàíñòâå C(D) âûòåêàåò ñõîäèìîñòü â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ Lq(D).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Øàóäåðà.
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Òåîðåìà 3.8.1. Îïåðàòîð

T ∈ L(B1 7→ B2)

êîìïàêòåí â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

T ? ∈ L(B?
2 7→ B?

1)

êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî èç êîìïàêòîñòè îïåðàòîðà T
ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà T ?. Ïóñòü îïåðàòîð T êîìïàêòåí è

{fn | 1 ≤ n <∞} ⊂ b(0 , 1) ⊂ B?
2 .

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T ?(fn) ñîäåðæèò ñõîäÿùó-
þñÿ â ïðîñòðàíñòâå B?

1 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Èìååì:

∀(x ∈ B1) : < (T ?(fn)− T ?(fm) | x >=< (fn − fm) | T (x) > . (3.214)

Çàäàííàÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâåCl(Tb(0 , 1)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé

Cl(Tb(0 , 1)) 3 y 7→ fn(y)

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà:

∀n : |fn(y)| ≤ ‖fn | B?
2‖ · ‖T | L(B1 7→ B2)‖ · ‖x | B1‖

è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà, òàê êàê:

|fn(y)− fn(y′)| = |fn(y − y′)| ≤ ‖fn | B?
2‖ · ‖y − y′ | B2‖.

Ïî òåîðåìå Àðöåëà-Àñêîëè (ñì. òåîðåìó 2.3.4 íà ñòð. 133) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü fn ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ â ìåòðèêå

d(f , g) = sup{|f(y)− g(y)| | y ∈ Cl(Tb(0 , 1))}

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ ñàìà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü fn. Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.214)

‖T ?(fn)− T ?(fm) | B?
1‖ =

sup{| < T ?(fn)− T ?(fm) | x > | | ‖x | B1‖ ≤ 1} ≤
d(fn , fm),
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÷òî è äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T ?(fn).
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð T ? êîìïàêòåí è äîêàæåì, ÷òî îïå-

ðàòîð T êîìïàêòåí.
Åñëè îïåðàòîð T ? êîìïàêòåí, òî â ñèëó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñâîé-

ñòâà îïåðàòîð
T ?? : B??

1 7→ B??
2

êîìïàêòåí. Ïóñòü {xn} ⊂ b(0 , 1) ⊂ B1 è J -îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (3.68)
(ñì. ñòð. 178) èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå:

J : B1 7→ B??
1 .

Òîãäà

∀(n , m > N(ε)) ‖T (xn)− T (xm) | B2‖ =

‖T ??(J(xn))− T ??(J(xm)) | B??
2 ‖ < ε,

åñëè òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} âûáðàíà òàê, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü T ??(J(xn)) ñõîäèòñÿ, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïå-
ðàòîðà T ?? è âêëþ÷åíèÿ {J(xn)} ⊂ b(0 , 1) ⊂ B??

1 . Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé (èëè ëåììîé ) Ðèññà î ïî-

÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå. Ýòà òåîðåìà íå èñïîëüçóåò ïîíÿòèå êîìïàêòîñòè,
íî íà íåé îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòî èñïîëüçóåìîé òåîðåìû Ðèññà
î êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è ìíîãèõ
äðóãèõ òåîðåì î êîìïàêòíûõ îïåðàòîðàõ.

Òåîðåìà 3.8.2. Ïóñòü B0 -çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî áàíà-
õîâà ïðîñòàíñòâà B è B\B0 6= ∅. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 â ïðîñòðàíñòâå
B ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

‖x‖ = 1, dist(x , B0) > 1− ε. (3.215)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ B \ B0. Òîãäà dist(y , B0) = α > 0 è ñóùå-
ñòâóåò òàêîé âåêòîð z ∈ B0, ÷òî

‖z − y‖ < (1 + ε)α.

Ïóñòü
x = (z − y)/‖z − y‖.

Òîãäà ‖x‖ = 1 è

∀(z′ ∈ B0) : ‖x− z′‖ = ‖z − y‖−1‖z − ‖z − y‖z′ − y‖ ≥
α

(1 + ε)α
> 1− ε.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ íèæå òåîðåìà è åñòü óïîìèíàâøàÿñÿ òåîðåìà Ðèññà î

êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà.

Òåîðåìà 3.8.3. Åñëè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B çàìûêàíèå åäèíè÷-
íîãî øàðà åñòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B
êîíå÷íîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {e1 , . . .} ⊂ B -ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå âåêòîðû,
íîðìà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå,

Bn = Cl(span{e1 . . . , en}).

Òîãäà Bn ⊂ B(n+1), è åñëè B(n+1) \ Bn 6= ∅, òî ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé
òåîðåìå ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð yn ∈ B(n+1), ÷òî

‖yn‖ = 1, dist(yn , Bn) > 1/2.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} áåñêîíå÷íà, òî ýòî áóäåò òàêàÿ ïðèíàä-
ëåæàùàÿ çàìûêàíèþ åäèíè÷íîãî øàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èç êîòîðîé
íåëüçÿ èçâëå÷ü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîýòîìó åñëè åäè-
íè÷íûé øàð êîìïàêòåí, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n äîëæíî áûòü
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Bn = B(n+1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.8.2 Òåîðèÿ Ðèññà-Øàóäåðà.

Òåîðèÿ Ðèññà-Øàóäåðà îïèñûâàåò ðåçîëüâåíòó êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà
è óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó îáëàñòüþ çíà÷åíèé è ÿäðîì îïåðàòîðà
(λid−T ) â òîì ñëó÷àå, åñëè îïåðàòîð T êîìïàêòåí. Ýòè ðåçóëüòàòû áóäóò
ïîäûòîæåíû íàìè â òåîðåìå 3.8.5.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå íàìè áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
ðåôëåêñèâíî:

B?? = B.

Íà÷íåì ìû ñ äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ ëåìì. Â äàëüíåéøåì ìíî-
æåñòâî êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâà B â ïðî-
ñòðàíñòâî B ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì K(B 7→ B). ßñíî, ÷òî

K(B 7→ B) ⊂ L(B 7→ B).

Ëåììà 3.8.4. Åñëè T -êîìïàêòíûé îïåðàòîð è λ 6= 0, òî ïðîñòðàíñòâî
Im(λid− T ) çàìêíóòî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

yn ∈ Im(λid− T ) , yn → y0 , n→∞.

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

y0 ∈ Im(λid− T ).

Ïóñòü
yn = (λid− T )(xn).

Ïîëîæèì
αn = dist(xn , Ker(λid− T )),

è ïóñòü ýëåìåíòû wn âûáðàíû òàê, ÷òî

wn ∈ Ker(λid− T ) , αn ≤ ‖xn − wn‖ ≤ (1 + 1/n)αn.

Ïîëîæèì
zn = xn − wn.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: αn ≤ const è αn →∞.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì:

zn = (1/λ)(yn + Tzn) , ‖zn‖ ≤ const. (3.216)

Òàê êàê îïåðàòîð T êîìïàêòåí, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Tzn ìîæíî èç-
âëå÷ü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tzn. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïðåäû-
äóùåì ðàâåíñòâå, ìû ïîëó÷àåì:

z0 = (y0 + Tz0)/λ,

Ñëåäîâàòåëüíî,
y0 ∈ Im(λid− T ).

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Ïóñòü αn →∞ è

ξn = zn/‖zn‖.

Òîãäà ‖ξn‖ = 1, è ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tξn
ñõîäèòñÿ. Òîãäà èç (3.216) ñëåäóåò, ÷òî è ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn
ñõîäèòñÿ:

ξn → ξ0, (3.217)

ïðè÷åì
λξ0 = Tξ0.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

‖ξn − ξ0‖ = ‖xn − wn‖−1‖xn − wn − (‖xn − wn‖)ξ0‖ ≥
‖xn − wn‖−1dist(xn , Ker(λid− T )) ≥

αn
(1 + 1/n)αn

→ 1 , n→∞.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòà ξ0 êàê ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ξn. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.8.5. Åñëè T -êîìïàêòíûé îïåðàòîð, λ 6= 0 è

Im(λid− T ) = B, (3.218)

òî

Ker(λid− T ) = 0. (3.219)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.218), à
ðàâåíñòâî (3.219) íå âûïîëíåíî. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò êîì-
ïàêòíîñòè îïåðàòîðà T .

Ïîëîæèì
Nk = Ker(λid− T )k , k = 1 , . . . .

Êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ Nk çàìêíóòî è

∀k : Nk ⊂ N(k+1). (3.220)

Â ñèëó ñäåëàííûõ íàìè ïðåäïîëîæåíèé

N1 6= 0,

è ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû x1 , x2, ÷òî

x1 6= 0 , (λid− T )x1 = 0 , (λid− T )x2 = x1.

Íî òîãäà
(λid− T )x2 6= 0 , (λid− T )2x2 = 0,

Ñëåäîâàòåëüíî,
x2 6∈ N1 , x2 ∈ N2 , N2 \N1 6= 0.

Ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü íàøå ïîñòðîåíèå è ïîëó÷èì, ÷òî â (3.220) âñå
âêëþ÷åíèÿ -ñòðîãèå:

∀k : N(k+1) \Nk 6= 0.

229



Â ñèëó òåîðåìû Ðèññà î ïî÷òè-ïåðïåíäèêóëÿðå 3.8.2 (ñì. ñòð. 226) ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}, ÷òî

‖yk‖ = 1 , yk ∈ Nk , dist(yk , N(k−1)) > 1/2.

Äàëå ìû çàìå÷àåì, ÷òî

Tyn − Tym = λ[yn − (ym − ((λid− T )ym − (λid− T )yn)/λ)],

∀(n > m) : ym − ((λid− T )ym − (λid− T )yn)/λ ∈ N(n−1),

ïîýòîìó

∀(n > m) : ‖Tyn − Tym‖ ≥ |λ|dist(yn , Nn−1) = |λ|/2.

Ìû âèäèì, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Tyn íåëüçÿ èçâëå÷ü ñõîäÿùåéñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà T .
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.8.6. Åñëè îïåðàòîð T êîìïàêòåí è

Ker(λid− T ) = 0, (3.221)

òî
Im(λid− T ) = B. (3.222)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3.4.8 (ñì. ñòð. 181) èç óñëîâèÿ (3.221)
ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Cl(Im(λid− T )?) = B?.

Òàê êàê â ñèëó òåîðåìû Øàóäåðà îïåðàòîð T ? êîìïàêòåí, òî èç ëåììû
3.8.4 ñëåäóåò, ÷òî

Cl(Im(λid− T )?) = Im(λid− T )?) = B?.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 3.8.5, ìû ïîëó÷àåì:

Ker(λid− T )? = 0.

Íà îñíîâå òåîðåìû 3.4.8 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Im(λid− T ) = Cl(Im(λid− T )) = B.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåìì 3.8.6 è 3.8.5 ñëåäóåò
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Ëåììà 3.8.7. Åñëè îïåðàòîð T êîìïàêòåí è λ 6= 0, òî

Ker(λid− T ) = 0

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

Im(λid− T ) = B.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû Áàíàõà 3.3.6 (ñì. ñòð. 168) ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.8.4. Åñëè îïåðàòîð T êîìïàêòåí è λ 6= 0, òî ëèáî

Ker(λid− T ) 6= 0, (3.223)

ëèáî

(λid− T )−1 ∈ L(B 7→ B). (3.224)

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.8.4 íàçûâàåòñÿ àëüòåðíàòèâîé Ôðåäãîëüìà.
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (3.223) òðèâèàëüíà: åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíå-
íî, òî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà (3.224) íå ñóùåñòâóåò. Íåòðè-
âèàëüíàÿ ÷àñòü òåîðåìû 3.8.4 ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñëîâèå (3.223) äîñòà-
òî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðàòîðà (3.224).

Èç òåîðåìû 3.8.4 ñëåäóåò, ÷òî îòëè÷íûå îò íóëÿ òî÷êè ñïåêòðà êîìï-
êàòíîãî îïåðàòîðà åñòü åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è òîëüêî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ îñîáûå òî÷êè ðåçîëüâåíòû êîìïàêòíîãî
îïåðàòîðà.

Èçó÷èì ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Íàïîìíèì îäèí ðåçóëüòàò èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ëåììà 3.8.8. Åñëè T -ëèíåéíûé îïåðàòîð â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L
è {xj , 1 ≤ j ≤ n} -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò óðàâíåíèÿì

∀j : xj 6= 0 , λjxj = T (xj) ; (j 6= k)⇒ (λj 6= λk), (3.225)

òî âåêòîðû {xj} ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∑
1≤j≤n

αjxj = 0. (3.226)
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Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà îïåðàòîð T , ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâà:∑
1≤j≤n

αjxj = 0,∑
1≤j≤n

αjλjxj = 0,

· · · · · · · · ·∑
1≤j≤n

αjλ
n−1
j xj = 0.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ {xj} èìååò íåòðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

α1 . . . αn
∏

1≤j<k≤n

(λj − λk) = 0,

îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà L â äàííîì ñëó÷àå ðîëè íå

èãðàåò.

Ëåììà 3.8.9. Åñëè îïåðàòîð T êîìïàêòåí è {xj , 1 ≤ j <∞} -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

λjxj = T (xj),

òî ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xj} êîíå÷íà, ëèáî

λj → 0 , j →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xj} áåñêî-
íå÷íà è

∀j : λj 6= 0.

(Åñëè íóæíî, ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.) Ïóñòü

Ln = span{x1, . . . xn}.

Òîãäà
Ln ⊂ Ln+1 , Ln+1 \ Ln 6= ∅.

Â ñèëó ëåììû î ïî÷òè-ïåðïåíäèêóëÿðå ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû {yn},
÷òî

‖yn‖ = 1 , dist(yn , Ln−1) ≥ 1/2 , yn =
∑

1≤j≤n

βjnxj.
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Çàìåòèì, ÷òî îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíî íåðàâåñòâî

βnn 6= 0,

òàê êàê
yn 6∈ L(n−1).

Ïîëîæèì
wj = yj/λj.

Ïóñòü n > m. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

T (wn)− T (wm) =

βnnxn + zn = yn + vn ; vn ∈ L(n−1) , zn ∈ L(n−1).

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

‖T (wn)− T (wm)‖ ≥ dist(yn , L(n−1)) ≥ 1/2. (3.227)

Åñëè
∀j : |λj| ≥ const. > 0,

òî
∀n : ‖wn‖ < const. <∞,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îïåðàòîð T êîìïàêòåí, òàê êàê â ñèëó
(3.227) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Twn íåëüçÿ èçâëå÷ü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåìì 3.8.9 è 3.8.8 âûòåêàåò

Ëåììà 3.8.10. Åñëè T -êîìïàêòíûé îïåðàòîð è

Ker(λ0id− T ) 6= 0, (3.228)

òî λ0 -èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ðåçîëüâåíòû R(λ , T ) è

dim(Ker(λ0id− T )) <∞.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.228). Ïóñòü P (λ0) -ñïåêòðàëüíûé ïðîåê-
òîð:

P (λ0) =
1

2πi

∮
l

R(λ , T )dλ, l = {λ | |λ− λ0| = δ}.
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Åñëè x ∈ Ker(λ0id− T ), òî (λid− T )x = (λ− λ0)x, è

R(λ , T )x = (λ− λ0)−1x , P (λ0)x = x,

ïîýòîìó

Ker(λ0id− T ) ⊂ Im(P (λ0)).

(Âñïîìíèì âêëþ÷åíèå (3.169) íà ñòð. 206).

Ëåììà 3.8.11. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

P ?(λ0) =
1

2πi

∮
l

R(λ , T ?)dλ, l = {λ | |λ− λ0| = δ}, (3.229)

dim(Im(P (λ0))) = dim(Im(P ?(λ0))) <∞, (3.230)

dim(Ker(λ0 − T )) = dim(Ker(λ0 − T ?)) (3.231)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (3.229) ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.4.9 (ñì. ñòð.
183).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R(λ , T ) =
1

λ
(id + TR(λ , T )),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

P (λ0) =

 1

2πi

∮
l

1

λ
R(λ , T )dλ

T.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð P (λ0) åñòü ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîãî îïåðà-
òîðà è êîìïàêòíîãî è ïîýòîìó êîìïàêòåí. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Im(P (λ0))
çàìêíóòî è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî èçîìåòðè÷íîãî â ïðîñòðàíñòâå
Im(P (λ0)) êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà P (λ0), òî åäèíè÷íûé øàð â ïðîñòðàí-
ñòâå Im(P (λ0)) êîìïàêòåí è â ñèëó òåîðåìû Ðèññà 3.8.3 (ñì. ñòð. 227)
ïðîñòðàíñòâî Im(P (λ0)) êîíå÷íîìåðíî.

Ïóñòü
Im(P (λ0)) = span{e1 , . . . , en}.

Íà ïðîñòðàíñòâå Im(P (λ0)) îïðåäåëèì ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû

f (j) : < f (j) | ek >= δjk , 1 ≤ j ≤ n (3.232)
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è ðàñïðîñòðàíèì èõ (èñïîëüçóÿ òåîðåìó Õàíà-Áàíàõà) íà âñå ïðîñòðàí-
ñòâî B.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(x ∈ Im(P (λ0))) : x =
∑

1≤j≤n

f (j)(x) < f | ej > .

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(f ∈ Im(P ?(λ0))) : < P ?(λ0)f | x >=< f | P (λ0)(x) >=
∑

1≤j≤n

f (j)(x)ej,

è

(∀f ∈ Im(P ?(λ0))) : f =
∑

1≤j≤n

< f | ej > f (j).

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû {f (j) , 1 ≤ j ≤ n} ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ïðîñòðàí-
ñòâå Im(P ?(λ0)) è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.230).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî dim(Ker(λ0id− T )) åñòü äåôåêò ìàòðèöû

a
(j)
k =< f (j) | (λ0[id]− T )(ek) >,

à ÷èñëî dim(Ker(λ0id − T ?)) åñòü äåôåêò ìàòðèöû, òðàíñïîíèðîâàííîé
ê ìàòðèöå {a(j)

k }. Êàê èçâåñòíî, ýòè äåôåêòû ñîâïàäàþò.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîäûòîæèì ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 3.8.5. Ïóñòü îïåðàòîð T êîìïàêòåí. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Îïåðàòîð T ? êîìïàêòåí.
2. Åñëè λ0 6= 0 è

Ker(λ0id− T ) = 0,

òî
Ker(λ0id− T ?) = 0,

è
(λ0 − T )−1 ∈ L(B 7→ B) , (λ0id− T ?)−1 ∈ L(B? 7→ B?)

3. Åñëè λ0 6= 0 è
Ker(λ0id− T ) 6= 0,

òî λ0 -ïîëþñ ðåçîëüâåíò R(λ , T ) è R(λ , T ?), ïðè÷åì

dim(Im(P (λ0))) = dim(Im(P ?(λ0))) <∞,
dim(Ker(λ0id− T )) = dim(Ker(λ0id− T ?)),
Im(λ0id− T ) = N (Ker(λ0id− T ?)).
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Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå åñòü íàïîìèíàíèå òåîðåìû 3.4.8 (ñì. ñòð. 181).
Áëèçêîå ïî ñìûñëó óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåé

íèæå òåîðåìû, êîòîðàÿ åñòü ñëåäñòâèå òåîðåì 3.8.5 è 3.7.4 è èíîãäà íà-
çûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðåìîé Ôðåäãîëüìà.

Òåîðåìà 3.8.6. Ïóñòü D -îòêðûòàÿ ñâÿçíàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî C1. Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ

D 3 µ 7→ K(µ) ∈ L(B 7→ B),

çíà÷åíèÿ êîòîðîé åñòü êîìïàêòíûå îïåðàòîðû:

∀µ : K(µ) ∈ K(B 7→ B).

Òîãäà ëèáî îïåðàòîð (id−K(µ)) íå îáðàòèì íè â îäíîé òî÷êå îáëàñòè
D, ëèáî â îáëàñòè D ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ(µ) è òàêèå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

D 3 µ 7→ r(µ) ∈ K(B 7→ B) , D 3 µ 7→ a(µ) ∈ L(B 7→ B),

÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(φ(µ) 6= 0) : (id−K(µ))−1 =
1

φ(µ)
r(µ) + a(µ),

ïðè÷åì

dim(Im(r(µ))) ≤ const. <∞ , Im(r(µ))
⋂

Im(a(µ)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü ÷òî òî÷êà λ = 1 ìîæåò áûòü
òîëüêî èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ðåçîëüâåíòû R(λ , K(µ)) è îòâå÷à-
þùèé ýòîé îñîáîé òî÷êå ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð êîíå÷íîìåðåí, à çàòåì
ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.7.4 â êàæäîé òî÷êå µ ∈ D.

3.9 Ðåçîëüâåíòà è ñïåêòð íåîãðàíè÷åííûõ îïå-

ðàòîðîâ.

Äî ñèõ ïîð âñå îïåðàòîðû â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìû ñ÷èòàëè ëèíåé-
íûìè îãðàíè÷åííûìè (à ïîòîìó è íåïðåðûâíûìè) îïåðàòîðàìè, îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì. Òåïåðü ìû ïåðå-
õîäèì ê èçó÷åíèþ áîëåå îáùåé ñèòóàöèè: ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå
ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, îáëàñòü îïåðäåëåíèÿ êîòîðûõ åñòü íå ñîâïàäàþ-
ùåå ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, à ñàìè îòîáðàæåíèÿ
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íå îãðàíè÷åíû íà ñâîåé îáëàñòè îïåðäåëåíèÿ. Ïåðåõîäèì ê òî÷íûì ôîð-
ìóëèðîâêàì.

Ïóñòü B1 è B2 -áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, Dom(A) ⊂ B1 -ëèíåéíîå ìíî-
ãîîáðàçèå (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîå) â ïðîñòðàíñòâå B1.

Îïðåäåëåíèå 3.9.1. Îòîáðàæåíèå

A : Dom(A) 7→ B2

ìû íàçûâàåì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì (ëèíåéíûì îïåðàòîðîì), åñëè

∀(α ∈ C1 , β ∈ C1 , x ∈ Dom(A) , y ∈ Dom(A)) :

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y).

Åñëè
Dom(A1) 6= Dom(A2),

òî äâà îïåðàòîðà

A1 : Dom(A1) 7→ B2 , A2 : Dom(A2) 7→ B2

ìû áóäåì ñ÷èòàòü ðàçíûìè îïåðàòîðàìè, äàæå åñëè èõ çíà÷åíèÿ ñîâïà-
äàþò íà ìíîæåñòâå Dom(A1)

⋂
Dom(A2).

Óìíîæåíèå íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà íà ÷èñëî êîìåíòàðèåâ íå òðå-
áóåò, à ñóììó äâóõ íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ A1 è A2 ìû îïðåäåëÿåì
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Dom(A1)

⋂
Dom(A2) 6= ∅:

Dom(A1 + A2) := Dom(A1)
⋂

Dom(A2),

(∀x ∈ Dom(A1 + A2)) : (A1 + A2)(x) := A1(x) + A2(x).

ßäðî íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Ker(A) = {x | x ∈ Dom(A) , A(x) = 0}.

Îïðåäåëèì ðåçîëüâåíòó íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 3.9.2. Îïåðàòîð R(λ , A) íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé îïå-
ðàòîðà , åñëè

1.Dom(R(λ , A)) = Im(λid− A) , Im(R(λ , A)) = Dom(λid− A))
(3.233)

2.Ker(λid− A) = 0 , Cl(Im(λid− A)) = B, (3.234)

3. sup{‖R(λ , A)x‖ | x ∈ Im(λid− A) , ‖x‖ ≤ 1} <∞; (3.235)

4.∀(x ∈ Im(λid− A)) : (λid− A)R(λ , A)x = x, (3.236)

5.∀(x ∈ Dom(λid− A)) : R(λ , A)(λid− A)x = x. (3.237)
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Ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ïðåæäå îïðåäåëåíèÿìè ðå-
çîëüâåíòû ýëåìåíòà áàíàõîâîé àëãåáðû è ðåçîëüâåíòû îãðàíè÷åííîãî
îïåðàòîðà, íî ñ ïîíÿòèåì ðåçîëüâåíòû íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà íóæ-
íî áûòü âíèìàòåëüíûì. Â ñèëó óñëîâèÿ (3.235) ðåçîëüâåíòà ïî íåïðå-
ðûâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî, íî íà ýòîì ïðîäîëæåíèè
ìîæåò íå áûòü âûïîëíåíî ðàâåñòâî (λid− A)R(λ , A)x = x.

Ìû ïðèìåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 3.9.3. Îïåðàòîð

R(λ , A) ∈ L(B 7→ B)

íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà

A : Dom(A) 7→ B,

åñëè

1.Ker(λid− A) = 0 , Im(λid− A) = B, (3.238)

2. Dom(A) ⊃ Im(R(λ , A)), (3.239)

3. ∀(x ∈ B) : (λid− A)R(λ , A)x = x, (3.240)

4. ∀(x ∈ Dom(A)) : R(λ , A)(λid− A)x = x. (3.241)

Â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ïðèëîæåíèÿõ (ðåçîëüâåíòà èíôèíèòåçèìàëü-
íîãî îïåðàòîðà è ðåçîëüâåíòà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà) îáà îïðåäå-
ëåíèÿ ñîâïàäàþò. Ïî óìîë÷àíèþ, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî âòîðûì
îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 3.9.4. Ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì res(A) íåîãðàíè÷åí-
íîãî îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòà:

res(A) := {λ | ∃R(λ , A)}.

Ñïåêòðîì σ(A) íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèå ðå-
çîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâà:

σ(A) = C(res(A)).

×àñòî áûâàåò ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.9.1. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ B,
÷òî

‖xn‖ = 1 , yn = (λid− A)xn → 0, (3.242)

òî λ ∈ σ(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λ ∈ res(A), òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð R(λ , A), è
èç (3.242) ñëåäóåò, ÷òî

xn = R(λ , a)yn , 1 = ‖xn‖ ≤ ‖R(λ , a)‖ · ‖yn‖,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.242). Ëåììà äîêàçàíà.
Ñôîðìóëèðîâàííûé â äàííîé ëåììå êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè

λ ñïåêòðó îïåðàòîðà A èíîãäà íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì (ïðèçíàêîì) Âåéëÿ,
à óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3.242) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü -ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Âåéëÿ.

Ëåììà 3.9.2. 1. Ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îòêðûòî. Ðåçîëüâåíòà R(λ , A)
àíàëèòè÷íà íà ñâîåì ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå êàê ôóíêöèÿ ïàðà-
ìåòðà λ ñî çíà÷åíèÿìè â L(B 7→ B) è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Ãèëü-
áåðòà:

R(λ , A)−R(µ , A) = −(λ− µ)R(λ , A)R(µ , A). (3.243)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ res(A). Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (3.243) êàê
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî îïåðàòîðà R(µ , A) ∈ L(B 7→ B):

(id− (λ− µ)R(λ , A))R(µ , A) = R(λ , A). (3.244)

Ïðè
|λ− µ| < ‖R(λ , A)‖−1

óðàâíåíèå (3.244) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

R(µ , A) =

( ∑
0≤n<∞

((λ− µ)R(λ , A))n

)
R(λ , A), (3.245)

è ýòî ðåøåíèå àíàëèòè÷íî ïî µ â êðóãå

{µ | |λ− µ| < ‖R(λ , A)‖−1}.

Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.244) åñòü ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A.
Èç (3.243) ñëåäóåò, ÷òî

Im(R(µ , A)) ⊂ Dom(A).

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.243) ñëåâà íà (λid− A), ìû ïîëó÷àåì:

(λid− A)R(µ , A) = id− (µ− λ)R(µ , A),
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
(µid− A)R(µ , A) = id.

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî (3.243) ê ýëåìåíòó (λid − A)x, ìû ïî-
ëó÷àåì:

R(µ , A)(λid− A)x = x+ (λ− µ)R(µ , A)x,

à îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀(x ∈ Dom(A)) : R(µ , A)(µid− A)x = x.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.9.3. Åñëè

Dom(A1) = Dom(A2) , λ ∈ res(A1)
⋂

res(A2) , (A1 − A2) ∈ L(B 7→ B),

òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

R(λ , A1)−R(λ , A2) = R(λ , A1)(A1 − A2)R(λ , A2), (3.246)

R(λ , A1)−R(λ , A2) = R(λ , A2)(A1 − A2)R(λ , A1). (3.247)

Ðàâåíñòâà (3.247)-(3.246) åñòü äâå ôîðìû çàïèñè âòîðîãî ðåçîëüâåíò-
íîãî òîæäåñòâà (óðàâíåíèÿ). Ïåðâûì ðåçîëüâåíòíûì òîæäåñòâîì (óðàâ-
íåíèåì) íàçûâàþò òîæäåñòâî Ãèëüáåðòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

∀(x ∈ Dom(A1)) : (λid− A2)x− (λid− A1)x = (A1 − A2)x. (3.248)

Â (3.248) ñäåëàåì çàìåíó

x→ R(λ , A1)x

è óìíîæèì ñëåâà íà R(λ , A2). Ïîëó÷èì (3.246). Àíàëîãè÷íî, ñäåëàâ çà-
ìåíó

x→ R(λ , A2)x

è óìíîæèâ ñëåâà íà R(λ , A2), ïîëó÷èì (3.247). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.9.4. Åñëè

∃(λ ∈ C1) : R(λ , A1) = R(λ , A2), (3.249)

òî
A1 = A2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.249) ñëåäóåò, ÷òî

∀(x ∈ Dom(A1)) : x = R(λ , A2)(λid− A1)x.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Dom(A1) ⊂ Dom(A2)

è

(λid− A2)x = (λid− A2)R(λ , A2)(λid− A1)x = (λid− A1)x.

Îïðåäåëåíèå 3.9.5. Ãðàôèêîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

A : B1 ⊃ Dom(A) 7→ B2

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Gr(A) = {x⊕ Ax | x ∈ Dom(A)},

ðàññìàòðèâàåìîå êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ïðÿìîé ñóììû B1⊕B2 áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ B1 è B2.

Ìíîæåñòâî L ⊂ B1 ⊕ B2 åñòü ãðàôèê ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè, âî-ïåðâûõ, L åñòü ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå è,
âî-âòðûõ, èç óñëîâèé

x⊕ y ∈ L , x′ ⊕ y′ ∈ L , x = x′

ñëåäóåò, ÷òî
y = y′.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå äëÿ ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýêâèâàëåíòíî òðåáîâà-
íèþ:

L
⋂

(0⊕B2) = 0⊕ 0. (3.250)

Îïðåäåëåíèå 3.9.6. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî ãðà-
ôèê çàìêíóò êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ïðÿìîé ñóììû B1 ⊕ B2 áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ B1 ⊃ Dom(A) è B2 ⊃ Im(A).

Îïðåäåëåíèå 3.9.7. Îïåðàòîð Cl(A) íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì îïåðàòî-
ðà A, åñëè ãðàôèê îïåðàòîðà Cl(A) åñòü çàìûêàíèå ãðàôèêà îïåðàòîðà
A:

Gr(Cl(A))
def
= Cl(Gr(A)).
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Çàìûêàíèå ãðàôèêà îïåðàòîðà A íå îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (3.250), ïîýòîìó çàìûêàíèå ãðàôèêà îïåðàòîðà íå îáÿçàòåëüíî åñòü
ãðàôèê êàêîãî-íèáóäü îïåðàòîðà, íî î÷åâèäíà

Ëåììà 3.9.5. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

Cl(Gr(A))
⋂

(0⊕B2) = 0⊕ 0, (3.251)

òî îïåðàòîð A èìååò çàìûêàíèå Cl(A):

Dom(Cl(A)) = Pr1(Cl(Cr(A)),

∀(x⊕ y ∈ Cl(Cr(A))) : Cl(A)(x) = y. (3.252)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (3.251) ñîîòíîøåíèå
(3.252) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îïåðàòîð, ãðàôèê êîòîðîãî åñòü çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî Cl(Gr(A)).

Òàêèì îáðàçîì, çàìûêàíèåCl(A) îïåðàòîðà A -ýòî îïåðàòîð, êîòîðûé
äåëàåò êîììóòàòèâíîé ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

Cl(Gr(A)) Cl(Gr(A))

Pr1

y yPr2

B1
Cl(A)−−−→ B2

ãäå Prj -îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðÿìîé ñóììû B1 ⊕ B2 íà ñëàãàåìîå
Bj.

Òàê êàê
Gr(A) ⊂ Cl(Gr(A)),

òî
Dom(A) ⊂ Dom(Cl(A)) , ∀(x ∈ Dom(A)) : Ax = Cl(A)(x).

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü îïåðäåëåíèÿDom(A) çàìêíóòîãî îïåðàòîðà ìîæåò
íå áûòü çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B1 ⊃
Dom(A) è îáëàñòü îïåðäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ îïåðàòîðà ìîæåò íå áûòü
çàìûêàíèåì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî îïåðàòîðà.

Â äàëüíåéøåì îïåðàòîð è åãî çàìûêàíèå, êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
Ïóñòü

B = L2(R1 , dx);

Dom(A) = {f | f(x) ∈ L2(R1 , dx) , x2f(x) ∈ L2(R1 , dx)};
A : Dom(A) 7→ L2(R1 , dx) , Af(x) = x2f(x).
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A ïëîòíà â L2(R1 , dx), òàê êàê îíà ñî-
äåðæèò âñå ôóíêöèè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Îïåðàòîð A íåîãðàíè÷åí.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì

fε(x) = (ε/π)1/4 exp(−εx2/2).

Òîãäà

∀(ε > 0) : fε ∈ Dom(A) , ‖fε‖ = 1 , ‖Afε‖ > const/ε→∞ , ε→ 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

R(λ , A)f(x) =
1

(λ− x2)
f(x) , σ(A) = [0 , ∞).

Îïåðàòîð A çàìêíóò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîò-
ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x)⊕ Afn(x) ∈ Gr(A),

êîòîðàÿ â òîïîëîãèè ïðÿìîé ñóììû L2(R1 , dx) ⊕ L2(R1 , dx) ñõîäèòñÿ
ê òî÷êå f0(x) ⊕ ψ(x) è äîêàæåì, ÷òî ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó
îïåðàòîðà A.

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû â ïðÿìîé ñóììå ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò, ÷òî â
ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(R1 , dx)

fn(x)→ f0(x) , x2fn(x)→ x2f0(x) = ψ(x) , n→∞.

Èç ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L2(R1 , dx) âûòåêàåò, ÷òî

f0(x) ∈ L2(R1 , dx) , x2f0(x) ∈ L2(R1 , dx),

Ñëåäîâàòåëüíî,

f0(x) ∈ Dom(A) , ψ(x) = Af0(x) è f0(x)⊕ ψ(x) ∈ Gr(A).

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà
A íå çàìêíóòà â ïðîñòðàíñòâå L2(R1 , dx).

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð. Ïîëîæèì

B = L2(R1 , dx),

Dom(A) =

{f | f(x) ∈ L2(R1 , dx) , f ′(x) ∈ L2(R1 , dx) , f ′′(x) ∈ L2(R1 , dx)},

A : Dom(A)→ L2(R1 , dx) , Af(x) = − d2

dx2
f(x).
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Îïåðàòîð A íåîãðàíè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

f ∈ Dom(A) , ‖f‖ = 1.

Òîãäà √
nf(nx) ∈ Dom(A) , ‖

√
nf(n·)‖ = 1,

íî
‖A
√
nf(n·)‖ > const.n→∞ , n→∞.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ (ïîçæå ìû óòî÷íèì, â êàêîì èìåííî ñìûñëå) ê
îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, ïîýòîìó ðàññìîòðåí-
íûå íàìè ïðèìåðû, ïî-ñóùåñòâó, åñòü ðàçíûå ðåäàêöèè ïðèìåðà îäíîãî
è òîãî æå îïåðàòîðà.

Ïóñòü

z = x+ iy ∈ C1 , B = {f(z) |
∫
|f(z)|2 exp(−|z|2)dxdy <∞}.

Ïîëîæèì

Dom(A) = {f | f(z) ∈ B , |z|f(z) ∈ B},
A : Dom(A)→ B , Af(z) = zf(z).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî
îïåðàòîðà A ïóñòî: res(A) = ∅, è ñïåêòð îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñî âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ: σ(A) = C1.

3.10 Ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå.

Òåîðèÿ ïîëóãóïï îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âîçíèêëà ïðè
èçó÷åíèè óðàâíåíèé âèäà

du

dt
= Lu , t > 0 ; u(+0) = u0. (3.253)

Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè ñîñòîèò â îòâåòå íà âîïðîñ, ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ íà îïåðàòîð L è íà÷àëüíûå äàííûå u0 óðàâíåíèå (3.253) èìå-
åò ðåøåíèå è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòâåò íà ýòè
âîïðîñû ìîæíî äàòü â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ íåîãðàíè÷åííûõ îïå-
ðàòîðîâ, ñ ýëåìåíòàìè òåîðèè êîòîðûõ ìû òîëüêî ÷òî ïîçíàêîìèëèñü.
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Îïðåäåëåíèå 3.10.1. Ôóíêöèÿ

T (t) : R1
+ 3 t 7→ T (t) ∈ L(B 7→ B)

íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé êëàññà C0, åñëè

1. ∀(t1 ∈ R1
+ , t2 ∈ R1

+) : T (t1)T (t2) = T (t1 + t2).

2. T (0) = id ∈ L(B 7→ B).

3. (∀x ∈ B) ôóíêöèÿ R1
+ 3 t 7→ T (t)(x) ∈ B

íåïðåðûâíà íà [0 , ∞).

Ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ R1 3 t 7→ T (t) ∈ L(B 7→ B), êîòî-
ðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2. Òåðìèí C0 óòî÷íÿåò óñëîâèå 3 íåïðå-
ðûâíîñòè ýòîé ôóíêöèè. Èíîãäà óñëîâèå 3 ôîðìóëèðóåòñÿ â áîëåå ñëàáîé
ôîðìå, êîòîðóþ ìû çäåñü íå ðàññìàòðèâàåì.

Ëåììà 3.10.1. Åñëè T (t) -ïîëóãðóïïà êëàññà C0, òî îíà îãðàíè÷åíà ïî
íîðìå íà ëþáîì ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå:

∀(t > 0) : sup{‖T (τ)‖ | τ ≤ t} < C(t) <∞

(ïîä íîðìîé îïðåðàòîðà T (t) çäåñü è íèæå ìû ïîíèìàåì åãî íîðìó â
ïðîñòðàíñòâå L(B 7→ B)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ 3 îïðåäåëåíèÿ 3.10.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ B ôóíêöèÿ t 7→ ‖T (t)x‖ íåïðåðûâíà íà [0 , ∞), ïîýòîìó

∀(t > 0 , x ∈ B) : sup{‖T (τ)x‖ | τ ≤ t} = C(x) <∞.

Îòñþäà è èç òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà 3.3.2 (ñì. ñòð. 160) ñëåäóåò,
÷òî

sup{‖T (τ)‖ | τ ≤ t} ≤ C(t) <∞.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèåì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 3.10.2. Åñëè T (t) -ïîëóãðóïïà êëàñà C0, òî ñóùåñòâóþò òàêèå
êîíñòàíòû M <∞ , ω <∞, ÷òî

∀(t > 0) : ‖T (t)‖ < M exp(ωt). (3.254)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

t = n+ δ , 0 ≤ δ < 1.

Òîãäà

‖T (t)‖ = ‖T (n)T (δ)‖ ≤
‖T (1)n‖ · ‖T (δ)‖ ≤ ‖T (1)‖n · ‖T (δ)‖ ≤
sup{‖T (τ)‖ | τ ≤ 1} exp(t ln ‖T (1)‖).

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.10.1. Î ñâîéñòâàõ ãëàäêîñòè ôóíêöèè

t 7→ ‖T (t)‖

ìû ñåé÷àñ íè÷åãî ñêàçàòü íå ìîæåì: èç íàøèõ ðàññóæäåíèé íå ñëåäóåò
äàæå èçìåðèìîñòü ýòîé ôóíêöèè.

Ïóñòü T (t) -ïîëóãðóïïà êëàññà C0 è

Ah(x) =
1

h
(T (h)x− x).

Ïîëîæèì

Dom(A) := {x | ∃ lim
h→+0

Ah(x)}, (3.255)

∀(x ∈ Dom(A)) : A(x) = lim
h→+0

Ah(x). (3.256)

Îïðåäåëåíèå 3.10.2. Îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (3.256) îïåðàòîð íà-
çûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì ïîëóãðóïïû T (t).

Åñëè A -èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû T (t), òî ãîâîðÿò,
÷òî ïîëóãðóïïà T (t) ïîðîæäåíà èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì A.

Ëåììà 3.10.3. Åñëè A -èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû T (t)
è x ∈ Dom(A), òî ôóíêöèÿ

(0 , ∞) 3 t 7→ T (t)x

äèôôåðåíöèðóåìà è
dT (t)x

dt
= AT (t)x.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(x ∈ Dom(A) , δt > 0) :
(T (t+ δt)− T (t))x

δt
=(

T (δt)− id

δt

)
T (t)x = T (t)

(
T (δt)− id

δt
x

)
→

AT (t)x = T (t)Ax , δt→ 0,

(T (t− δt)− T (t))x

(−δt)
= T (t− δt)

(
T (δt)− id

δt
x

)
→= T (t)Ax.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.10.2. Èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð åñòü ïðàâàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ïîëóãðóïïû â íóëå. Â ëåììå 3.10.3 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò
îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Òåîðåìà 3.10.1. Åñëè A -èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû
T (t) êëàññà C0, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Dom(A) = B,

2. ‖T (t)− id‖ → 0 , t→ +0,

3. ∃(A ∈ L(B 7→ B)) : T (t) = exp(tA).

Äîêàçàòåëüñòâî.
1 → 2. Åñëè ïðåäåë (3.255) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî x ∈ B, òî â ñèëó

òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà

sup{‖(T (h)− id)/h‖ | 0 < h < h0} = C <∞,

ïîýòîìó
‖T (h)− id‖ ≤ Ch→ 0 , h→ 0.

2→ 3. Ïóñòü ε > 0 âûáðàíî òàê, ÷òî

∀(t < ε) : ‖T (t)− id‖ < 1/2.

Òîãäà
σ(T (t)) ⊂ b(1 , 1/2) ⊂ C1,

è òàê êàê ôóíêöèÿ ln(z) àíàëèòè÷íà â êðóãå b(1 , 1/2), òî îïðåäåëåí îïå-
ðàòîð

∀(0 < t < ε) : V (t) = lnT (t).

Åñëè 0 < nt < ε, òî

V (nt) = lnT (nt) = ln(T (t)n) = nV (t).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

V (t/n) =
1

n
V (t),

è
∀(m, n ,

m

n
t < ε) : V

(m
n
t
)

=
m

n
V (t).

Èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà V (t) êàê ôóíêöèè t îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀(0 < t < ε) : V (t) = tA , A ∈ L(B 7→ B),

è
T (t) = exp(tA) , 0 < t < ε.

Ñ ïîìîùüþ ïîëóãðóïïîâîãî òîæäåñòâà ýòî ðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà âñå t > 0.

3 7→ 1. Óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
Ïóñòü

B = R1 , ∀(z ∈ R1) : T (t)z = exp(at)z.

Ýòî ñîîòíîøåíèå çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå R1 ïîëóãðóïïó êëàññà C0 ñ èí-
ôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì

Az = az.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì è èíôèíèòåçèìàëüíûé îïå-
ðàòîð îãðàíè÷åí.

Ïóñòü B = C([0 , 2π]) -ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[0 , 2π] ïåðèîäè÷íûõ: f(0) = f(2π) , f ∈ B ôóíêöèé ñ îáû÷íîé íîðìîé.
Ïîëîæèì

T (t)f(φ) = f(φ+ t).

Ýòî ñîòíîøåíèå çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå C([0 , 2π]) ïîëóãðóïïó êëàññà C0

ñ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì

Af(φ) =
df(φ)

dφ
.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà -ìíîæåñòâî âñåõ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ýòî ìíîæåñòâî ïëîòíî â ïðî-
ñòðàíñòâå C([0 , 2π]), íî íå ñîâïàäàåò ñ íèì, à èíôèíèòåçèìàëüíûé îïå-
ðàòîð íåîãðàíè÷åí.
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3.10.1 Òåîðåìà Õèëëå-Ôèëëèïñà-Èîñèäû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé â òåîðèè ïîëóãðóïï êëàññà C0.

Òåîðåìà 3.10.2. Îïåðàòîð A åñòü èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïî-
ëóãðóïïû êëàññà C0 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B òîãäà è òîëüêî òîãäà,
åñëè îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A ïëîòíà â B:

Cl(Dom(A)) = B.

2. Îïåðàòîð A çàìêíóò.
3. Ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû M < ∞ , ω < ∞, ÷òî ïîëóïëîñ-

êîñòü Reλ > ω ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó îïåðàòîðà
A è ðåçîëüâåíòà R(λ , A) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∀(n > 0 , λ > ω) : ‖R(λ , A)n‖ ≤M |λ− ω|−n. (3.257)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ïîëó÷èì êàê ñëåäñòâèå íåñêîëüêèõ
ëåìì.

Ñíà÷àëà ìû áóäåì äîêàçûâàòü íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû Õèëëå-
Ôèëëèïñà-Èîñèäû è íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî T (t) -ïîëóãðóïïà êëàññ-
ñà C0.

Íà ïðîñòðàíñòâå B îïðåäåëèì îïåðàòîð

Mtx =
1

t

∫ t

0

T (τ)xdτ.

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê ôóíêöèÿ t 7→ T (t)x íåïåðåðûâíà.

Ëåììà 3.10.4. Åñëè T (t) ïîëóãðóïïà êëàññà C0, òî

∀(x ∈ B) : lim
t→0

Mtx = x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì x ∈ B. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëóãðóïïû êëàñ-
ñà C0 ñëåäóåò, ÷òî

∀(ε > 0) , ∃δ(ε) > 0 , ∀(t < δ(ε)) : ‖T (t)x− x‖ < ε.

Ïîýòîìó

∀(t < δ(ε)) : ‖Mtx− x‖ <
1

t

∫ t

0

‖T (τ)x− x‖dτ < ε.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 3.10.5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

AhMt = AtMh.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì:

htAhMtx = (T (h)− id)

∫ t

0

T (τ)xdτ =

∫ t

0

(T (h+ τ)− T (τ))xdτ =∫ t+h

h

T (τ)xdτ −
∫ t

0

T (τ)xdτ =

∫ h

0

T (τ) (T (t)− id)xdτ = htAtMh.

Èç ëåìì 3.10.4 è 3.10.5 ñëåäóåò

Ëåììà 3.10.6. Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

∀(t > 0) : Im(Mt) ⊂ Dom(A) ; Cl(Dom(A)) = B,

∀(x ∈ B) : AMtx = Atx.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî
îïåðàòîðà ïîëóãðóïïû êëàññà C0 ïëîòíà â òîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå äåé-
ñòâóåò ïîëóãðóïïà. Òåïåðü äîêàæåì ëåììó

Ëåììà 3.10.7. Èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû êëàññà C0

çàìêíóò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

xn ⊕ Axn ∈ Gr(A) , xn ⊕ Axn → {x0 , y0}.

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

x0 ⊕ y0 ∈ Gr(A).

Èç ëåììû 3.10.3 ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(t > 0) : T (t)xn − xn =

∫ t

0

T (τ)Axndτ.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó n→∞, ìû ïîëó÷àåì:

∀(t > 0) : T (t)x0 − x0 =

∫ t

0

T (τ)y0dτ.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà t è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó t→ 0, ìû
ïîëó÷èì:

x0 ∈ Dom(A) , Ax0 = y0.

Ëåììà äîêàçàíà.

250



Ëåììà 3.10.8. Ïóñòü T (t) -ïîëóãðóïïà êëàññà C0 è êîíñòàíòû M , ω
óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå (3.254). Òîãäà ïîëóïëîñêîñòü Reλ > ω ïðèíàä-
ëåæèò ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà A
è ïðè Reλ > ω ðåçîëüâåíòà èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

R(λ , A)x =

∫ ∞
0

exp(−λt)T (t)xdt. (3.258)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îöåíêè (3.254) ñëåäóåò, ÷òî èíòåðãàë â ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (3.258) ñõîäèòñÿ. Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (3.258) åñòü ðåçîëüâåíòà èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà. Íè-
æå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îïåðàòîð R(λ , A) îïðåäåëåí êàê ïðàâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà (3.258). Èìååì:

∀(x ∈ Dom(A)) : R(λ , A)(λid− A)x = lim
a→∞

∫ a

0

exp(−λt)T (t)(idλ− A)xdt =

− lim
a→∞

∫ a

0

d

dt
exp(−λt)T (t)xdt = x.

Äàëåå:

∀(x ∈ B) : AhR(λ , A)x = Ah

∫ ∞
0

exp(−λt)T (t)xdt =

exp(λh)− 1

h

∫ ∞
h

exp(−λt)T (t)xdt− 1

h

∫ h

0

exp(−λt)T (t)xdt→

λ

∫ ∞
0

exp(−λt)T (t)xdt− x , h→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(x ∈ B) : R(λ , A)x ∈ Dom(A) , (λid− A)R(λ , A)x = x.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.10.9. Åñëè A -èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû êëàñ-
ñà C0, òî åãî ðåçîëüâåíòà óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.257).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà è ëåììû 3.10.8 ñëåäóåò, ÷òî

R(λ , A)n+1x =
(−1)n

n!

dn

dλn

∫ ∞
0

exp(−λt)T (t)xdt =

1

n!

∫
exp(−λt)tnT (t)xdt.
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Èñïîëçóÿ îöåíêó (3.254), ìû ïîëó÷àåì:

∀(λ > ω) : ‖R(λ , A)n+1x‖ ≤ M

n!

∫ ∞
0

exp(−λt+ ωt)tndt‖x‖ =

M |λ− ω|−(n+1)‖x‖.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ìû äîêàçàëè íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû Õèëëå-Ôèëëèïñà-Èîñèäû.
Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè ýòèõ óñëîâèé.
Íèæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω < λ <∞.
ÏóñòüA -îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû Õèëëå-Ôèëëèïñà-

Èîñèäû è R(λ , A) -åãî ðåçîëüâåíòà.

Ëåììà 3.10.10. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Õèëëå-Ôèëëèïñà-
Èîñèäû, òî

∀(x ∈ B) : λR(λ , A)x→ x , λ→∞. (3.259)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(x ∈ Dom(A)) : λR(λ , A)x− x = R(λ , A)Ax.

Ïîýòîìó

∀(x ∈ Dom(A)) : ‖λR(λ , A)x− x‖ ≤
M |λ− ω|−1‖Ax‖ → 0 , λ→∞. (3.260)

Òàê êàê ìíîæåñòâî Dom(A) ïëîòíî â B, òî èç (3.260), îöåíêè (3.257)
è òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà 3.3.4 (ñì. ñòð. 161) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
ëåììû.

Ïîëîæèì

∀(λ > ω) : V (λ)x = −λ(id− λR(λ , A))x.

Ëåììà 3.10.11. Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

∀(x ∈ Dom(A)) : ‖V (λ)x− Ax‖ → 0 , λ→∞. (3.261)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 3.10.10 è ðàâåí-
ñòâà

V (λ)x = λR(λ , A)Ax.

Ïîëîæèì
∀(λ > ω) : S(λ , t) = exp(tV (λ)).
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Ëåììà 3.10.12. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∀(t > 0 , λ > ω) : ‖S(λ , t)‖ ≤M exp

(
λωt

λ− ω

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè λ > ω ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

S(λ , t) = exp(−λt)
∑

0≤n<∞

1

n!

(
λ2t
)n
R(λ , A)n.

Òàê êàê ðåçîëüâåíòà óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.257), òî

‖S(λ , t)‖ ≤ exp(−λt)
∑

0≤n<∞

1

n!

(
λ2t
)n ‖R(λ , A)n‖ ≤

M exp(−λt)
∑

0≤n<∞

1

n!

(
λ2t
)n |λ− ω|−n =

M exp

(
−λt+

λ2t

λ− ω

)
= M exp

(
λωt

λ− ω

)
. (3.262)

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.10.13. Ñóùåñòâóò ïðåäåë

∀(x ∈ B , t > 0) , ∃T (t) : T (t)
def
= lim

λ→∞
S(λ , t)x. (3.263)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(x ∈ Dom(A)) : S(λ , t)x− S(µ , t)x =∫ t

0

(
d

dτ
S(µ , t− τ)S(λ , τ)x

)
dτ =∫ t

0

S(µ , t− τ)S(λ , τ)(V (µ)− V (λ))xdτ ≤

const.‖(V (µ)− V (λ))x‖ → 0 , x ∈ Dom(A) , λ , µ→∞.

(Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëåììîé 3.10.11.)
Ìíîæåñòâî Dom(A) ïëîòíî â B, à íîðìà îïåðàòîðà S(λ , t) îãðàíè÷å-

íà ðàâíîìåðíî ïî λ â ñèëó ëåììû 3.10.12 , ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû
ñëåäóåò èç òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà 3.3.4.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.10.14. Çàäàííûé ðàâåíñòâîì (3.263) îïåðàòîð T (t) åñòü ïî-
ëóãðóïïà êëàññà C0 ñ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∀(x ∈ B , t1 ∈ R1 , t2 ∈ R1) : S(λ , t1)S(λ , t2)x = S(λ , t1 + t2)x,

∀(x ∈ Dom(A)) : S(λ , t)x− x =

∫ t

0

S(λ , τ)V (λ)xdτ.

Ïåðåõîäÿ â çòèõ ðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó λ→∞, ìû ïîëó÷àåì:

∀(x ∈ B , t1 ∈ R1 , t2 ∈ R1) : T (t1)T (t2)x = T (t1 + t2)x,

∀(x ∈ Dom(A)) : T (t)x− x =

∫ t

0

T (τ)Axdτ. (3.264)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäàííàÿ ôîðìóëîé (3.263) ôóíêöèÿ t åñòü ïîëó-
ãðóïïà è

∀(x ∈ Dom(A)) : ‖T (t)x− x‖ → 0 , t→ 0.

Îïÿòü âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Áàíàõà-Øòåéíãàóçà 3.3.4, ìû ïîëó-
÷àåì:

∀(x ∈ B) : ‖T (t)x− x‖ → 0 , t→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, T (t) -ïîëóãðóïïà êëàññà C0. Ïóñòü Ã -èíôèíèòåçèìàëüíûé
îïåðàòîð ïîëóãðóïïû T (t). Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.264) íà
exp(−λt) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî t îò 0 äî ∞. Ïîëó÷èì:

∀(x ∈ Dom(A)) : R(λ , Ã)(λid− A)x = x. (3.265)

Â óðàâíåíèè (3.265) ñäåëàåì çàìåíó x→ R(λ , A)x. Ïîëó÷èì:

∀(x ∈ Dom(A)) : R(λ , Ã)x = R(λ , A)x. (3.266)

Òàê êàê Dom(A) ïëîòíî â B, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

R(λ , Ã) = R(λ , A),

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 3.9.4 ñëåäóåò, ÷òî

Ã = A.

Èòàê, ìû äîêàçàëè òåîðåìó Õèëëå-Ôèëëèïñà-Èîñèäû.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó λ→∞ (3.262), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòî÷íå-

íèå òåîðåìû Õèëëå-Ôèëèïñà-Èîñèäû:

Ëåììà 3.10.15. Åñëè M è ω -êîíñòàíòû, êîòîðûå âõîäÿò â îöåíêó
(3.257), òî äëÿ ïîðîæäåííîé èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì A ïîëó-
ãðóïïû T (t) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖T (t)‖ ≤M exp(ωt). (3.267)
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Îïðåäåëåíèå 3.10.3. Ïîëóãðóïïà T (t) íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùåé, åñëè

∀(t > 0) : ‖T (t)‖ ≤ 1.

Ëåììà 3.10.16. Ïîëóãðóïïà T (t) ñæèìàþùàÿ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè ðåçîëüâåíòà åå èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà óäîâëåòâî-
ðÿåò îöåíêå

∀(λ > 0) : ‖R(λ , A)‖ ≤ 1/λ. (3.268)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3.258).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ (3.268) çàìåòèì, ÷òî ïðè åãî
âûïîëíåíèè

‖R(λ , A)n‖ ≤ ‖R(λ , A)‖n ≤ Reλ−n,

ïîýòîìó â îöåíêå (3.267) ìû ìîæåì ïîëîæèòü M = 1 , ω = 0.
Çàìåòèì, ÷òî çàìåíîé

T (t)→ exp(−ωt)T (t)

ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîëóãðóïïà áóäåò ñæèìàþ-
ùåé.

Òåîðåìà 3.10.3. Åñëè A0 -èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû
êëàññà C0 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B è b ∈ L(B → B) òî îïåðàòîð
A0 + b åñòü èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû êëàññà C0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T0(t) -ïîëóãðóïïà êëàññà C0, êîòîðàÿ ïîðîæ-
äåíà èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì A0 è ïóñòü

‖T0(t)‖ ≤M exp(ωt).

Âûáåðåì ÷èñëî δ > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

α := δ‖b‖M exp(ωδ) < 1.

Ïóñòü C([0 , δ] , B) -áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
îò t ∈ [0 , δ] ñî çíà÷åíèÿìè â B. Ôèêñèðóåì x ∈ B è â ïðîñòðàíñòâå
C([0 , δ] , B) ðàññìîòðèì îïåðàòîð

W : C([0 , δ] , B)→ C([0 , δ] , B),

Wz(t) = T0(t)x+

∫ t

0

T0(t− τ)bz(τ)dτ , 0 < t < δ.
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Ýòîò îïåðàòîð ñæèìàþùèé. Ïóñòü z0(t , x) -åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Äëÿ
[0 < t < δ] îïðåäåëèì îïåðàòîð

U(t) : x 7→ z0(t , x).

Îïåðàòîð U(t) -ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð:

∀(t < δ) : ‖U(t)x | B‖ ≤ (1− α)−1δ‖b‖M exp(ωδ)‖x | B‖,

ïðè÷åì èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà C([0 , δ] , B) ñëåäóåò, ÷òî

∀(x ∈ B) : ‖U(t)x− x | B‖ → 0 , t→ +0.

Ïóñòü t1 + t2 < δ. Òîãäà

z0(t1 + t2 , x) = T0(t2)(T0(t1)x+

∫ t1

0

T0(t1− τ)bz0(τ , x)dτ)+∫ t2

0

T0(t2− τ)bz0(t1 + τ , x)dτ.

Òàê êàê îïåðàòîð W ïðè êàæäîì x ∈ B èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó, òî îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

z(t1 + t2 , x) = z(t2 , z(t1 , x)),

ïîýòîìó
∀(t1 + t2 < δ) , : U(t1)U(t2) = U(t1 + t2).

Ïóñòü

t = n
δ

2
+ τ , 0 ≤ τ <

δ

2
.

Ïîëîæèì

T (t)
def
= U(

δ

2
)nU(τ). (3.269)

Ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ïîëóãðóïïó êëàññà C0 ñ èíôèíèòåçèìàëüíûì
îïåðàòîðîì A = A0 + b.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå B = L2(R1 , dx) íà îáëàñòè

Dom(A) = {f | f(x) ∈ L2(R1 , dx) , x2f(x) ∈ L2(R1 , dx)}

îïðåäåëèì îïåðàòîð
Af(x) = −x2f(x).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Õèëëå-Ôèëëèïñà-Èîñèäû âûïîë-
íåíû è îïåðàòîð A ïîðîæäàåò ñæèìàþùóþ ïîëóãðóïïó

T (t)f(x) = exp(−x2t)f(x).
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3.10.2 Àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à Êîøè.

Ïóñòü A -ëèíåéíûé (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíûé) îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ Dom(A):

A : B ⊃ Dom(A) 7→ B.

Îïðåäåëåíèå 3.10.4. Ôóíêöèÿ

R1
+ 3 t 7→ y(t , y0) ∈ Dom(A) (3.270)

íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè

dy(t , y0)

dt
= Ay(t , y0) , 0 < t <∞ , y(+0 , y0) = y0, (3.271)

åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. ∀(t > 0) : ∃dy(t , y0)

dt
∈ B.

2. ∀(t > 0) : y(t , y0) ∈ Dom(A)

3. ‖y(t , y0)− y0‖ → 0 , t→ +0

è ðàâåíñòâî (3.271).

Òåîðåìà 3.10.4. Åñëè îïåðàòîð A åñòü èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðà-
òîð ïîëóãðóïïû êëàññà C0 , y0 ∈ Dom(A), òî àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à Êîøè
(3.271) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

y(t , y0) = T (t)y0,

ãäå T (t) -ïîëóãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì A.

Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïóñòü
z(t) -ðåøåíèå àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè:

dz(t)

dt
= Az(t) , t > 0 , z(+0) = 0.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(0 < τ < t) :
d

dτ
T (t− τ)z(τ) = −AT (t− τ)z(τ) + AT (t− τ)z(τ) ≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀t > 0 : T (0)z(t) = z(t) = T (t)z(0) = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.10.3 Íåêîòîðûå ðàâåíñòâà, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé ïî-

ëóãðóïï.

Âûâåäåì íåêîòîðûå ïîëåçíûå è ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ðàâåíñòâà, êîòîðûå
ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ïîëóãðóïï. Äëÿ óäîáñòâà âûâîäà íóæíûõ íàì ðà-
âåíñòâ ìû áóäåì ñ÷èòàòü âñå âñòðå÷àþùèåñÿ îïåðàòîðû îãðàíè÷åííû-
ìè. Â ïðèëîæåíÿõ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ýòèõ ðàâåíñòâ èññëåäóåòñÿ â
êàæäîì ñëó÷àå îòäåëüíî.

Ôîðìóëà Òðîòòåðà.

Ëåììà 3.10.17. a , b ∈ L(B 7→ B), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

exp(t(a+ b)) = lim
n→∞

(exp(ta/n) · exp(tb/n))n . (3.272)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(exp(ta/n) · exp(tb/n))n =(
(id + ta/n+O((1/n)2))(id + tb/n+O((1/n)2))

)n
=(

(id + ta/n+ tb/n+O((1/n)2))
)n → exp(t(a+ b)) , n→∞.

Ôîðìóëà (3.272) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òðîòòåðà.

Ôîðìóëà Äþàìåëÿ.

Ëåììà 3.10.18. Ïóñòü ôóíêöèÿ

R1
+ 3 t 7→ a(t) ∈ L(B 7→ B)

íåïðåðûâíà. Ïóñòü U(t , τ) -ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

dU(t , τ)

dt
= a(t)U(t , τ) , 0 < τ < t <∞ , U(τ , τ) = id. (3.273)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è

dy(t)

dt
= a(t)y(t) + f(t) , y(0) = y0 (3.274)

äàåòñÿ ôîðìóëîé

y(t) = U(t , 0)y0 +

∫ t

0

U(t , τ)f(τ)dτ. (3.275)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.275) ïî
t è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.273), ìû ïîëó÷àåì:

dU(t , 0)y0

dt
+
d

dt

∫ t

0

U(t , τ)f(τ)dτ =

a(t)U(t , 0)y0 +

∫ t

0

a(t)U(t , τ)f(τ)dτ + U(t , t)f(t) =

a(t)y(t) + f(t).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ôîðìóëà (3.275) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Äþàìåëÿ.
Åñëè îïåðàòîð a(t) íå çàâèñèò îò t:

a(t) ≡ a,

òî
U(t , τ) = exp((t− τ)a),

è ôîðìóëà Äþàìåëÿ ïðèíèìàåò âèä

y(t) = exp(ta)y0 +

∫ t

0

exp((t− τ)a)f(τ)dτ. (3.276)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dy(t)

dt
= ay(t) + by(t) , y(0) = y0. (3.277)

ãäå îïåðàòîðû a è b íå çàâèñÿò îò t. Ïîëàãàÿ

f(t) = by(t)

è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3.277), ìû ïîëó÷àåì:

exp(t(a+ b))y0 = exp(ta)y0 +

∫ t

0

exp((t− τ)a)b exp(τ(a+ b))y0dτ.

Çàìåíÿÿ â ýòîì óðàâíåíèè
b 7→ b− a

è èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíîñòü y0, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó

exp(tb)− exp(ta) =

∫ t

0

exp((t− τ)a)(b− a) exp(τb)dτ. (3.278)
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Ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýêñïîíåíòû. Ïîëîæèì â ôîð-
ìóëå (3.278)

a = a(β) , b = a(β) +
da(β)

dβ
∆β +O((∆β)2)

è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ∆β → 0. Ïîëó÷èì

d

dβ
exp(ta(β)) =

∫ t

0

exp((t− τ)a(β))
da(β)

dβ
exp(τa(β))dτ. (3.279)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè
a(β) = a+ βb,

òî
d

dβ
exp((a+ βb))|β=0 =

∫ 1

0

exp((1− τ)a)b exp(τa)dτ. (3.280)

Ôîðìóëû (3.279)-(3.280) èíîãäà íàçûâàþò ôîðìóëàìè Ôåéíìàíà.
Ïîëîæèì â ôîðìóëå (3.279)

a(β) = −t exp(βa)h exp(−βa),

âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.150) (ñì. ñòð. 202) è ïîòîì ïîëîæèì β = 0.
Ìû ïîëó÷èì:

[a , exp(−th)] = −
∫ t

0

exp(−(t− τ)h)[a , h] exp(−τh)dτ (3.281)

ãäå
[a , b] = ab− ba.

Ôîðìóëà (3.281) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êóáî (ïðàâäà, îíà âûïèñàíà â
íåïðèâû÷íûõ äëÿ ãëàçà ôèçèêà îáîçíà÷åíèÿõ).

Ôîðìóëû Áåéêåðà-Êåìáåëëà-Õàóñäîðôà. Ôèçèêè íàçûâþò ôîð-
ìóëàìè Áåéêåðà-Êåìáåëëà-Õàóñäîðôà (èëè ôîðìóëàìè Áåéêåðà-Õàóñäîðôà)
ðÿä ôîðìóë, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ êàê ñëåäñòâèå èçâåñòíîé â òåîðèè ãðóïï
Ëè ôîðìóëû Êåìáåëëà-Õàóñäîðôà äëÿ îïåðàòîðà ln(expA · expB). Ïî-
ëó÷èì íåêîòîðûå èç ýòèõ ôîðìóë. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îïåðàòî-
ðû îãàíè÷åíû, õîòÿ íà ïðàêòèêå ôîðìóëû ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿþòñÿ ê
íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðàì.

Ïîëîæèì
[A , B] := AB −BA.
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Ëåììà 3.10.19. Åñëè

[A [A , B]] = 0,

òî

exp(A)B exp(−A) = B + [A , B],

exp(A)φ(B) = φ(B + [A , B]) exp(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

f(t) = exp(tA)B exp(−tA).

Äèôôèðåíöèðóÿ ïî t, ïîëó÷àåì:

df

dt
= exp(tA)(AB −BA) exp(−tA) = [A , B] exp(tA) exp(−tA) = [A , B].

f(t) = B + t[A , B].

Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâàÿ èç äîêàçûâàåìûõ ôîðìóë, èç êîòîðîé âûòåêàåò
(ñì. ôîðìóëó (3.150) íà ñòð. 202), ÷òî

exp(tA)φ(B) exp(−tA) = φ(exp(tA)B exp(−tA)) = φ(B + t[A , B]),

÷òî ýêâèâàëåíòíî âòîðîé ôîðìóëå.

Ëåììà 3.10.20. Åñëè

[A , B] = C , [A , C] = [B , C] = 0,

òî

exp(A) · exp(B) = exp(
1

2
C + A+B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

f(t) = exp(tA) · exp(tB) · exp(−t(A+B)).

Òîãäà

df

dt
= exp(tA)A exp(tB) · exp(−t(A+B)) + exp(tA) · exp(tB)B exp(−t(A+B))−

exp(tA) · exp(tB)(A+B) exp(−t(A+B)) =

exp(tA)(A exp(tB)− exp(tB)A) exp(−t(A+B)) = tCf(t).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f(t) = exp(
1

2
t2C).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 3.10.3. Íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòîâ áàíàõîâîé àëãåáðû, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

ab− ba = id

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü òàêèå ýëåìåíòû ñó-
ùåñòâóþò. Òîãäà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

a2b− aba = a , aba− ba2 = a,

ïîýòîìó

a2b− ba2 = 2a,

è ïî èíäóêöèè

∀n : anb− ban = nan−1,

ñëåäîâàòåëüíî

∀n : n‖an−1‖ ≤ 2‖a‖‖b‖‖an−1‖,

÷òî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ‖an−1‖ = 0, à îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî an−1 = an−2 = . . . = a = 0 = id.

3.11 Êîìåíòàðèè è ëèòåðàòóðíûå óêàçàíèÿ.

3.11.1 Îïðåäåëåíèå ëèíåéííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî (âåêòîðíîãî) ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî -ýòî êîììóòàòèâíàÿ (àáåëåâà) ãðóïïà, íà êîòîðîé îïðåäåëå-
íî ïîä÷èíÿþùååñÿ ðÿäó àêñèîì äåéñòâèå ïîëÿ ñêàëÿðîâ. Â êà÷åñòâå ïîëÿ
ñêàëÿðîâ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâà ïîëÿ: ïîëå äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë è ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà äåéñòâè-
òåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè, ïîýòîìó îáùåãî
îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ìû äàâàòü íå áóäåì. Îáùåðèíÿòûé ñïèñîê àêñèîì ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû ïðèâîäèì íèæå.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L -ýòî ìíîæåñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïå-
ðàöèÿ ñëîæåíèÿ, ñòàâÿùàÿ êàæäûì äâóì ýëåìåíòàì a ∈ L , b ∈ L â
ñîîòâåòñòâèå òðåòèé ýëåìåíò, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì a+ b, è îïðåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ íà (êîìïëåêñíîå) ÷èñëî, ñòàâÿùàÿ êàæäîìó ÷èñëó λ ∈ C1 è
ýëåìåíòó a ∈ L â ñîîòâåòñòâèå îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì λa ýëåìåíò ïðî-
ñòðàíñòâà L. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà
÷èñëî óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àêñèîìàì.
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1. Ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî:

(a+ b) + c = a+ (b+ c).

2. Ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ L, ÷òî

∀(a ∈ L) : a+ 0 = 0 + a = a.

3. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ L ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò (−a) ∈ L, ÷òî

a+ (−a) = 0.

4. Ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî:

∀(a ∈ L , b ∈ L) : a+ b = b+ a.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì.

5. ∀(α ∈ C1 , β ∈ C1 , a ∈ L) : α(βa) = (αβ)a.

6. ∀(α ∈ C1 , a , b ∈ L) : α(a+ b) = αa+ αb.

7. ∀(α ∈ C1 , β ∈ C1 , a ∈ L) : (α + β)a = αa+ βa.

8. ∀(a ∈ L) : 1 · a = a.

Àêñèîìû 1-3 çàäàþò â L ñòðóêòóðó ãðóïïû, àêñèîìà 4 óòî÷íÿåò, ÷òî
ýòà ãðóïïà êîììóòàòèâíà (àáåëåâà), àêñèîìû 5-7 çàäàþò â L ñòóêòóðó
ìîäóëÿ íàä ïîëåì, àêñèîìà 8 óòî÷íÿåò, ÷òî ýòîò ìîäóëü -óíèòàðíûé.

Íå âñå àêñèîìû 1-8 íåçàâèñèìû: íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî âûâåñòè èç
äðóãèõ, íåêîòîðûå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â áîëåå ñëàáîé ôîðìå, îäíàêî
ñïèñîê 1-8 óäîáåí è ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ îáùåèçâåñòíû è ìû íå áóäåì íà íèõ
îñòàíàâëèâàòüñÿ.

3.11.2 Îïðåäåëåíèå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü L -ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è L ⊃ L0 -ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ïðîñòðàíñòâà L. Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå L ñîîòíîøåíå ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïîëîæèâ

a ∼ a′ , åñëè a− a′ ∈ L0. (3.282)

Ïóñòü L/L0 -ôàêòîð ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà L ïî ñîîòíîøåíèþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè (3.282) è ïóñòü [a] ∈ L/L0 -òîò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòî-
ðûé ñîäåðæèò ýëåìåíò a ∈ L. Ïðåâðàòèì ìíîæåñòâî L/L0 â ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî, ïîëîæèâ ïî îïðåäåëåíèþ

α[a] + β[b] := [αa+ βb]. (3.283)
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Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî L0 -ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî è ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü (3.283) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåä-
ñòàâèòåëåé â êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ñîîòíîøåíèþ (3.282) ñ îïðå-
äåëåííûìè ñîîòíîøåíèåì (3.283) îïåðàöèÿìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà L ïî ïîäïðîñòðàíñòâó
L0.

3.11.3 Îïðåäåëåíèå ïðÿìîé ñóììû ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü I -ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è ïóñòü êàæäîìó τ ∈ I ïî-
ñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Lτ íàä îäíèì è òåì æå
ïîëåì ñêàëÿðîâ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé

I 3 τ 7→ a(τ) ∈ Lτ

è ïðåâðàòèì ýòî ìíîæåñòâî â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëîæèâ ïî îïðå-
äåëåíèþ

(αa+ βb)(τ) := αa(τ) + βb(τ) ∈ Lτ .

Ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Lτ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

⊕
∑
τ∈I

Lτ .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîäîáíîé êîíñòðóêöèè ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàí-
ñòâî Rd. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I -ýòî îòðåçîê íàòóðàëüíîãî
ðÿäà {1 ≤ τ ≤ d} , Lτ ≡ R1 è

Rd = ⊕
∑

1≤τ≤d

R1.

Äðóãîé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ ïðÿìîé ñóììû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ äàåò
ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Ïóñòü L -ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü L ⊃ Lj , 1 ≤ j ≤ n -
ëèíåéíûéå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà L, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùåìó óñëîâèþ: êàæäûé ýëåìåíò a ïðîñòðàíñòâà L åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

a =
∑
j

aj , aj ∈ Lj.
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Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ
ñóììó ïðîñòðàíñòâ Lj:

L = ⊕
∑
j

Lj.

Èçëîæåííûå â ýòîé ãëàâå ôàêòû òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïî
ñóùåñòâó, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèì �áåñêîíå÷íîìåðíûì� îáîáùåíèåì èç-
âåñòíîé ÷èòàòåëþ òåîðèè ìàòðèö è îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåé-
íîì ïðîñòðàíñòâå è åñòü ïðàêòè÷åñêè â êàæäîì ó÷åáíèêå ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà. Êëàññè÷åñêèìè ó÷åáíèêàìè ÿâëÿþòñÿ êíèãè [21, 27, 18].
Ïðîñòîå èçëîæåíèå íà÷àë òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ åñòü â ó÷åáíè-
êå [33]. Êðàòêîå è ðàññ÷èòàííîå íà ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ èçëîæåíèå
îñíîâ òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ åñòü â [32]. Îáñòîÿòåëüíîå èçëî-
æåíèå îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ÷èòàòåëü íàéäåò â [40]. Ìíîãî èíòåðåñíûõ
ôàêòîâ òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÷èòàòåëü óçíàåò èç êíèã [19, 20].
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Ãëàâà 4

Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

4.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë (åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî äðóãîå) è åñëè z ∈ C1, òî ñèìâîë z∗ îáîçíà-
÷àåò ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëó z:

∀ (a ∈ R1 , b ∈ R1) : z = a+ ib , z∗ = a− ib.

4.1.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L -ýòî ôóíêöèÿ

< , > : L× L→ C1,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì.
1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî ïî âòîðîìó àðãóìåíòó:

∀ (a ∈ L , b ∈ L , c ∈ L , α ∈ C1 , β ∈ C1), :

< c , αa+ βb >= α < c , a > +β < c , b > .

2. Ñêàëÿðíîå ïðîèèçâåäåíèå êîñîñèììåòðè÷íî:

∀ (a ∈ L , b ∈ L) : < a , b >=< b , a >∗ .

3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå âûðîæäåíî:

∀(a ∈ L) : < a , a >≥ 0 , (< a , a >= 0) ⇐⇒ (a = 0).

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âìåñòå ñ îïðåäåëåííûì íà
íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèì íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Âìåñòî óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî âòîðîìó àð-
ãóìåíòó ÷àñòî ïðèíèìàþò óñëîâèå ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ñëîæèâøåéñÿ â ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêå òðàäèöèè.

Â ïðÿìîé ñóììå óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ

H = ⊕
∑
j

Hj

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

∀(a ∈ H , b ∈ H) : < a , b >=
∑
j

< aj , bj >j , aj ∈ Hj , bj ∈ Hj,

ãäå < , >j -ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Hj.

Òåîðåìà 4.1.1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà óíèòàðíîì ïðîñòðàíòñâå
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∀(a ∈ L , b ∈ L) : | < a , b > | ≤< a , a >1/2< b , b >1/2 . (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

< a , b >6= 0.

Â íåðàâåíñòâå

∀(z ∈ C1) : < za− z−1b , za− z−1b >=

|z|2 < a , a > +|z|−2 < b , b > −2Re (exp(−2i arg(z)) < a , b >) ≥ 0

ïîëîæèì

z =

(
< b , b >

< a , a >

)1/4

exp(iθ) , θ = (1/2) arg(< a , b >)

Ïîëó÷èì (4.1).
Íåðàâåíñòâî (4.1) â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íà ðóññêîì ÿçûêå íà-

çûâþò íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå
íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì Êîøè èëè
íåðàâåíñòâîì Øâàðöà.

Òåîðåìà 4.1.2. Íà óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ

L 3 a 7→< a , a >1/2∈ R1
+ (4.2)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íîðìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåâûðîæäåííîñòü è îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè (4.2) î÷å-
âèäíû. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Èìååì:

! < a+ b , a+ b >=< a , a > + < b , b > +2Re< a , b > ≤
< a , a > + < b , b > +2(< a , a >< b , b >)1/2 =

((< a , a >)1/2 + (< b , b >)1/2)2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî âìåñòå ñ îïðåäåëåííîé íà
íåì íîðìîé

‖a‖ =< a , a >1/2 (4.3)

íàçûâàåòñÿ ïðåäãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (4.3) íîðìà
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ïàðàëëåëîãàììà:

∀(x ∈ H , y ∈ H) : ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2). (4.4)

Â ïðåäãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íåðàâåíñòâî (4.1) ìîæåò áûòü çàïèñà-
íî â âèäå

| < a , b > | ≤ ‖a‖ · ‖b‖. (4.5)

Â äåéñòâèòåëüíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò,
÷òî ìîäóëü êîñèíóñà óãëà ìåíüøå èëè ðàâåí åäèíèöå.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðÿìîé ñóììå óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïî-
ðîæäàåò íîðìó

‖ ⊕
∑
j

aj‖2 =
∑
j

‖aj‖2.

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå è íåðàâåíñòâà Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò î÷åâèäíàÿ

Ëåììà 4.1.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖x‖ = sup{| < y , x > | | ‖y‖ ≤ 1}. (4.6)

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî -ýòî ïðåäãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (ò. å. ïîëíîå íîðìè-
ðîâàííîå ïðîñòàíñòâî) îòíîñèòåëüíî íîðìû (4.3).
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Ïóñòü L0 -ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü L -ïîïîëíåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà L0 êàê áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Îïåðàòîð âëîæåíèÿ

J : L0 7→ L

ëèíååí, è ýòî ïîçâîëÿåò çàäàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ëèíåéíîì ìíî-
ãîîáðàçèè J(L0) ⊂ L, ïîëîæèâ ïî îïðåäåëåíèþ

∀(a ∈ L0 , b ∈ L0) : < J(a) , J(b) >:=< a , b > .

Ïî íåïðåðûâíîñòè ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà âñå ïðîñòðàíñòâî L è ïðåâðàòèòü L â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïî-
ëó÷åííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì ïðåäãèëü-
áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà L0. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî îáû÷íî îáîçíà÷þò
ñèìâîëîì H.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Hα ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì < , >α.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 4.1.1. Ïðîñòðàíñòâî L2(D , µ(dx)).ÏóñòüD ⊂ Rd è L2(D , µ(dx))
îïðåäåëåíî êàê â 1.1.14 (ñì. ñòð. 44). Ïðåâðàòèì ïðîñòðàíñòâî L2(D , µ(dx))
â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëîæèâ ïî îïðåäåëåíèþ

∀(f ∈ L2(D , µ(dx)) , g ∈ L2(D , µ(dx))) :

< f , g >=

∫
D

f ∗(x)g(x)µ(dx). (4.7)

Èíòåãðàë â (4.7) ñóùåñòâóåò â ñèëó íåðàâåíñòâà

|f ?(x)g(x)| ≤ |f(x)|2 + |g(x)|2.

Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà L2(D , µ(dx)) åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû Ðèññà-Ôèøåðà
1.1.6 (ñì. ñòð. 43).

Ïðèìåð 4.1.2. Ïðîñòðàíñòâî l2. Ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà l2 ÿâëÿþòñÿ
òàêèå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

a = {aj | aj ∈ C1 , 1 ≤ j <∞}

÷òî ∑
1≤j<∞

|aj|2 <∞.

Ïðîñòðàíñòâî l2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà
L2(D , µ(dx)) ïðè D = R1, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî íîñèòåëü ìåðû µ(dx) åñòü
ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z.
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Ñòðóêòóðà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íà l2 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

αa+ βb = {αaj + βbj}.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå l2 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

< a , b >=
∑

1≤j<∞

a∗jbj.

Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà l2 åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû Ðèññà-Ôèøåðà 1.1.6 (ñì.
ñòð. 43), òàê êàê ñóììó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàë ïî ìåðå,
íîñèòåëü êîòîðîé åñòü ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

4.1.2 Îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Ýëåìåíòû f , g ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H îðòî-
ãîíàëüíû (îáîçíà÷åíèå: f⊥g), åñëè

< f , g >= 0.

Îïðåäåëåíèå 4.1.5. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ej | j ∈ I} ⊂ H ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè

< ei , ej >= δij , ∀(i 6= j) : δij = 0 , ∀i : δii = 1.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì.
Â ïðîñòðàíñòâå l2 îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ ej , j =

1 . . . ñîñòàâëÿþò âåêòîðû, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì j ðàâíà åäè-
íèöå, à âñå îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ:

ej = {0 , 0 . . . 0 , 1 , 0 . . .}.

Â ïðîñòðàíñòâå L2([0 , 1] , dx) îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ ñî-
ñòàâëÿþò âåêòîðû

e0(x) = 1 , e2j(x) =
√

2 cos(2πjx) , e2j+1(x) =
√

2 sin(2πjx) , j = 1 . . .

Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íå îáÿçàòåëüíî ñ÷åòíà.

Îïðåäåëåíèå 4.1.6. Åñëè {ej | j ∈ I} ⊂ H -îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
ýëåìåíòîâ, òî ÷èñëà

< ej , f >

íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ýëåìåíòà f ∈ H ïî îðòîíîðìèðî-
âàííîé ñèñòåìå {ej}.

271



Ëåììà 4.1.2. Ïóñòü {fj | 1 ≤ j < ∞} ⊂ H -ïðîèçâîëüíàÿ ñ÷åòíàÿ
ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H è

Ln = span{f1 , . . . fn}.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñ÷åòíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíê-
öèé {ej | 1 ≤ j <∞}, ÷òî

Ln ⊂ span{e1 , . . . en}

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèì èíäóêöèåé ïî n. Äîñòà-
òî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïðè êàæäîì n ñèñòåìà ôóíêöèé {f1 . . . , fn}
ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äëÿ n = 1 ïîëîæèì

e1 = f1/‖f1‖.

Åñëè
f(n+1) 6∈ span{e1 , . . . en},

òî ïîëîæèì

e(n+1) = µ(f(n+1) −
∑

1≤j≤n

< ej , f(n+1) > ej).

Î÷åâèäíî, ÷òî

∀(j ≤ n) : < e(n+1) , ej >= 0 ; e(n+1) 6= 0.

Ïàðàìåòð µ âûáåðåì èç óñëîâèÿ

‖e(n+1)‖ = 1.

Èìååì:

f(n+1) =
1

µ
e(n+1) +

∑
1≤j≤n

< ej , f(n+1) > ej ∈ span{e1 , . . . e(n+1)}.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 4.1.3. Åñëè {ej | 1 ≤ j < ∞} -îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
ýëåìåíòîâ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀αj : ‖f −
∑

1≤j≤n

αjej‖2 = ‖f‖2 −
∑

1≤j≤n

| < ej , f > |2 +
∑

1≤j≤n

|αj− < ej , f > |2.

(4.8)
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Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.1.1. Åñëè {ej | 1 ≤ j <∞} -îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
ýëåìåíòîâ, òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

∀αj : ‖f −
∑

1≤j≤n

< ej , f > ej‖ ≤ ‖f −
∑

1≤j≤n

αjej‖. (4.9)∑
1≤j<∞

| < ej , f > |2 ≤ ‖f‖2. (4.10)

Íåðàâåíñòâî (4.10) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Áåññåëÿ.
Èç íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííîé

ñèñòåìû è ëþáîãî f ∈ H ðÿä∑
j

< ej , f > ej

ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H.

Îïðåäåëåíèå 4.1.7. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ej |∈ I}
íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò îòëè÷íîãî îò íóëÿ âåêòîðà, êî-
òîðûé îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì ñèñòåìû {ej |∈ I}:

(∀ej : < ej , f >= 0)⇒ (f = 0).

Ëåììà 4.1.4. Åñëè îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñ÷åòíà, òî îíà ïîëíà
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

∀(f ∈ H) : ‖f‖2 =
∑

1≤j<∞

| < ej , f > |2. (4.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýëåìåíò f ∈ H îðòîãîíàëåí âñåì ýëåìåíòàì
ñèñòåìû {ej | 1 ≤ j < ∞}, òî èç óñëîâèÿ (4.11) ñëåäóåò, ÷òî f = 0,
ïîýòîìó èç (4.11) ñëåäóåò ïîëíîòà ñèñòåìû {ej | 1 ≤ j <∞}. Äëÿ ëþáîãî
f ∈ H ýëåìåíò

g = f −
∑

1≤j<∞

< ej , f > ej

îðòîãîíàëåí âñåì ýëåìåíòàì ñèñòåìû {ej | 1 ≤ j < ∞}. Åñëè ñèñòåìà
{ej | 1 ≤ j <∞} ïîëíà, òî g = 0. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî g = 0 ñêàëÿðíî íà
f , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

0 = ‖f‖2 −
∑

1≤j<∞

| < ej , f > |2.
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Ëåììà äîêàçàíà.
Åñëè îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñ÷åòíà, òî ïîëîæèâ â ðàâåíñòâå

(4.11)
f → f + λg

è ïðèðàâíÿâ ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ, ìû ïîëó÷èì

Ëåììà 4.1.5. Ñ÷åòíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ej | 1 ≤ j < ∞}
ïîëíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

∀(f ∈ H , g ∈ H) : < f , g >=
∑

1≤j<∞

< f , ej >< ej , g > . (4.12)

Ðàâåíñòâî (4.12) íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.8. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ñåïàðàáåëüíî, åñëè â
íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî, ò. å. òàêîå ìíîæåñòâî
{fj | 1 ≤ j <∞}, ÷òî

H = Cl({fj | 1 ≤ j <∞}). (4.13)

Òåîðåìà 4.1.3. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî â òîì è òîëü-
êî òîì ñëó÷àå, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ïîëíàÿ îðòîíîðìèðî-
âàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ñåïàðàáåëüíî,
ìíîæåñòâî {fj | 1 ≤ j < ∞} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.13) è îðòîíîð-
ìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ej | 1 ≤ j <∞} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀n : span{fj | 1 ≤ j ≤ n} ⊂ span{ej | 1 ≤ j ≤ n}. (4.14)

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà f ∈ H ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
fn(j) , 1 ≤ j <∞, ÷òî

‖f − fn(j)‖ → 0 , j →∞.

Ïóñòü
fn(j) =

∑
1≤i≤n(j)

α(n(j) , i)ei.

Èç íåðàâåíñòâà (4.9) ñëåäóåò, ÷òî

∀(n > n(j)) : ‖f −
∑

1≤i≤n

< ei , f > ei‖2 ≤

‖f −
∑

1≤i≤n(j)

α(n(j) , i)ei‖2 = ‖f − fn(j)‖2 → 0 , j →∞.
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Ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (4.14) îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-
ñòåìà ïîëíà. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòàíñòâå H
ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ej |
1 ≤ j <∞}. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà∑

1≤j≤n

(aj + ibj)ej , aj , bj − ðàöèîíàëüíû, n = 1 . . .

Ýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíî è âñþäó ïëîòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî H ñåïàðàáåëüíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.1.9. Îïåðàòîð

U ∈ L(H1 7→ H2)

íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì, åñëè

∀(f ∈ H1 , g ∈ H1) : < Uf , Ug >2=< f , g >1 .

Ëåììà 4.1.6. Îïåðàòîð U åñòü èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

∀(f ∈ H1) : ‖Uf | H2‖2 = ‖f | H1‖2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî â ðàâåíñòâå

‖U(f + λg) | H2‖2 = ‖(f + λg) | H1‖2

ïðèðàâíÿòü ñëàãàåìûå ñ ëèíåéíîé è ñîïðÿæåííî-ëèíåéíîé ïî λ ÷àñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.10. Èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð U íàçûâàåòñÿ óíèòàð-
íûì, åñëè îí îáðàòèì:

∃U−1 : UU−1 = U−1U = id.

Òåîðåìà 4.1.4. Åñëè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñóùåñòâóåò ñ÷åò-
íàÿ ïîëíàÿ îòðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ej | 1 ≤ j <∞},
òî ñóùåñòâóåò óíèòàðíîå îòîáðàæåíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íà ïðî-
ñòðàíñòâî l2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå U ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå

∀(f ∈ H) : Uf = {< ej , f >| 1 ≤ j <∞}.
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Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

U−1({αj}) = f =
∑

1≤j<∞

αjej.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âñå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðî-
ñòðàíñòâà, ïî-ñóùåñòâó, îäèíàêîâû: êàê ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà îíè
óíèòàðíî èçîìîðôíû ïðîñòðàíñòâó l2.

Ïóñòü H0 , H1 , H2 -ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, Ui -
óíèòàðíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Hi â H0, A ∈ L(H1 7→ H2) , Ã -
îïåðàòîð, êîòîðûé äåëàåò êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó:

H1
A−−−→ H2

U1

y yU2

H0
Ã−−−→ H0

ßñíî, ÷òî èçó÷åíèå îïåðàòîðà A ìîæíî ñâåñòè ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðà
Ã, ïîýòîìó â ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ïðîñòðàíñòâà L(H 7→ H).

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è íåñ÷åò-
íîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.

Ïóñòü L0 -ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé âèäà

f ∈ L0 : f(x) =
∑

1≤j≤n

aj exp(iλjx) , λj ∈ R1 , −∞ < x <∞, n = 1 . . .

Îïðåäåëèì íà L0 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

∀(f ∈ L0 , g ∈ L0) : < f , g >:= lim
a→∞

1

2a

∫ a

−a
f ∗(x)g(x)dx.

Ïóñòü H -ïîïîëíåíèå L0 îòíîñèòåëüíî íîðìû, èíäóöèðîâàííîé ýòèì ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â ïîëó÷åííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòå-
ìà ýëåìåíòîâ

eλ(x) = exp(iλx) , λ ∈ R1

îðòîíîðìèðîâàíà è íåñ÷åòíà, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî H íåñåïàðàáåëüíî.
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4.2 Òåîðåìà Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî

ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî M â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âû-
ïóêëûì, åñëè

∀(a ∈M , b ∈M , α ∈ (0 , 1)) : αa+ (1− α)b ∈M.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÷àñòî íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ëåâè.

Òåîðåìà 4.2.1. Â çàìêíóòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ñ íàèìåíüøåé íîðìîé è ýòîò ýëåìåíò
åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M -çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ìíîæåñòâî {‖x‖ | x ∈ M} îãðàíè÷åíî ñíèçó,
ïîýòîìó ó ýòîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü d è ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂M , ÷òî

lim
n→∞

‖xn‖ = d = inf{‖x‖ | x ∈M}. (4.15)

Â ñèëó ðàâåíñòâà ïàðàëåëëîãðàìà

∀(m > 0) :
∥∥∥1

2
(xn + x(n+m))

∥∥∥2

+
∥∥∥1

2
(xn − x(n+m))

∥∥∥2

=

1

2

(
‖xn‖2 + ‖x(n+m)‖2

)
→ d2 , n→∞. (4.16)

Íî â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà M :

1

2
(xn + x(n+m)) ∈M,

ïîýòîìó

∀(n , m) :
∥∥∥1

2
(xn + x(n+m))

∥∥∥2

≥ d2,

è èç (4.16) ñëåäóåò, ÷òî

sup{‖xn − x(n+m)‖ | 1 ≤ m <∞} → 0 , n→∞.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (4.15) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíäàìåíòàëüíà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (4.15). Òàê êàê ìíîæåñòâî M çàìêíóòî, òî

∃(x0 ∈M) : xn → x0 , ‖x0‖ = d.
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Ïóñòü x′0 -ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(x′0 ∈M) , ‖x′0‖ = d.

Òîãäà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′n} ⊂M , ÷òî

x′n → x′0 , n→∞.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x1 , x

′
1 , x2 , x

′
2 , . . .

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.15) è ïîýòîìó ôóíäàìåíòàëüíà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, x0 = x′0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü M -ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Ìíîæåñòâî

M⊥ def
= {x | ∀(y ∈M) : < y , x >= 0} (4.17)

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà M .

Ëåììà 4.2.1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâàM åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
M⊥ åñòü çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H è (Cl(M))⊥ = M⊥

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ

x 7→< y , x >

íåïðåðûâíà, ïîýòîìó ìíîæåñòâî

{x |< y , x >= 0}

çàìêíóòî ïðè ëþáîì y ∈ H. Ìíîæåñòâî

M⊥ =
⋂
y∈M

{x |< y , x >= 0}

çàìêíóòî êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
Åñëè x1 ∈M⊥ , x2 ∈M⊥, òî

∀(y ∈M) : < αx1 + βx2 , y >= α∗ < x1 , y > +β∗ < x2 , y >= 0,

ïîýòîìó
αx1 + βx2 ∈M⊥.

Ñëåäîâàòåëüíî, M⊥ -ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
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Èç âêëþ÷åíèÿ
M ⊂ Cl(M)

ñëåäóåò âêëþ÷åíèå
(Cl(M))⊥ ⊂M⊥.

Ïóñòü
x ∈M⊥ , yn ∈M , yn → y0 ∈ Cl(M).

Òîãäà
< x , y0 >= lim

n→∞
< x , yn >= 0,

ïîýòîìó
x ∈ (Cl(M))⊥ , M⊥ ⊂ (Cl(M))⊥.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ëåâè î ïðîåêöèè.

Òåîðåìà 4.2.2. Åñëè H0 -çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, òî âñå ïðîñòðàíñòâî åñòü ïðÿìàÿ ñóììà

H = H0 ⊕H⊥0 . (4.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ H. Ìíîæåñòâî

M = {x− y | y ∈ H0}

åñòü çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü (x− y0) -ýëåìåíò ñ íàèìåíü-
øåé íîðìîé â ìíîæåñòâå M . Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2.1 òàêîé ýëåìåíò ñó-
ùåñòâóåò è îí åäèíñòâåíåí. Òàê êàê ýëåìåíò (x− y0) èìååò íàèìåíüøóþ
íîðìó ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M , òî

∀(w ∈ H0) :
d

dz
‖x− y0 + zw‖2

∣∣
z=0

= 0,

∀(w ∈ H0) :
d

dz
‖x− y0 + izw‖2

∣∣
z=0

= 0.

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå, ìû ïîëó÷àåì:

∀(w ∈ H0) : < x− y0 , w > + < x− y0 , w >∗= 0,

∀(w ∈ H0) : < x− y0 , w > − < x− y0 , w >∗= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
(x− y0) ∈ H⊥0 .

Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

x = y0 + x− y0.
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Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ (4.18) ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî

∀H0 : H0

⋂
H⊥0 = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H⊥0 ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ ôàêòîð-

ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà H ïî ïðîñòðàíñòâó H0.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëåâè è íàçûâàåòñÿ òåîðå-

ìîé Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 4.2.3. Åñëè H -ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ ëþáîãî ëè-
íåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà l ∈ H? ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð
y(l) ∈ H, ÷òî

∀(x ∈ H) : l(x) =< y(l) , x > . (4.19)

Óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (4.19) âåêòîð y(l) åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (4.19) ñëåäóåò èç íåâû-
ðîæäåííîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

åñëè ∀x : l(x) =< y(l) , x >=< y1(l) , x > , òî y(l) = y1(l).

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ (4.19). Ìíîæåñòâî Ker(l) åñòü
çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.
Åñëè Ker(l) = H, òî òåîðåìà äîêàçàíà: ìîæíî ïîëîæèòü y(l) = 0. Åñëè
Ker(l) 6= H, òî

∃z : z ∈ Ker(l)⊥ , z 6= 0.

Òàê êàê

∀(x ∈ H) : l(l(x)z − l(z)x) = l(x)l(z)− l(z)l(x) = 0,

òî

∀(x ∈ H) : (l(x)z − l(z)x) ∈ Ker(l),

ñëåäîâàòåëüíî

∀(x ∈ H) : < z , l(x)z − l(z)x >= 0,

ïîçòîìó

< z , z > l(x) = l(z) < z , x >,

è
∀x : l(x) =< y(l) , x > , y(l) = l∗(z)‖z‖−2z. (4.20)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ëåììà 4.2.2. Îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (4.20) îòîáðàæåíèå

I : H? 7→ H , H? 3 l 7→ I(l) = y(l) ∈ H

àíòèëèíåéíî:
I(αl1 + βl2) = α∗I(l1) + β∗I(l2),

îáðàòèìî:
I−1(y)(x) =< y , x > .

è ñîõðàíÿåò íîðìó
‖I(l) | H‖ = ‖l | H?‖. (4.21)

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç (4.6).

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Ôóíêöèÿ

B : H ×H 7→ C1

íàçûâàåòñÿ ïîëóëèíåéíîé (èëè êîñî ëèíåéíîé, èëè ïîëóòîðàëèíåéíîé,
èëè ñîïðÿæåííî-ëèíåéíîé, èëè èíîãäà ïðîñòî áèëèíåéíîé, åñëè ÿñíî, î
÷åì èäåò ðå÷ü) ôîðìîé, åñëè

∀(x ∈ H , y ∈ H , z ∈ H) : B(x , βy + γz) = βB(x , y) + γB(x , z),

B(αx+ βy , z) = α∗B(x , z) + β∗B(y , z).

Îïðåäåëåíèå 4.2.3. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà B(x , y) íàçûâàåòñÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷íîé (èëè ýðìèòîâîé) åñëè

∀(x ∈ H , y ∈ H) : B(x , y) = B(y , x)∗. (4.22)

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êîñîñèìåòðè÷íîé áèëè-
íåéíîé ôîðìû ñïðàâåäëèâî ïîëÿðèçàöèîííîå òîæäåñòâî:

B(x , y) =
1

4
(B(x+ y , x+ y)−B(x− y , x− y)+

iB(x− iy , x− iy)− iB(x+ iy , x+ iy)). (4.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, êîñîñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà äèàãîíàëè: êâàäðàòè÷íîé ôîðìîéB(x , x).

Ëåììà 4.2.3. Åñëè â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå áèëè-
íåéíàÿ ôîðìà íà äèàãîíàëè ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ:

∀(x ∈ H) : B(x , x) ∈ R1,

òî îíà êîñîñèììåòðè÷íà:

B(x , y) = B(y , x)∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî

ImB(x+ y , x+ y) = 0

äàåò:
ImB(x , y) = −ImB(y , x).

Ñäåëàâ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàìåíó

y → iy,

ìû ïîëó÷àåì:
ReB(x , y) = ReB(y , x).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ðèññà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ëàêñà-Ìèëüãðàìà-Âèøèêà

(èëè òåîðåìà Ëàêñà-Ìèëüãðàìà, èëè òåîðåìà Ëàêñà):

Òåîðåìà 4.2.4. 1. Åñëè áèëèíåéíàÿ ôîðìà B óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó

∃(C <∞) , ∀(x ∈ H , y ∈ H) : |B(x , y)| < C‖x‖ · ‖y‖, (4.24)

òî ñóùåñòâóåò òàêîé îïåðàòîð A ∈ L(H 7→ H), ÷òî

∀(x ∈ H , y ∈ H) : B(x , y) =< x , Ay > . (4.25)

2. Åñëè áèëèíåéíàÿ ôîðìà B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.24) è óñëîâèþ
êîýðöèòèâíîñòè:

∃(m > 0) , ∀(x ∈ H) : B(x , x) > m‖x‖2, (4.26)

òî âõîäÿùèé â ïðåäñòàâëåíèå (4.25) îïåðàòîð A îáðàòèì è óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó:

‖A−1‖ ≤ 1/m. (4.27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ (4.24) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñè-
ðîâàííîì x ∈ H ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

y 7→ B(y , x)∗

íåïðåðûâåí. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð A(x) ∈ H, ÷òî

∀(y ∈ H) : B(y , x) =< y , A(x) > .
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Èç ëèíåéíîñòè ôîðìû B ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A
ëèíååí è

‖A(x)‖ ≤ sup{|B(y , x)| | ‖y‖ ≤ 1} ≤ C‖x‖.

Ïîýòîìó îïåðàòîð A íåïðåðûâåí è

B(x , y) =< x , Ay > .

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Èç (4.26) ñëåäóåò, ÷òî

Ker(A) = 0.

Äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ êîýðöèòèâíîñòè ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Im(A) = H.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ êîýðöèòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî áè-
ëèíåéíàÿ ôîðìà B(x , y) íà äèàãîíàëè ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ è ïîýòîìó êîñîñèììåòðè÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, áèëèíåéíàÿ ôîðìà
B(x , y) çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå H ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðè÷åì èí-
äóöèðîâàííàÿ ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íîðìà ýêâèâàëåíòíà èñ-
õîäíîé íîðìå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðèññà ê ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòðàíñòâó
H ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì B(x , y), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîé îïåðàòîð Ã ∈ L(H 7→ H), ÷òî

∀(x ∈ H , y ∈ H) : < x , y >= B(x , Ãy) =< x , AÃy > .

Ñëåäîâàòåëüíî,
Im(A) = H.

Òàê êàê
Ker(A) = 0 , Im(A) = H,

òî èç òåîðåìû Áàíàõà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîãî îïåðàòîðà îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð A−1 ∈ L(H 7→ H).

Äàëåå èìååì:

|B(A−1x , A−1x)| = | < A−1x , x > | ≥ m‖A−1x‖2.

Ïîýòîìó â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

∀(‖x‖ = 1) : ‖A−1x‖ ≥ m‖A−1x‖2.

Îòñþäà è âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (4.27).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ßñíî, ÷òî óñòàíàâëèâàåìîå ôîðìóëîé (4.25) ñîîòâåòñòâèå ìåæäó óäî-
âëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ (4.24) áèëèíåéíûìè ôîðìàìè è îïåðàòîðàìè
A ∈ L(H 7→ H) âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Â äàëüíåéøåì íàì ÷àñòî áóäåò
óäîáíî çàäàâàòü îïåðàòîðû èõ áèëèíåéíûìè ôîðìàìè (ïîäîáíî òîìó,
êàê â ëèíåéíîé àëãåáðå îïåðàòîðû çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè).

Åñëè áèëèíåéíàÿ ôîðìà êîñîñèììåòðè÷íà, òî âõîäÿùèé â ïðåäñòàâ-
ëåíèå (4.25) îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

∀(x ∈ H , y ∈ H) : < x , Ay >=< Ax , y > .

4.3 Ïîíÿòèå ãèëüáåðòîâà ñîïðÿæåíèÿ è îãðà-

íè÷åííûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü i = 1 , 2 , Hi -ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì < , >i , A ∈ L(H1 7→ H2).

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Îïåðàòîð

A∗ ∈ L(H2 7→ H1)

íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A, åñëè

∀(x ∈ H1 , y ∈ H2) : < A∗y , x >1=< y , Ax >2 . (4.28)

Ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð (îáîçíà÷åíèå: A∗) è ðàíåå âåäåí-
íûé ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð (îáîçíà÷åíèå: A?) äåéñòâóþò â ðàçíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ: ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð äåéñòâóåò â ïðîñòðàí-
ñòâå H2, à ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå H?

2 . Ãèëüáåðòîâî ñî-
ïðÿæåííûé îïåðàòîð è ñîïðÿæåííé îïåðàòîð ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

A∗ = I1A
?I−1

2 , (4.29)

ãäå
Ii : H?

i 7→ Hi

-îïðåäåëåííûå ðàíåå îïåðàòîðû âëîæåíèÿ.

Ëåììà 4.3.1. Îïåðàöèÿ ãèëüáåðòîâà ñîïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L(H1 7→
H2) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

(αA1 + βA2)∗ = α∗A∗1 + β∗A∗2.

(A∗)∗ = A. (4.30)

‖A∗‖ = ‖A‖. (4.31)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòî-
ðîãî çàìåòèì, ÷òî

∀(x ∈ H1 , y ∈ H2) : < y ,Ax >2=< A∗y , x >1=

< x , A∗y >∗1=< (A∗)∗x , y >∗2=< y , (A∗)∗x >2 .

Ðàâåíñòâî (4.30) äîêàçàíî. Èç (4.29) ñëåäóåò, ÷òî

‖A∗‖ ≤ ‖A?‖ = ‖A‖.

Äåëàÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå çàìåíó A→ A∗, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (4.31).
Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.3.2. Îïåðàòîð A ∈ L(H 7→ H) íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûì, åñëè

∀(x ∈ H , y ∈ H) : < x , Ay >=< Ax , y > . (4.32)

Îïðåäåëåíèå 4.3.3. Îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A íà-
çûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè

∀(x ∈ H) : < x , Ax >≥ 0. (4.33)

Îïðåäåëåíèå 4.3.4. Åñëè A è B -îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïå-
ðàòîðû, òî

A ≥ B,

åñëè
A−B ≥ 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A è B -íåîòðèöàòåëüíûå îãðàíè÷åííûå ñàìîñî-
ïðÿæåííûå îïåðàòîðû, òî ïðè α > 0 îïåðàòîðû αA , A+B -íåîòðèöàòåëüíû.

Ëåììà 4.3.2. Åñëè A -îãðàíè÷åííûé íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåí-
íûé îïåðàòîð, òî

∀(x ∈ H , y ∈ H) : | < x , Ay > | ≤< x , Ax >1/2< y , Ay >1/2 . (4.34)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

< (zx− z−1y) , A(zx− z−1y) >=

|z|2 < x , Ax > +|z|−2 < y , Ay > −2Re (exp(−2i arg(z)) < x , Ay >) ≥ 0.

Åñëè < x , Ax >= 0, òî ìû äîëæíû èìåòü:

< x , Ay >= 0,
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èíà÷å ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíåò ïðîòèâîðå÷èâûì ïðè çàìåíå x → tx è ñî-
îòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðàìåòðà t. Åñëè < x , Ax >6= 0, òî ìû ìîæåì
ïîëîæèòü

z =

(
< y , Ay >

< x , Ax >

)1/4

exp(i arg(< x , Ay > /2))

è ïîëó÷èì íóæíîå íåðàâåíñòâî.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîëîæèì

m− = inf{< x , Ax >| ‖x‖ = 1},
m+ = sup{< x , Ax >| ‖x‖ = 1}. (4.35)

Òåîðåìà 4.3.1. Åñëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, òî σ(A) ⊂ [m− , m+] , m± ∈
σ(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, òî êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà

x 7→< x , Ax >

ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è

∀(x ∈ H , β ∈ R1) : ‖(A+ iβid)x‖2 = ‖Ax‖2 + β2‖x‖2 ≥ β2‖x‖2. (4.36)

Äîêàæåì, ÷òî îòñþäà âûòåêàåò

Ëåììà 4.3.3. Ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ëå-
æèò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Çàìå÷àíèå 4.3.1. Ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî ñïåêòð ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåí-
íîãî îïåðàòîðà ëåæèò íà äåÉñâèòåëüíîé îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäâèã

A→ A+ iaid , a ∈ R1

ïåðåâîäèò ëþáîé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ñàìîìîïðÿæåííûé, ïî-
ýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè β ∈ R1 , β 6= 0 îïåðàòîð (A + iβid)
îáðàòèì.

Ïóñòü
β 6= 0 , H0 = Im(A+ iβid).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî H0 çàìêíóòî. Ïóñòü

yn ∈ H0 , yn → y0 , n→∞.

286



Òîãäà

yn = (A+ iβid)xn , ‖y(n+m) − yn‖2 ≥ β2‖x(n+m) − xn‖2.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ:

xn → x0 è y0 = (A+ iβid)x0 ∈ H0.

Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà H0 äîêàçàíà.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî H0 = H. Ïóñòü H0 6= H. Òîãäà

∃z : z ∈ H⊥0 , ‖z‖ = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

< z , (A+ iβid)z >=< z , Az > +iβ‖z‖2 = 0,

ïîýòîìó
Im< z , (A+ iβid)z > = β‖z‖2 = 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, ìû èìååì:

∀(β 6= 0) : (A+ iβid) ∈ L(H → H) , Im(A+ iβid) = H , Ker(A+ iβid) = 0.

Ïî òåîðåìå Áàíàõà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîãî îïåðàòîðà îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî

∀(β 6= 0) : (A+ iβid)−1 ∈ L(H → H).

Ëåììà äîêàçàíà.
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü

λ ∈ R1 , λ > m+.

Òîãäà
< x , (λid− A)x >≥ (λ−m+)‖x‖2,

ïîýòîìó áèëèíåéíàÿ ôîðìà

B(x , y) =< x , (λid− A)y >

êîýðöèòèâíà è îïåðàòîð (λid− A) èìååò îáðàòíûé. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ïðè λ < m− îïåðàòîð (λid−A) èìååò îáðàòíûé. Íàì îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî m± ∈ σ(A).

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖xn‖ = 1 , < xn , Axn >→ m−.

287



Îïåðàòîð
B = A−m−id

íåîòðèöàòåëåí.
Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (4.34) ê

x = xn , y = (A−m−id)xn , A = B.

Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

‖(A−m−id)xn‖4 ≤ | < xn , (A−m−id)xn > |‖(A−m−id)‖3 → 0 , n→∞.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Âåéëÿ (ñì. ñòð. 238) äëÿ îïåðàòîðà A è ÷èñëà λ = m− è ïîýòîìó m− ∈
σ(A).

Çàòåì ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn} : ‖xn‖ = 1 , < xn , Axn >→ m+

è îïåðàòîð
B = m+id− A,

à äàëåå ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ðåëåÿ.

Ëåììà 4.3.4. Åñëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

‖A‖ = sup{| < x , Ax > | | ‖x‖ = 1}. (4.37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

M = sup{| < x , Ax > | | ‖x‖ = 1}.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî

∀(‖x‖ ≤ 1) : | < x , Ax > | ≤ ‖x‖ · ‖Ax‖ ≤ ‖A‖,

ïîýòîìó
M ≤ ‖A‖.

Äàëåå èìååì:

|Re< x , Ay >| = 1

4
(< (x+ y) , A(x+ y) > − < (x− y) , A(x− y) >) ≤

M

4

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
=
M

2

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.
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Ïîëîæèì â ýòîì íåðàâåíñòâå

x =
Ay

‖Ay‖
.

Ïîëó÷èì:
∀(‖y‖ = 1) : ‖Ay‖ ≤M.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåììû 4.3.4 âûòåêàþò äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 4.3.1. Åñëè A -ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî

‖A2‖ = ‖A‖2. (4.38)

Ýòî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

‖A2‖ = sup{< x , A2x >| ‖x‖ = 1} = sup{< Ax , Ax >| ‖x‖ = 1} = ‖A‖2.

Ñëåäñòâèå 4.3.2. Åñëè r(A) -ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà A, òî

r(A) = ‖A‖. (4.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.38) ñëåäóåò, ÷òî

∀n : ‖Aq(n)‖ = ‖A‖q(n) , q(n) = 2n.

Â ñèëó òåîðåìû 3.5.12 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(A) = lim
n→∞

‖Aq(n)‖1/q(n) = ‖A‖.

4.4 Êîìïàêòíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòî-

ðû, îïåðàòîðû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è ÿäåð-

íûå îïåðàòîðû.

4.4.1 Êîìïàêòíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû.

Ýòè îïåðàòîðû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè. Ñâîéñòâà êîìïàêòíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ îïè-
ñûâàþòñÿ òåîðåìîé Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.
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Òåîðåìà 4.4.1. Åñëè A 6= 0 -ñàìîñîïðÿæåííûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå,òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-
íàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ej} è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λj} ,
λj → 0 , j →∞, ÷òî

∀(f ∈ H) : Af =
∑

1≤j<∞

λj < ej , f > ej. (4.40)

Åñëè ðÿä (4.40) áåñêîíå÷åí, òî îí ñõîäèòñÿ ïî íîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4.3.1 õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë ±‖A‖ 6= 0
ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïåðàòîðà A. Ïóñòü λ1 ∈ σ(A) , |λ1| = ‖A‖. Âñå
íå ðàâíûå íóëþ òî÷êè ñïåêòðà êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà -èçîëèðîâàííûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñì. òåîðåìó 3.8.5, ñòð. 235). Ñëåäîâàòåëüíî, λ1

-ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A. Ïóñòü e1 -ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ:

Ae1 = λ1e1. (4.41)

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

A1 : A1f = Af − λ1 < e1 , f > e1.

Îïåðàòîð A1 ñàìîñîïðÿæåí è êîìïàêòåí. Ëèáî A1 = 0, ëèáî ó îïåðàòî-
ðà A1 åñòü ñîáñòåííîå çíà÷åíèå λ2, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ e2, ïðè÷åì ‖A1‖ = |λ2|. Èìååì:

Ae2 − λ1 < e1 , e2 > e1 = λ2e2.

Óìíîæèâ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà e1, ìû ïîëó÷èì:

< e1 , Ae2 > −λ1 < e1 , e2 >=

< Ae1 , e2 > −λ1 < e1 , e2 >= 0 = λ2 < e1 , e2 > .

Ñëåäîâàòåëüíî,

ëèáî λ2 = 0 , ëèáî < e2 , e1 >= 0

è
Ae2 = λ2e2.

Äàëåå ïîëîæèì

A2 : A2f = A1f − λ1 < e1 , f > e1 − λ2 < e2 , f > e2
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è ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ. Òîãäà ëèáî íà íåêîòîðîì øàãå ìû ïîëó÷èì,
÷òî

Af =
∑

1≤j≤n

λj < ej , f > ej,

ëèáî ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λj, ïðè÷åì â ñèëó òåîðå-
ìû 3.8.5

|λj| = ‖Aj‖ → 0 , j →∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèâåäåì ïðèìåð êîìïàêòíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.
ÏóñòüD ⊂ Rd -îãðàíè÷åííàÿ êâàäðèðóåìàÿ îáëàñòü, k(x , y) -íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ îò x , y ∈ D, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è
ñèììåòðè÷íà ïî x , y:

∀(x ∈ D , y ∈ D) : k(x , y) = k(y , x).

Îïåðàòîð

Af(x) =

∫
D

k(x , y)f(y)dy

êîìïàêòåí â ïðîñòðàíñòâå L2(D) (ñì. ñòð. 224) è ñàìîñîïðÿæåí.
Ïóñòü {λ+

j } -ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïàêòíîãî ñà-
ìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ
ìîäóëÿ:

λ+
j+1 ≤ λ+

j .

Ïóñòü {λ−j } -îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïàêòíîãî ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ ìî-
äóëÿ:

|λ−(j+1)| ≤ |λ
−
j |.

Ïóñòü L(j−1) -ïîäïðîñòðàíñòâà â H:

L(j−1) ⊂ H , dim(L(j−1)) = j − 1,

ν+(L(j−1)) = sup{< f , Af >| ‖f‖ = 1 , f ∈ L⊥(j−1)},
ν−(L(j−1)) = inf{< f , Af >| ‖f‖ = 1 , f ∈ L⊥(j−1)}.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Å. Ôèøåðà èëè ïðèíöèïîì
ìèíèìàêñà.

Òåîðåìà 4.4.2. 1. Åñëè

σ(A)
⋂

[0 , ∞) 6= ∅,
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òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λ+
1 = sup{< f , Af >| ‖f‖ = 1}, (4.42)

∀j > 1 : λ+
j = inf{ν+(L(j−1)) | L(j−1) ⊂ H}. (4.43)

2. Åñëè

σ(A)
⋂

(−∞ , 0] 6= ∅,

òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λ−1 = inf{< f , Af >| ‖f‖ = 1}, (4.44)

∀j > 1 : λ−j = sup{ν−(L(j−1)) | L(j−1) ⊂ H}. (4.45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

Ae±j = λ±j e
±
j

-ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ±j . Ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(f ∈ H) : < f , Af >=
∑
j

λ+
j | < e+

j , f > |2 +
∑
j

λ−j | < e−j , f > |2.

(4.46)
Èç (4.46) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè òî÷íûõ ãðàíåé â (4.42)-(4.44) äî-
ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

‖f‖2 =
∑
±,j

| < e±j , f > |2. (4.47)

Åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.47), òî

∀(‖f‖ = 1) : λ+
1 − < f , Af >=∑

j

(λ+
1 − λ+

j )| < e+
j , f > |2 +

∑
j

(λ+
1 − λ−j )| < e−j , f > |2 ≥ 0,

ïðè÷åì
λ+

1 =< e+
1 , Ae

+
1 > .

Ðàâåíñòâî (4.42) äîêàçàíî.
Ðàâåíñòâî (4.44)ïîëó÷àåòñÿ èç (4.42) çàìåíîé A 7→ −A.
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû

{hi , 1 ≤ i ≤ j − 1} ⊂ H,
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ïóñòü
L(j−1) = span{hi , 1 ≤ i ≤ j − 1}

è îïðåäåëèì ÷èñëà {αi , 1 ≤ i ≤ j} èç óñëîâèé

∀(k ≤ j − 1) :
∑

1≤i≤j

αi < e+
i , hk >= 0 ,

∑
1≤i≤j

|αi|2 = 1.

Ïóñòü
φ =

∑
1≤i≤j

αie
+
i .

Òîãäà

‖φ‖ = 1 , φ ∈ (L(j−1))
⊥ , < φ , Aφ >=

∑
1≤i≤j

λ+
i |αi|2 ≥ λ+

j ,

ïîýòîìó
ν+(L(j−1)) ≥< φ , Aφ >≥ λ+

j .

Íî
ν+(e+

1 , . . . e
+
(j−1)) = λ+

j ,

÷òî è äîêàçûâàåò (4.43).
Ðàâåíñòâî (4.45) ïîëó÷àåòñÿ èç (4.43) çàìåíîé A 7→ −A. Òåîðåìà äî-

êàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.4.1. Åñëè λj(A) è λj(B) -çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå óáû-
âàíèÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ A è B è

A ≥ B,

òî
∀j : λj(A) ≥ λj(B).

Ôîðìóëà (4.40) â íåêîòîðîì ñìûñëå çàäàåò îáùèé âèä êîìïàêòíîãî
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ëåììà 4.4.1. Åñëè {ej} -îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå è αj → 0 , j →∞ -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, òî îïåðàòîð

Af =
∑
j

αj < ej , f > ej

êîìïàêòåí.

293



Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð

Anf =
∑

1≤j≤n

αj < ej , f > ej

êîìïàêòåí. Äàëå èìååì:

‖Af − Anf‖2 =
∑
j>n

α2
j | < ej , f > |2 ≤ ‖f‖2 sup{α2

j | j > n},

ïîýòîìó
‖A− An‖ ≤ sup{|αj| | j > n} → 0 , n→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A åñòü ïðåäåë ïî íîðìå êîìïàêòíûõ îïåðàòî-
ðîâ è ïîýòîìó êîìïàêòåí.

4.4.2 Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà è õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèå ÷èñëà.

Ïóñòü A ∈ L(H 7→ H). Îïåðàòîð A∗A ∈ L(H 7→ H) ñàìîñîïðÿæåí è åãî
ñïåêòð ëåæèò íà íåîòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé îñè, ãäå îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ

R1
+ 3 λ 7→

√
λ ∈ R1

+.

Â ñèëó òåîðåìû 4.5.1 êîððåêòíî îïðåäåëåí íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿ-
æåííûé îïåðàòîð

|A| := (A∗A)1/2. (4.48)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè îïå-
ðàòîðà.

Òåîðåìà 4.4.3. Îïåðàòîð A ∈ L(H 7→ H) ïðåäñòàâèì â ââèäå:

A = U |A|, (4.49)

ãäå ñàìîñîïðÿæåííûé íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð |A| äàåòñÿ ôîðìóëîé
(4.48), à îïåðàòîð U óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. Dom(U) = Cl(Im(|A|)) , Im(U) = Cl(Im(A)) , Ker(U) = 0. (4.50)

2. ∀f ∈ Cl(Im(|A|)) : ‖Uf‖2 = ‖f‖2. (4.51)

3. ∃U−1 : U−1 ∈ L(Cl(Im(A)) 7→ Cl(Im(|A|)). (4.52)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ (4.48) ñëåäóåò, ÷òî

∀f ∈ H : < |A|f , |A|f >=< f , A∗Af >= ‖Af‖2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀f ∈ H : ‖|A|f‖ = ‖Af‖ , Ker(|A|) = Ker(A). (4.53)

Îïåðàòîð U ìû îïåðäåëèì, çàäàâ åãî ãðàôèê. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Gr(U) := {|A|f ⊕ Af | f ∈ H}. (4.54)

Òàê êàê Af = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè |A|f = 0, ðàâåíñòâî (4.54)
êîððåêòíî çàäàåò ãðàôèê îïåðàòîðà, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

A = U |A|

è â ñèëó (4.53) íà îáðàçå îïåðàòîðà |A| óäîâëåòâîðÿåò îñòàëüíûì óñëîâè-
ÿì òåîðåìû. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {|A|fn} ñõîäèòñÿ â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Afn}, îïåðàòîð U ìîæíî
ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæèòü íà çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Im(|A|), ïðè÷åì
ïðîäîëæåííûé îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

U(Cl(Im(|A|))) = Cl(Im(A)). (4.55)

Â ñèëó òåîðåìû Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå îòñþäà ñëåäóåò òðåòüå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.4.1. Îïðåðàòîð U−1 íå îïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâå H. Ïóñòü

PA = îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïðîñòðàíñòâî Cl(Im(A)). (4.56)

Îïåðàòîð U−1PA îïðåäåëåí âî âñåì ïðîñòðàíñòâå è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì:

U−1PAA = |A| , ‖U−1PA‖ = 1. (4.57)

Òåîðåìà 4.4.4. Åñëè îïåðàòîð A êîìïàêòåí, òî îïåðàòîð |A| -êîìïàêòíûé
îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îïåðàòîð A êîìïàêòåí, òî îïåðàòîð A∗A åñòü
ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ è ïîýòîìó åñòü íåîòðèöàòåëü-
íûé êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Ïóñòü

sj(A)2 : A∗Aej = sj(A)2ej , s(j+1)(A)2 ≤ sj(A)2 (4.58)
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-ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà A∗A.
Èç òåîðåìû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà 4.4.1 (ñì. ñòð. 290)ñëåäóåò, ÷òî

sj(A)→ 0 , j →∞.

Èç îïðåäåëåíèÿ 4.48 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

|A|f =
∑
j

sj(A) < ej , f > ej. (4.59)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è ëåììû 4.4.1 (ñì. ñòð. 293) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð |A|
-êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà |A| íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè (èëè
s-÷èñëàìè) êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà A.

Îáû÷íî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îïåðàòîðà îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâî-
ëîì sj(A).

Èç ôîðìóë (4.49), (4.59) è òåîðåìû 4.4.3 ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.4.5. Êîìïàêòíûé îïåðàòîð A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðåäñòàâèì â âèäå

Af =
∑
j

sj(A) < ej , f > gj, (4.60)

ãäå {ej} è {gj} -îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Af = U |A|f =
∑
j

sj(A) < ej , f > Uej, (4.61)

ãäå {ej} -îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Òàê êàê îïåðàòîð U óíèòàðåí íà
îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðà |A|, ñèñòåìà gj = Uej -îðòîíîðìèðîâàíà.

Ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà A â âèäå (4.60) íàçûâàåòñÿ
ðàçëîæåíèåì Øìèäòà. Çàìåòèì, ÷òî ó êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò íå áûòü íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.
Ïðèìåð òàêîãî îïåðàòîðà -îïåðàòîð

Af(x) =

∫ x

0

f(t)dt

â ïðîñòðàíñòâå L2([0 , 1] , dx). Îäíàêî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà åñòü ó
ëþáîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà.
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Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà
ñåïàðàáåëüíû è âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå Øìèäòà îðòîíîðìèðîâàííûå ñè-
ñòåìû ïîëíû (ÿñíî, ÷òî ïðè íåîáõîäèìîñòè îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòå-
ìû {ej} è {gj} ìîæíî ïðîèçâîëüíî äîïîëíèòü äî ïîëíûõ îðòîíîðìèðî-
âàííûõ ñèñòåì è ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíåííûì ýëåìåíòàì
ñëàãàåìûå âõîäÿò â ðàçëîæåíèå ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë êîìïàêòíîãî
îïåðàòîðà îïèñûâàåòñÿ äîêàçûâàåìîé íèæå òåîðåìîé Ä.Ý.Àëëàõâåðäèåâà.
Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ýòîé òåîðåìû ìû íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâî
êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Îïåðàòîð K ∈ L(H 7→ H) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåð-
íûì, åñëè

Kf =
∑

1≤j≤n

< ej , f > gj (4.62)

ãäå {ej} è {gj} -ëèíåíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà â âèäå (4.62) íå åäèíñòâåííî. Åñëè

∀ f ∈ H :
∑

1≤j≤n

< ej , f > gj =
∑

1≤j≤m

< e′j , f > g′j, (4.63)

òî âûáðàâ â (4.63) âåêòîð fi òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

< ej , fi >= δij,

ìû ïîëó÷èì:
∀ i : gi =

∑
1≤j≤m

< e′j , fi > g′j.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäñòàâëåíèè (4.63) n ≤ m. Àíàëîãè÷íî ìû ïîëó÷à-
åì íåðàâåíñòâî m ≤ n. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî îïåðàòîðà
÷èñëî

dim(K) := dim(Im(K)) (4.64)

çàâèñèò òîëüêî îò îïåðàòîðà K è íå çàâèñèò îò åãî ïðåäñòàâëåíèÿ â
âèäå (4.63). Îïðåäåëåíîå ðàâåíñòâîì (4.64) ÷èñëî ìû áóäåì íàçûâàòü
ðàçìåðíîñòüþ îïåðàòîðà. Åñëè îïåðàòîð K çàäàí ôîðìóëîé (4.62), òî

Im(K) = span{g1 , . . . gn}.

Òàêæå î÷åâèäíî ðàâåíñòâî

dim(K∗) = dim(K).
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Ïóñòü
Mj := {K | K ∈ L(H 7→ H) , dim(K) = j}. (4.65)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâåòñÿ òåîðåìîé Ä.Ý.Àëëàõâåðäèåâà.

Òåîðåìà 4.4.6. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

s1(A) = ‖A‖ , ∀j ≥ 1 : sj+1(A) = dist(A , Mj). (4.66)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Ôèøåðà (òåîðåìà 4.4.2, ñòð. 291) ñëåäóåò,
÷òî

s2
(j+1)(A) =

inf{sup{< f , A∗Af >| ‖f‖ = 1 , f ∈ (Im(K∗))⊥ | K∗ ∈Mj}} = (4.67)

inf{sup{‖Af‖2 | ‖f‖ = 1 , f ∈ Ker(K)} | K ∈Mj} ≤ (4.68)

inf{sup{‖(A−K)f‖2 | ‖f‖ = 1} | K ∈Mj} = (4.69)

inf{‖(A−K)‖2 | K ∈Mj} = dist(A , Mj)
2. (4.70)

Ðàâåíñòâî (4.67) -ýòî ôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Ôèøåðà. Ðà-
âåíñòâî (4.68) -ýòî ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà

Ker(K) = (Im(K∗))⊥

êîòîðîå åñòü ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (3.76) (ñì ñòð. 181). Âïðî÷åì, âûïèñàí-
íîå âûøå ðàâåíñòâî ëåãêî ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Ïîñëåäíèå
äâà ðàâåíñòâà åñòü ôîðìóëèðîâêà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.

Ñëåäîâàòåëüíî,
s(j+1)(A) ≤ dist(A , Mj).

Ïóñòü (4.60) -ðàçëîæåíèå Øìèäòà îïåðàòîðà A. Ïîëîæèì

K0 =
∑

1≤i≤j

si(A) < ei , f > gi.

Î÷åâèäíî, ÷òî
K0 ∈Mj

è

‖(A−K0)f‖2 =
∑
i≥j+1

s2
i (A)| < ei , f > |2 ≤ s(j+1)(A)2‖f‖2. (4.71)

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖A−K0‖ ≤ s(j+1)(A) è s(j+1)(A) ≥ dist(A , Mj).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 4.4.7. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà A
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

Åñëè B -êîìïàêòíûé îïåðàòîð, òî

1. |sj(A)− sj(B)| ≤ ‖A−B‖. (4.72)

2. sj(A
∗) = sj(A). (4.73)

3. sj(αA) = |α|sj(A). (4.74)

4. ∀B ∈ L(H 7→ H) : sj(BA) ≤ ‖B‖sj(A) , sj(AB) ≤ ‖B‖sj(A). (4.75)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðìû ñëåäóåò èç òåîðåìû
Ä.Ý.Àëëàõâåðäèåâà è îáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà (ñì. ôîð-
ìóëó (2.11) íà ñòð. 101)

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ä.Ý.Àëëàõâåðäèåâà,
òàê êàê

∀j : dist(A , Mj) = dist(A∗ , Mj),

÷òî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

‖A−K‖ = ‖A∗ −K∗‖.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷åòâåðòîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî

∀(f ∈ H) : < f , (BA)∗BAf >≤ ‖B‖2‖Af‖2 ≤ ‖B‖2 < f , A∗Af >

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(f ∈ H) : < f , (‖B‖2A∗A− (BA)∗BA)f >≥ 0,

è ïîýòîìó

‖B‖2A∗A ≥ (BA)∗BA. (4.76)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è ñëåäñòâèÿ 4.4.1 (ñì. ñòð. 293) âûòåêàåò íåðàâåí-
ñòâî

‖B‖2sj(A)2 ≥ sj(BA)2.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî

sj(AB) = sj(B
∗A∗) ≤ ‖B∗‖sj(A∗) = ‖B‖sj(A).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4.4.3 Îïåðàòîðû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.

Ïóñòü H ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4.4.3. Îïåðàòîð A ∈ L(H 7→ H) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, åñëè äëÿ êàêèõ-íèáóäü äâóõ ïîëíûõ îðòîíîðìèðî-
âàííûõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâå H : {ej , 1 ≤ j < ∞} , {gj , 1 ≤ j < ∞}
ñõîäèòñÿ ðÿä

‖A | HS‖2 :=
∑

1≤i<∞
1≤j<∞

| < ej , Agj > |2. (4.77)

Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (4.77) ôóíêöèÿ

A 7→ ‖A | HS‖ (4.78)

äåéñòâèòåëüíî çàäàåò íåêîòîðóþ íîðìó è ââåäåííîå ðàâåíñòâîì (4.77)
îáîçíà÷åíèå áóäåò îïðàâäàíî.

Ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà ìû îäîçíà÷èì ñèì-
âîëîì HS.

Òåîðåìà 4.4.8. Åñëè ðÿä (4.77) ñõîäèòñÿ äëÿ êàêèõ-íèáóäü äâóõ ïîë-
íûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì, òî îí ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ ïîëíûõ
îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì è åãî ñóììà íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòèõ
ñèñòåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {e′j | 1 ≤ j < ∞} -ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ îðòî-
íîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå H. Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

‖A | HS‖2 =
∑

1≤j<∞

( ∑
1≤i<∞

| < ei , Agj > |2
)

=
∑

1≤j<∞

‖Agj‖2. (4.79)

‖A | HS‖2 =
∑

1≤i<∞

( ∑
1≤j<∞

| < A∗ei , gj > |2
)

=
∑

1≤i<∞

‖A∗ei‖2. (4.80)

∑
1≤j<∞

‖Agj‖2 =
∑

1≤j<∞

( ∑
1≤i<∞

| < e′i , Agj > |2
)

(4.81)

Èç ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü ñóììû (4.77) îò âûáî-
ðà îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì, èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ðÿä (4.77) ñõîäèòñÿ äëÿ êàêèõ-íèáóäü äâóõ ïîëíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ
ñèñòåì, òî îí ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ ïîëíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì.
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Òåîðåìà 4.4.9. Åñëè îïåðàòîð A åñòü îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà,
òî îí êîìïàêòåí è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖A | HS‖2 =
∑

1≤j<∞

sj(A)2, (4.82)

ãäå sj(A) -õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð A åñòü îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà,
{ej , 1 ≤ j < ∞} -ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Îïðåäåëèì îïå-
ðàòîð

Pn : Pnf =
∑

1≤j≤n

< ej , f > ej,

Ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖(A− PnA)f‖2 =
∑
j>n

| < ej , Af > |2 ≤

(∑
j>n

‖A∗ej‖2

)
‖f‖2. (4.83)

Èç (4.83) è (4.80)ñëåäóåò, ÷òî åñëè îïåðàòîð A åñòü îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-
Øìèäòà, òî

‖A− PnA‖ → 0 , n→∞.
è îïåðàòîð A êîìïàêòåí êàê ïðåäåë ïî íîðìå êîìïàêòíûõ êîíå÷íîìåð-
íûõ îïåðàòîðîâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (4.82) äîñòàòî÷íî â (4.81) âçÿòü îðòî-
íîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó {gj , 1 ≤ j < ∞} òàê, ÷òîáû îíà âêëþ÷àëà â
ñåáÿ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà |A|.

Òåîðåìà 4.4.10. Ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà åñòü ëè-
íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L(H 7→ H) è ôóíêöèÿ (4.78) çàäàåò íà ýòîì
ïîäïðîñòðàíñòâå íîðìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå

∀(A ∈ HS , z ∈ C1) : zA ∈ HS

è îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè (4.78) î÷åâèäíû.
Ïóñòü A ∈ HS , B ∈ HS è {ej , 1 ≤ j <∞} -ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàí-

íàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà

‖(A+B) | HS‖ =

( ∑
1≤j<∞

‖(A+B)ej‖2

)1/2

≤

( ∑
1≤j<∞

(‖Aej‖+ ‖Bej‖)2

)1/2

≤

( ∑
1≤j<∞

‖Aej‖2

)1/2

+

( ∑
1≤j<∞

‖Bej‖2

)1/2

= ‖A | HS‖+ ‖B | HS‖.
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Ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà åñòü ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî è ôóíêöèÿ (4.78) óäâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëü-
íèêà. Âûïîëíåíèå îñòàëüíûõ àêñèîì íîðìû î÷åâèäíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.4.11. Íîðìà (4.78) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

∀(A ∈ HS) : ‖A‖ ≤ ‖A | HS‖. (4.84)

∀(A ∈ HS) : A∗ ∈ HS è ‖A∗ | HS‖ = ‖A | HS‖ (4.85)

∀(A ∈ HS , B ∈ L(H 7→ H)) : AB ∈ HS , BA ∈ HS è

‖BA | HS‖ ≤ ‖B‖‖A | HS‖ ‖AB | HS‖ ≤ ‖B‖‖A | HS‖. (4.86)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (4.79) ñëåäóåò:

‖Ag1‖ ≤ ‖A | HS‖

Òàê êàê â êà÷åñòâå âåêòîðà g1 ìîæåò áûòü âçÿò ëþáîé îðòîíîðìèðîâàí-
íûé âåêòîð, òî èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò (4.84). Ðàâåíñòâî (4.85)
ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ ðàâåíñòâ (4.79) è (4.80).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ (4.85) çàìåòèì, ÷òî åñëè {ej , 1 ≤ j <
∞} -ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå H, òî

‖BA | HS‖2 =
∑

1≤j<∞

‖BAej‖2 ≤ ‖B‖2
∑

1≤j<∞

‖Aej‖2 = ‖B‖2‖A | HS‖2,

è

‖AB | HS‖ = ‖B∗A∗ | HS‖ ≤ ‖B‖ · ‖A | HS‖.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.4.12. 1. Ïðîñòðàíñòâî HS åñòü ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî íîðìû (4.78).

2. Íà ïðîñòðàíñòâå HS êîððåêòíî îïðåäåëåíà áèëèíåéíàÿ ôîðìà

HS(A , B) :=
∑

1≤j<∞

< Aej , Bej >, (4.87)

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû
{ej , 1 ≤ j <∞} è ðÿä â (4.87) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

3. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4.87) çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå HS ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå ïîðîæäàåò íîðìó (4.78) è îòíîñèòåëüíî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (4.87) ïðîñòðàíñòâî HS åñòü ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} ⊂ HS ôóíäàìåí-
òàëüíà ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà HS, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.84) îíà ôóí-
äàìåíòàëüíà â L(H 7→ H) è ïîýòîìó

∃A : ‖A− An‖ → 0 , n→∞. (4.88)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó n→∞ â íåðàâåíñòâå

‖An | HS‖2 =
∑

1≤j<∞

‖Anej‖2 ≤ const.

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (4.88) îïåðàòîð A ∈ HS.
Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà HS äîêàçàíà.

Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (4.87) ñëåäóåò èç îöåíêè

| < Aej , Bej > | ≤ ‖Aej‖2 + ‖Bel‖2.

Ðàâåíñòâî
‖A | HS‖2 = HS(A , A)

ñëåäóåò èç (4.79). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.4.13. Åñëè A ∈ HS, òî ñóùåñòâóåò òàêîå óíèòàðíîå îòîá-
ðàæåíèå

U : H 7→ L2(D , µ(dx)),

÷òî îïåðàòîð Ã, êîòîðûé äåëàåò êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó

H
A−−−→ H

U

y yU
L2(D , µ(dx))

Ã−−−→ L2(D , µ(dx))

(4.89)

åñòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

∀(f ∈ H) : ÃUf(x) =

∫
D

a(x , y)Uf(y)µ(dy) (4.90)

ñ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì ÿäðîì∫∫
D×D

|a(x , y)|2µ(dx)µ(dy) <∞,
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êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

a(x , y) :=
∑

1≤i<∞ , 1≤j<∞

< gi , Agj > ei(x)ej(y), (4.91)

ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫∫
D×D

|a(x , y)|2µ(dx)µ(dy) = ‖A | HS‖2. (4.92)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H -ïðîèçâîëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è
{gj , 1 ≤ j < ∞} -ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå
H. Ïóñòü D ⊂ Rd è {ej(x) , 1 ≤ j < ∞} -ïîëíàÿ îðòíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå L2(D , µ(dx)). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè
ej(x) äåéñòâèòåëüíû:

ej(x) = ej(x)∗.

Îïðåäåëèì óíèòàðíîå îòîáðàæåíèå

U : H 7→ L2(D , µ(dx)),

ðàâåíñòâîì
Ugj = ej

Äàëåå âû÷èñëÿåì, äâèãàÿñü ïî âåðõíåé è ïðàâîé ñòðåëêå âíèç íà äèà-
ãðàììå (4.89). Èìååì:

f =
∑

1≤j<∞

< gj , f > gj , Af =
∑

1≤j<∞

< gj , f > Agj =∑
1≤j<∞ , 1≤i<∞

< gj , f >< gi , Agj > gi;

UAf =
∑

1≤j<∞ , 1≤i<∞

< gj , f >< gi , Agj > ei.

Òàê êàê

< gj , f >=< ej , Uf >,

òî

UAf =
∑

1≤j<∞ , 1≤i<∞

< ej , Uf >< gi , Agj > ei(x);

ÃUf =
∑

1≤j<∞ , 1≤i<∞

< ej , Uf >< gi , Agj > ei =

∑
1≤j<∞ , 1≤i<∞

< gi , Agj >

∫
D

ei(x)ej(y)Uf(y)µ(dy)

 . (4.93)

304



Íàì ïðåäñòîèò îáîñíîâàòü ïåðåìåíó ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììè-
ðîâàíèÿ â (4.93). Ìû ñäåëàåì ýòî ñ ïîìîùüþ ïðèåìà, êîòîðûé ÷àñòî îêà-
çûâàåòñÿ ïîëåçåí â àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àÿõ. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê A ∈ HS,
òî ðÿä â (4.91) ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(D×D , µ(dx)×µ(dy)),
ïîýòîìó

∀(ψ ∈ H) : < ÃUf , Uψ >=

∫∫
D×D

(a(x , y)Uf(y))∗ Uψ(x)µ(dx)× µ(dy)

(4.94)
Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôóáèíè 1.2.6 (ñì. ñòð. 70) çàïèøåì èíòåãðàë
â (4.94) êàê ïîâòîðíûé:∫∫

D×D

(a(x , y)Uf(y))∗ Uψ(x)µ(dx)× µ(dy) =

∫
D

∫
D

(a(x , y)Uf(y)µ(dy)

∗ Uψ(x)µ(dx)

Çàäàííûé ïðàâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (4.95) ôóíêöèîíàë

Uψ(x) 7→
∫
D

∫
D

(a(x , y)Uf(y)µ(dy)

∗ Uψ(x)µ(dx) (4.95)

ëèíååí è íåïðåðûâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð b(x) ∈
L2(D , µ(dx)), ÷òî

∀(ψ ∈ H) : < b , Uψ >=

∫
D

∫
D

((a(x , y)Uf(y)µ(dy)

∗ Uψ(x)µ(dx)

(4.96)
Ïî îïðåäåëåíèþ, èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.90) ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü ðàâíûì ýòîì âåêòîðó b(x) (ýòî åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîãî
èíòåãðàëà Ïåòòèñà: èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê çàäàâàåìûé ïîäèíòåãðàëü-
íûì âûðàæåíèåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóêöèîíàë). Ðàâåíñòâî (4.92)
ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà Ïàñåâàëÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.4.4 ßäåðíûå îïåðàòîðû.

Îïðåäåëåíèå 4.4.4. Êîìïàêòíûé îïåðàòîð A ∈ L(H 7→ H) íàçûâàåòñÿ
ÿäåðíûì, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä èç åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë:

‖A | Ncl‖ :=
∑

1≤j<∞

sj(A). (4.97)
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Ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.97) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
íîðìû. Îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (4.97) íîðìà íàçûâàåòñÿ ÿäåðíîé (èëè
ñëåäîâîé) íîðìîé.

Ìíîæåñòâî âñåõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ncl.

Ëåììà 4.4.2. Îïåðàòîð A ÿäåðíûé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
äëÿ êàêîé-ëèáî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {ej | 1 ≤ j < ∞}
ñõîäèòñÿ ðÿä ∑

1≤j<∞

< ej , |A|ej > (4.98)

Åñëè ðÿä (4.98) ñõîäèòñÿ äëÿ êàêîé-ëèáî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñè-
ñòåìû, òî îí ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû,
åãî ñóììà íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû,
îïåðàòîð |A|1/2 åñòü îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî

‖A | Ncl‖ = ‖|A|1/2‖2 (4.99)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∑
1≤j<∞

< ej , |A|ej >=
∑

1≤j<∞

< |A|1/2ej , |A|1/2ej >= ‖|A|1/2 | HS‖2.

Îòñþäà ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü ñóììû ðÿäà (4.177) îò âûáîðà ïîëíîé
îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (4.99) äî-
ñòàòî÷íî âûáðàòü ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó òàê, ÷òîáû îíà
âêëþ÷àëà â ñåáÿ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà |A|.
Çàìå÷àíèå 4.4.2. Ìû âèäèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (4.98) ñëåäóåò, ÷òî
îïåðàòîð A åñòü îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è ïîýòîìó êîìïàêòíûé
îïåðàòîð. Îòìåòèì, ÷òî

Ncl ⊂ HS.

Òåîðåìà 4.4.14. Îïåðàòîð A ÿäåðíûé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
îí åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîðA ÿäåðíûé. Èñïîëüçóÿ ïîëÿðíîå ðàç-
ëîæåíèå îïåðàòîðà A (ñì. (4.49), ñòð. 294), ìû ïîëó÷àåì:

A = U |A| = U |A|1/2 · |A|1/2,

ãäå îïåðàòîðû U |A|1/2 è |A|1/2 åñòü îïåðàòîðû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.
Ïóñòü A ∈ HS , B ∈ HS. Äîêàæåì, ÷òî AB ∈ Ncl. Ïóñòü {ej , 1 ≤ j <

∞} -ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå H. Èç ôîðìóëû
(4.57) ñëåäóåò, ÷òî

|AB| = U−1
ABPABAB,
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ãäå UAB - óíèòàðíûé îïåðàòîð, âõîäÿùèé â ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðà-
òîðà AB. Ïîýòîìó

< ej , |AB|ej >=< ej , U
−1PABABej >=< A∗(U−1PAB)∗ej , Bej > .

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå áèëèíåéíîé ôîðìû HS (ñì. (4.87), ñòð. 302), ìû
âèäèì, ÷òî∑

1≤j<∞

< ej , |AB|ej >= HS(A∗(U−1PAB)∗ , B) <∞. (4.100)

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.4.15. Ìíîæåñòâî ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ Ncl åñòü ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â L(H 7→ H) è îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (4.97) ôóíê-
öèÿ A 7→ ‖A | Ncl‖ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íîðìû:

∀(A , B ∈ Ncl) : ‖zA | Ncl‖ = |z|‖A | Ncl‖,
‖A+B | Ncl‖ ≤ ‖A | Ncl‖+ ‖B | Ncl‖.

Îòíîñèòåëüíî íîðìû (4.97) ïðîñòðàíñòâî ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ åñòü
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îäíîðîäíîñòü îïðåäåëåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ ðàâåí-
ñòâà (4.97) ôóíêöèè î÷åâèäíà. Äîêàæåì, ÷òî

(A ∈ Ncl , B ∈ Ncl)⇒ ((A+B) ∈ Ncl).

Ïóñòü {ej , 1 ≤ j <∞} -ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàí-
ñòâå H. Èç ôîðìóëû (4.57) ñëåäóåò, ÷òî

|A+B| = U−1
(A+B)P(A+B)(A+B),

ïîýòîìó

< ej , |A+B|ej >=< ej , U
−1
(A+B)P(A+B)(A+B)ej >=

< ej , U
−1
(A+B)P(A+B)Aej > + < ej , U

−1
(A+B)P(A+B)Bej > . (4.101)

Äàëåå èìååì:

< ej , U
−1
(A+B)P(A+B)Aej >=< ej , U

−1
(A+B)P(A+B)UA|A|1/2|A|1/2ej >=

< (U−1
(A+B)P(A+B)UA|A|1/2)∗ej , |A|1/2ej >,
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ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∣ ∑
1≤j<∞

< ej , U
−1
(A+B)P(A+B)Aej >

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ ∑
1≤j<∞

< (U−1
(A+B)P(A+B)UA|A|1/2)∗ej , |A|1/2ej >

∣∣∣∣∣ =∣∣∣HS((U−1
(A+B)P(A+B)UA|A|1/2)∗ , |A|1/2)

∣∣∣ ≤
‖(U−1

(A+B)P(A+B)UA|A|1/2)∗ | HS‖ · ‖|A|1/2 | HS‖ ≤

‖|A|1/2 | HS‖2 = ‖A | Ncl‖.

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â (4.101). Èç (4.99) ñëåäóåò,
÷òî

‖A+B | Ncl‖ ≤ ‖A | Ncl‖+ ‖B | Ncl‖.
Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ îòíîñèòåëüíî ÿäåðíîé íîð-
ìû äîêàçûâàåòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ïðî-
ñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.4.16. Íà ïðîñòðàíñòâå ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ êîððåêòíî îïðå-
äåëåí ôóíêöèîíàë

∀(A ∈ Ncl) : tr(A) :=
∑

1≤j<∞

< ej , Aej > (4.102)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (4.102) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé
ñèñòåìû {ej , 1 ≤ j <∞} è îïåðäåëåííûé ðàâåíñòâîì (4.102) ôóíêöèî-
íàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1 ∀(A , B ∈ HS) : tr(AB) = tr(BA). (4.103)

2. |tr(A)| ≤ ‖A | Ncl‖. (4.104)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A, ìû
ïîëó÷àåì:∑

1≤j<∞

< ej , Aej >=
∑

1≤j<∞

< ej , U |A|ej >=∑
1≤j<∞

< (U |A|1/2)∗ej , |A|1/2ej >= HS((U |A|1/2)∗ , |A|1/2).

Îòñþäà ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (4.102) è íåçàâèñèìîñòü åãî
ñóììû îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.
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Äàëåå èìååì:

tr(AB) =
∑

1≤j<∞

< ej , ABej >=
∑

1≤j<∞

< A∗ej , Bej >=∑
1≤j<∞ , 1≤i<∞

< ej , Aei >< ei , Bej > .

Âûïèñàííîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (4.103).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (4.104) âûáåðåì ïîëíóþ îðòîíîðìè-

ðîâàííóþ ñèñòåìó òàê, ÷òîáû îíà âêëþ÷àëà â ñåáÿ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé îïåðàòîðà |A|. Òîãäà ïîëó÷èì:∣∣∣∣∣ ∑

1≤j<∞

< ej , Aej >

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∑
1≤j<∞

< ej , U |A|ej >

∣∣∣∣∣ ≤∑
1≤j<∞

sj(A)| < ej , Uej > | ≤ ‖A | HS‖.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (4.102) ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ ñëåäîì îïå-

ðàòîðà.

4.5 Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îãðàíè÷åííûõ

ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.5.2. Ýòà òåîðåìà, âî-
ïåðâûõ, îïèñûâàåò îáùèé âèä ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàíåå äîêàçàííîé òåîðåìû
Ãèëüáåðòà-Øìèäòà 4.4.1. Âî-âòîðûõ, îíà ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîé çàäàííîé
íà ñïåêòðå îïåðàòîðà A áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f îïðåäåëèòü îïåðàòîð
f(A). Ïîÿñíèì ñîäåðæàíèå òåîðåìû 4.5.2 íà ïðèìåðå.

Ïóñòü A êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Òîãäà

∀(φ ∈ H , n ∈ Z+) : Anφ =
∑
λj

λnj < ej , φ > ej,

ãäå {λj} = σ(A) -ñïåêòð îïåðàòîðà A , ej -åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(φ ∈ H) : p(A)φ =
∑
λj

p(λj) < ej , φ > ej,
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∀(φ ∈ H) : ‖p(A)φ‖2 =
∑
λj

|p(λj)|2| < ej , φ > |2.

Ïîýòîìó
‖p(A)‖ = sup{|p(λ)| | λ ∈ σ(A)}. (4.105)

Ìû âèäèì, ÷òî àëãåáðà âñåõ ïîëèíîìîâ îò îïåðàòîðà A, ðàññìàòðèâàå-
ìàÿ êàê ïîäàëãåáðà àëãåáðû L(H 7→ H), àëãåáðàè÷åñêè è òîïîëîãè÷åñêè
èçîìîðôíà àëãåáðå ïîëèíîìîâ íà ñïåêòðå îïåðàòîðà A. Òåîðåìà (4.5.2)
óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî è â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Ïðèâîäèìîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (4.5.2) ïðèíàäëåæèò Ýáåð-
ëåéíó è îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ýëåìåíòàðíîé ëåììå.

Ëåììà 4.5.1. Ïóñòü A -ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð: A∗ = A. Ïóñòü

p(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + . . .+ an , aj ∈ R1.

Òîãäà
‖p(A)‖ ≤ sup{|p(λ)| | |λ| ≤ ‖A‖}. (4.106)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì âåêòîð x ∈ H , ‖x‖ = 1. Ïóñòü

Hx = span{x , Ax , . . . , Anx}.

Ïî ïîñòðîåíèþ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Hx êîíå÷íà:

dimHx ≤ n+ 1

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî Hx êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà H. ßñíî, ÷òî

H = Hx ⊕H⊥x .
Ïóñòü P -îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâî Hx:

P 2 = P , ∀(x ∈ H) : Px ∈ Hx , ∀(x ∈ Hx) : x = Px.

Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

(x ∈ Hx)⇒ (x = Px),

(Ax ∈ Hx)⇒ (Ax = PAx = PAPx)

(A2x ∈ Hx)⇒ (A2x = PA2x = PAAx = PAPPAPx = (PAP )2x)

. . .

(Anx ∈ Hx)⇒ (Anx = (PaP )nx).

310



Ñëåäîâàòåëüíî,
p(A)x = p(PAP )x.

Îïåðàòîð PAP äåéñòâóåò â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
Hx, è ñîãëàñíî (4.105)

| < x , p(A)x > | = | < x , p(PAP )x > | ≤ ‖p(PAP )‖
≤ sup{|p(λ)| | λ ∈ σ(PAP )} ≤ sup{|p(λ)| | |λ| ≤ ‖A | H‖}. (4.107)

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.107) íå çàâèñèò îò x, ñëåäîâàòåëüíî,

sup{| < x , p(A)x > | | |‖x‖ ≤ 1} = ‖p(A)‖ ≤ sup{|p(λ)| | |λ| ≤ ‖A | H‖}.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû îïèðàåòñÿ òîëüêî íà ñâîé-

ñòâà ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíîì óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàìå÷àíèå 4.5.1. Èç äîêàçûâàåìîé íèæå òåîðåìû (4.5.2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ñàìîìîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(4.105).

Â äàëüíéåøåì ìû áóäåì îïèðàòüñÿ òîëüêî íà íåðàâåíñòâî (4.106),
ïîýòîìó ÷èòàòåëü ìîæåò ñðàçó ïåðåéòè ê ñëåäñòâèþ 4.5.1 íà ñòð. 314.

Íèæå ìû äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïî ñìûñëó áëèç-
êè ëåììå 4.5.1 è êîòîðûå ïîëåçíî çíàòü.

Ëåììà 4.5.2. Åñëè A -îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð è p(λ)
-ïîëèíîì ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî

‖p(A)‖ = sup{|p(λ)| | λ ∈ σ(p(A))} = sup{|p(λ)| | λ ∈ σ(A)}. (4.108)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà p(λ) äåéñòâèòåëüíû,
òî îïåðàòîð p(A) ñàìîñîïðÿæåí, ïîýòîìó â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.3.2 (ñì. ñòð.
289) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖p(A)‖ = sup{|λ| | λ ∈ σ(p(A))} = sup{|λ| | λ ∈ p(σ(A))} =

sup{|p(λ)| | λ ∈ σ(A)}.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû ìû ñóùåñòâåííî èñ-

ïîëüçîâàëè òåîðåìó îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà è ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîãî
ðàäèóñà. Åñëè ÷èòàòåëü óñâîèë ýòè ïîíÿòèÿ, òî â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæ-
äåíèÿõ îí ìîæåò èñïîëüçîâàòü ëåììó (4.5.2) âìåñòî ëåììû (4.5.1) è òîãäà
ìîæíî ïîñëåäóþùèå ðàñóæäåíèÿ ñäåëàòü áîëåå òî÷íûìè: âî âñåõ îöåí-
êàõ îòðåçêè [−‖A‖ , ‖A‖] ìîæíî çàìåíèòü íà êîìïàêò σ(A).

Íèæå äàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, êîòîðàÿ ïîëåçíà è â ìíîãèõ äðó-
ãèõ ïðèëîæåíèÿõ.
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Ëåììà 4.5.3. Åñëè A è B -îãðàíè÷åííûå êîììóòèðóþùèå:

AB = BA

íåîòðèöàòåëüíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, òî îïåðàòîð AB ñàìî-
ñîïðÿæåí è íåîòðèöàòåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà AB âûòåêàåò èç ðà-
âåíñòâà

(AB)∗ = B∗A∗ = BA = AB.

Äîêàæåì íåîòðèöàòåëüíîñòü îïåðàòîðà AB. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
â äàëüíåøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

0 ≤ A ≤ id.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ

A0 = A , A(n+1) = An − A2
n.

Î÷åâèäíî, ÷òî
∀n : AnB = BAn.

Äîêàæåì, ÷òî
∀n : 0 ≤ An ≤ id. (4.109)

Äîêàçûâàåì ïî èíäóêöèè. Åñëè

0 ≤ An ≤ id,

òî
A2
n(id− An) ≥ 0 , An(id− An)2 ≥ 0,

òàê êàê

< f , A2
n(id− An)f >=< Anf , (id− An)Anf >≥ 0,

< f , An(id− An)2f >=< (id− An)f , An(id− An)f >≥ 0.

Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

A(n+1) = A2
n(id− An) + An(id− An)2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
A(n+1) ≥ 0.

Åñëè
id− An ≥ 0,
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òî
id− A(n+1) = id− An + A2

n ≥ 0.

Íåðàâåíñòâî (4.109) äîêàçàíî.
Òàê êàê

A2
n = An − A(n+1),

òî ∑
0≤m≤n

A2
m = A− A(n+1) ≤ A. (4.110)

Ñëåäîâàòåëüíî,
∀f : < f , A2

nf >→ 0 , n→∞.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è ïîëÿðèçàöèîííîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò, ÷òî

∀(f ∈ H , g ∈ H) : < f , Ang >→ 0 , n→∞.

Íî òîãäà èç (4.110) ñëåäóåò, ÷òî

∀n : < f , ABf >=
∑

0≤m≤n

< f , A2
mBf > + < f , A(n+1)Bf >=∑

0≤m≤n

< Amf , BAmf > + < f , A(n+1)Bf >→∑
0≤m<∞

< Amf , BAmf >≥ 0, n→∞.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ýòîé ëåììû ëåãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü A -îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Ïîëîæèì

a = inf{< f , Af >| ‖f‖ = 1} , b = sup{< f , Af >| ‖f‖ = 1}. (4.111)

Ëåììà 4.5.4. Åñëè p(λ) -òàêîé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, ÷òî

∀(λ ∈ [a , b]) : p(λ) ≥ 0,

òî
p(A) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

p(λ) =
∏
j,k,l,s

(λ− αj)(βk − λ)(λ− ωl)2((λ− σs)2 + γ2
s ),
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ãäå

αj ≤ a , βk ≥ b , ωl ∈ [a , b] , γs ∈ R1, σs ∈ R1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

p(A) =
∏
j,k,l,s

(A− αj id)(βkid− A)(A− ωlid)2((A− σsid)2 + γ2
s id). (4.112)

Êàæäûé ñîìíîæèòåëü â (4.112) -íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð. Â ñèëó ëåì-
ìû 4.5.3 èõ ïðîèçâåäåíèå åñòü íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð. Ëåììà äîêà-
çàíà.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå óòî÷íÿåò ëåììó (4.5.1).

Ëåììà 4.5.5. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖p(A)‖ ≤ sup{|p(λ)| | λ ∈ [a , b]}. (4.113)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

c = sup{|p(λ)| | λ ∈ [a , b]}.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∀(λ ∈ [a , b]) : c± p(λ) ≥ 0.

Â ñèëó ëåììû 4.5.4 îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∀(φ ∈ H) : < φ , (c± p(A))φ >≥ 0,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (4.5.5).
Íà ïîëèíîìàõ p(λ) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå
OpbA : p(λ) 7→ OpbA(p(λ)) = p(A). (4.114)

Èç ëåììû 4.5.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.5.1. Îòîáðàæåíèå OpbA ïåðåâîäèò ôóíäàìåíòàëüíûå â
ìåòðèêå C([−‖A‖ , ‖A‖]) ïîëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ â ôóíäàìåí-
òàëüíûå â ìåòðèêå L(H 7→ H) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ è ïî-
ýòîìó ðàñøèðÿåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà C([−‖A‖ , ‖A‖])
â ïðîñòðàíñòâî L(H 7→ H): åñëè f ∈ C([−‖A‖ , ‖A‖]) è â ìåòðèêå ïðî-
ñòðàíñòâà C([−‖A‖ , ‖A‖]):

f(λ) = lim
n→∞

pn(λ),

òî
OpbA(f)

def
= lim

n→∞
OpbA(pn(λ)). (4.115)
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Ôèêñèðóåì âåêòîð φ ∈ H è íà ïðîñòðàíñòâå C([−‖A‖ , ‖A‖]) ðàññìîò-
ðèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë:

C([−‖A‖ , ‖A‖]) 3 f(λ) 7→ I0(φ | f)
def
=< φ , OpbA(f)φ > . (4.116)

Ëåììà 4.5.6. Îòîáðàæåíèå (4.116) íà ïðîñòðàíñòâå C([−‖A‖ , ‖A‖])
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà â ñõåìå Äàíèýëÿ è
íåðàâåíñòâàì:

∀(φ ∈ H , f ∈ C([−‖A‖ , ‖A‖])) :

|I0(φ | f)| ≤ ‖φ‖2 sup{|f(λ)| | λ ∈ [−‖A‖ , ‖A‖]}, (4.117)

(∀(λ ∈ [−‖A‖ , ‖A‖]) : f(λ) ≥ 0)⇒ (< φ , f(A)φ >≥ 0). (4.118)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà (4.116) ïî f î÷åâèäíà. Åñ-
ëè

∀(λ ∈ [−‖A‖ , ‖A‖]) : fn(λ) ≥ 0 , fn(λ)↘ 0 , n→∞,

òî â ñèëó òåîðåìû Äèíè

sup{fn(λ) | λ ∈ [−‖A‖ , ‖A‖]} → 0 , n→∞,

ïîýòîìó â ñèëó îöåíêè (4.117)

I0(φ | fn)→ 0 , n→∞.

Äîêàæåì íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëà (4.116).
Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà, òî ôóíêöèÿ

λ 7→ (f(λ))1/2

íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîëèíîìîâ Qn(λ), ÷òî

Qn(λ)⇒ (f(λ)1/2 , Q2
n(λ)⇒ (f(λ) , n→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,

< φ , f(A)φ >= lim
n→∞

< φ , Qn(A)2φ >=

< Qn(A)φ , Qn(A)φ >≥ 0.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C([−‖A‖ , ‖A‖]) êàê ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëà Äàíèýëÿ.
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Îïðåäåëåíèå 4.5.1. Ôóíêöèîíàë f 7→ I(φ | f) -ýòî ïîñòðîåííîå ïî
ñõåìå Äàíèýëÿ ðàñøèðåíèå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà I0(φ | f) è µ(φ | dx)
-ìåðà íà îòðåçêå [−‖A‖ , ‖A‖], êîòîðàÿ ïîðîæäåíà èíòåãðàëîì I(φ | f):

∀(m ∈ B([−‖A‖ , ‖A‖])) : µ(φ | m) := I(φ | I(m | ·)).

Èç òåîðåìû 1.2.2 (ñì. ñòð. 55) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå áîðåëåâñêîå ïîäìíî-
æåñòâî îòðåçêà [−‖A‖ , ‖A‖] ïðè ëþáîì φ ∈ H èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî
ìåðû µ(φ | dx) è ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî ìåðå µ(φ | dx) ôóíêöèé
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Bor([−‖A‖ , ‖A‖]) âñåõ îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ
ïî Áîðåëþ ôóíêöèé íà îòðåçêå [−‖A‖ , ‖A‖].

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî [−‖A‖ , ‖A‖] \ σ(A) åñòü ìíîæåñòâî
ìåðû íóëü îòíîñèòåëüíî ìåðû µ(φ | dx).

Ìíîæåñòâî Bor([−‖A‖ , ‖A‖]) åñòü àëãåáðà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà
f 7→ I(φ | f) ìû ïîñòðîèì çàâèñÿùèé îò îïåðàòîðà A ãîìîìîðôèçì

OpbA : Bor([−‖A‖ , ‖A‖]) 7→ L(H 7→ H) (4.119)

àëãåáðû Bor([−‖A‖ , ‖A‖]) â íåêîòîðóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó àë-
ãåáðû L(H 7→ H). Ãîìîìîðôèçì OpbA ìû áóäåì ñòðîèòü òàê. Ôèêñèðó-
åì ôóíêöèþ f ∈ Bor([−‖A‖ , ‖A‖]), êîòîðàÿ ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ. Èñïîëüçóÿ ïîëÿðèçàöèîííîå òîæäåñòâî, íà ïðîñòàíñòâå H ïî-
ñòðîèì áèëèíåéíóþ ôîðìó

B(φ , ψ | f) :=
1

4

∑
0≤k≤3

ik[I(ikφ+ ψ | f). (4.120)

Èç îöåíêè (4.117) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé äåéñòâèòåëüíîé îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèè f ∈ Bor([a , b]) áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4.120) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

|B(φ , ψ | f)| ≤ ‖φ‖‖ψ‖ sup{|f(λ)| | λ ∈ [a , b]}. (4.121)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è òåîðåìû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà-Âèøèêà (ñì. ñòð. 282)
ñëåäóåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4.120) çàäàåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì
îïåðàòîðîì.

Ðàñøèðèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ OpbA.

Îïðåäåëåíèå 4.5.2. Îòîáðàæåíèå OpbA êàæäîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíê-
öèè f ∈ Bor([−‖A‖ , ‖A‖]) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð OpbA(f) =
f(A), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

B(φ , ψ | f) =< φ , f(A)ψ >, (4.122)
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ãäå áèëèíåéíàÿ ôîðìà B(φ , ψ | f) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (4.120).
Íà êîìïëåêñíûå ôóíêöèè îòîáðàæåíèåOpbA ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ëè-

íåéíîñòè.

Òåîðåìà 4.5.1. Îòîáðàæåíèå OpbA óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì.

1. Îòîáðàæåíèå OpbA ëèíåéíî:

OpbA : Bor([−‖A‖ , ‖A‖]) 3 (αf + βg) 7→ (αf(A) + βg(A)) ∈ L(H 7→ H).

2. Îòîáðàæåíèå OpbA ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé ïåðåâîäèò â êîìïîçèöèþ
îïåðàòîðîâ:

OpbA : Bor([−‖A‖ , ‖A‖]) 3 f(x) · g(x) 7→ f(A)g(A)) ∈ L(H 7→ H).

3.Îòîáðàæåíèå OpbA ïåðåâîäèò ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ åäè-
íèöå, â åäèíè÷íûé îïåðàòîð:

OpbA : 1 7→ id.

4. Îòîáðàæåíèå OpbA äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè ïåðåâîäèò â ñàìîñî-
ïðÿæåííûå îïåðàòîðû, íåîòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè ïå-
ðåâîäèò â íåîòðèöàòåëüíûå îïåðàòîðû è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

OpbA(φ∗) = OpbA(φ)∗, (4.123)

ãäå φ∗ -ôóíêöèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèè φ , OpbA(φ)∗ -îïåðàòîð,
ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó OpbA(φ).

5. Åñëè ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

‖f(A)‖ ≤ sup{|f(λ)| | λ ∈ [−‖A‖ , ‖A‖]}. (4.124)

6. Åñëè

∀(x ∈ [−‖A‖ , ‖A‖]) : fn(x)→ 0 , ∀n : |fn(x)| ≤ const.,

òî
∀(φ , ψ ∈ H) : < φ , fn(A)ψ >→ 0 , n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î÷åâèäíû äëÿ ïîëèíîìîâ, à
äëÿ îñòàëüíûõ ôóíêöèé ïîëó÷àþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.

Îòîáðàæåíèå OpbA èíîãäà íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêèì îïåðàòîðíûì èñ-
÷èñëåíèåì. Îñîáóþ ðîëü â ýòîì èñ÷èñëåíèè èãðàåò ðàññìàòðèâàåìûé êàê
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ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà λ îïåðàòîð, ÿâëÿþùèñÿ îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè
OpbA õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îòðåçêà [−‖A‖ , λ] , λ ∈ [−‖A‖ , ‖A‖].
Íàïîìíèì, ÷òî õàðêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [−‖A‖ , λ] çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

I([−‖A‖ , λ] | x) =


1 , −‖A‖ ≤ x ≤ λ < ‖A‖,
0 , λ < x ≤ ‖A‖,
1 , λ = ‖A‖.

(4.125)

Ïî ñîáðàæåíèÿì òåõíè÷åñêîãî ïîðÿäêà (òàê êàê ìû èñïîëüçóåì ëåììó
4.5.1âìåñòî òî÷íîé îöåíêè (4.105)) ìû îïðåäåëèì ñïåêòðàëüíóþ ôóíöèþ
òàê.

Îïðåäåëåíèå 4.5.3. Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ E(λ , A) îãðàíè÷åííîãî (aid ≤
A ≤ bid) ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðàA -ýòî îáðàç ôóíêöèè x 7→ I([−‖A‖ , λ] |
x)) ïðè îòîáðàæåíèè OpbA:

E(λ , A) = OpbA(I([−‖A‖ , λ] | ·))

Ìîæíî ïîêàçàòü (ýòî áóäåò ñëåäîâàòü èç äàëüíåøåãî),÷òî ìîæíî áûî áû
îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíóþ ôóíêöèþ êàê îáðàç ôóíêöèè x 7→ I([−‖A‖ , λ]

⋂
σ(A) |

x))
Òàêèì îáðàçîì,

∀(φ ∈ H) : < φ , E(λ , A)φ >=

∫
[−‖A‖≤x≤‖A‖

I(−‖A‖ , λ]) | x)µ(φ | dx),

(4.126)
ãäå ìåðà µ(φ | dx) çàäàíà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.5.1.

Îáû÷íî ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ äîîïðåäåëÿåòñÿ íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü
ðàâåíñòâàìè

E(λ , A) = 0 , λ < a = inf{< f , Af >| ‖f‖ = 1},
E(λ , A) = id , λ ≥ b = sup{< f , Af >| ‖f‖f = 1}. (4.127)

Òåîðåìà 4.5.2. Êàæäîìó ñàìîñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó A ∈ L(H 7→
H) ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.5.3 ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
E(λ , A), êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ R1 îïåðàòîð E(λ , A) -ñàìîñîïðÿæåííûé ïðîåê-
òîð:

∀(λ ∈ R1) : E(λ , A)2 = E(λ , A). (4.128)
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2. Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ λ 7→ E(λ , A) íåóáûâàåò:

(λ2 ≥ λ1)⇒ (E(λ2 , A) ≥ E(λ1 , A))

è â êàæäîé òî÷êå λ ôóíêöèÿ λ 7→ E(λ , A) íåïðåðûâíà ñïðàâà â òîì
ñìûñëå, ÷òî

∀(φ ∈ H , λ ∈ R1) : lim
ε→+0

‖(E(λ+ ε , A)− E(λ , A))φ‖ = 0.

3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(λ1 ∈ R1 , λ2 ∈ R1) : E(λ1 , A)E(λ2 , A) = E(min(λ1 , λ2) , A). (4.129)

4. Åñëè

(λ1 , λ2]
⋂

(λ3 , λ4] = ∅

òî

(E(λ2 , A)− E(λ1 , A)) · (E(λ4 , A)− E(λ3 , A)) = 0.

5. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ñïðàâà íà îòðåçêå [a , b], òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

∀(φ ∈ H) : < φ , f(A)φ >=

∫ b

a

f(λ)dλ < φ , E(λ , A)φ >, (4.130)

ãäå äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f èíòåãðàë ìîæíî ïîíèìàòü êàê èíòå-
ãðàë Ðèìàíà-Ñòèëüòüåñà ïî íåóáûâàþùåé ôóíêöèè

λ→< φ , E(λ , A)φ > .

Â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðàë â (4.130) ïîíèìàåòñÿ êàê èíòåãðàë Ëåáåãà-
Ñòèëüòüåñà.

6. Åñëè

< φ , E(λ− 0 , A)φ >=< φ , E(λ+ 0 , A)φ >, (4.131)

òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

< φ , E(λ , A)φ >=

lim
ε→+0

1

2πi

∫ λ

−∞
< φ , (R(σ − iε , A)−R(σ + iε , A))φ > dσ. (4.132)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

∀(x ∈ [a , b]) : I([a , λ]) | x)2 = I([a , λ]) | x)

è òîãî ôàêòà, ÷òî îòîáðàæåíèå OpbA åñòü àëãåáðàè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2. Òàê êàê

∀(λ ∈ [a , b] , εn → 0) : [a , λ] =
⋂
n

[a , λ+ εn],

òî

∀(λ , ξ ∈ [a , b]) : I([a , λ+ 0] | ξ) = I([a , λ] | ξ).

Â ñèëó òåîðåìû 4.5.1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀(φ , ψ ∈ H) : < φ , E(λ+ 0 , A)ψ >=< φ , E(λ , A)ψ > .

Íî

∀(φ ∈ H) : ‖(E(λ , A)− E(λ+ ε , A))φ‖2 =

< φ , (E(λ , A)− E(λ+ ε , A))φ >→ 0 , ε→ 0.

Óòâåðæäåíèå 3 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óäî-
âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

I([a , λ1]) | x) · I([a , λ2]) | x) = I([a , min(λ1 , λ2)]) | x).

Óòâåðæäåíèå 4 ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3. Óòâåðæäåíèå 5 ñëåäóåò èç
òåîðåìû 1.2.3 (ñì. ñòð. 55).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 6. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

2πi

∫ λ

−∞
< φ , (R(σ − iε , A)−R(σ + iε , A))φ > dσ =

1

2πi

∫
a≤x≤b

( λ∫
−∞

(
(σ − iε− x)−1 − (σ + iε− x)−1

)
dσ
)
µ(φ | dx) =

1

π

∫
a≤x≤b

(
arctg

(
(λ− x)

ε

)
+
π

2

)
µ(φ | dx) (4.133)
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Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4.131), òî µ(φ | dx)-ìåðà òî÷êè x = λ ðàâíà
íóëþ, ïîýòîìó

µ(φ | dx) ï.â. : lim
ε→+0

1

π

(
arctg

(
(λ− x)

ε

)
+
π

2

)
= I([a , λ]) | x).

Ïåðåõîäÿ íà îñíîâå òåîðåìû Ëåáåãà ê ïðåäåëó â (4.133), ìû ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî (4.132).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî èç óòâåðæäåíèÿ 6 ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

E(λ , A) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì A è ÷òî ðåçîëüâåíòíîå
ìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü îòíîñèòåëüíî ìåðû µ(φ | dx).

Ôóíêöèÿ
λ 7→< φ , E(λ , A)g >

ìîæåò ïðèíèìàòü êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ è ïðè ïðèíÿòîì íàìè îïðåäå-
ëåíèè èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëüòüåñà ìû íå ìîæåì âçÿòü åå êàê èíòåãðè-
ðóþùóþ ôóíêöèþ. Ìû ïðèìåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 4.5.4. Ïîëîæèì∫
f(λ)dλ < φ , E(λ , A)ψ >

def
= B(φ , ψ | f), (4.134)

ãäå ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè áèëèíåéíàÿ ôîðìà çàäàíà ðàâåíñòâîì (4.120).

Åñëè φ = ψ, òî èíòåãðàë (4.134) ìîæíî ïîíèìàòü êàê èíòåãðàë Ëåáåãà-
Ñòèëüòüåñà.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 4.5.2 íà ñòð. 316)
ñëåäóþò ðàâåíñòâà∫

f(λ)dλ < φ , E(λ , A)ψ >=∫
dλ < f(A)φ , E(λ , A)ψ >=

∫
dλ < φ , E(λ , A)f(A)ψ >,∫

dλ < φ , E(λ , A)ψ >=< φ , ψ > .

Ïðè ôèêñèðîâàííû f è ψ ôóíêöèîíàë

φ 7→
∫
f(λ)dλ < φ , E(λ , A)ψ >

ñîïðÿæåííî-ëèíååí è íåïðåðûâåí, ïîýòîìó íà îñíîâå òåîðåìû Ðèññà

∃(g ∈ H) , ∀(φ ∈ H) : < φ , g >=

∫
f(λ)dλ < φ , E(λ , A)ψ > . (4.135)
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Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (4.135), òî ìû ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ∫
f(λ)dλE(λ , A)ψ

def
= g, (4.136)∫

f(λ)dλE(λ , A) : ψ 7→
∫
f(λ)dλE(λ , A)ψ. (4.137)

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
1. Ïóñòü A -êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H. Èç (4.40) ñëåäóåò, ÷òî

E(λ , A)φ =
∑
λj≤λ

< ej , φ > ej. (4.138)

Åñëè ïðîñòðàíñòâî H åñòü L2(D , dx), òî ñïåêòðàëüíàÿ ôóêöèÿ åñòü èí-
òåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì

θ(x , y , λ) =
∑
λj≤λ

ej(x)ej(y).

2. Ïóñòü îïåðàòîð A -îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ
x â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2([0 , 1] , dx):

Aφ(x) = xφ(x).

Òîãäà ïîëèíîì îò îïåðàòîðà A -ýòî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîëèíîì îò
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, è ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà A -ýòî
îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îòðåçêà [a , λ]:

E(λ , A)φ(x) = I([a , λ]) | x)φ(x).

3. Ñëåäóþùèé ïðèìåð íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ôðèäåðèõñà è ÷àñòî èñïîëçó-
åòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ìû ðàññìîòðèì ýòîò
ïðèìåð â óïðîùåííîé ôîðìóëèðîâêå è âûäåëèì åãî â îòäåëüíûé ïàðà-
ãðàô.

Ìîäåëü Ôðèäåðèõñà. Â ïðîñòðàíñòâå L2([0 , 1] , dx) ðàññìîòðèì
îïåðàòîð

B : Bφ(x) = xφ(x) + µ

(∫ 1

0

α(x)φ(x)dx

)
α(x) , α ∈ C∞0 ([0 , 1]). (4.139)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì ôóíêöèþ α(x) äåéñòâè-
òåëüíîé, ãëàäêîé è ðàâíîé íóëþ â îêðåñòíîñòè òî÷åê x = 0 , x = 1.
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Âîñïîëüçóåìñÿ èçëîæåííîé â ëåììå 3.10.3 (ñì. ñòð. 246) êîíñòðóêöè-
åé. Â íàøåì ñëó÷àå

a = A , Aφ(x) = xφ(x) , b = B , (b− a)φ(x) = µ < α , φ > α(x).

Ñíà÷àëà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Imλ 6= 0. Òàê êàê îïåðàòîðû A è
B ñàìîñîïðÿæåíû, òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå λ ∈ res(A)

⋂
res(B)

è îïåðàòîð T (λ , A , B) îïðåäåëåí. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà (b−a) îäíîìåðíà è íàòÿíóòà íà âåêòîð α(x),
îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà T (λ , A , B) òàêæå áóäåò íàòÿíóòà íà âåêòîð
α(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

T (λ , A , B)φ(x) = c(λ , φ)α(x). (4.140)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (3.114), ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ îïðåäåëåíèÿ c(λ , φ):

c(λ , φ) = µ < α , φ > +µ < α , R(λ , A)α > c(λ , φ). (4.141)

Ïîëîæèì

g(λ) :=< α , R(λ , A)α >=

∫ 1

0

(λ− x)−1α(x)2dx , Imλ 6= 0. (4.142)

Åñëè âûïîëíåíû íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ î ôóíêöèè α(x), òî ôóíêöèÿ g(λ)
àíàëèòè÷íà â îáëàñòè λ 6∈ [0 , 1], ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ → ∞ è ïðè
λ ∈ (0 , 1) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

g(λ− i0)− g(λ+ i0) = 2πiα(λ)2.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

|1− µg(λ± i0)| > 0 . λ ∈ R1 (4.143)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî è â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè äåéñòâèòåëüíîé îñè. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4.143), òî

c(λ , φ) =
µ < α , φ >

1− µg(λ)
, (4.144)

è ëåâàÿ ÷àñòü (4.144) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè èíòåðâàëà (0 , 1).
Èç (4.140) ñëåäóåò, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå îïåðäåëåííûé â ëåììå 3.10.3

îïåðàòîð Q âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Q(λ , A , B)φ(x) =

φ(x) + µ(1− µg(λ))−1

(∫ 1

0

(λ− x)−1α(x)φ(x)dx

)
α(x) , λ 6∈ [0 , 1].

(4.145)
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Èç ðàâåíñòâà (3.113) (ñì. 191 ) ñëåäóåò, ÷òî

R(λ , B) = R(λ , A)Q(λ , A , B). (4.146)

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.146) àíàëèòè÷íà ïðè λ 6∈ [0 , 1], òî
ñïåêòð îïåðàòîðà B ëåæèò íà îòðåçêå [0 , 1] : σ(B) ⊂ [0 , 1]. Çàìåòèì,
÷òî åñëè φ ∈ C∞0 ([0 , 1]), òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû Q(λ± i0 , A , B , φ) , λ ∈
(0 , 1).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

< φ , (R(σ − iε , B)−R(σ + iε , B))φ >=

2iε < φ , R(σ − iε , B)R(σ + iε , B)φ >=

2iε < R(σ + iε , B)φ , R(σ + iε , B)φ >=

2iε < R(σ + iε , A)Q(σ + iε , A , B)φ , R(σ + iε , A)Q(σ + iε , A , B)φ > .

Ïîýòîìó

∀(φ ∈ C∞0 ([0 , 1]) , λ ∈ (0 , 1)) : < φ , E(λ , B)φ >=

lim
ε→+0

1

2πi

∫ λ

−∞
< φ , (R(σ − iε , B)−R(σ + iε , B))φ > dσ =

lim
ε→+0

ε

π

∫ λ

−∞
< R(σ + iε , A)Q(σ + iε , A , B)φ,

R(σ + iε , A)Q(σ + iε , A , B)φ > dσ =

lim
ε→+0

ε

π

∫ λ

−∞

(∫ 1

0

((x− σ)2 + ε2)−1|Q(σ + iε , A , B)φ(x)|2dx
)
dσ =∫ λ

0

|Z+(φ)(σ)|2dσ, (4.147)

ãäå
Z±(φ)(σ) = Q(σ ± i0 , A , B)φ(σ). (4.148)

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

∀(φ , ψ ∈ C∞0 ([0 , 1])) : < φ , E(λ , B)ψ >=

∫ λ

0

Z+(φ)(σ)∗Z+(ψ)(σ)dσ,

(4.149)
Âû÷èñëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü (4.148), ìû ïîëó÷àåì:

∀(φ ∈ C∞0 ([0 , 1])) : Z+(φ)(λ) =

φ(λ) + µ(1− µg(λ+ i0))−1

(∫ 1

0

(λ+ i0− x)−1α(x)φ(x)dx

)
α(λ). (4.150)
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Èç (4.149) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∀(φ ∈ C∞0 ([0 , 1])) :

∫ 1

0

|φ(x)|2dx =

∫ 1

0

|Z+(φ)(λ)|2dλ. (4.151)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëåííîå íà C∞0 ([0 , 1]) ïðåîáðàçîâà-
íèå

Z+ : φ(x) 7→ Z+(φ)(λ) (4.152)

ðàñøèðÿåòñÿ äî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà L2([0 , 1]) â ñå-
áÿ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå äèàãîíàëèçóåò îïåðàòîð B, à îáðàòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé

Z−1
+ : φ(x) = Z+φ(λ)|λ=x+

µ

(∫ 1

0

(1− µg(λ− i0))−1(λ− i0− x)−1α(λ)Z+(φ)(λ)dλ

)
α(x). (4.153)

Ýòà ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ òàê. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà∫ 1

0

ψ(x)∗φ(x)dx =

∫ 1

0

Z(ψ)(λ)∗Z(φ)(λ)dλ (4.154)

â ôîðìóëå äëÿ Z(ψ)(λ)∗ èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè ψ(x)∗ ïî dx ñòàâèì ïî-
ñëåäíèì è ïðèðàâíèâàåì ìíîæèòåëü ïåðåä ψ(x)∗ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (4.154).

Ïðèâåäåì âûâîä ôîðìóëû äëÿ R(λ , B), êîòîðûé íå èñïîëüçóåò ôîð-
ìàëèçì T -ìàòðèöû.

Èç âòîðîãî ðåçîëüâåíòíîãî óðàâíåíèÿ èìåì:

∀(ψ ∈ L2([0 , 1])) : R(λ , B)ψ −R(λ , A)ψ = R(λ , A)(B − A)R(λ , B)ψ,

(B − A)R(λ , B)ψ = µ < α , R(λ , B)ψ > α,

< α , R(λ , B)ψ > − < α , R(λ , A)ψ >= µ < α , R(λ , B)ψ >< α , R(λ , A)α >,

< α , R(λ , B)ψ >= (1− µ < α , R(λ , A)α >)−1 < α , R(λ , A)ψ >,
(4.155)

R(λ , B)ψ = R(λ , A)ψ + (1− µ < α , R(λ , A)α >)−1 < α , R(λ , A)ψ > α .

Ôîðìóëà (4.155) ïðè ψ = α aíàçûâàåòñÿ ôîìóëîé Êðåéíà-Àðîíøàéíà.
Ê ìîäåëè Ôðèäåðèõñà ñâîäÿòñÿ ìíîãèå çàäà÷è êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè.
Â ýòîé ìîäåëè ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé åñòü ïðîñòðàíñòâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

l2 ∈ {f(j)} :
∑

−∞<j<∞

|f(j)|2 <∞.
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Îïåðàòîðû A è B çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Af(j) = 2f(j)− f(j + 1)− f(j − 1) , V f(j) = µδ0
j f(0) , B = A+ V.

Ïðåîáðàçîâàíèå

U : l2 7→ L2([0 , 1]) , U(f)(x) =
∑
j

f(j) exp(2πij)

óíèòàðíî è îáðàç îïåðàòîðà A ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè åñòü îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ:

U(Af)(x) = 2(1− cos(2πx))U(f)(x),

à îáðàç îïåðàòîðà V åñòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì:

U(V f)(x) = µ

∫ 1

0

U(f)(x)dx.

ßñíî, ÷òî çàìåíîé ïåðåìåííîé x çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ñïåêòðàëüíîé ôóíê-
öèè îïåðàòîðà B ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

4.6 Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå óíèòàðíûõ îïå-

ðàòîðîâ.

Î÷åâèäíà

Ëåììà 4.6.1. Îïåðàòîð U ∈ L(H 7→ H) -óíèòàðíûé îïåðàòîð, åñëè

U∗U = UU∗ = id.

Ïðèìåð óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå L2([0 , 1]) - îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ exp(iω(x)), ãäå ω(x) -äåéñòâèòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå âñå óíèòàðíûå îïå-
ðàòîðû ïîõîæè íà ýòîò îïåðàòîð. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà
-òåîðåìà 4.6.2. Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ìû ïðåäïîøëåì íåñêîëüêî ëåìì.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî íàøè ïîñòðîåíèÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû
ïðåäûäóùèì.

Íèæå ñèìâîëîì C([0 , 2π]) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ íåïðå-
ðûâíûõ íà îòðåçêå [0 , 2π] ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé:

∀(f ∈ C([0 , 2π])) : f(0) = f(2π).
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Ïóñòü A -ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

f(exp(iθ)) ∈ A : f(exp(iθ)) =∑
0≤k≤m

(αk exp(ikθ) + βk exp(−ikθ)) , αk , βk ∈ C1.

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé A åñòü ïîäàëãåáðà àëãåáðû C([0 , 2π]) îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé. Çàìåòèì, ÷òî
àëãåáðà A çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî ñîðïðÿæåíèÿ:

(f ∈ A)⇒ (f ∗ ∈ A).

Àëãåáðà A ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó {Pm} òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ:

Pm(exp(iθ)) = a0/2 +
∑

1≤k≤m

(ak cos(kθ) + bk sin(kθ)) , ak , bk ∈ R1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà íàçûâàåòñÿ ëåììîé Ôåéåðà.

Ëåììà 4.6.2. Åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì íåîòðèöàòåëåí:

∀(θ ∈ [0 , 2π]) : Pm(exp(iθ)) ≥ 0, (4.156)

òî îí ïðåäñòàâèì â âèäå

Pm(exp(iθ)) = Q(exp(iθ))∗ ·Q(exp(iθ)) , Q ∈ A. (4.157)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (z) , z ∈ C1 îïðåäåëåíà èç óñëîâèÿ:

F (z) = Pm(exp(iθ)) , z = exp(iθ) , 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ôóíêöèÿ F (z) ïåðäñòàâèìà â âèäå

∀(0 < |z| <∞) : F (z) = z−mp2m(z),

ãäå p2m(z) -àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè 2m. Ôóíêöèÿ

F̃ (z) = F ((1/z)∗)∗

àíàëèòè÷íà â îáëàñòè 0 < |z| <∞.
Òàê êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ íà åäèíè÷íîì êðóãå, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(θ ∈ [0 , 2π)) : F (exp(iθ) = F̃ (exp(iθ)). (4.158)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
F (z) ≡ F̃ (z).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òî÷êà
z = aj

åñòü íîëü ïîëèíîìà p2m(z), òî òî÷êà

z = (1/aj)
∗

òàêæå íîëü ïîëèíîìà p2m(z). Åñëè íåðàâåíñòâî â (4.154) ñòðîãîå, òî îò-
ñþäà ñëåäóåò ÷òî íóëè ïîëèíîìà p2m(z) íå ëåæàò íà îêðóæíîñòè |z| = 1
è

F (z) = z−mc
∏

1≤j≤m

((z − aj)(z − (1/aj)
∗)) = c̃

∏
1≤j≤m

((z − aj)(z−1 − a∗j))

(4.159)

ßñíî, ÷òî êîíñòàíòà c̃ äîæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé. Ïðåäñòàâëåíèå (4.159)
äîêàçûâàåò ëåììó â ñëó÷àå ñòðîãî íåðàâåíñòâà â (4.154). Îáùèé ñëó÷àé
ïîëó÷àåòñÿ î÷åâèäíûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.

Ôèêñèðóåì óíèòàðíûé îïåðàòîð U . Ïî óíèòàðíîìó îïåðàòîðó U ïî-
ñòðîèì îòîáðàæåíèå

OpU : A 7→ L(H 7→ H)

ñîãëàñíî ôîðìóëå

OpU(
∑

0≤k≤m

(αk exp(ikθ) + βk exp(−ikθ))) = (
∑

0≤k≤m

(αkU
k + βkU

−k)).

(4.160)

Ëåììà 4.6.3. Îòîáðàæåíèå OpU åñòü ãîìîìîðôèçì àëãåáðû A â àë-
ãåáðó L(H 7→ H), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

OpU(f ∗) = OpU(f)∗, (4.161)

ãäå f ∗ -ôóíêöèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèè f , OpU(f)∗ -îïåðàòîð,
ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó OpU(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå OpU åñòü ãî-
ìîìîðôèçì îçíà÷àåò, ÷òî

OpU(αf1 + βf2) = αOpU(f1) + βOpU(f2),

OpU(f1 · f2) = OpU(f1) · OpU(f2)

è ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Ôîðìóëà (4.161) åñòü ñëåäñòâèå ðà-
âåíñòâà

U−1 = U∗.
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Ëåììà 4.6.4. 1. Åñëè Pm -òðèãîíîìåòðè÷åêèé ïîëèíîì, òî OpU(Pm)
-ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

2. Åñëè Pm -íåîòðèöàòåëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì:

∀θ : Pm(exp(iθ) ≥ 0,

òî OpU(Pm) -íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð:

∀(φ ∈ H) : < φ , OpU(Pm)φ >≥ 0. (4.162)

3. Äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

| < φ , OpU(Pm)φ >≤ sup{|Pm(exp(iθ))| | θ ∈ [0 , 2π]}‖φ‖2. (4.163)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Pm -òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì, òî ïî îïðå-
äåëåíèþ îí ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ïåðâîå óòâåðæäåíèå
ëåììû ñëåäóåò èç (4.161). Åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì Pm íåîò-
ðèöàòåëåí, òî â ñèëó ëåììû Ôåéåðà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Pm(exp(iθ)) = Q(exp(iθ))∗ ·Q(exp(iθ)) , Q ∈ A,

è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (4.161) ìû ïîëó÷àåì:

< φ , OpU(Pm)φ >=< φ , OpU(Q∗Q)φ >=

< φ , OpU(Q∗)OpU(Q)φ >=< φ , OpU(Q)∗OpU(Q)φ >=

< OpU(Q)φ , OpU(Q)φ >≥ 0.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû åñòü î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå âòîðîãî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.6.1. Äëÿ êàæäîãî φ ∈ H íà àëãåáðå òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ïîëèíîìîâ {Pm} ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë I0(φ | ·) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

I0(φ | ·) : Pm(exp(iθ)) 7→ I0(φ | Pm) =< φ , OpU(Pm)φ > . (4.164)

Ëåììà 4.6.5. Îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (4.164) ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
I0(φ | ·) ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî C([0 , 2π])
è ïðîäîëæåíèå (ìû îáîçíà÷àåì åãî òåì æå ñèìâîëîì) ôóíêöèîíàëà
I0(φ | ·) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì:

1.(f(θ) ∈ C([0 , 2π]) , f(θ) ≥ 0)⇒ (I0(φ | f) ≥ 0). (4.165)

2. ∀(f(θ) ∈ C([0 , 2π])) :

|I0(|φ | f)| ≤ sup{|f(θ)| | θ ∈ [0 , 2π]}‖φ‖2. (4.166)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ∈ C([0 , 2π]), òî ïî òåîðåìå Âåéðøòðàññà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
{Pm(n)}, ÷òî

lim
n→∞

sup{|f(θ)− Pm(n)(exp(iθ))| | θ ∈ [0 , 2π} = 0. (4.167)

Îïðåäåëåíèå 4.6.2. Íà ïðîñòðàíñòâå C([0 , 2π]) ôóíêöèîíàë I0(φ | ·)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

I0(φ | f) := lim
n→∞

< φ , Op(Pm(n))φ >, (4.168)

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pm(n) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.167).

Â ñèëó îöåíêè (4.163) ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è îïðåäåëåííûé
ðàâåíñòâîì (4.168) ôóíêöèîíàë I0(φ | ·) åñòü ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèîíàëà (4.164). Åñëè

∀(θ ∈ [0 , 2π]) : f(θ) ≥ 0,

òî ìû ìîæåì âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ â (4.167) òàê, ÷òî
áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∀(n > 0 , θ ∈ [0 , 2π]) : Pm(n)(exp(iθ)) ≥ 0,

à îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (4.165). Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû åñòü
î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ïåðâîãî. Ëåììà äîêàçàíà.

Íàøè äàëüíåéøèå ðàñóæäåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ òåìè, êîòîðûå
áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ñëó÷àÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî C([0 , 2π]) êàê ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïðè
ïîñòðîåíèè èíòåãðàëà Äàíèýëÿ, à ôóíêöèîíàë I0(φ | ·) êàê ýëåìåíòàðíûé
èíòåãðàë.

Îïðåäåëåíèå 4.6.3. Ïóñòü I(φ | ·) -ðàñøèðåíèå ïî Äàíèýëþ ýëåìåíòàð-
íîãî èíòåãðàëà I0(φ | ·), à µ(φ | dθ) -ìåðà íà îòðåçêå [0 , 2π], ïîðîæäåííàÿ
èíòåãðàëîì I(φ | ·).

Ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî ìåðå µ(φ | dθ) ôóíêöèé ñîäåðæèò
àëãåáðó Bor([0 , 2π]) âñåõ îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ôóíêöèé
íà îòðåçêå [0 , 2π]. Ôèêñèðóåì äåéñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ Bor([0 , 2π])
è ïóñòü B(φ , ψ | f) -áèëèíåéíàÿ ôîðìà, êîòîðàÿ â ñèëó ïîëÿðèçàöèîí-
íîãî òîæäåñòâà ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé ôîðìå φ 7→ I(φ | f).

Íèæå ìû ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

OpU : Bor([0 , 2π]) 7→ L(H 7→ H), (4.169)

êîòîðîå ñëóæèò ïðîäîëæåíèåì îòîáðàæåíèÿ (4.160).
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Îïðåäåëåíèå 4.6.4. Åñëè f ∈ Bor([0 , 2π]), òî îïåðàòîð OpU(f) -ýòî
îïåðàòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé B(φ , ψ | f):

∀(φ ∈ H , ψ ∈ H) : < φ , OpU(f)ψ >
def
= B(φ , ψ | f). (4.170)

Íà êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè f ∈ Bor([0 , 2π]) îïðåäåëåíèå 4.6.4
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè. Î÷åâèäíà

Òåîðåìà 4.6.1. 1. Îòîáðàæåíèå OpU åñòü ãîìîìîðôèçì àëãåáðû Bor([0 , 2π])
â àëãåáðó L(H 7→ H), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

OpU(f ∗) = OpU(f)∗, (4.171)

ãäå f ∗ -ôóíêöèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèè f , Op(f)∗ -îïåðàòîð,
ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó Op(f).

2. Îòîáðàæåíèå OpU ïåðåâîäèò íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè â íåîò-
ðèöàòåëüíûå îïåðàòîðû.

Îïðåäåëåíèå 4.6.5. Ïóñòü Eun(θ , U) -îáðàç õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè îòðåçêà [0 , θ] ïðè îòîáðàæåíèè OpU :

Eun(θ , U) = OpU(I([0 , θ] | ·)), (4.172)

÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

∀φ ∈ H : < φ , Eun(θ , U)φ >=

∫ 2π

0

I([0 , θ] | x)µ(φ | dx). (4.173)

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.6.2. Êàæäîìó óíèòàðíîìó îïåðàòîðó U ∈ L(H 7→ H) ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.6.4 ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ Eun(θ , U), êîòîðàÿ
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0 , 2π] îïåðàòîð Eun(θ , U) -ñàìîñîïðÿæåííûé ïðî-
åêòîð:

∀(θ ∈ [0 , 2π]) : Eun(θ , U)2 = Eun(θ , U). (4.174)

2. Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ θ 7→ Eun(θ , U) ìîíîòîííî íåóáûâàåò:

(θ2 ≥ θ1)⇒ (E(U , θ2) ≥ E(U , θ))

è â êàæäîé òî÷êå θ íåïðåðûâíà ñïðàâà â òîì ñìûñëå, ÷òî

∀(φ ∈ H , θ ∈ [0 2π)) :

< φ , Eun(θ + 0 , U)φ >=< φ , Eun(θ , U)φ > , Eun(2π , U) = id.
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3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(θ1 , θ2 ∈ [0 , 2π]) : Eun(θ , U)Eun(θ , U) = Eun(min(θ1 , θ2) , U). (4.175)

4. Åñëè

(θ1 , θ2]
⋂

(θ3 , θ4] = ∅

òî
(Eun(θ2 , U)− Eun(θ1 , U)) · (Eun(θ4 , U)− Eun(θ3 , U)) = 0.

5. Åñëè f(exp(iθ)) ∈ C([0 , 2π]), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(φ ∈ H) : < φ , f(U)φ >=

∫ 2π

0

f(exp(iθ))dθ < φ , Eun(θ , U)φ >,

(4.176)
ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê èíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòèëüòüåñà ïî ìåðå
µ(φ | dθ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.6.2 äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 4.5.2.

4.7 Ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåíèå íåîãðàíè÷åííûõ

îïåðàòîðîâ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, êîòîðûå
èìåþò ïëîòíóþ âH îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. ÏóñòüDom(A) ïëîòíîå â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå:

Cl(Dom(A)) = H, (4.177)

è ïóñòü
A : Dom(A) 7→ H

-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Dom(A) â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî H.

Òèïè÷íûé ïðèìåð: ïóñòü H = L2(R1 , dx) , P(x) -ïîëèíîì ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è

∀(f ∈ C0(R1) ⊂ H) : Af(x) = P(x)f(x).

Îïðåäåëåíèå 4.7.1. Ýëåìåíò y ∈ Dom(A∗), åñëè çàäàííûé íà ïëîòíîì
â H ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè Dom(A) ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

Dom(A) 3 x 7→< y , Ax > (4.178)
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ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà âñå ïðîñòðàíñòâî H, è â ýòîì ñëó÷àå
ìû ïîëàãàåì

A∗y = z,

ãäå z -òîò ýëåìåíò, êîòîðûé ïî òåîðåìå Ðèññà (ñì. 280) çàäàåò ôóíêöèî-
íàë (4.178):

∀(x ∈ Dom(A)) : < z , x >=< A∗y , x >=< y , Ax > . (4.179)

Îïèñàííûé ýòèì îïðåäåëåíèåì îïåðàòîð A∗ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì,
ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðó A.

Åñëè îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, òî ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ðàíåå
äàííûì îïðåäåëåíèåì ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

Åñëè îïåðàòîð îãðàíè÷åí, òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà åñòü âñå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè îïåðàòîð íåîãðàíè÷åí, òî ìîæåò
ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñî-
ñòîèò ëèøü èç íóëÿ. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü H =
L2(R1 , dx) , {en(x)} -ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â L2(R1 , dx),

Dom(A) = C∞0 (R1) , ∀(f ∈ Dom(A)) : Af(x) =
∑

1≤n<∞

f(n)en(x).

(4.180)
Ôóíêöèîíàë

C∞0 (R1) 3 f 7→< g , Af >=
∑

1≤n<∞

f(n) < g , en >

ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà L2(R1 , dx)
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

∀n : < g , en >= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Dom(A∗) = 0.
Îòìòèì, ÷òî îïåðàòîð (4.180) åñòü ïðèìåð îïåðàòîðà, íå èìåþùå-

ãî çàìûêàíèÿ: çàìûêàíèå ãðàôèêà îïåðàòîðà (4.180) åñòü ïðîñòðàíñòâî
L2(R1 , dx)⊕ L2(R1 , dx), êîòîðîå íå åñòü ãðàôèê îïåðàòîðà.

Ìîæíî äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà.

Â ïðÿìîé ñóììå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ H ⊕H îïðåäåëèì îïåðà-
òîð

V : H ⊕H 7→ H ⊕H , V (f ⊕ g) = (−g)⊕ f. (4.181)

Îïåðàòîð V óíèòàðåí è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

V 2 = −id.
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Òåîðåìà 4.7.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Gr(A∗) = (VGr(A))⊥. (4.182)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì:

Gr(A) = {x⊕ Ax | x ∈ Dom(A)},
V (Gr(A)) = {(−Ax)⊕ x | x ∈ Dom(A)},
(V (Gr(A)))⊥ = {y ⊕ z | (y , Ax) = (z , x) , x ∈ Dom(A)}, (4.183)

(V (Gr(A)))⊥
⋂

(0⊕H) = {0⊕ z | (z , x) = 0 , x ∈ Dom(A)} (4.184)

Òàê êàê ìíîæåñòâî Dom(A) ïëîòíî â H, òî èç (4.184) ñëåäóåò, ÷òî

(V (Gr(A)))⊥
⋂

(0⊕H) = 0,

ïîýòîìó ìíîæåñòâî (V (Gr(A)))⊥ åñòü ãðàôèê îïåðàòîðà, èç (4.183) ñëå-
äóåò, ÷òî ýòî ãðàôèê îïåðàòîðà A∗.

Ðàâåíñòâî (4.182) ìîæåò ñëóæèòü îïðåäåëåíèåì ãèëüáåðòîâî ñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà. Òàê êàê îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ëþáîìó ìíî-
æåñòâó çàìêíóòî, òî èç òåîðåìû 4.7.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.7.1. Ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A∗ çàìêíóò.
Åñëè îïåðàòîð A çàìêíóò, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

H = V (Gr(A))⊕Gr(A∗). (4.185)

Èç òåîðåìû î çàìêíóòîì ãðàôèêå è çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà A∗ ñëå-
äóåò òåîðåìà Õåëëèíãåðà-Òåïëèöà.

Òåîðåìà 4.7.2. Åñëè îïåðàòîð A îïðåäåëåí âî âñåì ïðîñòðàíñòâå: Dom(A) =
H è ñàìîñîðÿæåí: A = A∗, òî îïåðàòîð A îãðàíè÷åí: A ∈ L(H 7→ H).

Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòûé îïåðàòîð -ýòî òàêîé îïåðàòîð, ãðàôèê êî-
òîðîãî çàìêíóò. Èç çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà íå ñëåäóåò íè çàìêíóòîñòü
åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íè çàìêíóòîñòü åãî îáëàñòè çíà÷åíèé. Íàïîì-
íèì, ÷òî çàìûêàíèå îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

(Cl(Gr(A)))
⋂

(0⊕H) = 0.

Ëåììà 4.7.1. Åñëè çàìûêàíèå îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò, òî

(Cl(A))∗ = A∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Gr(Cl(A))∗) = (V (Gr(Cl(A))))⊥ =

(V (Cl(Gr(A))))⊥ = (Cl(V ((Gr(A))))⊥ =

(V (Gr(A)))⊥ = Gr(A∗).

Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.7.2. Îïåðàòîð B åñòü ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà A (èëè
îïåðàòîð A åñòü ÷àñòü îïåðàòîðà B), åñëè

Gr(A) ⊂ Gr(B), (4.186)

÷òî îçíà÷àåò:

Dom(A) ⊂ Dom(B) , ∀(x ∈ Dom(A)) : Ax = Bx.

Ñîîòíîøåíèå (4.186) çàïèñûâàåòñÿ òàê:

A ⊂ B.

Ëåììà 4.7.2. Åñëè
Cl(Dom(A∗)) = H,

òî
A ⊂ (A∗)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû îïåðàòîð (A∗)∗ ñóùåñòâóåò.
Èìååì:

∀(x ∈ Dom(A) , y ∈ Dom(A∗)) : < x , A∗y >=< A∗y , x >∗

=< y , Ax >∗=< Ax , y >=< (A∗)∗x , y > .

Ñëåäîâàòåëüíî,
∀(x ∈ Dom(A)) : Ax = (A∗)∗x.

Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.7.3. Îïåðàòîð A ñèììåòðè÷åí, åñëè

A ⊂ A∗, (4.187)

÷òî îçíà÷àåò:

∀(x , y ∈ Dom(A)) : < x , Ay >=< Ax , y > .
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Îïðåäåëåíèå 4.7.4. Îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, åñëè

A = A∗. (4.188)

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð U ∈ L(H1 7→ H2) íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì,
åñëè îí îáðàòèì è

∀(x ∈ H1 , y ∈ H1) : < Ux , Uy >2=< x , y >1 .

Îïðåäåëåíèå 4.7.5. Îïåðàòîð

A2 : H2 ⊃ Dom(A2) 3 x 7→ A2x ∈ H2

óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó A1:

A1 : H1 ⊃ Dom(A1) 3 x 7→ A1x ∈ H1

åñëè

Dom(A2) = U(Dom(A1)) , ∀(x ∈ Dom(A2)) : A2x = UA1U
−1x,

ãäå U ∈ L(H1 7→ H2) -óíèòàðíûé îïåðàòîð.

Ëåììà 4.7.3. Åñëè îïåðàòîð A1 ñàìîñîïðÿæåí è îïåðàòîð A2 óíèòàð-
íî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó A1, òî îïåðàòîð A2 ñàìîñîïðÿæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

∀(x ∈ Dom(A2) , y ∈ Dom(A2)) : < x , A2y >2=< x , UA1U
−1y >2=

< U−1x , A1U
−1y >1=< A1U

−1x , U−1y >1=< A2x , y >2 .

Ýòî ðàâåíñòâî äîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð A2 ñèììåòðè÷åí íà ñâîåé îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ. Èç ýòîé æå âûêëàäêè è ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà
A1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë

y 7→< x , A2y >

ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè

U−1x ∈ Dom(A1),

ò.å.
x ∈ U(Dom(A1)) = Dom(A2),

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð A2 ñàìîñîïðÿæåí.

336



Ëåììà 4.7.4. Åñëè
A ⊂ B,

òî
B∗ ⊂ A∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

x ∈ Dom(B∗) , y ∈ Dom(A).

Òîãäà
< x , Ay >=< x , By >=< B∗x , y > .

Ñëåäîâàòåëüíî,
x ∈ Dom(A∗) , B∗x = A∗x.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7.5. Åñëè

A = A∗ , A ⊂ B , B ⊂ B∗,

òî
A = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

A ⊂ B , ïîýòîìó B∗ ⊂ A∗ = A ⊂ B.

Ñëåäîâàòåëüíî,
B∗ = B = A.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî åñëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, òî ëþáîå

åãî ñèììåòðè÷íîå ðàñøèðåíèå ñîâïàäàåò ñ íèì, ò.å. ñðåäè ñèììåòðè÷íûõ
îïåðàòîðîâ ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð åñòü ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð ñ
ìàêñèìàëüíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A−1 îïðåäåëåí â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè Ker(A) = 0, è â ýòîì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîð
A−1 åñòü îïåðàòîð ñ ãðàôèêîì

Gr(A−1) = {Ax⊕ x | x ∈ Dom(A)}.

Ëåììà 4.7.6. Åñëè

Ker(A) = 0 , Cl(Im(A)) = H,

òî
(A−1)∗ = (A∗)−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A−1

ñóùåñòâóåò, èç âòîðîãî óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð (A−1)∗ ñó-
ùåñòâóåò. Äàëåå èìååì:

Gr(A−1) = {Ax⊕ x | x ∈ Dom(A)},
V (Gr(A−1)) = {(−x)⊕ Ax | x ∈ Dom(A)},
V (Gr(A−1))⊥ =

{y ⊕ z | − < y , x > + < z , Ax >= 0 , x ∈ Dom(A)},
V (Gr(A−1))⊥ = {A∗z ⊕ z | z ∈ Dom(A∗)}.

Ñðàâíèâàÿ ïîñåäíåå ðàâåíñòâî ñ (4.182) ìû ïîëó÷àåì:

Gr((A∗)−1) = Gr((A−1)∗)).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7.7. Åñëè
A = A∗ , Ker(A) = 0,

òî
Cl(Im(A)) = H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

y ⊥ Cl(Im(A)).

Òîãäà
∀(x ∈ Dom(A)) : < y , Ax >= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

y ∈ Dom(A∗) , A∗y = Ay = 0 , y ∈ Ker(A).

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

y = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7.8. Åñëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí:

A = A∗

è îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò, òî îïåðàòîð A−1 ñàìîñîïðÿæåí:

(A−1)∗ = A−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

a. (∃A−1)⇒ (Ker(A) = 0),

b. ((A = A∗) ∧ (Ker(A) = 0))⇒ (Cl(Im(A)) = H),

c. ((Ker(A) = 0) ∧ (Cl(Im(A)) = H))⇒ ((A−1)∗ = (A∗)−1),

d. ((A−1)∗ = (A∗)−1) ∧ (A = A∗))⇒ ((A−1)∗ = (A−1)).

Çäåñü:
a -íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà,
b -óòâåðæäåíèå ëåììû 4.7.7,
c -óòâåðæäåíèå ëåììû 4.7.6,
d -î÷åâèäíî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7.9. Åñëè

A ⊂ A∗ , Cl(Im(A)) = H,

òî
Ker(A) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

y ∈ Ker(A).

Òîãäà èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

∀(x ∈ Dom(A)) : < x , Ay >=< Ax , y >= 0.

Ïîýòîìó
y ⊥ Im(A).

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

y = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7.10. Åñëè

A ⊂ A∗ , Im(A) = H,

òî
A = A∗ , A−1 ∈ L(H 7→ H).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 4.7.9 ñëåäóåò, ÷òî Ker(A) = 0, ïîýòî-
ìó îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A−1 ñèììåòðè÷åí.
Ïóñòü x , y -ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç Dom(A−1) = H. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò òàêèå ýëåìåíòû w , z, ÷òî x = Aw , y = Az. Ïîýòîìó

< x , A−1y >=< Aw , z >=< w , Az >=< A−1x , y > .

Òàê êàê îïåðàòîð A−1 ñèììåòðè÷åí è îáëàñòü åãî îïðåäåëåíèÿ åñòü âñå
ïðîñòðàíñòâî, òî îïåðàòîð A−1 ñàìîñîïðÿæåí è ïîýòîìó çàìêíóò. Ïî òåî-
ðåìå î çàìêíóòîì ãðàôèêå (ñì. 169) îïåðàòîð A−1 îãðàíè÷åí. Äàëåå èìå-
åì:

A∗ = ((A−1)−1)∗ = ((A−1)∗)−1 = ((A−1)−1 = A.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7.11. Åñëè îïåðàòîð A ñèììåòðè÷åí, òî

Ker(A± iid) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îïåðàòîð A ñèììåòðè÷åí, òî ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

∀(x ∈ Dom(A)) : ‖(A± iid)x‖2 = ‖Ax‖2 + ‖x‖2, (4.189)

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 4.7.12. Ker(A∗ ± iid) = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
Cl(Im(A∓ iid)) = H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ çíàêà +. Ïóñòü

y ⊥ Cl(Im(A− iid)).

Òîãäà
∀(x ∈ Dom(A)) : < y , (A− iid)x >= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

y ∈ Dom(A∗ + iid) , (A∗ + iid)y = 0 , y ∈ Ker(A∗ + iid).

Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ
Ker(A∗ + iid) = 0

ñëåäóåò ðàâåíñòâî
Cl(Im(A− iid)) = H.
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Ïóñòü
y ∈ Ker(A∗ + iid) , y 6= 0.

Òîãäà

∀(x ∈ Dom(A)) : < (A∗ + iid)y , x >=< y , (A− iid)x >= 0,

è
y ⊥ Cl(Im(A− iid)).

Ñëåäîâàòåëüíî,
Cl(Im(A− iid)) 6= H.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.7.13. Åñëè îïåðàòîð A ñèììåòðè÷åí è çàìêíóò, òî ìíîæå-
ñòâà Im(A± iid) çàìêíóòû. Åñëè îïåðàòîð A ñèììåòðè÷åí è õîòÿ áû
îäíî èç ìíîæåñòâ Im(A± iid) çàìêíóòî, òî îïåðàòîð A çàìêíóò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ çíàêà +. Îïðåäåëèì
îïåðàòîð

T : Gr(A) 7→ Im(A+ iid) , T (x⊕ Ax) = (A+ iid)x.

ßñíî, ÷òî
Im(T ) = Im(A+ iid).

Èç (4.189) ñëåäóåò, ÷òî Ker(T ) = 0, ïîýòîìó îïåðàòîð T−1 ñóùåñòâó-
åò. Èç (4.189) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T èçîìåòðè÷åí, ïîýòîìó ìíîæåñòâà
Gr(A) , Im(A + iid) çàìêíóòû èëè íåò îäíîâðåìåííî. Ðàññóæäåíèÿ äëÿ
çíàêà − àíàëîãè÷íû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èíîãäà íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì êðèòåðèåì ñàìîñî-
ïðÿæåííîñòè.

Òåîðåìà 4.7.3. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò ïëîòíóþ îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ è ñèììåòðè÷åí:

Cl(Dom(A)) = H , A ⊂ A∗.

Òîãäà
1. Åñëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí:

A = A∗,

òî îïåðàòîð A çàìêíóò è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

Ker(A∗ ± iid) = 0. (4.190)
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2. Åñëè îïåðàòîð A çàìêíóò è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (4.190), òî ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà

Im(A± iid) = H (4.191)

è ðåçîëüâåíòû R(±i , A) ñóùåñòâóþò.
3. Åñëè Im(A± iid) = H, òî îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1⇒ 2. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð çàìêíóò, à ðàâåíñòâî (4.190) åñòü

ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (4.189).
2⇒ 3. Èç ëåììû 4.7.12 ñëåäóåò, ÷òî

Cl(Im(A± iid)) = H.

Çàìêíóòîñòü îïåðàòîðà A îçíà÷àåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà Gr(A), ïî-
ýòîìó ìíîæåñòâî Im(A± iid) çàìêíóòî íà îñíîâå ëåììû 4.7.13 è

Cl(Im(A± iid)) = Im(A± iid) = H.

Òàê êàê
Ker(A± iid) = 0,

òî ìíîæåñòâî
{(A± iid)x⊕ x | x ∈ Dom(A)}

åñòü ãðàôèê îïåðàòîðà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ðåçîëüâåíò.
3⇒ 1. Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ äëÿ çíàêà +. Ïóñòü

x ∈ Dom(A∗).

Òîãäà èç óñëîâèÿ (4.191) ñëåäóåò, ÷òî

∃(y ∈ Dom(A) ⊂ DomA∗) : (A+ iid)y = (A∗ + iid)x

Ïîýòîìó
(A∗ + iid)(x− y) = 0.

Ñîãëàñíî ëåììå 4.7.12 èç óñëîâèÿ Im(A− iid) = H ñëåäóåò,÷òî Ker(A∗+
iid) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(x− y = 0)⇒ (x ∈ Dom(A))⇒ (Dom(A∗) = Dom(A)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 4.7.1. Òàê êàêmathbfKer(A±iid) = 0, òî óñëîâèå 3 ýâèâàëåíò-
íî ñóùåñòâîâàíèþ îïåðàòîðîâ (A ± iid)−1, îáëàñòü îïðäåëåíèÿ êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: Dom(A ± iid)−1 = H.. Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ 3
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

∀(x ∈ H) , ∃(y± ∈ Dom(A)) : (A± iid)y± = x.

Ïóñòü
λ = a+ ib , b 6= 0.

Òîãäà
(λid− A) = b(iid− (−aid + A)/b)

Îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð (−aid +
A)/b ñàìîñîïðÿæåí. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 4.7.3 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.7.2. Ñïåêòð ëþáîãî ñîìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ëåæèò
íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Ïóñòü A -ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, B ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð è
Dom(B) ⊃ Dom(A).

Îïðåäåëåíèå 4.7.6. ÎïåðàòîðB íàçûâàåòñÿA-îãðàíè÷åííûì (èëè îãðà-
íè÷åííûì îïåðàòîðîì A), åñëè

∃(a , b) , ∀(x ∈ Dom(A)) : ‖Bx‖ ≤ a‖x‖+ b‖Ax‖. (4.192)

Âõîäÿùàÿ â (4.192) êîíñòàíòà b íàçûâàåòñÿ âåðõíåé A-ãðàíüþ îïå-
ðàòîðà B (èëè âåðõíåé ãðàíüþ îïåðàòîðà B ïî îòíîøåíèþ îïåðàòîðà
A). Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîé íèæíåé ãðàíè âñåõ âåðõíèõ A-ãðàíåé ìîæåò è
íå ñóùåñòâîâàòü (÷èñëî a â îöåíêå (4.192) ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê +∞ ïðè
óìåíüøåíèè b).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Êàòî-Ðåëëèõà (èëè Ðåëëèõà-
Êàòî)

Òåîðåìà 4.7.4. Åñëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, îïåðàòîð B ñèììåò-
ðè÷åí, Dom(B) ⊃ Dom(A) è îïåðàòîð B A-îãðàíè÷åíí ñ A-ãðàíüþ
b < 1, òî îïåðàòîð A + B ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Dom(A) ñàìîñîïðÿ-
æåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

∀ε : 2ab ≤ (a/ε)2 + (bε)2,
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òî èç (4.192) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∀(x ∈ Dom(A)) : ‖Bx‖2 ≤ (a2 + ε−2)‖x‖2 + (b2 + ε2)‖Ax‖2 =

(b2 + ε2)‖(−i((a2 + ε−2)/(b2 + ε2)− A)x‖2. (4.193)

Âûáåðåì ε òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

γ2 := b2 + ε2 < 1.

Ïîëîæèì
α = (a2 + ε−2)/(b2 + ε2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà A+B íàì äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî

Im(A+ V + iαid) = H,

R(−iα , A+B) ∈ L(H 7→ H).

Ïóñòü
x ∈ Dom(A) , (A+B + iαid)x = y. (4.194)

Òàê êàê îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, îïåðàòîð R(−iα , A) ñóùåñòâóåò è

R(−iα , A) ∈ L(H 7→ H) , Im(R(−iα , A)) ⊂ Dom(A).

Çàìåíèâ â (4.194)
x→ (A+ iαid)x,

ìû ïîëó÷èì:
(id−BR(−iα , A))(A+ iαid)x = y. (4.195)

Ñäåëàâ çàìåíó
x 7→ −R(−iα , A)x (4.196)

â (4.193), ìû ïîëó÷èì:

∀x : ‖BR(−iα , A)x‖ ≤ γ‖x‖.

Ñëåäîâàòåëüíî,
‖BR(−iα , A)‖ ≤ γ < 1, (4.197)

è

(id−BR(−iα , A))−1 ∈ L(H 7→ H),

Im(id−BR(−iα , A))−1 = H.
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Òåïåðü èç (4.195) ñëåäóåò, ÷òî â ðàâåíñòâå (4.194):

∀(y ∈ H) :

x = −R(−iα , A)(id−BR(−iα , A))−1y ∈ Dom(A).

Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A + B ñàìî-
ñîïðÿæåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 4.7.1. Ïóñòü H = L2(Rd , dx). Íà ïëîòíîé â L2(Rd , dx) îáëàñòè

Dom(A) = {f | f ∈ L2(Rd , dx) ,

∫
|x|4|f(x)|2dx <∞}

ðàññìîòðèì îïåðàòîð
Af(x) = x2f(x).

Ýòîò îïåðàòîð ñèììåòðè÷åí íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗ ñîñòîèò èç òåõ ýëåìåíòîâ g ∈ H, äëÿ
êîòîðûõ ôóíêöèîíàë

Dom(A) 3 f 7→< g , Af >=

∫
g∗(x)|x|2f(x)dx

ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå H. Ýòî ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè îí îãðàíè÷åí, ò. å. åñëè

sup{| < g , Af > | | ‖f‖ ≤ 1} = sup{|
∫
g∗(x)|x|2f(x)dx| | ‖f‖ ≤ 1} =(∫

|x|4|g(x)|2dx
)1/2

<∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗

ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A è ïîýòîìó îïåðàòîð A
ñàìîñîïðÿæåí.

Ïðèìåð 4.7.2. Ïóñòü H = L2(Rd , dx). Íà ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà S(Rd)
ðàññìîòðèì îïåðàòîð

A : S(Rd) 3 f(x) 7→ Af(x) = −∆f(x),

ãäå ∆ -îïåðàòîð Ëàïëàñà. Íàéäåì çàìûêàíèå îïåðàòîðà A. Ïóñòü {fn} ∈
S(Rd) è â ìåòðèêå L2(Rd , dx)

fn → f0 ∈ H , Afn → g ∈ H , n→∞.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ôóðüå, íàõîäèì:

f̂n(ξ)→ f̂0(ξ) , |ξ|2f̂n(ξ)→ ĝ(ξ) , n→∞.

(Ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå L2(Rd , dξ)). Ñëåäîâàòåëüíî,

ĝ(ξ) = |ξ|2f̂0(ξ) ,

∫
|ξ|4||f̂0(ξ)|2dξ <∞.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ îïåðàòîðà −∆
ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà H2(Rd):

Dom(Cl(−∆)) = H2(R2),

è íà ýòîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèå îïåðàòîðà −∆ âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

−∆f(x)
def
= (2π)−d lim

R→∞

∫
|ξ|<R

exp(i(x , ξ))|ξ|2f̂(ξ)dξ , f ∈ H2(R2). (4.198)

Îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (4.198) îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåí, òàê êàê îí óíè-
òàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà |ξ|2 â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd , dξ).

Åñëè çàìûêàíèå îïåðàòîðà åñòü ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî èíî-
ãäà ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåí â ñóùåñòåííîì (íà ñâîåé ïåð-
âîíà÷àëüíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ). Ìû äîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà
ñàìîñîïðÿæåí â ñóùåñòâåííîì íà ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà.

Ïðèìåð 4.7.3. ÏóñòüH = L2(Rd , dx). Íà ïðîñòðàíñòâåH2(Rd) ⊂ L2(Rd , dx)
ðàññìîòðèì îïåðàòîð

B : Bf(x) = l ·Df(x) + q(x)f(x), (4.199)

ãäå l ∈ Rd, ïðîèçâîäíàÿ ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå (ñì.ñòð. 453),q(x)
îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð B îãðàíè÷åí
îïåðàòîðîì −∆ ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåðõíåé ãðàíüþ.

Ïóñòü
∀x : |q(x)| ≤ q∞.

Òîãäà
‖Bf‖ ≤ |l|‖|Df |‖+ q∞‖f‖.

Äàëåå èìååì:

‖|Df |‖2 ≤ (2π)−d
∫
|ξ|2|f̂(ξ)|2dξ ≤

(2π)−d
∫

(ε−2 + ε2|ξ|4)|f̂(ξ)|2dξ =

ε−2‖f‖2 + ε2‖∆f‖2,
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ïîýòîìó

‖|Df |‖ ≤ ε−1‖f‖+ ε‖∆f‖.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(ε > 0) : ‖Bf‖ ≤ (|q∞ + ε−1|l|)‖f‖+ ε|l|‖∆f‖.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð B îãðàíè÷åí îïåðàòîðîì −∆ ñî ñêîëü óãîäíî
ìàëîé âåðõíåé ãðàíüþ.

Èç òåîðåìû Êàòî-Ðåëëèõà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ íàìè
óñëîâèÿõ îïåðàòîð Øðåäèíãåðà

H2(Rd) 3 f 7→ −∆f + l ·Df(x) + q(x)f(x)

ñàìîñîïðÿæåí â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd , dx)

Èç òåîðåìû 4.7.3 è òåîðåìû Õèëëå-Ôèëëèïñà-Èîñèäû (ñì. 249) âûòå-
êàåò òåîðåìà Ñòîóíà .

Òåîðåìà 4.7.5. 1. Åñëè

t 7→ T (t)

-ïîëóãðóïïà êëàññà C0 â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è ïðè âñåõ t >
0 îïåðàòîðû T (t) ñàìîñîïðÿæåíû, òî èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð
ïîëóãðóïïû T (t) ñàìîñîïðÿæåí.

2. Åñëè

t 7→ U(t)

-ïîëóãðóïïà êëàññà C0, ïðè âñåõ t ∈ R1 îïåðàòîðû U(t) óíèòàðíû è
A -èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû U(t), òî îïåðàòîð −iA
-ñàìîñîïðÿæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îïåðàòîðû T (t) ñàìîñîïðÿæåíû, òî èíôèíè-
òåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû T (t) ñèììåòðè÷åí. Â ñèëó òåîðåìû
Õèëëå-Ôèëëèïñà-Èîñèäû îí çàìêíóò, èìååò ïëîòíóþ îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ è åãî ðåçîëüâåíòà îïðåäåëåíà ïðè Reλ� 1. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå
3 òåîðåìû 4.7.3 âûïîëíåíî. Åñëè ïîëóãðóïïà ñîñòîèò èç óíèòàðíûõ îïå-
ðàòîðîâ, òî åå èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð î÷åâèäíî êîñîñèììåòè÷åí.
Îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû è èõ ïðîâåäåíèå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñïåêòðàëü-
íîé òåîðåìîé äëÿ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4.8 Îñíàùåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è

áèëèíåéíûå ôîðìû.

4.8.1 Îñíàùåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü H ãèëüáåðòîâî ïðîñòàíñâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì < , > è
íîðìîé

‖f‖2 =< f , f > .

Ïóñòü H+ ⊂ H -ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â H, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì:

1. H+ ïëîòíî â H ïî ìåòðèêå H:

H+ ⊂ H , Cl(H+) = H.

(Çàìûêàíèå áåðåòñÿ ïî ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà H).
2. H+ åñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

[ , ]+ è íîðìîé
∀(f ∈ H+) : ‖f‖2

+ = [f , f ]+.

3. Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∀(f ∈ H+) : ‖f‖+ ≥ ‖f‖.

Ïðèâåäåì ïðèìåð.
Ïóñòü

H = L2(R1 , dx) , H+ = {f |
∫
|f(x)|2(1 + x2)dx <∞},

∀(f ∈ H+ , g ∈ H+) : [f , g]+ =

∫
f ∗(x)g(x)(1 + x2)dx.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå âûïîëíåíû âñå ñäåëàííûå âûøå
ïðåäïîëîæåíèÿ.

Äëÿ ëþáîãî g ∈ H íà ïðîñòðàíñòâå H+ îïðåäåëåí ëèíåéíûé ôóíêöè-
îíàë:

H+ 3 f 7→< g , f > . (4.200)

Çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå H+ ôîðìóëîé (4.200) ôóíêöèîíàë íåïðåðû-
âåí â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà H+, òàê êàê

| < g , f > | ≤ ‖g‖ · ‖f‖ ≤ ‖g‖ · ‖f‖+.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî
ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå â ïðîñòðàíñòâå H+ ñóùåñòâó-
åò òàêîé âåêòîð Jg, ÷òî

∀(g ∈ H , f ∈ H+) : [Jg , f ]+
def
=< g , f > . (4.201)

Ôîðìóëà (4.201) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð

J : H 7→ H+ ⊂ H.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ïðèìåðà ðàâåíñòâî (4.201) ïðèíèìàåò âèä:∫
Jg∗(x)f(x)(1 + x2)dx =

∫
g∗(x)f(x)dx,

ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå

Jg(x) = (1 + x2)−1g(x).

Èçó÷èì ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé (4.201) îïåðàòîðà J .

Ëåììà 4.8.1. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖J | L(H → H+)‖ ≤ 1. (4.202)

‖J | L(H → H)‖ ≤ 1. (4.203)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

∀(g ∈ H) : ‖Jg | ‖+ = sup{|[Jg , f ]+| | ‖f‖+ ≤ 1} =

sup{| < g , f > | | ‖f‖+ ≤ 1} ≤ sup{| < g , f > | | ‖f‖ ≤ 1} = ‖g‖.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. Âòîðîå åñòü î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ïåðâîãî.

Ëåììà 4.8.2. Îïåðàòîð J óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì:

Ker(J) = 0. (4.204)

Cl(Im(J)) = H+. (4.205)

Çàìûêàíèå â (4.205) áåðåòñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà H+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ∈ Ker(J), òî

∀(g ∈ H+) : [Jf , g]+ =< f , g >= 0.

Òàê êàê H+ ïëîòíî â H, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f = 0.
Åñëè g ∈ H+ , g⊥Im(J), òî

(∀(f ∈ H) : [Jf , g]+ =< f , g >= 0)⇒ (g = 0).

Ëåììà äîêàçàíà. Èç ëåììû 4.8.2 âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 4.8.1. Îïåðàòîð J−1 îïðåäåëåí íà ïëîòíîì â ïðîñòðàíñòâå
H ìíîæåñòâå

Im(J) ⊂ H+ ⊂ H.

Ëåììà 4.8.3. Îïåðàòîð J−1 ñèììåòðè÷åí íà ïðîñòðàíñâå Im(J) îò-
íîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < , >.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

∀(f ∈ Im(J) , g ∈ Im(J)) : < J−1f , g >= [f , g]+ =

[g , f ]∗+ =< J−1g , f >∗=< f , J−1g > .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.8.4. Îïåðàòîð J ñàìîñîïðÿæåí è íåîòðèöàòåëåí íà ïðîñòðàí-
ñòâå H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð J ñèììåòðè÷åí íà ïðîñòðàí-
ñòâå H. Èìååì:

∀(f ∈ Im(J) , g ∈ Im(J)) : < J−1f , g >=< f , J−1g > .

Çàìåíÿÿ â ýòîì ðàâåíñòâå

f → Jf , g → Jg,

ìû ïîëó÷èì:

∀(f ∈ H , g ∈ H) : < f , Jg >=< Jf , g > .

Îïåðàòîð J îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå H, îãðàíè÷åí è ñèììåòðè-
÷åí. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ñàìîñîïðÿæåí. Íåîòðèöàòåëüíîñòü îïåðàòîðà J
ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

< g , Jg >= [Jg , Jg]+ ≥ 0.

Èç ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà J â ñèëó ëåììû 4.7.8 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.8.2. Îïåðàòîð J−1 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

Dom(J−1) = Im(J) ⊂ H

ñàìîñîïðÿæåí â ïðîñòðàíñòâå H.
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Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå

Im(J) = {f | f(x) = (1 + x2)−1g(x) , g(x) ∈ L2(R1 , dx)} =

{f | (1 + x2)f(x) ∈ L2(R1 , dx)}

è

J−1f(x) = (1 + x2)f(x).

Íà ïðîñòðàíñòâå H îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

∀(f ∈ H , g ∈ H) : [f , g]−
def
= [Jf , Jg]+. (4.206)

Ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå H ïîðîæäàåò íîðìó:

‖f‖2
− = [f , f ]−. (4.207)

Ëåììà 4.8.5. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∀(f ∈ H) : ‖f‖− ≤ ‖f‖. (4.208)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

∀(f ∈ H) : ‖f‖2
− = ‖Jf‖2

+ ≤ ‖f‖2.

ÏóñòüH− -ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàí-
ñòâà H ïî íîðìå ‖ ‖− ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì [ , ]−. Ïî ïîñòðîåíèþ
ïðîñòðàíñòâî H ïëîòíî â H− ïî íîðìå ‖ ‖−.

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå

‖f‖2
− =

∫
(1 + x2)−2|f(x)|2(1 + x2)dx =

∫
(1 + x2)−1|f(x)|2dx.

Òåîðåìà 4.8.1. Îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (4.201) îïåðàòîð J ïðîäîë-
æàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà ïðîñòðàíñòâî H− äî îïåðàòîðà

J̃ ∈ L(H− 7→ H+) , ∀(f ∈ H) : J̃(f) = J(f).

Îïåðàòîð J̃ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

Dom(J̃) = H− , Im(J̃) = H+ , Ker(J̃) = 0 , ‖J̃ | L(H− 7→ H+)‖ = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, èìååì:

∀(f ∈ H) : ‖f‖2
− = ‖Jf‖2

+. (4.209)

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H ïëîòíî â H−, òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî òàêîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

J̃ ∈ L(H− 7→ H+),

êîòîðîå ïðîäîëæàåò ýòî ðàâåíñòâî íà âñå ïðîñòðàíñòâîH−. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü

f ∈ H− , ‖f − fn‖− → 0 , n→∞ , fn ∈ H.

Èç (4.209) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Jfn ôóíäàìåíòàëüíà â ïðî-
ñòðàíñòâå H+ è ìû ìîæåì ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèòü

J̃f := lim
n→∞

Jfn.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Im(J̃) çàìêíóòî â H+. Ïóñòü

J̃fn → g , n→∞.

Òîãäà èç (4.209) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ôóíäàìåíòàëüíà â
ïðîñòðàíñòâå H− è ïîýòîìó

∃(f0 ∈ H−) : f0 = lim
n→∞

fn è g = J̃(f0).

Åñëè Im(J̃) 6= H+, òî ñóùåñòâóåò g ∈ H+ , g⊥Im(J̃), íî òîãäà

∀(f ∈ H) : < f , g >= [Jf , g]+ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, g = 0 è Im(J̃) = H+. Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ëåììû
òðèâèàëüíû.

Ñëåäñòâèå 4.8.3. Îïåðàòîð J̃ îáðàòèì è

‖J̃−1 | L(H+ 7→ H−)‖ = 1.

Òåîðåìó 4.8.1 ìîæíî èçëîæèòü â íåìíîãî äðóãîé ðåäàêöèè.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå H ìû ìîæåì ðàññìàòðè-

âàòü êàê áèëèíåéíóþ ôîðìó, çàäàííóþ íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè H×
H+:

H ×H+ 3 f × g →< f , g >∈ C1. (4.210)
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Òåîðåìà 4.8.2. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4.210) ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâ-
íîñòè íà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ H− × H+ è åå ïðîäîë-
æåíèå:

[ , ]0 : H− ×H+ 7→ C1 , ∀(f × g ∈ H ×H−) : [f , g]0
def
=< f , g > (4.211)

ïðèâîäèò ïðîñòðàíñòâà H− è H+ â äâîéñòâåííîñòü: ëþáîé ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå H+ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí â âèäå:

H+ 3 g 7→ [f , g]0 , f ∈ H−, (4.212)

è ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå H− ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå:

H− 3 f 7→ [f , g]∗0 , g ∈ H+. (4.213)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ
H−×H+ ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåò-
ðèêîé

d(f × g , f ′ × g′) = ‖f − f ′‖− + ‖g − g′‖+.

Èìååì:

∀(f × g ∈ H ×H+) : | < f , g > | = |[Jf , g]| ≤ ‖Jf‖+‖g‖+ =

‖f‖−‖g‖+. (4.214)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà (4.210) ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðå-
ðûâíîñòè íà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ H−×H+, òàê êàê åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn × gn ∈ H × H+ ôóíäàìåíòàëüíà â ìåòðèêå ïðî-
ñòðàíñòâà H− ×H+ è

fn × gn → f0 × g0 ∈ H− ×H+ , n→∞,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < fn , gn > ôóíäàìåíòàëüíà è îòîáðàæåíèÿ

H+ 3 g 7→ [f , g]0 , f ∈ H− , H− 3 f 7→ [f , g]∗0 , g ∈ H+

çàäàþò ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà
ïðîñòðàíñòâå H+ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (4.212). Ïóñòü l -òàêîé
ôóíêöèîíàë. Ïî òåîðåìå Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíî-
ãî ôóíêöèîíàëà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð
g0 ∈ H+, ÷òî

∀(g ∈ H+) : l(g) = [g0 , g]+.
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Òîãäà ìû èìååì:
l(g) = [g0 , g]+ = [J̃−1g0 , g]0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèî-
íàë íà ïðîñòðàíñòâå H− ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (4.213). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïðîñòðàíñòâà H+ , H− è áèëèíåéíàÿ ôîðìà [ , ]0 íàçûâàþòñÿ îñíà-
ùåíèåì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî H âìåñòå ñ
ïðîñòðàíñòâàìè H+ , H− -îñíàùåííûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

4.8.2 Ïîëóîãðàíè÷åííûå ýðìèòîâû ôîðìû è ðàñøè-

ðåíèå îïåðàòîðîâ ïî Ôðèäðèõñó.

Ïóñòü Dom(B) -ïëîòíîå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ëèíåéíîå ìíî-
ãîîáðàçèå.

Ôóíêöèÿ

B : Dom(B)×Dom(B) 3 x× y → B(x , y) ∈ C1

íàçûâàåòñÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé ýðìèòîâîé ôîðìîé ñ îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ Dom(B), åñëè

1. Ôóíêöèÿ B(x , y) ëèíåéíà ïî âòîðîìó àãðóìåíòó:

∀(x ∈ Dom(B) , y ∈ Dom(B)) : B(x , αy1+βy2) = αB(x , y1)+βB(x , y2).

2. Âûïîëíåíî óñëîâèå:

∀(x ∈ Dom(B) , y ∈ Dom(B)) : B(x , y) = B(y , x)∗.

3. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà −∞ < M <∞, ÷òî

∀(x ∈ Dom(B)) : ëèáî B(x , x) ≤M‖x‖2 , ëèáî B(x , x) ≥M‖x‖2.

Åñëè ýðìèòîâà ôîðìà B(x , y) îãðàíè÷åíà, òî â ñèëó òåîðåìû Ëàêñà-
Ìèëüãðàìà-Âèøèêà ñóùåñòâóåò òàêîé îãðàíè÷åíûé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð A, ÷òî

∀(x ∈ H , y ∈ H) : B(x , y) =< x , Ay > . (4.215)

Åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.215), òî ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìà B(x , y) ïðåä-
ñòàâëåíà îïåðàòîðîì A. Åñëè ôîðìà íåîãðàíè÷åíà, òî, âîîáùå ãîâîðÿ,
îíà íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îïåðàòîðîì (ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð
áóäåò ïðèâåäåí íèæå). Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ
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óñëîâèÿõ ïîëóîãðàíè÷åííàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñàìîñîïðÿ-
æåííûì îïåðàòîðîì.

Åñëè ôîðìà B(x , y) ïðåäñòàâëåíà îïåðàòîðîì A, òî ïðè çàìåíå

B(x , y)→ ±B(x , y) + a < x , y > , a ∈ R1. (4.216)

ïðåäñòàëÿþùèé åå îïåðàòîð A çàìåíèòñÿ íà îïåðàòîð

A→ ±A+ aid.

ßñíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ çàìåíû (4.216) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìó, êîòîðàÿ
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

∀(x ∈ Dom(B)) : B(x , x) ≥ ‖x‖2. (4.217)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.217) âûïîëíåíî.
Óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (4.217) ýðìèòîâà ôîðìà B(x , y) íà ïðî-

ñòðàíñòâå Dom(B) îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó

∀(x ∈ Dom(B)) : ‖x | B‖2 def
= B(x , x). (4.218)

Îïðåäåëåíèå 4.8.1. Ýðìèòîâà ôîðìà B(x , y) çàìêíóòà, åñëè ïðîñòðàí-
ñòâî Dom(B) åñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (ò. å. ïîëíî) îòíîñèòåëüíî
íîðìû (4.218).

Ïóñòü HB -ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà Dom(B) ïî íîðìå (4.218).
Åñëè {xn} ⊂ Dom(B) -ñõîäÿùàÿñÿ ïî ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà HB ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü:

‖xn − x0 | B‖ → 0 , x0 ∈ HB, (4.219)

òî â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.217) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ Dom(B) ñõî-
äèòñÿ è â ïðîñòðàíñòâå H, ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ (4.219) êîððåêòíî îïðå-
äåëåíî îòîáðàæåíèå

I : HB 7→ H , I(x0) = lim
n→∞

xn. (4.220)

Ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè (4.220) âû÷èñëÿåòñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà H.

Îïðåäåëåíèå 4.8.2. Ýðìèòîâà ôîðìà B(x , y) çàìûêàåìà, åñëè îïðåäå-
ëåííîå ôîðìóëîé (4.220) îòîáðàæåíèå èìååò íóëåâîå ÿäðî:

Ker(I) = 0.

355



Ïðèâåäåì ïðèìåðû.
Ïóñòü

H = L2(R1 , dx) , Dom(B) = S(R1),

B(f , g) =

∫
(f ∗(x)g(x) +Dxf(x)∗Dxg(x))dx = (4.221)

(2π)−1

∫
(1 + ξ2)f̂ ∗(ξ)ĝ(ξ)dξ. (4.222)

Â ýòîì ñëó÷àå

HB = {f |
∫

(1 + ξ2)|f̂(ξ)|2dξ <∞} , Ker(I) = 0

è ôîðìà (4.222) çàìûêàåìà.
Ïóñòü

H = L2(R1 , dx) , Dom(B) = S(R1),

B(f , g) =

∫
f ∗(x)g(x)dx+ f ∗(0)g(0). (4.223)

Â ýòîì ñëó÷àå

HB = L2(R1 , dx)⊕ C1 , Ker(I) = 0⊕ C1 6= 0

è ôîðìà (4.223) íå çàìûêàåìà (è íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà äåéñòâó-
þùèì â ïðîñòðàíñòâå L2(R1 , dx) îïåðàòîðîì).

Åñëè ýðìèòîâà ôîðìà B çàìûêàåìà, òî ïðîñòðàíñòâî HB (ïîïîëíå-
íèå ïðîñòðàíñòâà Dom(B) ïî íîðìå ‖ | B‖) ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåí-
íîãî ðàâåíñòâîì (4.220) îòîáðàæåíèÿ I ìîæíî âëîæèòü â ïðîñòðàíñòâî
H òàê, ÷òî âëîæåíèå áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà îáðàçå ïðîñòðàíñòâà
HB, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî HB åñòü ïîäìíîãîîáðàçèå
ïðîñòðàíñòâà H:

HB ⊂ H,

à ýðìèòîâà ôîðìà B ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæåíà íà HB.

Òåîðåìà 4.8.3. Åñëè B -çàìêíóòàÿ ïëîòíî îïðåäåëåííàÿ ïîëóîãðàíè-
÷åííàÿ ýðìèòîâà ôîðìà, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ñàìîñîïðÿæåííûé îïå-
ðàòîð A, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1.Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A ñîäåðæèòñÿ â Dom(B) è ïëîò-
íà â Dom(B):

Dom(A) ⊂ Dom(B) , Cl(Dom(A)) ⊃ Dom(B), (4.224)
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2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

∀(x ∈ Dom(B) , y ∈ Dom(A)) : B(x , y) =< xAy > . (4.225)

Óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1-2 ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð åäèí-
ñòâåíåí è íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ôîðìó B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðàA. Çàìåíîé (4.216)
ïåðåéäåì ê ôîðìå, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (4.217). Äàëåå èñ-
ïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ, îïèñàííóþ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå: ïóñòü

Dom(B) = H+ , B(x , y) = [x , y]+ , A = J−1,

ãäå J−1 -ââåäåííûé â ñëåäñòâèè (4.8.2) îïåðàòîð. Êàê äîêàçàíî â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå, óñëîâèÿ 1-2 âûïîëíåíû. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü îïå-
ðàòîðà A. Ïóñòü îïåðàòîð A0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1-2. Òàê êàê

∀(x ∈ Dom(A0)) , B(x , x) = [x , A0x]+ ≥ ‖x‖2,

òî

Ker(A0) = 0

è îïåðàòîð A−1
0 ñóùåñòâóåò. Äàëåå èìååì:

∀(x ∈ Dom(B) , y ∈ Dom(A0)) :

< A0y , x >= [y , x]+ = [JA0y , x]+ = [A0y , Jx]+ = [y , A0Jx]+,

< y , x >= [A−1
0 y , x]+ = [Jy , x]+.

Òàê êàê ìíîæåñòâî Dom(A0) ïëîòíî â Dom(B), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
îïåðàòîð A0 íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð L(H+ → H) è ñîâïàäàåò íà ïëîò-
íîì â H+ ìíîæåñòâå ñ îðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì J−1, à îïåðàòîð A−1

0

ñîâïàäàåò íà Dom(B) ñ îïåðàòîðîì J . Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü Dom(A) -ïëîòíîå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ëèíåéíîå

ìíîãîîáðàçèå, è A -îïðåäåííûé íà Dom(A) ñèììåòðè÷íûé ïîëóîãðàíè-
÷åííûé îïåðàòîð:

∀(x ∈ Dom(A) , y ∈ Dom(A)) : < x , Ay >=< Ax , y >,

∀(x ∈ Dom(A)) : < x , Ax >≥M‖x‖2 èëè < x , Ax >≤M‖x‖2. (4.226)

Òåîðåìà 4.8.4. Åñëè A -îïðåäåííûé íà ïëîòíîì â H ëèíåéíîì ìíîãî-
îáðàçèè Dom(A) ñèììåòðè÷íûé ïîëóîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî ôîðìà

∀(x ∈ Dom(A) , y ∈ Dom(A)) : B(x , y) =< x , Ay >

ýðìèòîâà, ïîëóîãðàíè÷åíà è çàìûêàåìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â íåì íóæäàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Áåç
îðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.217).
Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ Dom(A)) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà ïî íîðìå
‖x | B‖2 = B(x , x).

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå H:

‖xn‖ → 0 , n→∞,
òî

B(xn , xn)→ 0 , n→∞.
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî HB åñòü ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà H ïî íîðìå ‖ |
B‖ è x0 ∈ HB -ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Èìååì:
∀(x ∈ Dom(A))) : |B(x , x0)| = lim

n→∞
|B(x , xn)| =

lim
n→∞

| < x , Axn > | = lim
n→∞

| < Ax , xn > | ≤ lim
n→∞

‖Ax‖ · ‖xn‖ = 0.

Òàê êàê ìíîæåñòâî Dom(A) ïëîòíî â HB, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x0 = 0.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü A -îïðåäåííûé íà ïëîòíîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ëè-
íåéíîì ìíîãîîáðàçèè Dom(A) ñèììåòðè÷íûé ïîëóîãðàíè÷åííûé îïåðà-
òîð.

Çàìåíîé
Λ : A→ ±A+ aid (4.227)

ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òî ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðîì ΛA ýðìèòîâà ôîðìà

∀(x ∈ Dom(A) , y ∈ Dom(A)) : B(x , y) =< x , ΛAy > (4.228)

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó:

∀(x ∈ Dom(A)) : B(x , x) ≥ ‖x‖2.

Ñäåëàåì òàêóþ çàìåíó è ïóñòü B -çàìûêàíèå ôîðìû (4.228), à ΛA -
îïåðàòîð, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ôîðìó B:

∀(x ∈ Dom(B) , , y ∈ Dom(ΛA)) : B(x , y) =< x , ΛAy > .

Îïåðàòîð
A := Λ−1ΛA (4.229)

ñàìîñîïðÿæåí è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

Dom(A) ⊂ Dom(A) ⊂ Dom(B) , ∀(x ∈ Dom(A)) : Ax = A(x).

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïî Ôðèäðèõñó îïåðàòîðà A. Ýòî
ðàñøèðåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.
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4.9 Ïðåîáðàçîâàíèå Êåëëè è ñïåêòðàëüíîå ðàç-

ëîæåíèå íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

Äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

z 7→ (z − i)/(z + i)

ïåðåâîäèò ïðÿìóþ R1 â îêðóæíîñòü

z = exp(iθ) , 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ñïåêòð ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ëåæèò íà äåéñòâèòåëüíîé
îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A -îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð,
òî ïî òåîðåìå îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà ñïåêòð îïåðàòîðà

Ca(A)
def
= (A− iid) · (A+ iid)−1 (4.230)

ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è îïåðàòîð Ca(A) óíèòàðåí. Ìû äîêà-
æåì, ÷òî îïåðàòîð Ca(A) óíèòàðåí äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà A.

Ëåììà 4.9.1. Åñëè A -ïðîèçâîëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî
ôîðìóëà (4.230) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò îïåðàòîð Ca(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A -ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî â ñèëó òåî-
ðåìû 4.7.3

Dom(A+ iid)−1 = H , Im((A+ iid)−1) ⊂ Dom(A− iid),

ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ â (4.230) êîððåêòíî îïðåäåëåíî è
Dom(Ca(A)) = H.

Îïðåäåëåíèå 4.9.1. Îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (4.230) îïåðàòîð Ca(A)
íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Êåëëè îïåðàòîðà A.

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 4.9.2. Ãðàôèê îïåðàòîðà Ca(A) åñòü ìíîæåñòâî

Gr(Ca(A)) = {(A+ iid)h⊕ (A− iid)h | h ∈ Dom(A)}. (4.231)

Èç ýòîé ëåììû âûòåêàåò
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Ëåììà 4.9.3. Ïðåîáðàçîâàíèå Êåëëè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

Dom(Ca(A)) = H , Im(Ca(A)) = H,

Ker(Ca(A)) = 0 , Ca(A)−1 = Ca(A)∗ (4.232)

è óíèòàðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, òî â ñèëó òåîðå-
ìû 4.7.3

Im(A± iid) = H.

Îòñþäà ñëåäóþò ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå
ëåììû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (4.189). Èç ýòîãî æå ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâî

Gr(Ca(A)−1) := {(A− iid)h⊕ (A+ iid)h | h ∈ Dom(A)}

åñòü ãðàôèê îïåðàòîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ãðàôèê îïåðàòîðà, îáðàòíîãî
ê Ca(A).

Èç ðàâåíñòâà (4.189) è ëåììû 4.231 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Ca(A) èçî-
ìåòðè÷åí:

∀(φ ∈ H) : ‖Ca(A)φ‖ = ‖φ‖.

Òàê êàê îïåðàòîð Ca(A) èçîìåòðè÷åí è îáðàòèì, òî îí óíèòàðåí. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ïóñòü A -îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Òîãäà ñïåêòð åãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Êåëëè Ca(A) ëåæèò íà äóãå

z = exp(iθ) , 0 < θ1 ≤ θ ≤ θ2 < 2π

è òî÷êà z = 1 íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïåðàòîðà Ca(A). Ñëåäîâàòåëüíî,
îïåðàòîð (Ca(A)− id)−1 ñóùåñòâóåò è

A = −i(Ca(A) + id)(Ca(A)− id)−1. (4.233)

Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 4.6.2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(φ ∈ H , f ∈ Bor(R1)) : < φ , f(A)φ >=∫ 2π

0

f

(
−iexp(iθ) + 1

exp(iθ)− 1

)
dθ < φ , Eun(θ , Ca(A))φ >=∫ 2π

0

f(− ctg(θ/2))dθ < φ , Eun(θ , Ca(A))φ > . (4.234)
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Èíòåãðàë â (4.234) íóæíî ïîíèìàòü êàê èíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòëüòüåñà.
Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (4.234) âìåñòî ôóíêöèè f õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ôóíêöèþ ïîëóèíòåðâàëà (∞ , λ], ìû ïîëó÷èì:

∀(φ ∈ H , λ = − ctg(θ/2)) : < φ , E(λ , A)φ >=< φ , Eun(θ , Ca(A))φ > .

Åñëè îïåðàòîð A íåîãðàíè÷åí, òî òî÷êà z = 1 ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïå-
ðàòîðà Ca(A) è îïåðàòîð (Ca(A)− id)−1 íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó ïðåäûäó-
ùèå ðàññóæäåíèÿ äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà íå ïðîõîäÿò. Íî îãðà-
íè÷åííóþ ôóíêöèþ îò íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ìîæíî ïðîñòî îïðå-
äåëèòü ðàâåíñòâîì (4.234). Ïîêàæåì, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

Íàïîìíèì, ÷òî çàäàííàÿ íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé ôóíêöèÿ èçìå-
ðèìà ïî Áîðåëþ, åñëè åå ñóæåíèå íà ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî èçìå-
ðèìî ïî Áîðåëþ.

Ïðåîáðàçîâàíèå

Ca : Ca(f)(θ) = f(− ctg(θ/2)

ïåðåâîäèò àëãåáðó âñåõ îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ôóíêöèé íà
äåéñòâèòåëüíîé îñè Bor(R1) â àëãåáðó Bor([0 , 2π]). ÏóñòüA -ïðîèçâîëüíûé
(îãðàíè÷åííûé èëè íåò) ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Íèæå ïîä îòîáðà-
æåíèåì OpCa(A) íàì áóäåò óäîáíî ïîíèìàòü åãî ðåãóëÿðèçàöèþ, êîòîðàÿ
ñòîèòñÿ òàê. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé
f ∈ Bor([0 , 2π]) ìû ïîëàãàåì

∀(φ ∈ H) : < φ , OpCa(A)(f)φ >:=

lim
ε→0

< φ , OpCa(A)(I([ε , 2π − ε] | ·)f)φ > . (4.235)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè OpCa(A) -çàäàííîå îïðåäåëåíèåì 4.5.2 (ñì. ñòð. 316)
îòîáðàæåíèå. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà â (4.235) î÷åâèäíî, òàê êàê ïðà-
âàÿ ÷àñòü (4.235) îãðàíè÷åíà è íå óáûâàåò êàê ôóíêöèÿ ε. Íà îñòàëüíûå
ôóíêöèè f ∈ Bor([0 , 2π]) îòîáðàæåíèå OpCa(A) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ëè-
íåéíîñòè. Èç òåîðåìû 4.6.1 è ôîðìóëû (4.234) âûòåêàåò

Òåîðåìà 4.9.1. Îòîáðàæåíèå

OpbA : Bor(R1) 3 f 7→ Caf 7→ OpCa(A) ∈ L(H 7→ H) (4.236)

ïåðåâîäèò àëãåáðó Bor(R1) â êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó àëãåáðû L(H 7→
H) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.5.1, à åñëè îïåðàòîð A îãðà-
íè÷åí, òî îòîáðàæåíèå (4.236) ñîâïàäàåò ñ îïèñàííûì â òåîðåìå 4.5.1
îòîáðàæåíèåì OpbA.
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Èç òåîðåìû 4.9.1 ñëåäóåò ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ A ôóíê-
öèÿ

R1 3 − ctg(θ/2) 7→ E(− ctg(θ/2) , A) = Eun(θ , Ca(A)) (4.237)

ñîâïàäàåò ñ ââåäåííîé â îïðåäåëåíèè 4.5.3 ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé, äëÿ
íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ A ìû îïðåäåëèì ñïåêòðàëüíóþ ôóíêöèþ
ðàâåíñòâîì (4.237).

Òåîðåìà 4.9.2. Âåêòîð ψ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíÿ îïåðàòîðà
A â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñõîäèòñÿ ïîíèìàåìûé êàê íåñîá-
ñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà-Ñòèëüòüåñà â ïðàâîé ÷àñòè (4.238) è â
ýòîì ñëó÷àå

‖Aψ‖2 =

∫ 2π

0

(ctg(θ/2))2dθ < ψ , Eun(θ , Ca(A))ψ > . (4.238)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ψ ∈ Dom(A) , φ = (A− iid)ψ , Ca(A)φ = (A+ iid)ψ.

Òîãäà

ψ =
(φ− Ca(A)φ)

2i
, Aψ =

(φ+ Ca(A)φ)

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

< ψ , Eun(α , Ca(A))ψ >=

1

4

∫ α

0

|1− exp(iθ)|2dθ < φ , Eun(θ , Ca(A))φ >=∫ α

0

(sin(θ/2))2dθ < φ , Eun(θ , Ca(A))φ >, (4.239)

‖Aψ‖2 =
1

4

∫ α

0

|1 + exp(iθ)|2dθ < φ , Eun(θ , Ca(A))φ >=∫ 2π

0

(cos(θ/2))2dθ < φ , Eun(θ , Ca(A))φ > . (4.240)

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.239), âîîáùå ãîâîðÿ, íå äèôôåðåíöèðóåìà
ïî α. Îäíàêî åñëè

θ1 , θ2 ∈ [ε , 2π − ε] , ε > 0,

òî â ñèëó ðàâåíñòâà (4.239):

< φ , (Eun(θ2 , Ca(A))− Eun(θ1 , Ca(A))φ >=

(sin(θ/2))−2(1 + o(1)) < ψ , (Eun(θ2 , Ca(A))− Eun(θ1 , Ca(A))ψ >,
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ãäå
o(1)→ 0 , |θ1 − θ2| → 0 , θ ∈ [θ1 , θ2] ⊂ [ε , 2π − ε] , ε > 0.

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëüòüåñà (ñì. ñòð. 57), ìû
ïîëó÷àåì:

‖Aψ‖2 = lim
ε→0

∫ 2π−ε

ε

(cos(θ/2))2dθ < φ , Eun(θ , Ca(A))φ >=

lim
ε→0

∫ 2π−ε

ε

(ctg(θ/2))2dθ < ψ , Eun(θ , Ca(A))ψ > .

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âûïè-
ñàííîãî ðàâåíñòâà îðàíè÷åíà ñâåðõó è íå óáûâàåò êàê ôóíêöèÿ ε.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè ψ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíÿ îïåðàòîðà
A, òî èíòåãðàë â (4.238) ñõîäèòñÿ. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàë â
(4.238) ñõîäèòñÿ è äîêàæåì, ÷òî ψ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà A.

Ïóñòü

ψn = (Eun(2π − 1/n , Ca(A))− Eun(1/n , Ca(A)))ψ.

Òîãäà
ψn → ψ , n→∞ , ψn ∈ Dom(A),

à èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (4.238) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

Aψn → y , n→∞.

Èç çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà A ñëåäóåò, ÷òî

ψ ∈ Dom(A) , Aψ = lim
n→∞

Aψn

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç ôîðìóëû (4.238) ñëåäóåò, ÷òî

∀(f ∈ Bor(R1) , φ ∈ H) :

‖f(A)φ‖2 =

∫ 2π

0

|f(− ctg(θ/2)|2µ(φ|dθ), (4.241)

ãäå
µ(φ|dθ) = dθ < φ , Eun(θ , Ca(A))φ > .

Â äàëüíåøåì íàì áóäåò óäîáíî ïåðåéòè ê ìåðå (ñì. (4.237) íà ñòð. 362)

ν(φ|dλ) = dλ < φ , E(λ , A)φ > . (4.242)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

λ→< φ , E(λ , A)φ > , −∞ < λ <∞ (4.243)

áîðåëåâñêàÿ ìåðà ν(φ|dλ) íîðìèðîâàíà:∫ ∞
−∞

1 · ν(φ|dλ) = ‖φ‖2

è â ñèëó (4.241) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

∀(f ∈ Bor(R1) , φ ∈ H) :

‖f(A)φ‖2 =

∫ ∞
−∞
|f(λ)|2ν(φ|dλ), (4.244)

Ôîðìóëà (4.244) ïîçâîëÿåò äàòü îïèñàíèå ïðîèçâîëüíîãî ñàìîñîïðÿæåí-
íîãî îïåðàòîðà â òåðìèíàõ îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðå-
ìåííóþ â ïðîñòðàíñòâå L2(X).

Òåîðåìà 4.9.3. Ïóñòü A ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîì
ãèëüáåòðîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå îáúåê-
òû:

1. íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó áîðåëåâñêèå ìåðû {µj(dλ) | 1 ≤ j <∞},
2. ðàçëîæåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H â ïðÿìóþ ñóììó

H = ⊕
∑

1≤j<∞

Hj,

3. óíèòàðíûå îòîáðàæåíèÿ

Tj : Hj 7→ L2(R1 , µj(dλ))

êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè
1. ïðîñòðàíñòâà Hj ïðèâîäÿò ëþáóþ îãðàíè÷åííóþ áîðåëåâñêóþ ôóíê-

öèþ îò îïåðàòîðà A:

∀(j , f ∈ BorR1) : f(A)Hj ⊂ Hj,

2. â ïðîñòðàíñòâå Hj îïåðàòîð f(A) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðà-
òîðó óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ f(λ) â ïðîñòðàíñòâå L2(R1 , µj(dλ)):

∀(x ∈ Hj) : Tjf(A)x = f(λ)Tjx ∈ L2(R1 , µj(dλ)). (4.245)

∀(x ∈ Hj) : ‖f(A)x‖2 =

∫ ∞
−∞
|f(λ)Tjx(λ)|2µj(dλ) (4.246)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî íîðìèðîâàííûé âåêòîð e1 ∈
H. Ïóñòü

µ1(dλ) = dλ < e1 , E(λ , A)e1 >,

H1 = Cl{f(A)e1 | f(λ) ∈ L2(R1 , µ1(dλ))}.

Èç (4.244) ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H1 óíèòàðíî èçîìîðôíî ïðîñòðàí-
ñòâó L2(R1 , µ1(dλ)), è ýòîò èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïå-
ðàòîðîì

T1 : H1 3 f(A)e1 7→ f(λ) ∈ L2(R1 , µ1(dλ)),

ïðè÷åì
∀(g ∈ Bor(R1)) : T1(g(A)e1) = g(λ)T1(e1) = g(λ).

Åñëè H1 6= H, òî â ïðîñòðàíñòâå H⊥1 ìû âîçüìåì íîðìèðîâàííûé âåêòîð
e2 è ïîâòîðèì íàøå ïîñòðîåíèå. Òàê ìû ïîëó÷èì (äàëåå ìû ðàññóæäàåì
òàêæå, êàê íà ñòð. 171, âåêòîðîâ ej ìîæåò áûòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå
÷èñëî) ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà H â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòðàíñòâ

H = ⊕
∑
i

Hi ,

â êàæäîì èç êîòîðûõ îïåðàòîð H óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó
óìíîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(R1 , µj(dλ)). Îïèñàííàÿ âûøå êîíñòðóê-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ �îáùåé ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû�. Åñëè
îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí è êîìïàêòåí, òî â êà÷åñòâå âåêòîðîâ ej ìîæíî
áðàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A, è òîãäà ìû ïîëó÷èì óäîáíîå
îïèñàíèå îïåðàòîðà. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîáíîãî îïèñàíèÿ
îïåðàòîðà ïðèõîäèòñÿ ñóæàòü êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ è ïðè-
áåãàòü ê äîïîëíèòåëüíûì ïðèåìàì (ââîäèòü íàê íàçûâàåìîå îñíàùåíèå
èñõîäíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà).

Âû÷èñëèì ñïåêòðàëüíóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðà − d2

dx2 ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ H2(R1) ⊂ L2(R1 , dx).

Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì:

∀(f ∈ H2(R1)) : − d2

dx2
f(x) =

1

2π

∫ ∞
−∞

exp(ixξ)|ξ|2f̂(ξ)dξ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀(λ 6∈ [0 , ∞) , f ∈ L2(R1 , dx)) : R(λ , − d2

dx2
)f(x) =

1

2π

∫ ∞
−∞
|(λ− |ξ|2)−1 exp(ixξ)f̂(ξ)dξ =

∫ ∞
−∞

r(x , y , λ)f(y)dy,
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ãäå

r(x , y , λ) =
1

2π

∫ ∞
−∞
|(λ− |ξ|2)−1 exp(i(x− y)ξ)dξ =

1

2π

∫ ∞
−∞
|(λ− |ξ|2)−1 cos((x− y)ξ)dξ =

1

2π

∫ ∞
0

(λ− µ)−1 cos((x− y)
√
µ)

√
µ

dµ.

Ïîýòîìó

∀(λ ∈ (0 , ∞)) :
1

2πi
(R(λ− iε , − d2

dx2
)−R(λ+ iε , − d2

dx2
)))f(x) =∫ ∞

−∞
k(x , y , λ , ε)f(y)dy,

ãäå

k(x, , y , λ , ε) =
ε

2π2

∫ ∞
0

((λ− µ)2 + ε2)−1 cos(|x− y|√µ)
√
µ

dµ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(λ , − d2

dx2
)f(x) =

lim
ε→0)

[
1

2πi

∫ λ

0

(R(µ− iε , − d2

dx2
)−R(µ+ iε , − d2

dx2
))dµ]f(x) =

1

π

∫ λ

0

(∫ ∞
−∞

cos(|x− y|√µ)

2
√
µ

f(y)dy

)
dµ =

∫ ∞
−∞

sin(|x− y|
√
λ)

π|x− y|
f(y)dy,

è

φ(− d2

dx2
)f(x) =

1

2π

∫ ∞
0

φ(λ)

(∫ ∞
−∞

cos(|x− y|
√
λ)

2
√
λ

f(y)dy

)
dλ.

Èíîãäà (îñîáåííî â òåîðèè ðàññåÿíèÿ) áûâàåò ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ
êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü A -ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð è C((σ(A) 7→ h) -
ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà σ(A) ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè âî âñïîìîãà-
òåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå h.

Â äàëüíåéøå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h = L2(Ω , dω), ãäå Ω -êîìïàêòíîå
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à dω -ïîïîëíåíèå áîðåëåâñêîé ìåðû íà Ω.

Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà ïðåäïëàãàåòñÿ, ÷òî íîñèòåëü
êàæäîé ôóíêöèè êîìïàêòåí. Ââåäåì â C((σ(A) 7→ h) ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå:

∀(f(λ) ∈ C((σ(A) 7→ h) , g(λ) ∈ C((σ(A) 7→ h)) :

< f , g >:=

∫ b

a

< f(λ) , g(λ) >h µ(dλ),

366



ãäå µ(dλ) -áîðåëåâñàÿ ìåðà íà σ(A). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî L2(σ(A) 7→ h)
åñòü ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C((σ(A) 7→ h) ïî íîðìå

‖f | L2(σ(A) 7→ h)‖2 =

∫
σ(A)

‖f(λ) | h‖2µ(dλ).

Îïðåäåëåíèå 4.9.2. Óíèòàðíîå îòîáðàæåíèå

U : H 7→ L2(σ(A) 7→ h),

íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåùèì ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè ïðè ýòîì îòîáðà-
æåíèè îïåðàòîð A ïåðåõîäèò â îïåðàòîð óìíîæåíèÿ:

∀(f ∈ Dom(A)) : UAf(λ) = λUf(λ).

Â ïðîñòðàíñòâå L2(σ(A) 7→ h) ôóíêöèÿ îò îïåðàòîðà A äåéñòâóåò
êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ, è ýòî ÷àñòî óïðîùàåò èçó÷åíèå
îïåðàòîðà A.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû.
Ïóñòü îïåðàòîð A êîìïàêòåí è ïóñòü λj , ψj -åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Òîãäà:

σ(A) = {λj} , Aψj(· , λj) = λjψj(· , λj).

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü:

h = C1 , L2(σ(A) 7→ h) = l2 , Uf(λj) =< ψ(· , λj) , f > .

Åñëè ïîñòðàíñòâî H = L2(Rn , dx), à ïðåîáðàçîâàíèå U ìû èùåì â âèäå

Uf(λ , ω) =

∫
e(x , λ , ω)∗f(x)dx , (4.247)

òî òîãäà èíòåãðàëüíîå ÿäðî ïðåîáðàçîâàíèÿ U äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ

µ(dλ)× dω ï.â. : Axe(x , λ , ω) = λe(x , λ , ω). (4.248)

Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.248) ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü ïðî-
ñòðàíñòâó L2(Rn , dx) (ïðîáëåìà íåíîðìèðóåìûõ �ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà�). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå U íå ìîæåò
áûòü çàäàíî ôîðìóëîé (4.247) íà âñåõ ôóíêöèÿõ èç L2(Rn , dx): îáû÷íî
óäàåòñÿ çàäàòü åãî ýòîé ôîðìóëîé íà ïëîòíîì â L2(R2 , dx) ìíîæåñòâå.
Ñåé÷àñ äëÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñëó÷àåâ ðàçðàáîòàíà ýôôåê-
òèâíàÿ òåõíèêà ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû.
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Ïî ýòîìó ïîâîäó ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùåå.
1. Äèàãîíàëèçèðóåùåå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî è íå èñêàòü â ôîðìå

(4.247). Íà ïðèìåðå ìîäåëè Ôðèäåðèõñà ìû ïîêàçàëè, êàê ìîæíî íàéòè
äèàãîíàëèçèðóåùåå ïðåîáðàçîâàíèå, íå îáðàùàÿñü ê ôîðìóëå (4.247).

2. Îáû÷íî áûâàåò íóæíà íå ôîðìóëà äëÿ äèàãîíàëèçèðóåùåãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, à çíàíèå åãî ñâîéñòâ. Ýòè ñâîéñòâà ÷àñòî ïðîùå ïîëó÷èòü
äðóãèìè ìåòîäàìè, íå îñíîâàííûìè íà ôîðìóëàõ äëÿ äèàãîíàëèçèðóå-
ùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.
Ïóñòü

H = L2(R1 , dx) , Dom(A) = H2(R1) , A = − d2

dx2
.

(Ïðîèçâîäíàÿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå ñì. ñòð. 453.)
Èìååì:

< f , Af >=
1

2π

∫ ∞
−∞

ξ2|f̂(ξ)|2dξ =
1

4π

∫ ∞
0

λ
(
|f̂(
√
λ)2 + |f̂(−

√
λ)|2

)
λ−1/2dλ.

Èç ïðèâåäåííîé âûêëàäêè ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

U : L2(R1 , dx) 7→ L2((0 , ∞) 7→ R2),

Uf(λ) =
( f̂(−

√
λ)√

4πλ
,
f̂(
√
λ)√

4πλ

)
äèàãîíàëèçóåò îïåðàòîð − d2

dx2 â ïðîñòðàíñòâå L2(R1 , dx).
Àíàëîãè÷íàÿ âûêëàäêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

U : L2(Rd , dx) 7→ L2((0 , ∞) 7→ L2(Sω , dω)),

Uf(λ , ω) = (2π)−d/22−1/2λ(d/2−1)/2f̂(ω
√
λ),

ãäå Sω -åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rd ñî ñòàíäàðòíîé ìåðîé dω(â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå dω = sin θdθdφ), äèàãîíàëèçóåò îïåðàòîð−∆ â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd , dx).
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4.10 Êîìåíòàðèè è ëèòåðàòóðíûå óêàçàíèÿ.

Èçëîæåííûå â ýòîé ãëàâå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ
åñòü âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâ-
òîðà, äëÿ ñïåöèàëèñòà ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èíòåðåñåíû ó÷åáíèêè
[34, 31, 42]. Ïðè èçëîæåíèè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ìû èñïîëüçîâàëè òåîðå-
ìó Âåéðøòðàññà è ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ ãîìîìîðôèçìà àëãåáðû ôóíêöèé
â àëãåáðó îïåðàòîðîâ. Ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâà,
åñëè îïèðàòüñÿ íà íåêîòîðûå òåîðåìû è êîíñòóêöèè îáùåé àëãåáðû (ïî-
íÿòèÿ êîëüöà è èäåàëà). Ïðîñòîå èçëîæåíèå ñïåêòðàëüíîé òåîðèè, êî-
òîðîå èñïîëüçóåò àëãåáðàè÷åñêèå êîíñòðóöèè, åñòü â [41] , [44]. Èíòåðåñ-
íûé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàçâèò â ïàðàãðàôå
2.2.2 êíèãè [37]. Äëÿ ôèçèêà áóäåò èíòåðåñåíà òðàêòîâêà ñïåêòðàëüíîé
òåîðåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îñíàùåííûõ (rigged) ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ñ ýòèì íàïðàâëåíèåì ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî ðàáîòàì [47]
, [48] , [49]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàë ïîïóëÿðåí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ
ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè, êîòîðûé îïèðàåòñÿ íà àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà
ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà è ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî. Äîñòóïíîå èçëîæåíèå ýòîãî ïîäõîäà åñòü â ëåêöèÿõ [43].øðîêî
èñïîë

Ìîäåëü Ôðèäåðèõñà îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ [50, 51].
Ìû îïèñàëè òîëüêî îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ðàñ-

øèðíèÿ îïåðàòîðîâ: ðàñøèðåíèå ïî Ôðèäðèõñó. Ýòî ðàñøèðåíèå ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ðàñøèðåíèå ïî Ôðèäðèõñó ìîæ-
íî ïîñòðîèòü íà îñíîâå âàðèàöèîííîé ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ îïèñàíà, íà-
ïðèìåð, â êíèãå [42]. Â òåîðèè ðàñøèðåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ
áîëüøóþ ðîëü èãðàþò èíäåêñû äåôåêòà ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A:

n± = dim(Ker(iid∓ A∗)).

Òåîðèÿ ðàñøèðåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ îáûêíîâåííûìè
ïðîèçâîäíûìè èçëîæåíà â êíèãå [45]. Ñ òåîðèåé ðàñøèðåíèÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïî-
çíàêîìèòüñÿ ïî öèòèðîâàííîé â [46] ëèòåðàòóðå. Èçëîæåíèå îáùåé òåî-
ðèè ðàñøèðåíèé òåîðèè åñòü â êíèãàõ [31, 42].

Êíèãà [38] äîíåñåò äî ÷èòàòåëÿ ñâåæåñòü ïåðâîèñòî÷íèêà. Äëÿ ïîäãî-
òîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ áóäåò èíòåðåñíà êíèãà [35]. Ñòàíäàðòûì èñòî÷íè-
êîì ññûëîê íà ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû êâàíòîâîé ôèçèêè ÿâëÿþòñÿ
êíèãè [23]-[26].
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Ãëàâà 5

Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé

òåîðèè ðàññåÿíèÿ.

5.1 Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé è ñèíãóëÿðíûé

ñïåêòð îïåðàòîðà.

ÏóñòüH -ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A -ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð â H, E(λ , A) -ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà A. Ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ E(λ , A) äîîïðåäåëåíà íóëåì íà ìíîæåñòâî {λ <
inf σ(A)} è äîîïðåäåëåíà êàê åäèíè÷íûé îïåðàòîð íà ìíîæåñòâî {λ >
supσ(A)} (åñëè ýòè ìíîæåñòâà íå ïóñòû).Â äàëüíåéøåì ïî óìîë÷àíèþ
âñå èíòåãàëû áåç óêàçàíèÿ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ áåðóòñÿ îò −∞ äî
∞.

Ïóñòü [a , b] ⊂ R1 -ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê, Bor([a , b]) àëãåáðà âñå áîðå-
ëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [a , b]. Êàæäîìó ìíîæåñòâóm ∈ Bor([a , b])
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäàâàåìûé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïðîåêòîð:

∀(φ ∈ H) : Bor([a , b]) 3 m 7→< φ , P (m)φ >=∫
I(m | λ)dλ < φ , E(λ , A)φ > . (5.1)

Êàæäîìó ýëåìåíòó φ ∈ H ñîîòâåòñòâóåò áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà îòðåçêå
[a , b]:

µ(φ | · ) : Bor(a , b]) 7→ µ(φ | m) =< φ , P (m)φ > . (5.2)

Åñëè A -êîìïàêòíûé îïåðàòîð, òî

µ(φ | m) =
∑
λj∈m

|φj|2,
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ãäå λj -ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, φj -êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî
ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà A.

Åñëè A = −∆, òî

µ(φ | m) = (2π)−d
∫

ξ2∈m

|Fφ(ξ)|2dξ.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïðîñòðàíñòâî H åñòü ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ ïðîñòðàíñòâ:

H = Hac ⊕Hs. (5.3)

Åñëè φ ∈ Hac, òî îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (5.2) ìåðà µ(φ | ·) íà ëþáîì
îòðåçêå [a , b] àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà R1.
Åñëè φ ∈ Hs, òî îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (5.2) ìåðà µ(φ | ·) íà ëþáîì
îòðåçêå [a , b] ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà R1. Ðàçëîæå-
íèå (5.3) ïðèâîäèò îïåðàòîð A: åñëè f -ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ áîðåëåâñêàÿ
ôóíêöèÿ íà R1, òî

f(A)Hac ⊂ Hac , f(A)Hs ⊂ Hs. (5.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì |m| ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà
m ∈ Bor([a , b]). Íàïîìíèì, ÷òî ìåðà µ(φ | ·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà, åñëè

(|m| = 0)⇒ (µ(φ | m) = 0).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Hac ⊂ H : φ ∈ Hac, åñëè ∀[a , b] ⊂ R1 íà îòðåçêå
[a , b] ìåðà µ(φ | · ) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.
Ìíîæåñòâî Hac åñòü ëèíéíîå ïðîñòðàíñòâî, òàê êàê åñëè φ ∈ H , ψ ∈ H,
òî

< (φ+ ψ), P (m)(φ+ ψ) >=< φ , P (m)φ > + < ψ , P (m)ψ >

+ 2Re < ψ , P (m)φ >= 0,

ïðè

< φ , P (m)φ >= 0 , < ψ , P (m)ψ >= 0.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðîåêòîðà P (m) ìíîæåñòâî Hac çàìêíóòî. Ïî òåî-
ðåìå Ëåâè î ïðîåêöèè

H = Hac ⊕H⊥ac.
Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî

Hs = H⊥ac. (5.5)
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Ïîëó÷èì äðóãîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ Hac è Hs. Òàê êàê

H = ⊕
∑
n

(E(n , A)− E(n− 1 , A))H,

òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà

ψ , φ ∈ (E(n , A)− E(n− 1 , A))H.

Ðàññìîòðèì ñóæåíèå ìåðû µ(φ | ·) íà îòðåçîê [a , b] ⊂ R1. Ïî òåîðåìå
Ëåáåãà î ðàçëîæåíèè ìåðû ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(m ∈ B([a , b])) : µ(φ | m) = µac(φ | m) + µs(φ | m), (5.6)

ãäå ìåðà µac(φ | ·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà:

∀(m ∈ B([a , b])) : ((|m| = 0))⇒ (µac(φ | m) = 0), (5.7)

à ìåðà µs(φ | ·) ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà:

∃(|m0| = 0) , ∀(m ∈ B([a , b])) : µs(φ | m) = µs(φ | m
⋂

m0). (5.8)

Çàìåòèì, ÷òî âõîäÿùåå â (5.8) ìíîæåñòâî m0 çàâèñèò îò φ,è êîãäà ýòî
ñóùåñòâåííî, ìû áóäåì ïèñàòü

m0 = m0(φ).

Ïóñòü ìíîæåñòâî m0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.8). Ïîëîæèì

φac =

∫
I(C(m0) | λ)dλE(λ , A)φ, (5.9)

φs =

∫
I(m0 | λ)dλE(λ , A)φ. (5.10)

Òàê êàê

I(C(m0) | λ) + I(m0 | λ) ≡ 1,

òî

∀(φ ∈ H) : φ = φac + φs. (5.11)

Äîêàæåì, ÷òî ìåðà µ(φac | ·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà, à ìåðà µ(φs | ·) ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.
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Èìååì:

µ(φac | m) =

∫
I(m | λ)dλ < φac , E(λ , A)φac >=∫

I(m | λ)I(C(m0))dλ < φ , E(λ , A)φ >= µ(φ | m
⋂

C(m0)) =

µac(φ | m
⋂

C(m0)) + µs(φ | m
⋂

C(m0)) = µac(φ | m
⋂

C(m0)),

òàê êàê

µs(φ | m
⋂

C(m0)) = µs(φ | m
⋂

C(m0)
⋂

m0) = 0.

Àíàëãè÷íî,èç (5.10) ñëåäóåò, ÷òî

µ(φs | m) = µ(φ | m
⋂

m0),

ïîýòîìó ìåðà µ(φs | ·) ñèíãóëÿðíà. Ïóñòü

ψ = ψac + ψs

-ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ψ ∈ H.
Èìååì:

| < φac , ψs > |2 = |
∫

I(C(m0(φ)))I(m0(ψ))dλ < φ , E(λ , A)ψ > |2 ≤

|
∫

I(C(m0(φ)))I(m0(ψ))dλ < φ , E(λ , A)φ > |‖ψ‖2 =

µac(φ | m0(ψ))|‖ψ‖2 = 0.

Èòàê, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî (5.5) Èç (5.9) ñëåäóåò, ÷òî

µ(f(A)φac | m) ≤ sup{|f(λ)|2}µ(φac | m),

ïîýòîìó

(µ(φac | m) = 0)⇒ (µ(f(A)φac | m)) = 0),

è

f(A)Hac ⊂ Hac.

Èç (5.10) ñëåäóåò, ÷òî

µ(f(A)φs | m) = µ(f(A)φs | m
⋂

m0),
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ïîýòîìó

f(A)Hs ⊂ Hs.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Ñïåêòð ñóæåíèÿ îïåðàòîðà A íà ïðîñòðàíñòâî Hac

íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì îïåðàòîðàA. Ñïåêòð ñóæå-
íèÿ îïåðàòîðà A íà ïðîñòðàíñòâî Hs íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ñïåêòðîì
îïåðàòîðà A.

Òåîðåìà 5.1.2. Åñëè ëèáî φ ∈ Hac, ëèáî ψ ∈ Hac, òî ôóíêöèÿ

λ 7→< φ , E(λ , A)ψ >

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå [a , b] ⊂ R1 è

∃(ω(λ , φ , ψ) ∈ L1(R1)) : < φ , E(λ , A)ψ >=

∫ λ

−∞
ω(ξ , φ , ψ)dξ. (5.12)

Îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (5.12) ôóíêöèÿ ω(λ , φ , ψ) óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

1. ∀(φ ∈ Hac) : ï.â. ω(λ , φ , φ) ≥ 0, (5.13)

2. |ω(λ , φ , ψ)|2 ≤ ω(λ , φ , φ)ω(λ , ψ , ψ), (5.14)

3. ∀(f ∈ L∞(R1)) : < φ , f(A)ψ >=

∫
f(λ)ω(λ , φ , ψ)dλ. (5.15)

4.Ìíîæåñòâî

M(A) = {φ | φ ∈ Hac , sup{ω(λ , φ , φ) | λ ∈ R1} <∞} (5.16)

ïëîòíî â Hac è ôóíêöèÿ

φ→ ‖φ | M(A)‖ = sup{ω(λ , φ , φ) | λ ∈ R1}1/2 (5.17)

îïðåäåëÿåò íà ýòîì ìíîæåñòâå íîðìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî åñëè ëèáî φ ∈ Hac, ëèáî
ψ ∈ Hac, òî

< φ , E(λ , A)ψ >=< φac , E(λ , A)ψac > .

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè φ ∈ Hac, òî íà ëþáîì îòðåçêå [a , b] ⊂ R1 ôóíê-
öèÿ

λ 7→< φ , E(λ , A)φ >
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íå óáûâàåò è ìåðà µ(φ | ·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà. Ñëåäîâàòåëüíî,

∃(ω(λ , φ , φ) ∈ L1([a , b]) , ï.â. ω(λ , φ , φ) ≥ 0) :

∀(m ∈ B([a , b]) : µ(φ | m) =

∫
m

ω(λ , φ , φ)dλ.

Òàê êàê

∀(a , b) :

∫ b

a

ω(λ , φ , φ)dλ = ‖(E(a , A)− E(b , A)φ‖2 ≤ ‖φ‖2,

òî

ω(λ , φ , φ) ∈ L1(R1).

Óòâåðæäåíèå (5.12) òåïåðü ñëåäóåò èç ïîëÿðèçàöèîííîãî òîæäåñòâà.
Èç òåîðåìû 1.2.19 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

λ 7→
∫ λ

−∞
ω(ξ , φ , ψ)dξ =< φ , E(λ , A)ψ >

ïî ìåðå Ëåáåãà ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà è

ï.â.
d

dλ
< φ , E(λ , A)ψ >= ω(λ , φ , ψ).

Òàê êàê

(E(λ+ ∆λ , A)− E(λ , A))2 = E(λ+ ∆λ , A)− E(λ , A), (5.18)

òî èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî

< φ , (E(λ+ ∆λ , A)− E(λ , A))ψ > |2 ≤
< φ , (E(λ+ ∆λ , A)− E(λ , A))φ > × < ψ , (E(λ+ ∆λ , A)− E(λ , A))ψ > .

Äåëÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà ∆λ2 è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ∆λ→ 0,
ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (5.14).

Ðàâåíñòâî (5.15) åñòü ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (5.12) è îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè îò îïåðàòîðà.

Ïîëîæèì

∀(φ ∈ Hac) : r(φ , n) = {λ | ω(λ , φ , φ) < n2}
⋂

[−n , n].
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Ïóñòü rb(φ , n) -áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

rb(φ , n) ⊂ r(φ , n) , |r(φ , n) \ rb(φ , n)(φ , n)| < 2−n.

Ïóñòü
P (φ , n) := OpbA(I(rb(φ , n) | ·)).

Î÷åâèäíî, ÷òî

∀(φ ∈ Hac) , ω(λ , P (φ , n)φ , P (φ , n)φ) =

I(rb(φ , n) | λ)ω(λ , φ , φ) < n2,

‖φ− P (φ , n)φ‖2 =

∫
(1− I(rb(φ , n) | λ)ω(λ , φ , φ)dλ→ 0 , n→∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî

Mb(A) :=
⋃

1≤n<∞

{φ | φ = P (ψ , n)ψ} (5.19)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

Mb(A) ⊂M(A)
⋂

Dom(A) , Cl(Mb(A)) = Hac(A).

Èç ðàâåíñòâà (5.18) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

λ 7→ E(λ , A)

ñóùåñòâóåò, òî îíà ðàâíà íóëþ.

5.2 Âîëíîâûå îïåðàòîðû è îïåðàòîð ðàññåÿ-

íèÿ.

Ïóñòü Pac(A) ïðîåêòîð íà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïå-
ðàòîðà A:

Pac(A)H = Hac.

Ïóñòü B -ñàìîñîðÿæåííûé îïåðàòîð â H.

Îïðåäåëåíèå 5.2.1. Åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

∀(φ ∈ H) : W+(B , A)φ = lim
t→+∞

exp(itB) exp(−itA)Pac(A)φ, (5.20)

∀(φ ∈ H) : W−(B , A)φ = lim
t→−∞

exp(itB) exp(−itA)Pac(A)φ, (5.21)

òî ýòè ïðåäåëû íàçûâàþòñÿ âîëíîâûìè îïåðàòîðàìè.

377



Äàëåå ñëåäóþò ðàâåíñòâà, â êîòîðûõ åñòü èíäåêñû ±. Ýòè ðàâåíñòâà
ìû áóäåì ïîíèìàòü êàê íåçàâèñèìûå ðàâåíñòâà, â îáåèõ ÷àñòÿõ êîòîðûõ
áåðóòñÿ ëèáî âåðõíèå èíäåêñû, ëèáî íèæíèå.

Îïðåäåëåíèå âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

∀φ : lim
t→±∞

‖W±(B , A)φ− exp(itB) exp(−itA)Pac(A)φ‖ = 0. (5.22)

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâûõ îïåðàòîðâ ìû îáñóäèì ïîçæå, à ñåé÷àñ
ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ñóùåñòâóþò è óñòàíîâèì èõ
ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 5.2.1. Åñëè âîëíîâûå îïåðàòîðû W±(B , A) ñóùåñòâóþò, òî
òîãäà

1. ∀(φ ∈ H) : ‖W±(B , A)φ‖ = ‖Pacφ‖. (5.23)

2. E(λ , B)W±(B , A) = W±(B , A)E(λ , A). (5.24)

3. Im(W±(B , A)) ⊂ Pac(B)H. (5.25)

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ çíàêà +. Èìååì:

‖W+(B , A)φ‖ = lim
t→∞
‖ exp(itB) exp(−itA)Pac(A)φ‖ =

lim
t→∞
‖ exp(−itA)Pac(A)φ‖ = ‖Pac(A)φ‖.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Äàëåå èìååì:

∀(τ ∈ R1) : W+(B , A) exp(−iτA)φ =

lim
t→∞

exp(itB) exp(−itA) exp(−iτA)Pac(A)φ =

exp(−iτB) lim
t→∞

exp(itB) exp(−itA))Pac(A)φ = exp(−iτB)W+(B , A)φ,

ñëåäîâàòåëüíî,

exp(−iτB)W+(B , A) = W+(B , A) exp(−iτA).

Ïîýòîìó

∀(φ , ψ) : < φ , exp(−iτB)W+(B , A)ψ >=

< φ , W+(B , A) exp(−iτA)ψ >=< W+(B , A)∗φ , exp(−iτA)ψ >,∫
exp(−iτλ)dλ < W+(B , A)∗φ , E(λ , A)ψ >=∫
exp(−iτλ)dλ < φ , E(λ , B)W+(B , A)ψ >,
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è èç åäèíñòâåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóåò ðàâåñòâî

< φ , E(λ , B)W+(B , A)ψ >=< W+(B , A)∗φ , E(λ , A)ψ >,

ïîýòîìó

∀(φ , ψ) : < φ , W+(B , A)E(λ , A)ψ >=< φ , E(λ , B)W+(B , A)ψ > .

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

‖E(λ , B)W+(B , A)φ‖ = ‖W+(B|, , A)E(λ , A)Pac(A)φ‖ =

‖E(λ , A)Pac(A)φ‖.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïà-
ðàìåòðà λ. Ñëåäîâàòåëüíî, W+(B , A)φ ∈ Pac(B)H.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñîîòíîøåíèå (5.24) íàçûâàåòñÿ ñïëåòàþùèì ñâîéñòâîì âîëíîâûõ îïå-

ðàòîðîâ.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé îá óìíîæåíèè âîëíîâûõ

îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 5.2.2. Åñëè âîëíîâûå îïåðàòîðû W±(B , A) è W±(C , B) ñó-
ùåñòâóþò, òî âîëíîâîé îïåðàòîð W±(C , A) ñóùåñòâóåò è âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

W±(C , A) = W±(C , B)W±(B , A). (5.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

‖ lim
t→±∞

exp(itC) exp(−itB)(Pac(B)− id) lim
t→±∞

exp(itB) exp(−itA)Pac(A)φ‖ =

‖(Pac(B)− id) lim
t→±∞

exp(itB) exp(−itA)Pac(A)φ‖ = 0.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ, èìååì:

W±(C , B)W±(B , A)φ =

lim
t→±∞

exp(itC) exp(−itB)Pac(B) lim
t→±∞

exp(itB) exp(−itA)Pac(A)φ =

lim
t→±∞

exp(itC) exp(−itB) lim
t→∞

exp(itB) exp(−itA)Pac(A)φ+

lim
t→±∞

exp(itC) exp(−itB)(Pac(B)− id)×

lim
t→±∞

exp(itB) exp(−itA)Pac(A)φ =

lim
t→±∞

exp(itC) exp(−itA)Pac(A)φ = W±(C , A).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îïðåäåëåíèå 5.2.2. Åñëè

Im(W±(B , A)) = Pac(B)H, (5.27)

òî âîëíîâîé îïåðàòîð W±(B , A) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.

Òåîðåìà 5.2.3. Åñëè õîòÿ áû îäèí âîëíîâûõ îïåðàòîðîâW±(B , A) ïîë-
íûé, òî

1. Ýòîò îïåðàòîð îáðàòèì è îïåðàòîðû E(λ , B)Pac(B) è E(λ , A)Pac(A)
óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû:

∀(φ ∈ Pac(B)H) : E(λ , B)Pac(B)φ =

W±(B , A)E(λ , A)Pac(A)W±(B , A)−1φ (5.28)

2. Ñóùåñòâóåò âîëíîâîé îïåðàòîð W±(A , B).
3. Åñëè ñóùåñòâóþò îáà âîëíîâûõ îïåðàòîðàW±(B , A) èW±(A , B),

òî îíè ïîëíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (5.27), òî ê ïðîñòðàíñòâàì
Pac(A)H , Pac(B)H è îïåðàòîðó

W±(B , A) ∈ L(Pac(A)H 7→ Pac(B)H)

ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå (ñì. ñòð.
168) è ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (5.25).

Åñëè

∀(ψ ∈ Pac(B)H) , ∃(φ ∈ Pac(A)H) : ψ = W±(B , A)φ,

òî

∀(ψ ∈ Pac(B)H) : lim
t→±∞

‖ψ − exp(itB) exp(−itA)φ‖ =

lim
t→±∞

‖ exp(itA) exp(−itB)ψ − φ‖ = ‖W±(A , B)ψ − φ‖.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Åñëè ñóùåñòâóþò îáà âîëíîâûõ îïåðàòîðà, òî ïî òåîðåìå îá óìíîæå-

íèè âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ èìååì:

Pac(A) = W±(A , B)W±(B , A),

Pac(B) = W±(B , A)W±(A , B).

Ýòè ðàâåíñòâà äîêàçûâàþò, ÷òî

Pac(A)H = Im(W±(A , B)) , Pac(B)H = Im(W±(B , A)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû W±(B , A) , W±(A , B).
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Îïðåäåëåíèå 5.2.3. Îïåðàòîðîì ðàññåÿíèÿ S(B , A) íàçûâàåòñÿ îïåðà-
òîð

S(B , A)
def
= W+(B , A)∗W−(B , A). (5.29)

Òåîðåìà 5.2.4. Îïåðàòîð ðàññåÿíèÿ S(B , A) êîììóòèðóåò ñ ëþáîé
îãðàíè÷åííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

f(A)S(B , A) = f(A)W+(B , A)∗W−(B , A) =

(W+(B , A)f(A))∗W−(B , A) = (f(B)W+(B , A))∗W−(B , A) =

W+(B , A)∗f(B)W−(B , A) = W+(B , A)∗W−(B , A)f(A) =

S(B , A)f(A).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.3 Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâûõ îïå-

ðàòîðîâ è ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè âîë-

íîâûõ îïåðàòîðîâ.

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 5.3.1. Åñëè K -êîìïàêòíûé îïåðàòîð, òî

∀(φ ∈ Hac) : lim
t→∞
‖K exp(−itA)φ‖ = 0. (5.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Øìèäòà (ñì. (4.60) íà ñòð.
296), ìû ïîëó÷àåì:

‖K exp(−itA)φ‖2 =∑
1≤j≤n

sj(K)2| < gj , exp(−itA)φ > |2 +
∑
j>n

sj(K)2| < gj , exp(−itA)φ > |2

≤
∑

1≤j≤n

sj(K)2| < gj , exp(−itA)φ > |2 + sn(K)2‖φ‖2 , sn(K)→ 0 , n→∞.

Íî

∀(φ ∈ Hac) : < gj , exp(−itA)φ >=

∫
exp(−itλ)ω(gj , φ , λ)dλ→ 0 , t→∞,

÷òî è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ â òåîðèè ðàññåÿíèÿ ëåììà íàçûâàåòñÿ ëåììîé Ì.

Ðîçåíáëþìà.
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Ëåììà 5.3.2. Åñëè T - îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà (ñì. îïðåäåëåíèå
íîðìû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà íà ñòð. 300)è φ ∈M(A) (îïðåäåëåíèå ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà ñì. íà ñòð. 375), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∫

‖T exp(−itA)φ‖2dt ≤ 2π‖φ | M(A)‖2‖T | NS‖2. (5.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Øìèäòà, ìû ïîëó÷àåì:∫
‖T exp(−itA)φ‖2dt =

∫ ( ∑
1≤j<∞

sj(T )2| < gj , exp(−itA)φ > |2
)
dt =

∑
1≤j<∞

sj(T )2

∫
|
∫
ω(gj , φ , λ) exp(−iλt)dλ|2dt.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî λ è íåðà-
âåíñòâî (5.14), ìû ïîëó÷àåì:∫

‖T exp(−itA)φ‖2dt =

2π
∑

1≤j<∞

sj(T )2

∫
|ω(gj , φ , λ)|2dλ ≤

2π
∑

1≤j<∞

sj(T )2

∫
|ω(gj , gj , λ)ω(φ , φ , λ)|dλ ≤

2π‖φ | M‖2
∑

1≤j<∞

sj(T )2

∫
ω(gj , gj , λ)dλ = 2π‖φ | M‖2‖T | NS‖2.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü A è B -ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû ñ îáùåé îáëàñòüþ îïðåäå-

ëåíèÿ
Dom(A) = Dom(B) = D

è R -ïëîòíîå â Hac ìíîæåñòâî:

Cl(R) ⊃ Hac,

êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ A è B:

R ⊂ D.

Ìíîæåñòâî R ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè âñåãäà ñóùåñòâóåò: ìîæíî ïîëîæèòü
R =Mb(A), è ìíîæåñòâ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè ìîæåò áûòü ìíîãî.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì â òåî-
ðèè ðàññåÿíèÿ. Ýòî -ïðèçíàê Êóêà ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ.
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Ëåììà 5.3.3. Åñëè ìíîæåñòâîR óäîâëåòâîðÿåò îïèñàííûì âûøå òðå-
áîâàíèÿì è

∀(φ ∈ R) :

∫ ∞
−∞
‖(B − A) exp(−iAt)φ‖dt <∞, (5.32)

òî âîëíîâûå îïåðàòîðû W±(B , A) ñóùåñòâóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

W (t) := exp(itB) exp(−itA). (5.33)

Òàê êàê
‖W (t)‖ ≡ 1,

òî â ñèëó òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà (ñì. ñòð. 161) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ (5.20)-(5.21) äëÿ âñåõ φ ∈ Hac äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ ïðåäåëîâ äëÿ φ ∈ R. Òàê êàê φ ∈ Dom(A),
òî

exp(−iτA)φ ∈ Dom(B) , ∃ d

dτ
W (τ)φ ,

d

dτ
W (τ)φ ∈ C((0 , ∞) , H).

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (5.20). Èìååì:

(W (t)−W (s))φ =

∫ t

s

d

dτ
W (τ)φdτ = i

∫ t

s

exp(iτB)(B − A) exp(−iτA)φdτ,

∀(t > s > s(ε)) : ‖(W (t)−W (s))φ‖ ≤
∫ t

s

‖(B − A) exp(−iτA)φ‖dτ < ε.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (5.21) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçà-
íà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.
Ïóñòü

H = L2(R3) , A = −∆ , B = −∆ + V,

ãäå V -îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ
v(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∀(x ∈ R3) : |v(x)| ≤ C(1 + |x|)−(1+ε) , ε > 0. (5.34)

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ W±(B , A).
Èìååì:

∀(φ ∈ H) : < φ , E(λ , A)φ >= (2π)−3

∫
ξ2<λ

|φ̂(ξ)|2dξ,
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Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ ïàðàìåòðà λ ïðè ëþáîì φ ∈ H, òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

Pac(A)H = Hac = L2(R3)

è ó îïåðàòîðà A íåò ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðà.
Â ñèëó èçâåñòíîé â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå òåîðåìû Âèíåðà

ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

ψ =
∑

1≤j≤n

αj exp(−(x− aj)2) , aj ∈ R3 , n = 1 , 2 . . .

ïëîòíî â L2(R3), ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâûõ
îïåðàòîðîâ W±(B , A) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî∫ ∞

−∞
J(t)dt <∞, (5.35)

ãäå

J(t) = ‖V exp(−itA)ψ0‖ , ψ0 = exp(−(x− a)2).

Èìååì:

exp(−itA)ψ0(x) = F−1(exp(itξ2)F (exp(−(· − a)2))(x) =

σ(t)−3/2 exp(−(x− a)2/σ(t)) , ãäå σ(t) = 1 + 4it.

Â ñèëó îöåíêè (5.34)

|V exp(−itA)ψ0(x)| < C|σ(t)|−3/2(1 + |x|)−(1+ε) exp(−(|x− a|/|σ(t)|)2).

Ïóñòü ÷èñëî q óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

3

2(1 + ε)
< q <

3

2
è

1

p
+

1

q
= 1.

Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà èìååì:

J(t) ≤ C|σ(t)|−3/2

(∫
(1 + |x|)−2(1+ε) exp(−2((x− a)/|σ(t)|)2)dx

)1/2

≤

C|σ(t)|−3/2

(∫
(1 + |x|)−2q(1+ε)dx

)1/2q (∫
exp

(
−2p|x− a|2

|σ(t)|2

)
dx

)1/2p

≤

const.|σ(t)|−3/2q.

Òàê êàê 3/2q > 1, òî îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà (5.35).
Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèçíàêîâ ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.
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Òåîðåìà 5.3.1. Ïóñòü A è B -ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû ñ îáùåé
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

Dom(A) = Dom(B) = D

è îïåðàòîð C = B − A ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî ÿäåðíîãî
îïåðàòîðà. Òîãäà âîëíîâûå îïåðàòîðû W±(B , A) ñóùåñòâóþò è ïîëíû.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû ìû ïðåäïîøëåì íåñêîëüêî ëåìì. Ìû
áóäåì äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà W+(B , A), äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðàòîðà W−(B , A) àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü

Z(t , s) = W (t)∗(W (t)−W (s)) =

id− exp(itA) exp(−i(t− s)B) exp(−isA).

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 5.3.4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖(W (t)−W (s))φ‖2 =< φ , Z(t , s)φ > + < φ , Z(s , t)φ > . (5.36)

Â ôîðìóëå (5.37) è â àíàëîãè÷íûõ ôîðìóëàõ íèæå ñèìâîëîì [D , F ]
ìû îáîçíà÷àåì îïåðàòîð, êîòîðûé çàäàåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà îáëà-
ñòè D (è íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå H):

∀(φ ∈ D) : < φ , [D , F ]φ >:=< D∗φ , Fφ > − < F ∗φ , Dφ > .

Ëåììà 5.3.5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(φ ∈ D , a > 0) : < φ , Z(t , s)φ >=

< φ , exp(iaA)Z(t , s) exp(−iaA)φ > +

i

∫ a

0

< φ , exp(i(a+ t)A)[C , exp(−i(t− s)B)] exp(−i(s+ b)A)φ > db.

(5.37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

< φ , Z(t , s)φ > − < φ , exp(iaA)Z(t , s) exp(−iaA)φ >=

−
∫ a

0

d

db
< φ , exp(ibA)Z(t , s) exp(−ibA)φ > db =

− i
∫ a

0

< φ , exp(i(b+ t)A)[A , exp(−i(t− s)B)] exp(−i(s+ b)A)φ > db.
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Íî

[A , exp(−i(t− s)B)] = [A+ C , exp(−i(t− s)B)]− [C , exp(−i(t− s)B)],

[A+ C , exp(−i(t− s)B)] = [B , exp(−i(t− s)B)] = 0

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.3.6. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

∀(φ ∈ D) : lim
a→∞
‖ exp(iaA)Z(t , s) exp(−iaA)φ‖ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

Z(t , s) exp(−iaA)φ = W ∗(t)

∫ t

s

d

dτ
exp(iτB) exp(−i(τ + a)A)φ > dτ =

iW ∗(t)

∫ t

s

exp(iτB)(B − A) exp(−i(τ + a)A)φdτ.

Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 5.3.1

‖ exp(iaA)Z(t , s) exp(−iaA)φ‖ ≤
t∫

s

‖C exp(−i(τ + a)A)φ‖dτ → 0 , a→∞.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîëîæèì

∀(φ ∈M(A)) : R(g , φ , t) =

∫ ∞
t

| < g , exp(−ibA)φ > |2db.

Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ñëåäóåò èç ëåììû Ì.Ðîçåíáëþìà.
Ïóñòü

Cφ =
∑

1≤j<∞

sj(C) < gj , φ > ej

-ðàçëîæåíèå Øìèäòà îïåðàòîðà C. Òàê êàê îïåðàòîð C ÿäåðíûé (îïðå-
äåëåíèå ÿäåðíîãî îïåðàòîðà è ÿäåðíîé íîðìû ñì. íà ñòð. 305), òî

‖C | Ncl‖ :=
∑

1≤j<∞

sj(C) <∞, (5.38)

è ýòî íåðàâåíñòâî ìû íèæå ó÷èòûâàåì.
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Ëåììà 5.3.7. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∀(φ ∈M(A) , a > 0) :

|
∫ a

0

< φ , exp(i(t+ b)A) exp(−i(s− t)B)C exp(−i(s+ b)A)φ > db| ≤

(2π)1/2‖φ | M(A)‖
∑

1≤j<∞

sj(C)R(gj , φ , s)
1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

|
∫ a

0

< φ , exp(i(t+ b)A) exp(−i(s− t)B)C exp(−i(s+ b)A)φ > db| ≤∑
1≤j<∞

sj(C)|
∫ a

0

< φ , exp(i(t+ b)A) exp(−i(s− t)B)ej > ×

< gj , exp(−i(s+ b)A)φ > db| ≤∑
1≤j<∞

sj(C)

(∫ ∞
−∞
| < φ , exp(i(t+ b)A) exp(−i(s− t)B)ej > |2db

)1/2

×

(∫ ∞
s

| < gj , exp(−ibA)φ > |2db
)1/2

.

Äàëåå â ñèëó ëåììû Ì.Ðîçåíáëþìà èìååì:∫ ∞
−∞
| < φ , exp(i(t+ b)A) exp(−i(s− t)B)ej > |2db =∫ ∞

−∞
| < exp(−ibA)φ , exp(−i(s− t)B)ej > |2db ≤

2π‖φ | M(A)‖2.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî â ïðåäûäóùóþ îöåíêó, ïîëó÷àåì íóæíîå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà äîêàçàíà.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 5.3.8. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∀(φ ∈M(A) , a > 0) :

|
∫ a

0

< φ , exp(i(t+ b)A) exp(−i(s− t)B) exp(−i(s+ b)A)φ > db| ≤

(2π)1/2‖φ | M(A)‖
∑

1≤j<∞

sj(C)R(ej , φ , t)
1/2.
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Ëåììà 5.3.9. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∀(φ ∈M(A)) : ‖(W (t)−W (s))φ‖2 ≤

(8π)1/2‖φ | M(A)‖
∑

1≤j<∞

sj(C)(R(gj , φ , s)
1/2 +R(ej , φ , t)

1/2). (5.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî (5.36). Çàòåì ïåðåõî-
äèì â (5.37) ê ïðåäåëó a→∞ è èñïîëüçóåì îöåíêè ëåìì 5.3.7-5.3.8.

Èç îöåíêè (5.39) ëåãêî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî,
èç ëåììû Ì.Ðîçåíáëþìà ñëåäóåò, ÷òî

(R(gj , φ , s)
1/2 +R(ej , φ , t)

1/2) < const.,

ãäå const. íå çàâèñèò îò j, è èç òîé æå ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

∀j : (R(gj , φ , s)
1/2 +R(ej , φ , t)

1/2)→ 0 , min(t , s)→∞.

Òàê êàê ðÿä (5.38) ñõîäèòñÿ, òî èç (5.39) ñëåäóåò, ÷òî

∀(φ ∈M(A)) : ‖(W (t)−W (s))φ‖ → 0 , min(t , s)→∞.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè φ ∈ M(A), òî ôóíêöèÿ t 7→ W (t)φ èìååò ïðå-
äåë ïðè t → ∞. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî M(A) ïëîòíî â Hac, òî òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì èíâàðèàíòíîñòè âîë-
íîâûõ îïåðàòîðîâ è ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìå-
íèìîñòè òåîðåìû 5.3.1.

Òåîðåìà 5.3.2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.3.1 è h(λ) -òàêàÿ
äåéñòâèòåëüíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî

∀λ : |h′(λ)| > 0,

òî âîëíîâûå îïåðàòîðû W±(h(B) , h(A)) ñóùåñòâóþò, ïðè÷åì

(∀λ : h′(λ) > 0)⇒ (W±(h(B) , h(A)) = W±(B , A)),

(∀λ : h′(λ) < 0)⇒ (W±(h(B) , h(A)) = W∓(B , A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ â (5.39) s = 0 , t→∞, ìû ïîëó÷àåì:

∀(φ ∈M(A) : ‖W+(B , A)φ− φ‖2 ≤

(8π)1/2‖φ | M(A)‖
∑

1≤j<∞

sj(C)R(gj , φ , ∞)1/2 (5.40)
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Â äàííîì íåðàâåíñòâå çàìåíèì

φ→ exp(−iτh(A))φ.

Â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.40) ïîëó÷èì:

‖W+(B , A) exp(−iτh(A))φ− exp(−iτh(A))φ‖2 =

‖ exp(−iτh(B))W+(B , A)φ− exp(−iτh(A))φ‖2 =

‖W+(B , A)φ− exp(iτh(B)) exp(−iτh(A))φ‖2.

Ïåðåõîäÿ ê ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.40), âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî

‖ exp(−iτh(A))φ | M(A)‖ ≡ ‖φ | M(A)‖.

Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∫ ∞
0

| < gj , exp(−ibA) exp(−iτh(A))φ > |2db ≤∫ ∞
−∞
| < gj , exp(−ibA) exp(−iτh(A))φ > |2db =∫ ∞

−∞
|
∫ ∞
−∞

ω(gj , exp(−iτh(A))φ) exp(−ibλ)dλ|2db =

2π

∫ ∞
−∞
|ω(gj , exp(−iτh(A))φ , λ)|2dλ = 2π

∫ ∞
−∞
|ω(gj , φ , λ)|2dλ < const.,

ãäå êîíñòàíòà íå çàâèñèò îò j è τ . Åñëè ôóíêöèÿ

λ 7→ ω(gj , φ , λ)

ñòóïåí÷àòàÿ:

ω(gj , φ , λ) =

{
1 , λ ∈ [α , β],

0 , λ 6∈ [α , β],

òî ñ ó÷åòîì íåðàâåñòâà h′(λ) > 0 ìû èìååì îöåíêó:

|
∫ ∞
−∞

exp(−iτh(λ)− ibλ)ω(gj , φ , λ)dλ|2 =

const.|
∫ β

α

exp(−ibλ− iτh(λ))dλ|2 < const′.(τ + b)−2,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü íåðà-
âåíñòâà (5.40) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè τ →∞. Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ
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èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà ê çàâèñÿ-
ùåìó îò ïàðàìåòðà τ ñåìåéñòâó îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà L2(R1 , dλ) â
ïðîñòðàíñòâî L2((0 , ∞) , db)):

ω 7→
∫ ∞
−∞

exp(−ibλ− iτh(λ))ω(· , λ)dλ,

òàê êàê ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé ïëîòíî
â L2(R1 , dλ).

Ñîâåðøàÿ â íåðàâåñòâå (5.40) ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè τ → ∞, ìû
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

W+(h(B) , h(A)) = W+(B , A).

Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî h′(λ) < 0, òî â (5.40) ìû äåëàåì çàìåíó

φ→ exp(iτh(A))φ

è äàëåå ðàñóæäàåì àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü

ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ äëÿ ïàðû îïåðàòîðîâ A è B â òîì
ñëó÷àå, åñëè óäàåòñÿ ïîäîáðàòü ãëàäêóþ ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ h(λ) òàê,
÷òîáû îïåðàòîð h(A)− h(B) áûë áû ÿäåðíûì.

5.4 Ôîðìóëû äëÿ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ

Èçëîæåííûé âûøå ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ îñíîâàí íà èñ-
ñëåäîâàíèè ïðåäåëà îïåðàòîðà W (t) ïðè t → ∞ è íàçûâàåòñÿ íåñòàöèî-
íàðíûì ìåòîäîì. Äðóãîé ïîäõîä ê çàäà÷å ðàññåÿíèÿ îñíîâàí íà èññëåäî-
âàíèè ïðåäåëîâ ðåçîëüâåíò îïåðàòîðîâ A è B ïðè ñòðåìëåíèè ñïåêòðàëü-
íîãî ïàðàìåòðà ê òî÷êå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ýòîä ìåòîä òåõíè÷åñêè
áîëåå ñëîæåí, íî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîëíî-
âûõ îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðà ðàññåÿíèÿ.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ìåòîäàìè. Ìû íà÷íåì ñ äîêà-
çàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, êàê ñòðîèòñÿ îáîáùåíèå òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ (ïî äðóãîé òåðìèíîëîãèè -ãèëüáåðòîâà ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå) íà ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü L2([R1 7→ H] , dt) -ìíîæåñòâî òåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îò
t ∈ R1 ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ: ∫ ∞

−∞
‖f(t)‖2dt <∞.
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Â ïðîñòðàíñòâå L2([R1 7→ H] , dt) ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

[f , g] :=

∫ ∞
−∞

< f(t) , g(t) > dt

è íîðìó

‖f | L2([R1 7→ H] , dt)‖2 := [f , f ].

Äàëåå òåì æå ñèìâîëîì L2([R1 7→ H] , dt) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîïîëíå-
íèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïî ââåäåííîé íîðìå.

Íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé f(t) ∈ L2([R1 7→ H] , dt) ñ êîìïàêòíûì ïî t
íîñèòåëåì îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

F (f)(ξ) :=

∫ ∞
−∞

f(t) exp(−itξ)dt

Èíòåãðàë ïî dt çäåñü ïîíèìàåòñÿ êàê èíòåãðàë Áîõíåðà, ò. å. êàê èíòåãðàë
Ðèìàíà îò ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

f(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (f)(ξ) exp(itξ)dξ

è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

[f , g] =
1

2π
[F (f) , F (g)].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôîðìóë äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè {ej} -
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è

f(t) =
∑
j

< ej , f(t) > ej

ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ïî ýòîìó áàçèñó, òî

F (f)(ξ) =
∑
j

F (< ej , f(t) >)(ξ)ej =
∑
j

< ej , F (f)(ξ) > ej,

è äîêàçûâàåìûå ôîìóëû äëÿ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì ïî t íîñèòåëåì ñëå-
äóþò èç êëàññè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Íà
ôóíêöèè èç L2([R1 7→ H] , dt) îíè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè.

Âòîðîå çàìå÷àíèå, êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ íèæå, ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì.

391



Åñëè ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà íà ïîëóîñè [0 , ∞) è

lim
t→∞

f(t) = a <∞,

òî

a = lim
ε→0

ε

∫ ∞
0

exp(−εt)f(t)dt.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîëíîâûå îïåðàòîðû W±(B , A) ñóùåñòâóþò.
Òîãäà

< ψ , W+(B , A)φ >= lim
t→∞

< ψ , W (t)φ >=

lim
t→∞

< exp(−itB)ψ , exp(−itA)φ >=

lim
ε→0

2ε

∫ ∞
0

exp(−2εt) < exp(−itB)ψ , exp(−itA)φ > dt =

lim
ε→0

2ε

∫ ∞
−∞

exp(−2εt)θ(t) < exp(−itB)ψ , exp(−itA)φ > dt. (5.41)

Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè

g(t) : t 7→ θ(t) exp(−εt− itB)ψ.

Èìååì:

F (g)(ξ) =

∫ ∞
−∞

θ(t) exp(−iξt− εt− itB)ψdt =∫ ∞
−∞

[

∫ ∞
0

exp(−iξt− εt− itλ)dt]dλE(λ , B)ψ =∫ ∞
−∞

(iξ + iλ+ ε)−1dλE(λ , B)ψ = iR(iε− ξ , B)ψ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ, èç (5.41) ïîëó÷èì:

< ψ , W+(B , A)φ >= lim
ε→+0

ε

π

∫ ∞
−∞

< R(λ+ iε , B)ψ , R(λ+ iε , A)φ > dλ.

(5.42)
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî

< ψ , W−(B , A)φ >= lim
ε→+0

ε

π

∫ ∞
−∞

< R(λ− iε , B)ψ , R(λ− iε , A)φ > dλ.

(5.43)
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Â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ (5.42)-(5.43) -äîâîëüíî òðóäíàÿ
çàäà÷à, îäíàêî â ðàññìîòðåííîé íàìè (ñì. ñòð. 323) ìîäåëè Ôðèäåðèõñà
ýòè ïðåäåëû ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (4.145)-(4.146), ìû ïîëó÷àåì:

ε

π

∫ ∞
−∞

< R(λ+ iε , B)ψ , R(λ+ iε , A)φ > dλ =

ε

π

∫ ∞
−∞

< Q(λ+ iε , B)ψ , R(λ+ iε , A)R(λ− iε , A)φ > dλ =

ε

π

∫ ∞
−∞

(

∫ 1

0

Q(λ+ iε , B)ψ(x)∗((x− λ)2 + ε2)−1φ(x)dx)dλ→∫ 1

0

Z+ψ(x)∗φ(x)dx =< ψ , Z∗+φ > .

Ñëåäîâàòåëüíî
W±φ = Z∗±φ,

ãäå îïåðàòîðû Z∗± îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (4.148) íà ñòð. 324.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Îïåðàòîðû Z± äèà-

ãîíàëèçóþò îïåðàòîð B è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ:

Z±B = AZ± , BZ
∗
± = Z∗±A,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñî ñïëåòàþùèì ñâîéñòâîì âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ.
Òàê êàê îïåðàòîðû Z± óíèòàðíû, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

W± = Z∗± = Z−1
± .

Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ â äèàãîíàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòî-

ðà A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H äèàãîíàëèçóåò îïåðàòîð A:

H = L2((a , b) 7→ h) , h = L2(Ω , dω),

Aφ(µ , ω) = µφ(µ , ω).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð T (λ) ïðè Reλ ≥ 0
åñòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ãëàäêèì (íåïðåðûâíûì è îãðàíè÷åííûì
) ïî ïåðåìåííûì λ , µ , ν ÿäðîì:

∀λ > 0 : T (λ)φ(µ , ω) =

∫
t(λ+ i0 | µ , ω ; ν , ω′)φ(ν , ω′)dνdω′. (5.44)
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Òåîðåìà 5.4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñäåëàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ è
îïåðàòîð B − A ÿäåðíûé. Òîãäà îïåðàòîð ðàññåÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå H
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

S(B , A)ψ(λ , ω) = ψ(λ , ω)− 2πi

∫
t(λ+ i0 | λ , ω , λ , ω′)ψ(λ , ω′)dω′.

(5.45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

id− S(B , A) = W ∗
+(B , A)W+(B , A)−W ∗

+(B , A)W−(B , A) ,

id− S(B , A) = W ∗
+(B , A)(W+(B , A)−W−(B , A)) ,

< φ , (id− S(B , A))ψ >=∫ +∞

−∞

d

dt
< φ , W ∗

+(B , A) exp(iBt) exp(−iAt)ψ > dt =

i

∫ +∞

−∞
< φ , W ∗

+(B , A) exp(iBt)(B − A) exp(−iAt)ψ > dt =

i

∫ +∞

−∞
< exp(−iBt)W+(B , A)φ , (B − A) exp(−iAt)ψ > dt =

i

∫ +∞

−∞
< W+(B , A) exp(−iAt)φ , (B − A) exp(−iAt)ψ > dt =

i

∫ +∞

−∞
< exp(−iAt)φ , W+(B , A)∗(B − A) exp(−iAt)ψ > dt.

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî ñîãëàñíî (5.42) íà ñòð. 392 è (3.115) íà ñòð. 191:

< exp(−iAt)φ , W+(B , A)∗(B − A) exp(−iAt)ψ >=

lim
ε→+0

ε

π

∫ ∞
−∞

< R(λ+ iε , A) exp(−iAt)φ , R(λ+ iε , B)(B − A) exp(−iAt)ψ >=

lim
ε→+0

ε

π

∫ ∞
−∞

< R(λ− iε , A)R(λ+ iε , A) exp(−iAt)φ , T (λ+ iε , A , B) exp(−iAt)ψ > .

Â äèàãîíàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðà A:

ε

π
R(λ− iε , A)R(λ+ iε , A) =

ε

π
((λ− µ)2 + ε2)−1 → δ(λ− µ) ,∫

< . . . exp(−iAt) . . . , . . . exp(−iAt) . . . > dt =∫
(. . . ·

∫
exp(i(ν − µ)t)dt)dµ = 2π

∫
(. . . · . . . δ(ν − µ))dµ.
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Òåîðåìà äêàçàíà.
Â ñëó÷à ìîäåëè Ôðèäðèõñà ïðîñòðàíñòâî Ω ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè,

è

Sφ(λ) = (1− 2πiα(λ)2

1− g(λ+ i0)
)φ(λ) =

1− g(λ+ i0)− 2πiα(λ)2

1− g(λ+ i0)
φ(λ) =

1− g(λ− i0)

1− g(λ+ i0)
φ(λ).

Ìû ïîëó÷èëè êëàññ÷åñêóþ ôîðìóëó.

5.5 Êîììåíòàðèè è ëèòåðàòóòíûå óêàçàíèÿ

Íà ðóññêîì ÿçûêå èçëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ åñòü â
êíèãå [22]. Â ýòîé êíèãå èçëîæåí î÷åíü áîëüøîé ìàòåðèàë è ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü ìîæåò ñàì âîññòàíîâèòü ìíîãèå òåõíè÷åñêèå äåòàëè
ðàññóæäåíèé.

Ïîêàæåì, êàê òðàäèöèîííûå çàäà÷è äèôðàêöèè è ðàññåÿíèÿ íà êî-
ðîòêîäåéñòâóþùåì ïîòåíöèàëå ìîæíî èññëåäîâàòü èçëîæåííûìè âûøå
ìåòîäàìè. Ïóñòü L0 è L äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, êîòîðûå îïèñû-
âàþò íåâîçìóùåííóþ è âîçìóùåííóþ çàäà÷è. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî L0 è L -äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.
Ïóñòü G0(β) è G(β) -ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷ Êîøè:

∂βG0(β) = −L0G0(β) , ∂βG(β) = −LG(β).

Ôóíêöèè Ãðèíà ñòðîÿòñÿ òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé: ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè, ïîòåíöèàëà-
ìè, ïðîäîëæåíèåì ïî ïàðàìåòðó. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ ïîäðîáíî
îïèñàíû â ó÷åáíîé ëèòåòàòóðå. Ïðè øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàòî-
ðû G0(β) è G(β) -èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ �õîðîøèìè� ÿäðàìè. Äàëåå
ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðîâ −L0 è −L îïðåäåëÿåì êàê èí-
ôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ïîëóãðóïï β 7→ G0(β) , β 7→ G(β) è ïîëà-
ãàåì A = G0(β) , B = G(β). Åñëè îïåðàòîð L − L0 ïîä÷èíåí (â ñìûñëå
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ) îïåðàòîðó L0, òî îïåðàòîð B−A
îêàçûâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ÿäåðíûì è ìîæíî ïðèìåíÿòü èçëîæåííóþ âû-
øå òåîðèþ. Èìåþùèå ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû îáû÷íî âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåïðåðûâíðãî ñïåêòðà îïåðàòîðîâ A è B, à
ýòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðà-
òîðîâ G0 è G.
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Ãëàâà 6

Ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé (â ðóññêîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò îáîáùåííûìè
ôóíêöèÿìè) è åå ìîæíî ÷èòàòü íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ãëàâ. Êîíå÷íî,
çíàêîìûé ñ ñîäåðæàíèåì ãëàâû 2 ×èòàòåëü â ïðèâåäåííûõ êîíñòðóêöè-
ÿõ óçíàåò ïðèåì ïîñòðîåíèÿ òîïîëîãèè ñ ïîìîùüþ áàçû îêðåñòíîñòåé
íóëÿ è òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé ñèñòåìîé îòîáðàæåíèé, çíàêîìûé ñ
ñîäåðæàíèåì ãëàâû 3 â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïîëíîòå ïðîñòðàíñòâà
ðàñïðåäåëåíèé óçíàåò âàðèàíò ïðèíöèïà ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è
ò. ä. Îäíàêî äëÿ ïîíèìàíèÿ âñåõ (çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåìû î ñóùåñòâîâà-
íèè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè) óòâåðæäåíèé äàííîé
ãëàâû âïîëíå äîñòàòî÷íî òåõ ñâåäåíèé èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è íà-
÷àë ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûå îáû÷íî ñîîáùàþòñÿ ñòóäåíòàì
íà ïåðâîì è âòîðîì êóðñàõ ôèçè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ óíèâåðñèòåòîâ. Òåî-
åìà î ñóùåñòâîâàíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó
Õàíà-Áàíàõà, êîòîðóþ ìîæíî ïðèíÿòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.

6.1 Ïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ ôóíêöèé.

Â òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ äâà îáúåêòà: ïðîñòðàíñòâî
ïðîáíûõ ôóíêöèé è ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé. Ïðîñòðàíñòâî ïðîá-
íûõ ôóíêöèé -ýòî ÷àùå âñåãî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L, íà êîòîðîì çà-
äàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íîðì

‖ ‖α : L 3 x 7→ ‖x‖α ∈ R1
+ , α ∈ I.
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Íîðìîé íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ‖ ‖, êî-
òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1.∀(x ∈ L) : ‖x‖ ≥ 0 , (‖x‖ = 0) ⇐⇒ (x = 0).

2.‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
3.‖λx‖ = |λ|‖x‖.

Ìû ðàññìîòðèì äâà ïðîñòðàíñòâà ïðîáíûõ ôóíêöèé: ïðîñòðàíñòâîØâàð-
öà S(Rd) è ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìèD(Rd). Íà-
ïîìíèì, ÷òî íîñèòåëåì ôóíêöèè φ(x) íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
òåõ òî÷åê x, ãäå |φ(x)| > 0:

suppφ := Cl({x | |φ(x)| > 0 | x ∈ Rd}),

à êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â Rd -ýòî îãðàíè÷åííûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

6.1.1 Ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà íà ïðÿìîé S(R1), îáîá-
ùåíèå íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà Rd ïîëó÷àåòñÿ ïåðåîñìûñëåíèåì îáîçíà-
÷åíèé. Ïóñòü

x ∈ R1 , Dm
x = (−i∂x)m.

Åñëè ýòî íå ìîæåò âûçâàòü íåäîðàçóìåíèé, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñ-
êàòü óêàçàíèå íà ïåðåìåííóþ, ïî êîòîðîé áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ:

Dm ≡ Dm
x .

Â ñîâðåìåíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé øèðîêî ïðèìåíÿåò-
ñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ââåäåíèå ìíîæèòåëÿ −i â îïåðàòîð äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè ïèñàòü ýòîò ìíîæèòåëü âî ìíîãèõ
ñâÿçàííûõ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôîðìóëàõ è ñòàëî îáùåïðèíÿòûì.

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Ôóíêöèÿ φ(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâóØâàðöà
S(R1), åñëè îíà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè
óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè |x|:

(φ ∈ S)⇔ (∀(m, p) : sup{(1 + x2)p/2|Dm
x φ(x)| | x ∈ R1} <∞). (6.1)

Ïîëîæèì

‖φ | (N , S)‖ :=
∑

0≤m≤N,
0≤p≤N.

sup{(1 + x2)p/2|Dm
x φ(x)| | x ∈ R1}. (6.2)

Îïðåäåëåíèå 6.1.1 ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ
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Îïðåäåëåíèå 6.1.2. Ôóíêöèÿ φ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà
S(R1), åñëè

∀N : ‖φ | (N , S)‖ <∞. (6.3)

Îòìåòèì ïîëåçíîå íåðàâåíñòâî

∀(m ≤ N , p ≤ N) : |Dm
x φ(x)| ≤ (1 + x2)−p/2‖φ | (N , S)‖.

Ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó S(R1):

exp(−x2) , 1/ ch(x) , exp(−(1 + x2)α) , α > 0.

Ñâîéñòâà ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà S(R1).

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà S(R1).

Ëåììà 6.1.1. 1. Ïðîñòðàíñòâî S(R1) -ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî:

∀(φ , ψ ∈ S(R1)) : αφ+ βψ ∈ S(R1).

2. Ïðîñòðàíñòâî S(R1) åñòü àëãåáðà îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîãî óìíî-
æåíèÿ ôóíêöèé:

∀(φ(x) ∈ S(R1) , ψ(x) ∈ S(R1)) : φ(x) · ψ(x) ∈ S(R1).

3. Åñëè φ(x) ∈ S(R1), òî Dmφ(x) ∈ S(R1), ïðè÷åì

‖Dmφ | (N , S)‖ ≤ ‖φ | (N +m, S)‖. (6.4)

4. Åñëè φ(x) ∈ S(R1) è P(x)-ëþáîé ïîëèíîì, òî P(x)φ(x) ∈ S(R1).

Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî óòî÷íèòü: î÷åâèäíî, ÷òî åñëè φ(x) ∈ S(R1) è
ψ(x)-ëþáàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ âìåñòå ñî
âñåìè ïðîèçâîäíûìè ðàñòåò íå áûñòðåå ñòåïåíè |x|:

∀m, ∃(C(m) , n(m)) , ∀x : |Dm
x ψ(x)| < C(m)(1 + |x|)n(m),

òî ψ(x)φ(x) ∈ S(R1).
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå Rd:

F (φ)(ξ) :=

∫
· · ·
∫

exp(−ixξ)φ(x)dx ,

x = (x1, . . . xd) , dx = dx1 . . . dxd,

xξ = x1ξ1 + . . .+ xdξd,
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ôîðìóëó îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

φ(x) =

(
1

2π

)d ∫
· · ·
∫

exp(ixξ)F (φ)(ξ)dξ.

è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:∫
· · ·
∫
φ(x)∗ψ(x)dx = (2π)−d

∫
· · ·
∫
F (φ)∗(ξ)F (ψ)(ξ)dξ.

Èíîãäà â ôîðìóëå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áåðóò çíàê ïëþñ â ýêñïî-
íåíòå è ñîîòâåòñòâåííî çíàê ìèíóñ â ýêñïîíåíòå â ôîðìóëå äëÿ îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ýòî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêîâ â íåêîòîðûõ
äðóãèõ ôîðìóëàõ.

Ïîÿñíèì ïîëüçó îò ââåäåíèÿ îïåðàòîðà D. Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð D ê
îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà â ôîðìóëå äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâààíèÿ Ôó-
ðüå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìû ïîëó÷àåì:

Dφ(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

exp(ixξ)ξF (φ)(ξ)dξ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
F (Dmφ)(ξ) = ξmF (φ)(ξ). (6.5)

Ìû âèäèì, ÷òî îïåðàòîð D ïðîñòî êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ: íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé íå ïîÿâëÿåòñÿ.

Íàïîìíèì ôîðìóëó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ãàóññîâîé ýêñïî-
íåíòû: ∫

· · ·
∫

exp(−ax2 − ixξ)dx =
(π
a

)d/2
exp(−ξ2/4a).

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ: ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ∫

· · ·
∫

(. . .)dx ≡
∫

(. . .)dx.

Ëåììà 6.1.2. 1. Åñëè φ ∈ S(R1), òî F (φ) ∈ S(R1) è

∀N , ∃(C(N) , M(N)) , ∀(φ ∈ S) :

‖F (φ) | (N , S)‖ ≤ C(N)‖φ | (M(N) , S)‖. (6.6)

2. Åñëè F (φ) ∈ S(R1), òî φ ∈ S(R1), ïðè÷åì

∀N , ∃(C(N) , M(N)) , ∀φ :

‖φ | (N , S)‖ ≤ C(N)‖F (φ) | (M(N) , S)‖.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü x ∈
R1. Èìååì:

|Dm
x F (φ)(x)| =

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
exp(−ixy)ymφ(y)dy

∣∣∣∣ ,∣∣(1 + x2)p/2Dm
x F (φ)(x)

∣∣ ≤ ∣∣(1 + x2)pDm
x F (φ)(x)

∣∣ =∣∣∣∣∫ +∞

−∞
((1−D2

y)
p exp(−ixy))ymφ(y)dy

∣∣∣∣
(èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì )

≤
∣∣∣∣∫ +∞

−∞
|(1−D2

y)
pymφ(y)|dy

∣∣∣∣ .
Íî î÷åâèäíî (âñïîìíèì ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ôóíêöèé), ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C(p , m), ÷òî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∀y : |(1−D2
y)
pymφ(y)| ≤ C(p , m)(1 + y2)−1‖φ | (2p+m+ 2 , S)‖.

Èç ýòîãî è ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∀(m, p) : sup{
∣∣(1 + x2)pDmF (φ)(x)

∣∣ | x ∈ R1}
≤ C(p , m)′‖φ | (2p+m+ 2 , S)‖,

èç êîòîðîãî è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé åñòü ïðîèç-

âåäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé, òî èç äîêàçàííîé ëåììû
âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 6.1.1. Åñëè φ , ψ ∈ S(R1), òî èõ ñâåðòêà:

φ ∗ ψ(x) :=

∫ +∞

−∞
φ(y)ψ(x− y)dy

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S(R1).

Ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà ôóíêöèé â Rd.

Óêàæåì, êàêèå èçìåíåíèÿ íóæíî ñäåëàòü â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíè-
ÿõ, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà ôóíêöèé â Rd. Ïîëîæèì â
ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ

x = (x1 , x2 , . . . xd); (6.7)

m = (m1 , m2 , . . .md) , |m| = m1 +m2 + · · ·md. (6.8)

Dm
x = (−i∂x1)

m1(−i∂x2)
m2 . . . (−i∂xd)md . (6.9)
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Äàëåå â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ íóæíî çàìåíèòü ñóììèðîâàíèå ïî
èíäåêñàì 0 ≤ m ≤ N íà ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñàì 0 ≤ |m| ≤ N ,
èíòåãðàë ïî ïðÿìîé íóæíî çàìåíèòü íà èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâó Rd,
îïåðàòîð D2

y íóæíî çàìåíèòü íà îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆y. Âñå îñòàëüíûå
ðàññóæäåíèÿ è ôîðìóëû îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.

Ôîðìóëà (6.5) âåðíà è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, åñëè ïîëîæèòü ïî îïðå-
äåëåíèþ

∀(ξ ∈ Rd) : ξm = ξm1
1 ξm2

2 . . . ξmdd .

Íèæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøè ðàññóæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ïðî-
ñòðàíñòâó Øâàðöà ôóíêöèé â Rd. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåøåì ìû ïî-
ëàãàåì

‖φ | (N , S)‖ :=
∑

0≤|m|≤N,
0≤p≤N.

sup{(1 + x2)p/2|Dm
x φ(x)| | x ∈ Rd}. (6.10)

6.1.2 Ñõîäèìîñòü â ïðîñòàíñòâå S(Rd).

Ââåäåì ïîíÿòèå ñõîäÿùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå S(Rd) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} ⊂ S(Rd) ñõîäèòñÿ ê ôóíê-
öèè φ ∈ S â ïðîñòðàíñòâå S(Rd), åñëè

∀N : ‖(φn − φ) | (N , S)‖ → 0 , n→∞. (6.11)

Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå S(Rd) (óñëîâèå (6.11)) ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü òàê:

φn
S→ φ , n→∞.

Ïîëîæèì

∀(φ , ψ ∈ S) : dS(φ , ψ) :=
∑

0≤N<∞

(
1

2

)N ‖(φ− ψ) | (N , S)‖
1 + ‖(φ− ψ) | (N , S)‖

.

ßñíî, ÷òî óñëîâèå (6.11) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

dS(φn , φ)→ 0 , n→∞.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñõîäÿòñÿ ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå S:

exp(−(nx2 + x−2)) , (exp(−x2/n)− 1)φ(x) , φ ∈ S(Rd), (6.12)

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(1/n)100 exp(−nx2)

íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå S(Rd).

402



Îïðåäåëåíèå 6.1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} ⊂ S(Rd) ôóíäàìåíòàëü-
íà â ïðîñòðàíñòâå S(Rd), åñëè

∀N : lim
n→∞

sup
m>0
‖(φn+m − φn) | (N , S)‖ = 0. (6.13)

Òåîðåìà 6.1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
S(Rd) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíà ôóíäàìåíòàëüíà â ïðî-
ñòðàíñòâå S(Rd).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíè-
åì äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ Êîøè äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü, ò.
å. ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè dS.

Ïóñòü BN -ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà S(Rd) ïî íîðìå ‖ | (N , S)‖.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} ôóíäàìåíòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå S(Rd),
òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå BN , ïîýòîìó

∀N , ∃(φ(N) ∈ BN) : ‖φn − φ(N)‖ → 0 , n→∞.

Òàê êàê
BN+1 ⊂ BN ,

òî
φ(N+1) = φ(N) := φ ∈

⋂
0≤N<∞

BN = S(Rd),

è
∀N : ‖φn − φ | (N , S)‖ → 0 , n→∞,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
S(Rd) ê ôóíêöèè φ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.1.3 Íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå îñíîâ-

íûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 6.1.5. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : S(Rd) 7→ S(Rd) (6.14)

íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà, åñëè èç óñëîâèÿ

φn
S→ 0 , n→∞ (6.15)

ñëåäóåò, ÷òî

A(φn)
S→ 0 , n→∞. (6.16)
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Òåîðåìà 6.1.2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : S 7→ S

íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

∀N , ∃(C(N) , M(N)) , ∀φ ∈ S :

‖A(φ) | (N , S)‖ ≤ C(N)‖φ | (M(N) , S)‖. (6.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìîñòü
óñëîâèÿ (6.17). Ïóñòü îïåðàòîð A íåïðåðûâåí, íî óñëîâèå (6.17) íå âû-
ïîëíåíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå N0 è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn ∈ S,
÷òî

‖A(φn) | (N0 , S)‖ ≥ n2‖φn | (n , S)‖.
Ïîëîæèì

ψn = φn/(n‖φn | (n , S)‖) .
Òàê êàê

∀(n ≥M) : ‖ψn | (M , S)‖ ≤ ‖ψn | (n , S)‖ = 1/n→ 0 , n→∞,

òî
ψn

S→ 0 , n→∞.
Íî

‖A(ψn) | (N0 , S)‖ ≥ n→∞ , n→∞,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàíîé òåîðåìû âûòåêàåò

Òåîðåìà 6.1.3. Îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, óìíîæåíèÿ íà ïîëèíîì,
íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ:

φ(x) 7→ φ(Ax+ b) , detA 6= 0,

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íåïðåðûâíû â
ïðîñòðàíñòâå S(Rd).

6.1.4 Ïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ ôóíêöèé D(Rd).

Îïðåäåëåíèå 6.1.6. Êîìïàêòíîå ìíîæåñâî K1 ñòðîãî ñîäåðæèòñÿ â
êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K2:

K1 b K2,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O, ÷òî

K1 ⊂ O ⊂ K2.
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Îïðåäåëåíèå 6.1.7. Çàäàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå Rd ôóíêöèÿ φ(x) ïðè-
íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó D(Rd), åñëè íîñèòåëü ôóíêöèè φ(x) êîìïàêòåí
è ôóíêöèÿ φ(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà.

Ïîëîæèì

∀(φ , suppφ b K) :

‖φ | (N , D(Rd) , K)‖ :=
∑

0≤|m|≤N

sup{|Dm
x φ(x)| | x ∈ K}.

Îïðåäåëåíèå 6.1.7 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóåùåìó:

(φ ∈ D(Rd))⇔ (∃K , suppφ b K , ∀N : ‖φ | (N , D(Rd) , K)‖ <∞),

ãäå K -êîìïàêòíîå â Rd ìíîæåñòâî.
Ïðè ðàñìîòðåíèè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâàD(Rd) ïîëåçíî èìåòü ïðè-

ìåð ôóíêöèè òèïà �øàïî÷êà� (èëè �ãðèá�). Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîé ôóíê-
öèè.

Ïóñòü t ∈ R1. Ïîëîæèì

φ0(t) =

{
exp(−(1− t2)−2) , åñëè |t| < 1,

0 , åñëè |t| ≥ 1.

Îïðåäåëèì êîíñòàíòó C èç óñëîâèÿ

C

∫ +∞

−∞
φ0(t)dt = 1

è ïîëîæèì

φ1(t) = C

∫ t

−∞
φ0(ξ)dξ,

κ(x , x0 , R , ε) = φ1((R2 − (x− x0)2)/ε2). (6.18)

Ôóíêöèÿ κ(x , x0 , R , ε) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

∀x : 0 ≤ κ(x , x0 , R , ε) ≤ 1,

κ(x , x0 , R , ε) =

{
1 , (x− x0)2 < R2 − ε2,
0 , (x− x0)2 > R2 + ε2.

Èíîãäà óäîáíåå ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ âèäà

κ(x) = κ1(x1) . . . κd(xd) , x = (x1, . . . xd) ∈ Rd,
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ãäå
κj(xj) = κ(xj , x0,j , Rj , εj) , xj ∈ R1

Òåïåðü ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà D(Rd): äîñòà-
òî÷íî âçÿòü ëþáóþ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ è óìíî-
æèòü åå íà ôóíêöèþ κ(x , x0 , R , ε).

Äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà D(Rd) ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ ëåì-
ìû 6.1.1, íî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà D(Rd) åñòü
öåëàÿ ôóíêöèÿ è íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó D(Rd).

Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå D(Rd).

Îïðåäåëåíèå 6.1.8. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn ∈ D(Rd) ñõîäèòñÿ ê íóëþ
â ïðîñòðàíñòâå D(Rd), åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1. ∃K , ∀n : suppφn b K , K − êîìïàêò è íå çàâèñèò îò n, (6.19)

2. ∀N : ‖φn | (N , D(Rd) , K)‖ → 0 , n→∞. (6.20)

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn ∈ D(Rd) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè φ ∈ D(Rd) â
ïðîñòðàíñòâå D(Rd), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (φn−φ) ∈ D(Rd) ñõîäèòñÿ
ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå D(Rd).

Îïðåäåëåíèå 6.1.9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn ∈ D(Rd) ôóíäàìåíòàëüíà
â ïðîñòðàíñòâå D(Rd), åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1.∃K , ∀n : suppφn b K , K êîìïàêò è íå çàâèñèò îò n, (6.21)

2. ∀N : lim
n→∞

sup
m>0
‖φn+m − φn | (N , D(Rd) , K)‖ = 0. (6.22)

Äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì ïðîâåäåííûõ äëÿ ïðîñòðàíñòâàØâàðöà ðàñ-
ñóæäåíèé ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn ∈ D(Rd) ñõîäèòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå D(Rd) ê ôóíêöèè φ ∈ D(Rd) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè îíà ôóíäàìåíòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå D(Rd), íî äëÿ ïðîñòðàíñòâà
D(Rd) íå ñóùåñòâóåò ìåòðèêè, êîòîðàÿ çàäàâàëà áû ñõîäèìîñòü.

6.2 Ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òå ýëåìåíòàðíûå ôàêòû èç òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå áóäóò äîêàçà-
íû íèæå, ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî è äëÿ ïðîñòðàíñòâà
D(Rd), è äëÿ ïðîñòðàíñòâà S(Rd). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû â îñíîâíîì
ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà S(Rd), îñòàâèâ ÷èòàòåëþ ôîðìóëèðîâ-
êó è ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà D(Rd) (êàê ïðàâè-
ëî, â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà D(Rd) äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî óïðîñòèòü).
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6.2.1 Ìåäëåííî ðàñòóùèå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îòîáðàæåíèå
f : S(Rd) 3 φ 7→ f(φ) ∈ C1

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàíñòâå S(Rd), åñëè

∀(φ1 , φ2 ∈ S(Rd)) : f(αφ1 + βφ2) = αf(φ1) + βf(φ2).

Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà f íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì, åñëè

(∀(φn
S→ 0 , n→∞))⇒ (f(φn)→ 0 , n→∞).

Îïðåäåëåíèå 6.2.1. Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàí-
ñòâå Øâàðöà S(Rd) íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ðàñòóùèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìåäëåííî ðàñòóùèõ ðàñïðåäåëåíèé îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-
âîëîì S(Rd)?.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) , x ∈ R1, êóñî÷íî-íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò

îöåíêå
∀x : |f(x)| ≤ C(1 + |x|)m. (6.23)

Ïîëîæèì

∀(φ ∈ S) : f(φ) =

∫
f(x)φ(x)dx. (6.24)

Ñïðàâåäëèâà î÷åâèäíàÿ îöåíêà:

|f(φ)| ≤ C ′‖φ | (m+ 2 , S)‖,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî çàäàííûé ôîðìóëîé (6.24) ëèíåéíûé ôóíêöèî-
íàë íåïðåðûâåí íà S(Rd). Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (6.24) çàäàåò ìåäëåí-
íî ðàñòóùåå ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) è ôóíêöèîíàë f ñâÿçàíû
ðàâåíñòâîì (6.24), òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàë f çàäàåòñÿ ôóíêöèåé f(x)
èëè ÷òî ôóíêöèÿ f(x) çàäàåò ôóíêöèîíàë f .

Ôóíêöèîíàë è çàäàþùèé ýòîò ôóíêöèîíàë ôóíêöèþ ìû îáîçíà÷è-
ëè îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì. Ýòî íå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìåíèÿì,
òàê êàê àðãóìåíò ôóíêöèè åñòü òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rd, à àðãóìåíò ôóíê-
öèîíàëà åñòü ôóíêöèÿ è èç êîíòåêñòà îáû÷íî áûâàåò ÿñíî, î ÷åì èäåò
ðå÷ü. Òåðìèí �ìåäëåííî ðàñòóùåå� îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
â (6.24) ðàñòåò íå áûñòåå ñòåïåíè. Îäíàêî íå ëþáîå ìåäëåííî ðàñòóùåå
ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (6.24). Ôóíêöèîíàë

δ(φ)
def
= φ(0) (6.25)
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ëèíååí è íåïðåðûâåí, íî îí íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê èíòåãðàë
Ðèìàíà îò ïðîèçâåäåíèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è ôóíêöèè èç
ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà.

Çàäàâàåìûé ôîðìóëîé (6.25) ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ δ-ôóíêöèåé.
Ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáîå ìåäëåííî ðàñòóùåå ðàñïðåäåëåíèå

ìîæíî â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðåäñòàâèòü êàê ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèé âè-
äà (6.24).

Èíîãäà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ôóíêöèîíàë f ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíê-
öèè

y 7→ φ(y),

çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f íà ôóíêöèè φ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
fy(φ(y)).

Òåîðåìà 6.2.1. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f íà ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà S(Rd)
íåïðåðûâåí â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

∃ (N , C) , ∀(φ ∈ S(Rd)) : |f(φ)| ≤ C‖φ | (N , S)‖. (6.26)

Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ (6.26) î÷åâèäíà èç îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè
ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ
(6.26) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.1.2. Ïóñòü óñëîâèå (6.26) íå
âûïîëíåíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn ∈ S, ÷òî

|f(φn)| ≥ n2‖φn | (n , S)‖.

Ïîëîæèì
ψn = φn/(n‖φn | (n , S)‖) .

Òàê êàê

∀(n ≥M) : ‖ψn | (M , S)‖ ≤ ‖ψn | (n , S)‖ = 1/n→ 0 , n→∞,

òî
ψn

S→ 0 , n→∞.
Íî

|f(ψn)| ≥ n→∞ , n→∞,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà f . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6.2.2. Åñëè f ∈ S(Rd)?, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè fn(x), ÷òî

∀(φ ∈ S(Rd)) : f(φ) = lim
n→∞

∫
fn(x)φ(x)dx. (6.27)
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Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ìû ïðåäïîøëåì íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 6.2.1. Åñëè φ ∈ S(Rd) è ôóíêöèÿ κ(x , x0 , R , ε) îïðåäåëåíà ðà-
âåíñòâîì (6.18), òî

κ(x , 0 , R , 1)φ(x)
S→ φ(x) , R→∞. (6.28)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

‖(κ(· , 0 , R , 1)− 1)φ | (N , S)‖
≤ C(1 +R2)−1‖φ | (N + 2 , S)‖.

Ïîëîæèì

ω(x , a) =
(a
π

)d/2
exp(−ax2). (6.29)

Ëåììà 6.2.2. Åñëè φ ∈ S(Rd), òî∫
ω(x− y , a)φ(y)dy

S→ φ(x) , a→∞. (6.30)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íóæíî âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
îò ïðàâîé ÷àñòè (6.30), âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèìåðîì (6.12) è íåïðåðûâíî-
ñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

ÏóñòüBN -áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàí-
ñòâà S(Rd) ïî íîðìå ‖ | (N , S)‖ , φ(y) ∈ D(Rd). Ïðè ôèêñèðîâàííîì
y ∈ Rd ôóíêöèÿ ω(x− y , a), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé
x, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó BN .

Ëåììà 6.2.3. Ôóíêöèÿ

Rd 3 y → ω(x− y , a) ∈ BN ,

ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé y ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå BN , íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ (ñëåäóåò ðàçëîæèòü ôóíêöèþ ω(x − y , a) â ðÿä Òåéëîðà
ïî y â îêðåñòíîñòè òî÷êè y = y0, âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìó-
ëîé äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðÿäà Òåéëîðà è îöåíèòü íîðìó îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà â ïðîñòðàíñòâå BN).

409



×òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå ñëîæíûìè îáîçíà÷åíèÿìè, äàëü-
íåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ d = 1. Ïóñòü

J(x) =

∫
|y|≤R

ω(x− y , a)φ(y)dy , y ∈ R1,

y(j) = R(2j − n− 1)/(n+ 1) , 0 ≤ j ≤ n+ 1,

z(j) =
1

2
(y(j) + y(j + 1)) , 0 ≤ j ≤ n,

sn(x) =
2R

n+ 1

∑
0≤j≤n

ω(x− z(j))φ(z(j)).

Ëåììà 6.2.4. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∀N : ‖(J − sn) | (N , S)‖ ≤ C(N)/n. (6.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖(J − sn) | (N , S)‖ =

‖(
∑

0≤j≤n

(

∫ y(j+1)

y(j)

(ω(x− y , a)φ(y)− ω(x− z(j) , a)φ(z(j)))dy)) | (N , S)‖ ≤

∑
0≤j≤n

‖(
∫ y(j+1)

y(j)

(ω(x− y , a)φ(y)− ω(x− z(j) , a)φ(z(j)))dy) | (N , S)‖ ≤

∑
0≤j≤n

∫ y(j+1)

y(j)

‖(ω(x− y , a)φ(y)− ω(x− z(j) , a)φ(z(j))) | (N , S)‖dy ≤

const

n
.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü âûòåêàþùåé èç ëåììû 6.2.3 îöåêîé

‖(ω(x− y , a)φ(y)− ω(x− z(j) , a)φ(z(j))) | (N , S)‖ ≤ const1|y − z(j)|.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîëîæèì

φR , a(x) =

∫
ω(x− y , a)κ(y , 0 , R , 1)φ(y)dy,

∀(f ∈ S(Rd)?) : f(R , a , y) = fx(ω(x− y , a))κ(y , 0 , R , 1).

Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñ ó ñèìâîëà ôóíêöèîíàëà îçíà÷àåò, ÷òî îí ïðèìå-
íÿåòñÿ ïî ïåðåìåííîé x.

Èç ëåìì 6.2.4 è 6.2.3 ñëåäóåò
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Ëåììà 6.2.5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

fx(φR , a(x)) =

∫
f(R , a , y)φ(y)dy.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû òðèâèàëüíî. Èìååì:

f(φ) = lim
R→∞,
a→∞

f(φR , a) = lim
R→∞,
a→∞

∫
f(R , a , y)φ(y)dy.

Ïóñòü ôóíêöèîíàë δ îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (6.25), δn -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

δ(φ) = lim
n→∞

∫
δn(x)φ(x)dx. (6.32)

Çàïèñü ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.32) ìîæíî óïðîñòèòü, ïîëàãàÿ ïî îïðå-
äåëåíèþ

lim
n→∞

∫
δn(x)φ(x)dx ≡

∫
δ(x)φ(x)dx. (6.33)

Ñèìâîë δ(x) â (6.33) íå åñòü îáîçíà÷åíèå ôóíêöèè è ñèìâîë èíòåãðàëà
â ïðàâîé ÷àñòè (6.33) íå åñòü îáîçíà÷åíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà: ñèìâîë
δ(x) åñòü îáîçíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, êîòîðûé äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ îò
ïåðåìåííîé x ïî ïðàâèëó, çàäàâàåìîìó ëåâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (6.33),
à ñèìâîë èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.33) óêàçûâàåò íà òî,
÷òî ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê ïðåäåë èíòåãðàëîâ. Òàêàÿ
ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé ñëîæèëàñü èñòîðè÷åñêè è óäîáíà.

Ñëåäóÿ ñìûñëó ýòèõ îáîçíà÷åíèé, äëÿ óäîâëåòâîðÿþùåé ðàçóìíûì
óñëîâèÿì ôóíêöèè h(x) ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò∫

δ(h(x))φ(x)dx
def
= lim

n→∞

∫
δn(h(x))φ(x)dx, (6.34)

ãäå δn -óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (6.32) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

6.2.2 Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 6.2.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåäëåííî ðàñòóùèõ ðàñïðå-
äåëåíèé {fn} ⊂ S(Rd)? ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ f ∈ S(Rd)?, åñëè

∀(φ ∈ S(Rd)) : lim
n→∞

fn(φ) = f(φ). (6.35)

Ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé (óñëîâèå (6.35)) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàê:

fn
S?→ f.
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Îïðåäåëåíèå 6.2.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåäëåííî ðàñòóùèõ ðàñïðå-
äåëåíèé {fn} ⊂ S(Rd)? ôóíäàìåíòàëüíà, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà φ ∈
S(Rd) ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(φ) ôóíäàìåíòàëüíà.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåäëåííî ðàñòóùèõ ðàñïðåäåëåíèé ñõîäèò-
ñÿ, òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ⊂ S(Rd)? ôóí-
äàìåíòàëüíà, òî ïðåäåë â (6.35) ñóùåñòâóåò. Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî ýòîò
ïðåäåë çàäàåò ìåäëåííî ðàñòóùåå ðàñïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîñòü ïðàâîé ÷à-
ñòè (6.35) ïî φ î÷åâèäíà. Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè çàäàâàåìîãî
ëåâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (6.35) ôóíêöèîíàëà îïèðàåòñÿ íà óòâåðæäåíèå,
êîòîðîå åñòü àíàëîã ïðèíöèïà ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè â òåîðèè áà-
íàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü
M ⊂ S(Rd)?.

Ïîëîæèì
m(φ |M) = sup{|f(φ)| | f ∈M}.

Òåîðåìà 6.2.3. Åñëè

∀(φ ∈ S(Rd)) : m(φ |M) <∞, (6.36)

òî
m(φ |M)→ 0 , φ

S→ 0. (6.37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óñëîâèå (6.37) íå âûïîëíåíî. Òîãäà ñóùåñòâåò
òàêîå ε > 0 è òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(1 , n)} ⊂ M , {φ(1 , n)} ⊂ S(Rd),
÷òî

φ(1 , n)
S→ 0 , |f(1 , n)(φ(1 , n))| > ε.

Îïðåäåëèì íîìåð n(j) èç óñëîâèÿ

‖φ(1 , n(j)) | (j , S)‖ < 4−j

è ïîëîæèì
f(2 , j) = f(1 , n(j)) , φ(2 , j) = 2jφ(1 , n(j)).

Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

{f(2 , j)} ⊂M , φ(2 , j)
S→ 0 , |f(2 , j)(φ(2 , j))| > 2jε→∞ , j →∞,

‖φ(2 , j) | (j , S)‖ < 2−j. (6.38)

Çàìåòèì, ÷òî
∀k :

∑
1≤j<∞

‖φ(2 , j) | (k , S)‖ <∞, (6.39)
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òàê êàê
∀(j > k) : ‖φ(2 , j) | (k , S)‖ < 2−j.

Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïîëîæèì

f(3 , 1) = f(2 , 1) , φ(3 , 1) = φ(2 , 1).

Ïóñòü ýëåìåíòû {f(3 , p) , φ(3 , p)} , p ≤ j óæå âûáðàíû. Äàëåå îïðåäåëèì
íîìåð j0 èç óñëîâèÿ

∀(k > j0) : |f(2 , k)(φ(2 , k))| >
∑

1≤i≤j

m(φ(3 , i) |M) + j + 1

è îïðåäåëèì íîìåð j1 èç óñëîâèÿ

∀(k > j1 , i ≤ j) : |f(2 , i)(φ(2 , k))| < 2−j

Ïîëîæèì

f(3 , j+1) = f(2 , n(j)) , φ(3 , j+1) = φ(2 , n(j)) , n(j) = max(j0 , j1).

Ïóñòü
ψ =

∑
1≤j<∞

φ(3 , j).

Ñõîäèìîñòü ðÿäà â ïðîñòðàíñòâå S(Rd) ñëåäóåò èç îöåíêè (6.39), òàê êàê
ïî ïîñòðîåíèþ {φ(3 , j)} ⊂ {φ(2 , j)}. Äàëåå èìååì:

|f(3 , j+1)(ψ)| ≥ |f(3 , j+1)(φ(3 , j+1))|−∑
1≤i≤j

|f(3 , j+1)(φ(3 , i))| −
∑

j+1<i<∞

|f(3 , j+1)(φ(3 , i))| > j.

Òàê êàê ψ ∈ S(Rd), òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (6.36). Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò

Òåîðåìà 6.2.4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåäëåííî ðàñòóùèõ ðàñïðå-
äåëåíèé ôóíäàìåíòàëüíà, òî îíà ñõîäèòñÿ ê ìåäëåííî ðàñòóùåìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèîíàë f çàäàí ðàâåíñòâîì (6.35). Äîêà-
æåì, ÷òî îí íåïðåðûâåí. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî φ ∈ S(Rd) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü fn(φ) ôóíäàìåíòàëüíà, òî

∀(φ ∈ S(Rd)) : sup{|fn(φ)| | n ∈ Z} <∞.

Â ñèëó òåîðåìû 6.2.3 îòñþäà ñëåäóåò:

|f(φ)| ≤ sup{|fn(φ)| | n ∈ Z} → 0 , φ
S→ 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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6.2.3 Ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà D(Rd)

Óêàæåì, êàêèå èçìåíåíèÿ íóæíî ñäåëàòü â ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ òåî-
ðåì äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâàD(Rd). Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà
â ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé D(Rd) ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Òåîðåìà 6.2.5. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : D(Rd) 7→ D(Rd)

íåïðåðûâåí â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K0 è
ëþáûõ N ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C(K0 , N) , M(K0), è òàêîé
êîìïàêò K, ÷òî

∀(φ , suppφ b K0) :

suppAφ b K , ‖Aφ | (N , D(Rd) , K0)‖ <
C(K0 , N)‖φ | (M(K0 , N) , D(Rd) , K)‖.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòè ëè-
íåíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ôîðìóëèðóåòÿ òàê.

Òåîðåìà 6.2.6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f íà ïðîñòðàí-
ñòâå D(Rd) áûë íåïðåðûâåí, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ: äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C(K) , N(K),
÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∀(φ , suppφ b K) : |f(φ)| ≤ C(K)‖φ | (N(K) , D(Rd) , K)‖. (6.40)

6.2.4 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ðàñïðåäåëåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

1. Íàéäåì ïðåäåë ïðè ε→ 0 ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî ôîðìóëîé

φ 7→
∫ ∞
−∞

1

x− iε
φ(x)dx.
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Èìååì: ∫ ∞
−∞

1

x− iε
φ(x)dx =∫

|x|<1

1

x− iε
φ(x)dx+

∫
|x|>1

1

x− iε
φ(x)dx =∫

|x|<1

1

x− iε
(φ(x)− φ(0))dx+ φ(0)

∫
|x|<1

x+ iε

x2 + ε2
dx

+

∫
|x|>1

1

x− iε
φ(x)dx.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
ε→0

∫
|x|<1

1

x− iε
(φ(x)− φ(0))dx =

∫
|x|<1

1

x
(φ(x)− φ(0))dx,

lim
ε→0

∫
|x|>1

1

x− iε
φ(x)dx =

∫
|x|>1

1

x
φ(x)dx,

lim
ε→0

∫
|x|<1

x+ iε

x2 + ε2
dx = iπ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
ε→0

∫ ∞
−∞

1

x− iε
φ(x)dx = iπφ(0) + P

(
1

x

)
(φ), (6.41)

ãäå

P
(

1

x

)
(φ) =

∫
|x|<1

1

x
(φ(x)− φ(0))dx+

∫
|x|>1

1

x
φ(x)dx. (6.42)

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì:

1

x∓ iε
S?→
(
±iπδ(x) + P

(
1

x

))
, ε→ 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå íóæíî ïîíèìàòü â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ðàñïðåäåëåíèå,
çàäàâàåìîå ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ôóíêöèåé, ñõîäèòñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå S(Rd)? ê ðàñïðåäåëåíèþ, ñòîÿùåìó â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
Ýòî æå óòâåðæäåíèå ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå:

1

x∓ i0
= ±iπδ + P

(
1

x

)
. (6.43)

Ôîðìóëû (6.43) íàçûâàþò ôîðìóëàìè Ñîõîöêîãî.
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2. Íàéäåì ïðåäåë ïðè n→∞ ðàñïðåäåëåíèé, çàäàâàåìûõ ôóíêöèÿìè

fn(x) =
(n
π

)d/2
exp(−nx2) , x ∈ Rd.

Èìååì:

∀(φ ∈ S(Rd)) :

∫ (n
π

)d/2
exp(−nx2)φ(x)dx = (π)−d/2

∫
exp(−x2)φ(x/n)dx =

φ(0) + π−d/2
∫

exp(−x2)(φ(x/n)− φ(0))dx→ φ(0) , n→∞.

Ýòî ðàâåíñòâî çàïèñûâàþò òàê:(n
π

)d/2
exp(−nx2)

S?→ δ(x) , n→∞.

3. Íàéäåì ïðåäåë ïðè n→∞ ðàñïðåäåëåíèé, çàäàâàåìûõ ôóíêöèÿìè

fn(x) =
sinnx

πx
, x ∈ R1.

Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

1

2π

∫ ω

−ω
exp(ixξ)dξ =

sinωx

πx

è ôîðìóëû äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ñëåäóåò, ÷òî

F

(
sinωx

πx

)
(ξ) =

{
1 , |ξ| < ω,

0 , |ξ| > ω.

Ïîýòîìó â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ èìååì:

∀(φ ∈ S(R1)) :

∫ ∞
−∞

sinnx

πx
φ(x)dx =

1

2π

∫
|ξ|<n

F (φ)(ξ)dξ →

1

2π

∫ ∞
−∞

F (φ)(ξ)dξ = φ(0) , n→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,
sinnx

πx

S?→ δ(x) , n→∞. (6.44)

Ïðèâåäåì äðóãîé âûâîä ñîîòíîøåíèÿ (6.44). Ïóñòü

C = (−∞ , ε)
⋃
{z | z = ε exp(iθ) , π ≤ θ ≤ 2π}

⋃
(ε , ∞).
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Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î âû÷åòàõ è ëåììû Æîðäàíà ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

1

2πi

∫
C

exp(iaz)

z
dz =

{
1 , a > 0

0 , a < 0.
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

π

∫ ∞
−∞

sin az

z
dz =

1

π

∫
C

sin az

z
dz = 1 , a > 0.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀(φ ∈ S(R1)) :
1

π

∫ ∞
−∞

sinnx

x
φ(x)dx =

1

π

∫
|x|<ε

sinnx

x
(φ(x)− φ(0))dx+

1

π

∫
|x|>ε

sinnx

x
φ(x)dx+

φ(0)
1

π

∫
|x|<ε

sinnx

x
(x)dx.

Äàëåå èìååì:

sup
n

∣∣∣∣ 1π
∫
|x|<ε

sinnx

x
(φ(x)− φ(0))dx

∣∣∣∣ ≤ 1

π

∫
|x|<ε

|φ(x)− φ(0)|
|x|

dx = O(ε),

1

π

∫
|x|>ε

sinnx

x
φ(x)dx→ 0 , n→∞,

φ(0)
1

π

∫
|x|<ε

sinnx

x
dx = φ(0)

1

π

∫
|x|<nε

sinx

x
dx→ φ(0) , n→∞.

Òåïåðü íóæíî âûáðàòü ε òàê, ÷òîáû

ε→ 0 , εn→∞ , n→∞.

Óòâåðæäåíèå (6.44) äîêàçàíî.
4. Âû÷èñëèì ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ

exp(ixt)

(x+ i0)
, t→ ±∞.

Íàì íóæíî âû÷èñëèòü

∀(φ ∈ S(R1)) : lim
t→±∞

lim
ε→+0

∫ ∞
−∞

exp(ixt)

(x+ iε)
φ(x)dx.
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Íà îñíîâå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ èìååì:∫ ∞
−∞

exp(ixt)

x+ iε
φ(x)dx =

1

2π

∫ ∞
−∞

F

(
exp(−ixt)
x− iε

)∗
(ξ)F (φ)(ξ)dξ.

Äàëåå èìååì:

F

(
exp(−ixt)
(x− iε)

)
(ξ) =

∫ ∞
∞

exp(−ix(t+ ξ))

(x− iε)
dx ={

2πi exp(ε(t+ ξ)) , (t+ ξ) < 0,

0 , (t+ ξ) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
ε+0

∫ ∞
−∞

exp(ixt)

x+ iε
φ(x)dx =

− i
∫

(t+ξ)<0

F (φ)(ξ)dξ →

{
−2πiφ(0) , t→ −∞
0 , t→ +∞.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

exp(ixt)

(x+ i0)

S?→

{
0 , t→ +∞,
−2πiδ(x) , t→ −∞.

5. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x) =
∑
|k|≤n

exp(2πikx) , −∞ < x <∞.

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìååò ïðåäåëà íè â îäíîé òî÷êå x ∈ R1. Äî-
êàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé, çàäàâàåìûõ ôóíêöèÿìè
fn(x), èìååò ïðåäåë. Èìååì:

∀(φ ∈ S(R1)) : fn(φ) =

∫ ∞
−∞

fn(x)φ(x)dx =

∑
−∞<m<∞

∫ m+1

m

fn(x)φ(x)dx =

∫ 1

0

fn(x)

( ∑
−∞<m<∞

φ(x+m)

)
dx =

∑
|k|≤n

(∫ 1

0

exp(2πkx)

( ∑
−∞<m<∞

φ(x+m)

)
dx

)
exp(−2πiky)

∣∣∣
y=0
→( ∑

−∞<m<∞

φ(y +m)

)∣∣∣
y=0

, n→∞.
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Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

x 7→
∑

−∞<m<∞

φ(x+m).

Ïîëó÷åííîå íàìè ñîîòíîøåíèå ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå∑
−∞<k<∞

exp(2πikx) =
∑

−∞<k<∞

δ(x− k).

Ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ýòîé êðàñèâîé ôîðìóëû ñîñòîèò â óòâåð-
æäåíèè, ÷òî ðÿä Ôóðüå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = 0.

6.2.5 Äèôôåðåíöèðîâàíèå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ðàñïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 6.2.4. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

T : S(Rd)? 7→ S(Rd)?

íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè

(fn
S?→ 0 , n→∞)⇒ (T (fn)

S?→ 0 , n→∞). (6.45)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé òîïîëîãèÿ (ïîíÿòèå
ñõîäèìîñòè) ââåäåíà òàê, ÷òî åñòåñòâåííî îïðåäåëåííûå îïåðàöèè äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íåïðåðûâíû.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ îïðåðàöèè äèôåðåíöèðîâàíèÿ íà ïðÿìîé. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå f çàäàíî ìåäëåííî ðàñòóùåé ôóíêöèåé f(x):

∀(φ ∈ S(R1)) : f(φ) =

∫ ∞
−∞

f(x)φ(x)dx.

Åñëè ïðîèçâîäíàÿ Df(x) ñàìà åñòü ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ, òî ýòà
ïðîèçâîäíàÿ çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå

Df : φ 7→
∫ ∞
−∞

Df(x)φ(x)dx = −
∫ ∞
−∞

f(x)Dφ(x)dx = −f(Dφ).

Ýòîò ïðèìåð ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå
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Îïðåäåëåíèå 6.2.5. Ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêàm ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ S(Rd)?

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó:

Dmf : ∀(φ ∈ S(Rd)) , Dmf(φ)
def
= (−1)|m|f(Dmφ). (6.46)

Òàê êàê îòîáðàæåíèå

S(Rd) 3 φ 7→ Dmφ ∈ S(Rd)

íåïðåðûâíî, îòîáðàæåíèå

S(Rd) 3 φ 7→ (−1)|m|f(Dmφ) ∈ C1

åñòü êîìïîçèöèÿ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé è ïîýòîìó åñòü
ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå îïðåäåëåíèå
êîððåêòíî: ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6.46) äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ëèíåé-
íûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå S(Rd).

Òåîðåìà 6.2.7. Îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåïðåðûâíà ïðîñòðàíñòâå
S(Rd)?.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè

fn
S?→ 0 , n→∞,

òî
∀(φ ∈ S(Rd)) : Dmfn(φ) = (−1)|m|fn(Dmφ)→ 0 , n→∞,

ïîýòîìó

Dmfn
S?→ 0 , n→∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðì ïðèìåðû.
1. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå θ ∈ S(R1)? çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

θ(x) =

{
1 , x > 0,

0 , x < 0.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì:

∀(φ ∈ S(R1)) : iDθ(φ = −θ(iDφ) = −
∫ ∞

0

d

dx
φ(x)dx = φ(0).

Ñëåäîâàòåëüíî,
d

dx
θ(x) = δ(x).
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Äàííîå ðàâåíñòâî íóæíî ïîíèìàòü â ñëåäóåùåì ñìûñëå: ïðîèçâîäíàÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé θ(x), åñòü ðàñïðåäåëåíèå δ(x). Ñðå-
äè ôèçèêîâ áûòóåò ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà: ïðîèç-
âîäíàÿ ôóíêöèè θ(x) ðàâíà íóëþ âñþäó, êðîìå òî÷êè x = 0, à â òî÷êå
x = 0 ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî áåññìûñëåííîå íà ïåð-
âûé âçãëÿä óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíóþ èíòåðïðå-
òàöèþ, åñëè ðàññìîòðåòü àïïðîêñèìàöèþ ðàñïðåäåëåíèé â îáåèõ ÷àñòÿõ
äàííîãî ðàâåíñòâà ðàñïðåäåëåíèÿìè, çàäàâàåìûìè ãëàäêèìè ôóíêöèÿ-
ìè.

2. Ïóñòü
−∞ = a0 < a1 < . . . < an < an+1 =∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x), x ∈ R1 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∀x : |f(x)| < C(1 + |x|)N ,

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà êàæäîì èíòåðâàëå (ai , ai+1) 0 ≤ i ≤ n
è èìååò ïðåäåëû â òî÷êàõ ai , 1 ≤ i ≤ n. Ïîëîæèì

f ′loc(x) =

{
f ′(x) , x ∈ (ai , ai+1) 0 ≤ i ≤ n,

0 , x ∈ {ai | 1 ≤ i ≤ n}

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ′loc(x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∀x : |f ′loc(x)| < C ′(1 + |x|)M .

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé f(x). Èìå-
åì:

df

dx
(φ) = −f(

dφ

dx
) = −

∫ ∞
−∞

f(x)
dφ

dx
dx = −

∑
0≤i≤n

∫ ai+1

ai

f(x)
dφ

dx
dx =

−
∑

0≤i≤n

((f(ai+1 − 0)φ(ai+1)− f(ai + 0)φ(ai))−
∫ ai+1

ai

f ′(x)φ(x)dx) =

∑
1≤i≤n

(f(ai + 0)− f(ai − 0))φ(ai) +

∫ ∞
−∞

f ′loc(x)φ(x)dx.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

df(x)

dx
=
∑

1≤i≤n

(f(ai + 0)− f(ai − 0))δ(x− ai) + f ′loc(x).
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Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: ïðîèçâîäíàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâà-
åìîãî ôóíêöèåé f(x), åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ δ-ôóíêöèé, ñîñðåäîòî-
÷åííûõ â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) è ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî
ôóíêöèåé f ′loc(x).

3. Íàéäåì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî
ôóíêöèåé |x|. Èìååì:

∀(φ ∈ S(R1)) : <
d

dx
|x| | φ(x) >= −

∫ ∞
−∞
|x|dφ(x)

dx
dx =

−
∫ ∞

0

x
dφ(x)

dx
dx+

∫ 0

−∞
x
dφ(x)

dx
dx =

∫
sign(x)φ(x)dx,

ãäå

sign(x) =

{
1 , x > 0,

−1 , x < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
d|x|
dx

= sign(x).

Äàííîå ðàâåíñòâî íóæíî ïîíèìàòü òàê: ïðîèçâîäíàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, çà-
äàâàåìîãî ôóíêöèåé |x|, åñòü ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ôóíêöèåé sign(x) =
2θ(x)− 1.

Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàõîäèì:

d2|x|
dx2

= 2δ(x).

3. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ðàñïðåäåëåíèÿ 1
x−i0 . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, èìå-

åì:

<
d

dx

(
1

x− i0

)
| φ(x) >= − <

(
1

x− i0

)
| d
dx
φ(x) >=

− iπφ′(x)
∣∣∣
x=0
−
∫
|x|<1

φ′(x)− φ′(0)

x
dx−

∫
|x|>1

φ′(x)

x
dx =

− iπφ′(x)
∣∣∣
x=0
− lim

ε→0

∫
ε<|x|<∞

φ′(x)

x
dx =

− iπφ′(x)
∣∣∣
x=0
− lim

ε→0

∫
ε<|x|<∞

1

x
d(φ(x)− φ(0)) =

− iπφ′(x)
∣∣∣
x=0
− lim

ε→0

∫
ε<|x|<∞

φ(x)− φ(0)

x2
dx.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dx

(
1

x− i0

)
= iπδ′(x)− P

(
1

x2

)
,

ãäå ðàñïðåäåëåíèå P
(

1
x2

)
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

P
(

1

x2

)
(φ) := lim

ε→0

∫
ε<|x|<∞

φ(x)− φ(0)

x2
dx.

4. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò δ-ôóíêöèè. Èìååì:

< Dmδ | φ >= (−1)|m| < δ | Dmφ >= (−1)|m|Dmφ(x)
∣∣∣
x=0

.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìåäëåííî ðàñòóùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå f ∈ S(Rd)? çàäàåòñÿ ôóíêöèåé f(x) ∈ S(Rd), òî
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå ïî ôîðìóëå

∀(φ ∈ S(Rd)) : F (f)(φ) =

∫
F (f)(x)φ(x)dx =∫ (∫

exp(−ixy)f(y)dy

)
φ(x)dx =∫

f(y)

(∫
exp(−ixy)φ(x)dx

)
dy = f(F (φ)).

Ýòà ôîðìóëà ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 6.2.6. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ S(Rd)?

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå F (f) ∈ S(Rd)?, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå

∀(φ ∈ S(Rd)) : F (f)(φ)
def
= f(F (φ)). (6.47)

Êàê è âûøå, ëåãêî äîêàçûâåòñÿ, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è ÷òî
îòîáðàæåíèå

S(Rd)? 3 f 7→ F (f) ∈ S(Rd)?

íåïðåðûâíî.
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Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ìåäëåííî ðàñòó-

ùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
1. Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíê-

öèåé f(x) ≡ 1. Èìååì:

F (1)(φ) =

∫ ∞
−∞

F (φ)(ξ)dξ =

(2π)d
(

(2π)−d
∫

exp(ixξ)F (φ)(ξ)dξ

) ∣∣∣
x=0

= (2π)dφ(0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (1)(ξ) = (2π)dδ(ξ).

Èíîãäà ôðàçà �ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíê-
öèåé f(x)� ñîêðàùàåòñÿ äî ôðàçû �ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x)�.
Îäíàêî îáû÷íî íåòðóäíî ïîíÿòü, î ÷åì èäåò ðå÷ü è òàêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è
íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.

2. Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíê-
öèåé f(x) ≡ x , x ∈ R1. Èìååì:

F (x)(φ(x)) =

∫
x

(∫
exp(−ixy)φ(y)dy

)
dx =∫ (∫ (

i
d

dy
exp(−ixy)

)
φ(y)dy

)
dx =∫ (∫

(exp(−ixy)

(
−i d
dy

)
φ(y)dy

)
dx = −2πiφ′(0).

F (x) = 2πiδ′(x).

3. Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé
θ(x). Ýòî ðàñïðåäåëåíèå åñòü ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèé, çàäàâàåìûõ ôóíê-
öèåé θ(x) exp(−εx) , ε → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé θ(x), åñòü ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèé çà-
äàâàåìûõ ôóíêöèåé θ(x) exp(−εx) , ε → 0. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé θ(x) exp(−εx), çàäàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèåì Ôóðüå ôóíêöèè θ(x) exp(−εx):∫ ∞

−∞
θ(x) exp(−εx− iξx)dx = −i(ξ − iε)−1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíê-
öèåé θ(x), åñòü ðàñïðåäåëåíèå −i 1

ξ−i0 :

F (θ(x))(ξ) = −i 1

ξ − i0
.

4. Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ P
(

1
x

)
. Ýòî ðàñïðåäå-

ëåíèå åñòü ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé θ(|x|−ε)/x , ε→
0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ P

(
1
x

)
çàäàåòñÿ

ôóíêöèåé, êîòîðàÿ åñòü ïðåäåë ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå

lim
ε→0

∫ ∞
−∞

θ(|x| − ε)
x

exp(−ixξ)dx =

− i
∫ ∞
−∞

sin(xξ)

x
dx = −iπsign(ξ).

Ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà D?(Rd).

Îïðåäåëåíèå îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâåD?(Rd) è ñâîé-
ñòâà ýòîé îïåðàöèè ñîâïàäàþò ñ îïðåäåëåíèåì è ñâîéñòâàìè îïåðàöèè
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåäëåííî ðàñòóùèõ ðàñïðåäåëåíèé.
Ìû íå îïðåäåëÿåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèé èç D?(Rd).

6.2.6 Äåéñòâèå àôôèííîé ãðóïïû íà ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî àôôèííîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîñòðàíñòâà Rd, êîòîðàÿ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

∀(x ∈ Rd) : Λx = Ax+ a , det(A) 6= 0 , a ∈ Rd. (6.48)

Àôôèííóþ ãðóïïó ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì ïàð {(A , a)}, ãäå
A -íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, a ∈ Rd. Çàêîí êîìïîçèöèè â àôôèííîé
ãðóïïå çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

(A1 , a1) · (A2 , a2) = (A1A2 , A1a2 + a1).

Ôîðìóëà (6.48) îïðåäåëÿåò ëåâîå äåéñòâèå àôôèííîé ãðóïïû â Rd, êî-
òîðîå ïîðîæäàåò ëåâîå äåéñòâèå àôôèííîé ãðóïïû íà çàäàííûõ â Rd

ôóíêöèÿõ:

(A , a)φ(x) = φ(Ax+ a).
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Åñëè ôóíêöèÿ x 7→ f(x) ïîðîæäàåò ðàñïðåäåëåíèå φ 7→ f(φ), òî ôóíêöèÿ
x 7→ f(Ax+ a) ïîðîæäàåò ðàñïðåäåëåíèå

φ 7→
∫
f(Ax+ a)φ(x)dx = |det(A)|−1

∫
f(x)φ(A−1(x− a))dx =

|det(A)|−1fx(φ(A−1(x− a))). (6.49)

Ôîðìóëà (6.49) ïîðîæäàåò ïðàâîå äåéñòâèå àôôèííîé ãðóïïû íà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ:

(f(A , a))(φ) = |det(A)|−1fx(φ(A−1(x− a))). (6.50)

Ýòà ôîðìóëà è ïðèíèìàåòñÿ çà ïðàâèëî �çàìåíû ïåðåìåííûõ� â ðàñïðå-
äåëåíèÿõ. Ïðèâåäåì ïðèìåð.

(δ(A , a))(φ) = |det(A)|−1δx(φ(A−1(x− a)) =

|det(A)|−1φ(−A−1a).

Íåêîòîðûå àâòîðû ñ÷èòàþò åñòåñòâåííûì ñîïîñòàâèòü ëåâîìó äåéñòâèþ
àôôèíîé ãðóïïû íà òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû íà
ôóíêöèè. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâÿçè ìåæäó ôóíêöèÿìè è ïî-
ðîæäàåìûìè èìè ðàñïðåäåëåíèÿìè íà ðàñïðåäåëåíèÿ àôôèííàÿ ãðóïïà
äîëæíà äåéñòâîâàòü ñëåâà.

6.2.7 Ñâåðòêà ðñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèè.

Â ýòîì ïóíêòå ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé è äîêàçàòåëüñòâà íå çàâèñÿò
îò òîãî, êàêèå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ: S èëè D.

Íàïîìíèì, ÷òî ñâåðòêîé f ∗ φ ôóíêöèé f è φ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Rd 3 x 7→ f ∗ φ(x) :=

∫
f(y)φ(x− y)dy.

Ñâåðòêó ðàñïðåäåëåíèÿ è îñíîâíîé ôóíêöèè åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ôîð-
ìóëîé

f ∗ φ(x) = lim
n→∞

fn ∗ φ(x),

ãäå fn -òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóêíöèé, ÷òî

∀(φ ∈ S(Rd)) : f(φ) = lim
n→∞

∫
fn(y)φ(y)dy.

Îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ îáîñíîâàíèåì íåêîòîðûõ ïðå-
äåëüíûõ ïåðåõîäîâ è óäîáíî ïîñòóïèòü èíà÷å.
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Ââåäåì îïåðàòîðû èíâåðñèè îñíîâíîé ôóíêöèè:

invφ(x) := φ(−x),

ñäâèãà îñíîâíîé ôóíêöèè:

∀(z ∈ Rd) : t(z)φ(x) := φ(x− z)

è ñäâèãà ðàñïðåäåëåíèÿ:

(t(z)f)(φ) := fy(φ(y + z)).

Ýòè îïåðàöèè íåïðåðûâíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 6.2.7. Ñâåðòêîé ðàñïðåäåëåíèÿ f è îñíîâíîé ôóíêöèè φ
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Rd 3 x 7→ f ∗ φ(x) := f(t(x)invφ) = fy(φ(x− y)). (6.51)

Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè îïåðà-
öèè èíâåðñèè è ñäâèãà.

Íóæíûå íàì ñâîéñòâà ñâåðòêè ðàñïðåäåëåíèÿ è îñíîâíîé ôóíêöèè
ïåðå÷èñëåíû â

Òåîðåìà 6.2.8. 1. Ñâåðòêà êîììóòèðóåò ñî ñäâèãàìè:

t(z)(f ∗ φ(x)) = (t(z)f) ∗ φ(x) = f ∗ (t(z)φ)(x). (6.52)

2. Ñâåðòêà êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè:

Dm
x (f ∗ φ(x)) = (Dmf) ∗ φ(x) = f ∗ (Dm

x φ)(x). (6.53)

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëå-
íèåì. Èìååì:

t(z)(f ∗ φ(x)) = t(z)fy(φ(x− y)) = fy(φ(x− z − y)),

(t(z)f) ∗ φ(x) = (t(z)f)y(φ(x− y)) =

fy(φ(x− (y + z))) = fy(φ(x− z − y)),

f ∗ (t(z)φ)(x) = f(t(x)inv(t(z)φ)) =

fy(t(x)φ(−y − z)) = fy(φ(x− y − z)).

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. Ââåäåì îïåðàòîð

lj(4x) : lj(4x)φ(x) =

1

4x
(φ(x1, . . . xj +4x, . . . , xd)− φ(x1, . . . , xd)) =∫ 1

0

(∂xjφ)(x1, . . . , xj + τ4x, . . . , xd)dτ.

Èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ñäâèãà â ïðîñòàíñòâàõ S(Rd) è D(Rd) ñëå-
äóåò
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Ëåììà 6.2.6. Â ïðîñòðàíñòâå S(Rd) è â ïðîñòðàíñòâå D(Rd) ñïðàâåä-
ëèâî óòâåðæäåíèå:

lj(4x)φ(x)→ ∂xjφ(x1, . . . , xj, . . . , xd) , 4x→ 0.

Èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðà ñâåðòêè ñî ñäâèãîì è ëåììó
6.2.6, ìû ïîëó÷àåì:

∂xj(f ∗ φ)(x) = lim
4x→0

lj(4x)(f ∗ φ)(x)

lim
4x→0

f ∗ lj(4x)φ(x) = (f ∗ ∂xjφ)(x).

Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî

(Dmf) ∗ φ(x) = (Dmf)y(φ(x− y)) = (−1)|m|fy(D
m
y φ(x− y))

= fy((D
mφ)(x− y)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.2.8 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé.

Â ýòîì ïóíêòå â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé è ïðîñòðàí-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâàD(Rd) èD?(Rd).

Î÷åâèäíà

Ëåììà 6.2.7. Åñëè

z = x⊕ y , x ∈ Rp , y ∈ Rq , φ(z) ∈ D(Rp+q),

òî ôóíêöèè
x 7→ φ(x⊕ y) , y 7→ φ(x⊕ y)

ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâàì D(Rp) è D(Rq) ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 6.2.8. Åñëè

x ∈ Rp , y ∈ Rq , z = x⊕ y , ψ(z) ∈ D(Rp+q) , g ∈ D′(Rq),

òî
gy(ψ(x⊕ y)) ∈ D(Rp).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

suppψ b K1 ⊕K2,

K1 = {x | x ∈ Rp , |xj| ≤ a , 1 ≤ j ≤ p},
K2 = {x | x ∈ Rq , |xj| ≤ a , 1 ≤ j ≤ q}.
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Èç ëåììû 6.2.6 ñëåäóåò, ÷òî

Dm
x gy(ψ(x⊕ y)) = gy(D

m
x ψ(x⊕ y)),

ïîýòîìó

‖gy(ψ(x⊕ y)) | (N , D(Rp) , K1)‖ =∑
0≤|m|≤N

sup{|Dm
x gy(ψ(x⊕ y))|x ∈ K1} =

∑
0≤|m|≤N

sup{|gy(Dm
x ψ(x⊕ y))|x ∈ K1}

Â ñèëó òåîðåìû 6.2.6 ñóùåñòâóþò òàêèå íå çàâèñÿùèå îò φ è ïîýòîìó íå
çàâèñÿùèå îò x êîíñòàíòû, ÷òî

|gy(Dm
x ψ(x⊕ y))| ≤ C(K2)‖Dm

x ψ(x⊕ y) | (M(K2) , D(Rq) , K2)‖ =

C(K2)
∑

0≤|n|≤M(K2)

sup{|Dn
yD

m
x ψ(x⊕ y)|y ∈ K2} <∞,

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀(K ∈ Rp , N) , ∃(C(K , N) , K0 ∈ Rp+q , M(K , N) <∞) :

‖gy(ψ(x⊕ y)) | (N , D(Rp) , K)‖ < C(K , N)‖ψ |M , D(Rp+q) , K0‖ <∞.
(6.54)

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåììû 6.2.8 ñëåäóåò, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëåíî ëèíåéíîå îòîáðà-

æåíèå

∀(g ∈ D′(Rq) , r ∈ D′(Rp)) :

D(Rp+q) 3 ψ(x⊕ y) 7→ rx(gy(ψ(x⊕ y))). (6.55)

Èç îöåíêè (6.54) ñëåäóåò, ÷òî îòáðàæåíèå (6.55) íåïðåðûâíî.

Îïðåäåëåíèå 6.2.8. Îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (6.55) îòîáðàæåíèå íàçû-
âàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ðàñïðåäåëåíèé g ∈ D?(Rq) è r ∈ D′(Rp):

r ⊗ g : D(Rp+q) 3 ψ(x⊕ y) 7→ r ⊗ g(ψ) := rx(gy(ψ(x⊕ y))).

Àíàëîãîì òåîðåìû Ôóáèíè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 6.2.9. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé êîììóòàòèâíî:

∀(g ∈ D′(Rq) , r ∈ D′(Rp) , ψ ∈ D(Rp+q)) :

rx(gy(ψ(x⊕ y))) = gy(rx(ψ(x⊕ y))). (6.56)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äîêàæåì èìåþùóþ ñàìîñòîÿòåëü-
íûé èíòåðåñ ëåììó.

Ëåììà 6.2.9. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé âèäà

ψN(x1 . . . , xd) =∑
|αj|<N

cα1,...,αdφα1(x1) . . . φαd(xd) , φαj ∈ D(R1) , N = 1 . . . (6.57)

ïëîòíî â D(Rd).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ψ ∈ D(Rd) , suppψ b K , K = {x | x ∈ Rd , |xj| ≤ a}.

Â êóáå K0 = {x | x ∈ Rd , |xj| ≤ 2a} ðàçëîæèì ôóíêöèþ ψ â ðÿä Ôóðüå
ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå

en(x) = (4a)−d/2 exp(iπ(n , x)/2a) , n ∈ Zd , x ∈ Rd.

Ïîëó÷èì:
ψ(x) =

∑
|n|<∞

cn exp(iπ(n , x)/2a), (6.58)

ïðè÷åì ðÿä (6.58) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ðàâíîìåðíî è åãî ìîæíî äèôôå-
ðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî ëþáîå ÷èñëî ðàç.

Ïóñòü κ(t) -ôóíêöèÿ òèïà �ãðèá� è

κ(t) =

{
1 , |t| < (4/3)a

0 , (5/3)a < |t| ≤ 2a.

Ïîëîæèì

ψN(x1 . . . , xd) = κ(x1) . . .κ(xd)
∑
|n|<N

cn exp(iπ(n , x)/2a). (6.59)

Ôóíêöèÿ ψN åñòü ôóíêöèÿ âèäà (6.57) è

ψN
D′
→ ψ , N →∞. (6.60)

Ëåììà 6.2.9 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 6.2.9 ñëåäóåò èç ëåììû 6.2.9, òàê êàê íà ôóíêöèÿõ âèäà (6.57)

ðàâåíñòâî (6.56) âåðíî.
Ïðèìåð ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé -δ-ôóíêöèÿ:

δ(x) = δ(x1)⊗ . . .⊗ δ(xd).

Èç (6.59) ñëåäóåò, ÷òî

∀(f ∈ D′ , suppψ b K) : f(ψN)→ f(ψ).
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Çàìå÷àíèå 6.2.1. Ïîäñòàâëÿÿ â (6.60) âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå, ìû ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K è ëþáîãî ôóíêöèîíàëà
f ∈ D′ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fN ∈ C∞(Rd),
÷òî

∀(suppψ b K) : f(ψ) = lim
N→∞

∫
K

fN(x)ψ(x)dx.

Â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fN ìîæíî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fN(x) = (4a)−d
∑
|n|≤N

fy(κ(y1) . . .κ(yd) exp(−iπ(n , y)/2a)) exp(iπ(n , x)/2a).

Îòìåòèì, ÷òî îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò òåîðåìà 6.2.2.

6.3 Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè.

Äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçû-
âàåòñÿ îïåðàòîð âèäà

P (D) =
∑

0≤|m|≤N

a(m)Dm
x , (6.61)

ãäå

m = (m1, . . . ,md) ∈ Zd , |m| = m1 + · · ·md,

a(m) ∈ C1,

Dm
x = (−i∂x1)

m1 · · · (−i∂xd)md .

Îïåðàòîð (6.61) èìååò ïîðÿäîê N , åñëè

A(P )2 :=
∑
|m|=N

|a(m)|2 6= 0. (6.62)

Â äàëüíåøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýòî óñëîâèå âûïîëíåííûì.

Îïðåäåëåíèå 6.3.1. Ðàñïðåäåëåíèå E íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì
ðåøåíèåì äëÿ îïåðàòîðà P (D), åñëè

P (D)E = δ. (6.63)

431



×àñòî âìåñòî òåðìèíà �ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåèå äëÿ îïåðàòîðà P (D)�
èñïîëüçóþò òåðìèí �ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåèå äëÿ óðàâíåíèÿ �

P (D)w = u. (6.64)

òàê êàê åñëè E -ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà P (D), òî ôóíê-
öèÿ

w = E ∗ u
åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.64):

P (D)(E ∗ u) = (P (D)E) ∗ u = δ ∗ u = u.

6.3.1 Ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíê-
öèé åñòü D(Rd) è ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé åñòü D?(Rd).Ìû äîêàæåì,
÷òî óðàâíåíèå (6.63) èìååò ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå D?(Rd). Äîêàçàòåëü-
ñòâó ìû ïðåäïîøëåì íåñêîëüêî ëåìì.

Ñíà÷àëà ìû íàïîìíèì èçâåñòíîå â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïå-
ðåìåííîé íåðàâåíñòâî.

Ëåììà 6.3.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â êðóãå |z| < 1 è íåïðå-
ðûâíà ïðè |z| ≤ 1, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(0)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(exp(iθ)|dθ. (6.65)

Íàïîìíèì äîêàçàòåëñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà. Èç ôîðìóëû Êîøè ñëå-
äóåò, ÷òî

f(0) =
1

2πi

∮
|z|=1

f(z)

z
dz =

1

2π

∫ 2π

0

f(exp(iθ))dθ.

Òåïåðü îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî ìîäóëü èíòåãðàëà ìåíüøå èëè ðàâåí èí-
òåãðàëó îò ìîäóëÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

Ëåììà 6.3.2. Åñëè Q(λ) , λ ∈ C1 -ïîëèíîì ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êî-
ýôôèöèåíòîì c:

Q(λ) = cλn + aλn−1 + · · ·
òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì Q0(λ) ñòåïåíè n, ÷òî

Q0(0) = c , |Q0(exp(iθ0))| ≡ |Q(exp(iθ0))| , 0 ≤ θ0 < 2π.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

Q(λ) = c
∏

1≤j≤n

(λ− aj).

Òîãäà ïîëèíîì
Q0(λ) = c

∏
1≤j≤n

(1− a∗jλ)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû.
Ïîëîæèì

T = {θ | θ = (θ1, . . . θd) ∈ Rd , 0 ≤ θj < 2π}, (6.66)

c(θ) =
∑
|m|=N

a(m) exp(i(θ , m)) , m ∈ Zd, (6.67)

dθ = dθ1 . . . dθd.

Ëåììà 6.3.3. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (6.62), òî∫
T

|c(θ)|dθ ≥ A(P )

C0(N , d)
, (6.68)

ãäå C0(N , d) -çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò N è d êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|c(θ)| ≤
∑
|m|=N

|a(m)| ≤ C0(N , d)A(P ),

ãäå C0(N , d) -÷èñëî ðàçìåùåíèé N íåðàçëè÷èìûõ ïðåäìåòîâ ïî d ÿùè-
êàì,

C0(N , d) = CN
N+d+1.

Îòñþäà ñëåäóò, ÷òî∫
T

|c(θ)|dθ = C0(N , d)A(P )

∫
T

|c(θ)|
C0(N , d)A(P )

dθ ≥

C0(N , d)A(P )

∫
T

(
|c(θ)|

C0(N , d)A(P )

)2

dθ > A(P )/C0(N , d).

Ëåììà äîêàçàíà.
Äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó (6.61) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîëè-

íîì

P (z) =
∑

0≤|m|≤N

a(m)zm ≡

∑
0≤m≤N

a(m1, . . .md)z
m1
1 . . . zmdd . (6.69)
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

∀(θ ∈ T ) : w(θ) = {exp(iθ1), . . . , exp(iθd)} ∈ Cd.

Ëåììà 6.3.4. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè F (z) , z ∈ Cd è ëþáîãî ïîëè-
íîìà P (z) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|F (z)| ≤ C0(N , d)

A(P )

∫
T

|F (z + w(θ))P (z + w(θ))|dθ. (6.70)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

f(λ) = F (z + λw(θ)) , Q(λ) = P (z + λw(θ)) , λ ∈ C1.

Çàìåòèì, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíàQ(λ) (êîýôôèöèåíò ïðè
λN) ðàâåí îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (6.67) ôóíêöèè c(θ).

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí Q0(λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

Q0(0) = c(θ) , |Q0(exp(iθ0)| ≡ |Q(exp(iθ0))| , 0 ≤ θ0 < 2π.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìíîãî÷ëåíà ãàðàíòèðîâàíî ëåììîé 6.3.2.
Â ñèëó ëåììû 6.3.1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1

2π

∫ 2π

0

|F (z + exp(iθ0)w(θ))P (z + exp(iθ0)w(θ))|dθ0 =

1

2π

∫ 2π

0

|f(exp(iθ0))Q(exp(iθ0)|dθ0 =

1

2π

∫ 2π

0

|f(exp(iθ0))Q0(exp(iθ0)|dθ0 ≥ |f(0)||Q0(0)| =

|F (z)||c(θ)|.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî dθ è ó÷òåì, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íî-
ñòè ôóíêöèè w(θ) èíòåãðàë

1

2π

∫
T

|F (z + exp(iθ0)w(θ))P (z + exp(iθ0)w(θ))|dθ

íå çàâèñèò îò θ0. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 6.3.3.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü

z ∈ Cd , z = Re z + iIm z , Re z ∈ Rd , Im z ∈ Rd.
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Ëåììà 6.3.5. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè φ ∈ D åñòü öåëàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∀(φ ∈ D , supp φ b K , N) , ∃(C1(K , N) , C2(K , N)) : |F (φ)(z)|
≤ C1(K , N) exp(C2(K , N)|Im z|)(1 + |Re z|2)−N‖φ | (2N , D(Rd) , K)‖,

(6.71)

ãäå êîíñòàíòû C1(K , N) , C2(K , N) çàâèñÿò òîëüêî îò N è êîìïàêòà
K = {x | x ∈ Rd , |xi| ≤ a}, ñîäåðæàùåãî íîñèòåëü ôóíêöèè φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

F (φ)(z) =

∫
K

exp(−i(z , x))φ(x)dx =∫
K

exp(−i(Re z , x)) exp((Im z , x))φ(x)dx,

(1 + |Re z|2)NF (φ)(z) =∫
K

((1−∆x)
N exp(−i(Re z , x))) exp((Im z , x))φ(x)dx =∫

K

exp(−i(Re z , x))((1−∆x)
N exp((Im z , x))φ(x))dx,

|(1 + |Re z|2)NF (φ)(z)| ≤
∫
K

|((1−∆x)
N exp((Im z , x))φ(x))|dx ≤

C1(K , N) exp(C2(K , N)|Im z|)‖φ | (2N , D(Rd) , K)‖.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç îöåíêè (6.71) âûòåêàåò

Ëåììà 6.3.6. Íà ïðîñòðàíñòâå D êîððåêòíî îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë

D 3 φ 7→ ‖φ | B(D)‖ :=

∫
Rd×T

|F (φ)(ξ + w(θ))|dξdθ,

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íîðìû, ïðè÷åì

‖φn | B(D)‖ → 0 ïðè φn
D→ 0. (6.72)

Ïóñòü B(D) -ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà D ïî íîðìå ‖ | B(D)‖. Â
ïðîñòðàíñòâå B(D) ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå

L(P ) := {ψ | ψ = P (D)φ , φ ∈ D}. (6.73)
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Ëåììà 6.3.7. Íà ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè L(P ) êîððåêòíî îïðåäåëåí ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë

∀(φ ∈ D) : l0(P (D)φ) = φ(0), (6.74)

è ýòîò ôóíêöèîíàë íà ìíîãîîáðàçèè L(P ) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∀(ψ ∈ L(P )) : |l0(ψ)| ≤ C(P )‖ψ | B(D)‖, (6.75)

ãäå C(P ) -êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëêî îò ïîëèíîìà P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (6.74)
îïðåäåëåí êîððåêòíî, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî èç

P (D)φ1 ≡ P (D)φ2 , φj ∈ D (6.76)

ñëåäóåò, ÷òî
φ1 ≡ φ2. (6.77)

Âîçüìåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (6.76) è ðàñ-
ñìîòðèì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîëó÷èì:

∀(z ∈ Cd) : P (z)F (φ1)(z) ≡ P (z)F (φ2)(z).

Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà D åñòü öåëàÿ
ôóíêöèÿ, òî èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

F (φ1)(z) ≡ F (φ2)(z),

à îòñþäà ñëåäóåò (6.77).
Òåïåðü äîêàæåì îöåíêó (6.75). Ïóñòü

ψ = P (D)φ , φ ∈ D.

Èìååì:

l0(ψ) = l(P (D)φ) = φ(0),

φ(0) = (2π)−d
∫
Rd

F (φ)(ξ)dξ,

|l0(ψ)| ≤
∫
Rd

|F (φ)(ξ)|dξ.
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Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 6.3.4 è íåðàâåíñòâîì (6.70). Ïîëó÷èì:

|l0(ψ)| ≤
∫
Rd

|F (φ)(ξ)|dξ ≤

C(P )

∫
Rd

∫
T

|F (φ)(ξ + w(θ))P (ξ + w(θ))|dθ

 dξ =

C(P )

∫
Rd

∫
T

|F (ψ)(ξ + w(θ))|dθ

 dξ = C(P )‖ψ | B(D)‖,

ãäå C(P ) -íåêîòðîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïîëèíîìà P .
Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöè-

îíàëà l0 ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî ìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ

P (D)ψ = 0

íå ïóñòî, íî, êàê ïîêàçûâàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.3.7, ýòî ìíîæåñòâî
íå ñîäåðæèò ôóíêöèé èç D.

Ëåììà 6.3.8. Íà ïðîñòðàíñòâå D ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë l, êîòîðûé íà ìíîãîîáðàçèè L(P ) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíà-
ëîì l0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà è ëåììû 6.3.7 ñëåäóåò, ÷òî
íà ïðîñòðàíñòâå B(D) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l, êîòîðûé íà
ìíîãîîáðàçèè L(P ) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëîì l0 è íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
B(D) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∀(ψ ∈ B(D)) : |l(ψ)| ≤ C(P )‖ψ | B(D)‖. (6.78)

Òàê êàê D ⊂ B(D) òî ôóíêöèîíàë l îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
D. Èç îöåíêè (6.78) è ëåììû 6.3.6 ( ñîîòíîøåíèå (6.72)) ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèîíàë l íåïðåðûâåí íà D.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ìàëüãðàíæà-Ýðåíïðàéñà.

Òåîðåìà 6.3.1. Ó ëþáîãî íåíóëåâîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðîñòðàíñòâå D′ ñóùåñòâåò ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî òàêèì ôóäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë

E := l · inv, (6.79)

ãäå l -ôóíêöèîíàë, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðîâàíî ëåììîé 6.3.8
è inv îïåðàòîð èíâåðñèè:

invφ(x) = φ(−x).

Èìååì

∀(φ ∈ D) : P (D)E(φ) = E(P (−D)φ) = l(invP (−D)φ) =

l(P (D)invφ) = invφ(0) = φ(0) = δ(φ).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ïðîñòðàíñòâå D′ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî. Ïóñòü

NP = {z | z ∈ Cd , P (z) = 0}

Ïóñòü µ(dz) -ìåðà ñ êîìïàêíûì íîñèòåëåì, êîòîðàÿ ñîñðåäîòî÷åíà íà
ìíîãîîáðàçèè NP :

suppµ(dz) ⊂ NP .

Ïîëîæèì

w(x) =

∫
exp(−i(x , z))µ(dz).

Ôóíêöèÿ w(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

P (D)w = 0.

Ïóñòü E -ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå è Ew -ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïî-
ðîæäåíî ôóíêöèåé w(x). Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå E+Ew -ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå.

6.3.2 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-

íèé.

Ôðàçó �ôóíêöèÿ çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå åñòü ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå� ìû áóäåì ñîêðàùàòü äî ôðàçû �ôóíêöèÿ åñòü ôóíäàìåíòàëü-
íîå ðåøåíèå�. Ê íåäîðàçóìåíèÿì ýòî ïðèâåñòè íå ìîæåò.

438



Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû.

Ïóñòü

L

(
d

dt

)
=

(
d

dt

)n
+ a(n−1)

(
d

dt

)n−1

+ · · ·+ a0 , t ∈ R1. (6.80)

Äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó (6.80) ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïî-
ëèíîì

L(λ) = λn + a(n−1)λ
n−1 + · · ·+ a0.

Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 6.3.2. Ôóíêöèåé Êîøè K(t) äëÿ îïåðàòîðà (6.80) íàçû-
âàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

LK(t) = 0,

K(n−1)(0) = 1 , K(n−2)(0) = · · · = K(0) = 0.

Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Êîøè ìîæåò áûòü âû-
÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

K(t) =
1

2πi

∮
|λ|=R

exp(λt)

L(λ)
dλ, (6.81)

ãäå ðàäèóñ R áîëüøå ìîäóëÿ âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà L(λ).

Óòâåðæäåíèå 6.3.1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L

(
d

dt

)
E(t) = δ(t) (6.82)

äàåòñÿ ôîðìóëîé
E(t) = θ(t)K(t). (6.83)

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòåíííûì âû÷èñëåíèåì.
Äåëàåòñÿ ýòî òàê. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé îò ðàñïðåäåëåíèÿ, ðà-
âåíñòâî (6.83) îçíà÷àåò, ÷òî

∀(φ ∈ D(R)) :

∫ +∞

−∞
E(t)L

(
− d

dt

)
φdt =∫ +∞

0

K(t)L

(
− d

dt

)
φdt = φ(0).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïåðåáðàñûâàåì îïåðàòîð L íà
K(t) è ó÷èòûâàåì ïîäñòàíîâêó â íóëå.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà (6.83) ôàêòè÷åñêè åñòü ëèøü äðóãàÿ
çàïèñü ôîðìóëû Äþàìåëÿ (3.275).
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Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ðàçìåðíîñòè 1+1.

Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
E(x , t) = δ(t)δ(x). (6.84)

Áåðÿ îò (6.84) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x (ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì f̂(ξ)), ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

d2Ê(ξ , t)

dt2
+ ξ2Ê(ξ , t) = δ(t).

Èç ôîðìóëû (6.84) ñëåäóåò, ÷òî

Ê(ξ , t) = θ(t)
sin(ξt)

ξ
, ξ ∈ R1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(x , t) =
θ(t)

2π

∞∫
−∞

exp(iξx)
sin(ξt)

ξ
dξ.

Ïðè âû÷èñëåíèè ýòîãî èíòåãðàëà ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî

∞∫
−∞

exp(−i(ξ , x))θ(a− |x|)dx = 2
sin(aξ)

ξ
,

ïîýòîìó

F−1

(
sin(ξt)

ξ

)
=

1

2
θ(t− |x|).

Ìû ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 6.3.2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.84) äàåòñÿ ôîðìóëîé

E(x , t) =
1

2
θ(t− |x|). (6.85)

Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ðàçìåðíîñòè 1+3.

Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(
∂2

∂t2
−∆x

)
E(x , t) = δ(t)δ(x) , t ∈ R1 , x ∈ R3. (6.86)
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Áåðÿ îò (6.86) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x, ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

d2Ê(ξ , t)

dt2
+ ξ2Ê(ξ , t) = δ(t) , t ∈ R1 , ξ ∈ R3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ê(ξ , t) = θ(t)
sin(|ξ|t)
|ξ|

, t ∈ R1 , ξ ∈ R3.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,ïîëó÷àåì:

∀(t > 0) : E(x , t) =

(
1

2π

)3

lim
R→∞

∫
|ξ|≤R

exp(i(ξ x))
sin(|ξ|t)
|ξ|

dξ =

(
1

2π

)3

2π lim
R→∞

R∫
0

 π∫
0

exp(ir|x| cos(θ)) sin(θ)dθ

 sin(rt)rdr =

(
1

2π

)2
1

|x|
lim
R→∞

R∫
0

2 sin(r|x|) sin(rt)dr =

(
1

2π

)2
1

|x|
lim
R→∞

(
sin((t− |x|)R)

(t− |x|)
− sin((t+ |x|)R)

(t+ |x|)

)
=

1

4π|x|
δ(|x| − t).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 6.3.3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.86) åñòü ôóíêöèÿ

E(x , t) =
1

4π|x|
δ(|x| − t) , x ∈ R3. (6.87)

Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ðàçìåðíîñòè 1+2.

Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(
∂2

∂t2
−∆x

)
E(x , t) = δ(t)δ(x) , t ∈ R1 , x ∈ R2. (6.88)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (6.87) ê îñíîâíîé ôóíêöèè âèäà

φ(x1 , x2 , x3 , t) = ψ(x1 , x2 , t)κ(x3 , 0 , R , 1) , R→∞,
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ãäå ôóíêöèÿ κ(x3 , 0 , R , 1) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (6.18), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü ôóíêöèÿ

E(x , t) =
θ(t)

4π

∞∫
−∞

δ(
√
x2 + z2 − t)√
x2 + z2

dz =

θ(t)

2π

∞∫
|x|

δ(ξ − t)√
ξ2 − x2

dξ =
θ(t− |x|)

2π
√
t2 − |x|2

, x = (x1 , x2) ∈ R2.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 6.3.4. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.88) åñòü ôóíêöèÿ

E(x , t) =
θ(t− |x|)

2π
√
t2 − |x|2

, x ∈ R2. (6.89)

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.

Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(
∂

∂t
−∆x

)
E(x , t) = δ(t)δ(x) , t ∈ R1 , x ∈ Rd. (6.90)

Ñîâåðøàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

dÊ(ξ , t)

dt
+ ξ2Ê(ξ , t) = δ(t),

Ê(ξ , t) = θ(t) exp(−ξ2t). (6.91)

Ñîâåðøàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ìû ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 6.3.5. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.90) åñòü ôóíêöèÿ

E(x , t) = θ(t)(4πt)−d/2 exp(−x2/4t). (6.92)

Óðàâíåíèå Ëàïëàñà.

Íàì íóæíî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(−∆x)E(x) = δ(x) , x ∈ Rd , d ≥ 2. (6.93)
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Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ôîìàëüíûå âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå äå-
ëàþòñÿ â àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àÿõ ôèçèêàìè. Èìååì:

ξ2Ê(ξ) = 1 , ∀(d ≥ 3) : E(x) = F−1(|ξ|−2)(x) =

F−1(

∞∫
0

exp(−tξ2)dt)(x) =

∞∫
0

F−1(exp(−tξ2)(x)dt =

∞∫
0

(4πt)−d/2 exp(−|x|2/4t)dt =
1

4

(
1

π

)d/2(
1

|x|

)d−2

Γ(d/2− 1),

d = 2 : E(x)− E(y) =

∞∫
0

1

4π
(exp(−|x|2/4t)− exp(−|y|2/4t))dt =

− 1

2π
(ln |x| − ln |y|).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòèõ âûêëàäîê èñïîëüçóåì òåîðèþ ïîëóãðóïï.
Â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd , dξ) ôóíêöèÿ

T̂ (t) : ψ(ξ) 7→ exp(−ξ2t)ψ(ξ) (6.94)

åñòü ïîëóãðóïïà êëàññà C0 (ïðîâåðêó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìû îñòàâëÿåì
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ). Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F åñòü
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå óíèòàðíîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ (2π)−d) ïðå-
îáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà L2(Rd , dx) â ïðîñòðàíñòâî L2(Rd , dξ), ôóíê-
öèÿ

T (t) := F−1T̂ (t)F (6.95)

â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd , dx) åñòü ïîëóãðóïïà êëàññà C0. Â ïðîñòðàíñòâå
L2(Rd , dx) îïåðàòîð T (t) åñòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

T (t)ψ(x) =

∫
G(t , x , y)ψ(y)dy, (6.96)

G(t , x , y) = (4πt)−d/2 exp(−(x− y)2/4t). (6.97)

Èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû T (t) â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd , dx)
åñòü îïåðàòîð Ëàïëàñà:

∆x = F−1(−ξ2)F.

Ïóñòü g(x , y) -èíòåãðàëüíîå ÿäðî îïåðàòîðà (−∆x)
−1. Èç ôîðìóëû (3.10.8)
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è (6.96) ñëåäóåò, ÷òî

g(x , y) =

∞∫
0

(4πt)−d/2 exp(−(x− y)2/4t)dt =

1

4

(
1

π

)d/2(
1

|x− y|

)d−2

Γ(d/2− 1) , d ≥ 3. (6.98)

Ïðè d = 2 íåîáõîäèìà ðåãóëÿðèçàöèÿ èíòåãðàëà:

g(x , y)− g(x , z) =

1

4π
lim
λ→+0

∞∫
0

exp(−λt)
(

exp(−(x− y)2/4t)− exp(−(x− z)2/4t)

t

)
dt =

1

2π
(ln |x− z| − ln |x− y|) , x , y , z ∈ R2. (6.99)

Ìû äîêàçàëè

Óòâåðæäåíèå 6.3.6. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.93) äàåòñÿ ôîðìóëîé

E(x) =

1
4

(
1
π

)d/2 ( 1
|x|

)d−2

Γ(d/2− 1) , d ≥ 3,

− 1
2π

ln |x| , d = 2.
(6.100)

6.4 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà.

6.4.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà
Øâàðöà:

∀(φ ∈ S(Rd)) : F (φ)(ξ) =

∫
exp(−i(x , ξ))φ(x)dx, (6.101)

ôîðìóëó îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

∀(φ ∈ S(Rd)) : φ(x) = (2π)−d
∫

exp(i(x , ξ))F (φ)(ξ)dξ, (6.102)

è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

∀(φ ∈ S(Rd)) :

∫
|φ(x)|2dx = (2π)−d

∫
|F (φ)(ξ)|2dξ. (6.103)
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Èíòåãðèðîâàíèå âåçäå âåäåòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâó Rd.
Â äàëüíåøåì íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ââåäåííîå ðàíåå îáîçíà-

÷åíèå
φ̂(ξ) := F (φ)(ξ). (6.104)

ßñíî, ÷òî ôîðìóëîé (6.101) ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
òîëüêî äëÿ òåõ ôóíêöèé φ, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë â (6.101) ñõîäèòñÿ.
Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëå-
íèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà âñå ôóíêöèè èç L2(Rd , dx).

Ëåììà 6.4.1. Ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà S(Rd) ïëîòíî â L2(Rd , dx) ïî
ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(Rd , dx):

Cl(S(Rd)) = L2(Rd , dx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

L2(Rd , dx) = Cl(S(Rd))⊕H0.

Äîêàæåì, ÷òî
H0 = 0.

Åñëè f0 ∈ H0, òî ôóíêöèÿ f0 îðòîãîíàëüíà ëþáîé ôóíêöèè èç S(Rd).
Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ f0 îðòîãîíàëüíà ëþáîé ôóíêöèè òèïà �ãðèá�, ïî-
ýòîìó ôóíêöèÿ f0 îðòîãîíàëüíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ëþáîãî
ïàðàëëåëëèïèïåäà K ⊂ Rd:

∀K :

∫
K

f0(x)dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f0 îðòîãîíàëüíà ëþáîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè
è ïîýòîìó ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 6.4.1. Åñëè φ ∈ L2(Rd , dx), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü φn ∈ S(Rd), ÷òî

‖φ− φn | L2(Rd , dx)‖ → 0 , n→∞. (6.105)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.105), òî îíà
ôóíäàìåòàëüíà â L2(Rd , dx). Èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå {φ̂n} ôóäàìåíòàëüíà â L2(Rd , dξ).
Ñëåäîâàòåëüíî,

∃φ̂(ξ) : ‖φ̂− φ̂n | L2(Rd , dξ)‖ → 0 , n→∞. (6.106)

445



Îïðåäåëåíèå 6.4.1. Åñëè ôóíêöèè φ ∈ L2(Rd , dx) è φ̂ ∈ L2(Rd , dξ)

ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè (6.105)-(6.106), òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ̂ ∈
L2(Rd , dξ) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ ôóíêöèè φ ∈ L2(Rd , dx):

φ̂(ξ) := lim
n→∞

φ̂n(ξ), (6.107)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.105).

ßñíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ îïðåäåëåíî íà âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå L2(Rd , dx), îíî ïðåîáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî L2(Rd , dx) â ñåáÿ,
äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà (ñîîòâåòñòâåííî îáîáùåííàÿ) ôîðìóëà îáðàùåíèÿ
è ôîðìóëà Ïàðñåâàëÿ. Â äàëüíåøåì ìû íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæ-
äó çàäàííûì ôîðìóëîé (6.101) ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå è îïðåäåëåííûì
ôîðìóëîé (6.107) ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ.

6.4.2 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ

Ñîáîëåâà.

Íàïîìíèì, ÷òî çàäàííàÿ â Rd ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èíòå-
ãðèðóåìîé:

f ∈ Lloc(Rd),

åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå:

f ∈ L1(K).

Îïðåäåëåíèå 6.4.2. Ðàñïðåäåëåíèå f ∈ S(Rd)? ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó Ñîáîëåâà Hs(Rd), åñëè

1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ f çàäàåòñÿ ëîêàëüíî èíòå-
ãðèðóåìîé ôóíêöèåé:

∃(f̂(ξ) ∈ Lloc(Rd)) , ∀(φ ∈ S(Rd)) :

F (f)(φ) = f(F (φ)) =

∫
f̂(ξ)φ(ξ)dξ. (6.108)

2. Çàäàþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

‖f | Hs(Rd)‖2 def
=

∫
|f̂(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ <∞. (6.109)

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå f çàäàåòñÿ ôóíêöèåé f(x) ∈ S(Rd), òî âõîäÿùàÿ
â (6.108) ôóíêöèÿ f̂(ξ) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x), íî â
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îáùåì ñëó÷àå â îïðåäåëåíèè íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ f̂(ξ) îáÿçà-
òåëüíî áûëà áû ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íåêîòîðîé ôóíêöèè.

Âõîäÿùé â îïðåäåëíèå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(Rd) ïàðàìåòð s ìî-
æåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå:

−∞ < s <∞.

Îïðåäåëåíèå 6.4.3. Çàäàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå Rd ôóíêöèÿ f(x) ïðè-
íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà Hs(Rd), åñëè ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé
f(x) ðàñïðåäåëåíèå

f : φ 7→
∫
f(x)φ(x)dx

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà Hs(Rd).

ßñíî, ÷òî
∀(s ≥ 0) : Hs(Rd) ⊂ L2(Rd , dξ),

à òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî L2(Rd) â ñåáÿ,
ïðîñòðàíñòâî Hs(Rd) ïðè s ≥ 0 ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà L2(Rd).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû.
1. Ïóñòü f = δ-ôóíêöèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ f çà-

äàåòñÿ ôóíêöèåé f̂(ξ) ≡ 1. Èìååì:∫
(1 + |ξ|2)s · 1dξ <∞ , åñëè s < −d/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
δ(x) ∈ Hs(Rd) ïðè s < −d/2.

2. Ïóñòü f(x) = θ(1− |x|) , x ∈ R1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x)
åñòü ôóíêöèÿ

∞∫
−∞

exp(−ixξ)θ(1− |x|)dx = 2
sin ξ

ξ
.

Èìååì: ∫
(1 + |ξ|2)s4

(
sin ξ

ξ

)2

dξ <∞ , åñëè s < 1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
θ(1− |x|) ∈ Hs(R1) ïðè s < 1/2.
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Òåîðåìà 6.4.1. 1. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà Hs(Rd) åñòü ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

< f , g >=

∫
f̂(ξ)∗ĝ(ξ)(1 + |ξ|2)sdξ. (6.110)

2. Ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìûå ôóíêöèÿìè f(x) ∈ S(Rd), ïëîòíû â Hs(Rd)
ïî ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Hs(Rd).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ íàì äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ f̂(ξ) ∈ L2(Rd , (1 + |ξ|2)sdξ) åñòü
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ èç f ∈ S(Rd)?. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç (6.108), ðàñïðåäåëåíèå
f ∈ Hs(Rd) äåéñòâóåò íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ ïî ïðàâèëó:

f(φ) =

∫
f̂(ξ)F−1(φ)(ξ)dξ, (6.111)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∀(f ∈ Hs(Rd) , φ ∈ S(Rd)) : |f(φ)| ≤(∫
|f̂(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ

)1/2(∫
|F−1(φ)(ξ)|2(1 + |ξ|2)−sdξ

)1/2

→ 0 , φ
S→ 0. (6.112)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóþò äâà óòâåðæäåíèÿ: âî-ïåðâûõ, ÷òî êàæäàÿ
ôóíêöèÿ f̂(ξ) ∈ L2(Rd , (1 + |ξ|2)sdξ) çàäàåò ïî ïðàâèëó (6.111) ëèíåé-
íûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå S(Rd), âî-âòîðûõ, ÷òî
èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé â ìåòðèêå ïðîñòðàí-
ñòâà Hs(Rd) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà S(Rd)?.

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.
Ïóñòü f̂(ξ) ∈ L2(Rd , (1 + |ξ|2)sdξ) è fn ∈ S(Rd) òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, ÷òî
‖fn − f | L2(Rd , (1 + |ξ|2)sdξ)‖ → 0.

Òîãäà

F (fn)(φ) =

∫
f̂n(ξ)φ(ξ)dξ →

∫
f̂(ξ)φ(ξ)dξ,

à òàê êàê â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

lim
n→∞

F (fn)(φ) = F ( lim
n→∞

fn)(φ),

òî ôóíêöèÿ f̂(ξ) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ lim
n→∞

fn.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû (6.4.1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè s ≥ 0 ïðîñòðàíñòâî Hs(Rd) ìîæ-

íî îòîæäåñòâèòü ñ ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà S(Rd) ïî ìåòðèêå (6.109),
ãäå f̂(ξ) -ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ ôóíêöèè f , è ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå

L2(Rd , dx) ⊂ Hs(Rd) , s ≥ 0.

Ïðè s < 0 ïðîñòðàíñòâî Hs(Rd) åñòü ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé, êîòî-
ðûå äåéñòâóþò ïî ïðàâèëó (6.111).

Íà ïðîñòðàíñòâå S(Rd) îïðåäåëèì íîðìó

∀(f ∈ S(Rd)) : ‖f | H̃n(Rd)‖2 =

∫  ∑
0≤|m|≤n

|Dm
x f(x)|2

 dx.

Èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñëåäóåò, ÷òî

‖f | H̃n(Rd)‖2 = (2π)−d
∫  ∑

0≤|m|≤n

|ξm|2
 f̂(ξ)|2dξ. (6.113)

Òàê êàê

∃(C1 , C2) : C1(1 + |ξ|2)n ≤
∑

0≤|m|≤n

|ξm|2 ≤ C2(1 + |ξ|2)n,

òî íîðìû ‖ | H̃n(Rd)‖ è ‖ | Hn(Rd)‖ ýêâèâàëåíòíû:

‖ | H̃n(Rd)‖ ∼ ‖ | Hn(Rd)‖.

Â ñëó÷àå s = n+ α , 0 < α < 1 ïîëîæèì

∀(φ ∈ S(Rd)) : ‖φ | H̃n , α(Rd)‖2 def
=

∑
0≤|m|≤n

∫
|Dm

x φ(x)|2dx+

∑
|m|=n

∫∫
|x− y|−(d+2α)|Dm

x φ(x)−Dm
y φ(y)|2dxdy. , 0 < α < 1 , n = 0 , 1 . . .

(6.114)

Òåîðåìà 6.4.2. Íà ïðîñòðàíñòâå S(Rd) íîðìà ‖ | Hn+α(Rd)‖ ýêâèâà-
ëåíòíà íîðìå ‖ | H̃n , α(Rd)‖ :

‖ | Hn+α(Rd)‖ ∼ ‖ | H̃n , α(Rd)‖. (6.115)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó äëÿ n = 0. Èìååì:

‖φ | H̃0 , α(Rd)‖2 =∫
|φ(x)|2dx+

∫∫
|x− y|−(d+2α)|φ(x)− φ(y)|2dxdy =∫

|φ(x)|2dx+

∫∫
|y|−(d+2α)|φ(x+ y)− φ(x)|2dxdy =

(2π)−d
(∫
|φ̂(ξ)|2dξ +

∫ (∫
| exp(i(ξ , y))− 1|2|y|−(d+2α)dy

)
|φ̂(ξ)|2dξ

)
=

(2π)−d
(∫
|φ̂(ξ)|2dξ + C0(d)

∫
|ξ|2α|φ̂(ξ)|2dξ

)
.

Òàê êàê

∃(C1 , C2) : C1(1 + |ξ|2)α ≤ (1 + |ξ|2α) ≤ C2(1 + |ξ|2)α,

òî èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ n =
0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå çàìåíèì â ïîëó÷åííîì
ðàâåíñòâå

φ(x)→ Dm
x φ(x),

è ó÷òåì, ÷òî

F (Dm
x φ(x))(ξ) = ξmF (φ(x))(ξ),

∃(C1 , C2) : C1(1 + |ξ|2)k ≤ 1 +
∑
|m|≤k

(ξm)2 ≤ C2(1 + |ξ|2)k.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 6.4.1. Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè
φ(x) ∈ Hs(Rd) , s ≥ 0 è ôóíêöèÿ x 7→ y(x) åñòü òàêîå ãëàäêîå íåâûðîæ-
äåííîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Rd 7→ Rd, ÷òî y(x) ≡ x , |x| ≥ R0 , R0 <
∞, òî ôóíêöèÿ x 7→ φ(y(x)) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hs(Rd).

Íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ Hs(Rd) è H−s(Rd) îïðåäå-
ëèì áèëèíåéíóþ ôîðìó BH(f , g):

Hs(Rd)×H−s(Rd) 3 f × g 7→ BH(f , g)
def
=

∫
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ. (6.116)

Òåîðåìà 6.4.3. 1. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà (6.116) îïðåäåëåíà êîððåêòíî: èí-
òåãðàë â (6.116) ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ f × g ∈ Hs(Rd)×H−s(Rd).

2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖f | Hs(Rd)‖ = sup{|BH(f , g)| | ‖g | H−s(Rd)‖ ≤ 1}. (6.117)
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3. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà l ∈ Hs(Rd)? ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò gl ∈ H−s(Rd), ÷òî

∀f ∈ Hs(Rd) : l(f) = BH(f , gl). (6.118)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî:

|
∫
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ|2 ≤

∫
|f̂(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ

∫
|ĝ(ξ)|2(1 + |ξ|2)−sdξ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî

‖f | Hs(Rd)‖ =

sup{| <
∫
ĝ0(ξ)∗f̂(ξ)(1 + |ξ|2)sdξ| |

∫
|ĝ0(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ ≤ 1} =

sup{|
∫
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ| |

∫
|ĝ(ξ)|2(1 + |ξ|2)−sdξ ≤ 1}.

Ìû ñäåëàëè çàìåíó
ĝ0(ξ)→ ĝ(ξ)∗(1 + |ξ|2)−s. (6.119)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû çàìåòèì, ÷òî â ñèëó
òåîðåìû Ðèññà

∃(g0 ∈ Hs(Rd)) : l(f) =< g0 , f >=

∫
ĝ∗0(ξ)f̂(ξ)(1 + |ξ|2)sdξ.

Äàëåå ìû äåëàåì çàìåíó (6.119).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.4.3 Òåîðåìû âëîæåíèÿ.

Ïîëîæèì

∀(f ∈ S(Rd) , 0 < α < 1) : ‖f | Cn , α
0 (Rd)‖ def

=
∑

0≤|m|≤n

sup{|Dm
x f(x)|x ∈ Rd}+

∑
|m|=n

sup{|Dm
x f(x+ y)−Dm

x f(x)||y|−α | x ∈ Rd , |y| ≤ 1}. (6.120)

Îïðåäåëåíèå 6.4.4. Ïðîñòðàíñòâî Cn , α
0 (Rd) -ýòî ïîïîëíåíèå ïðîñòðàí-

ñòâà S(Rd) ïî íîðìå (6.120).
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ Cn , α
0 (Rd), òî

∀(m, |m| ≤ n) : lim
|x|→∞

|Dm
x f(x)| = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ∈ Cn , α
0 (Rd), òî

∀(ε > 0) , ∃fε ∈ S(Rd) : ‖f − fε | Cn , α
0 (Rd)‖ < ε,

ïîýòîìó
∀(m, |m| ≤ n , ε > 0) : lim sup

|x|→∞
|Dm

x f(x)| ≤ ε.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà (îí åå àâ-
òîð).

Òåîðåìà 6.4.4. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå

f ∈ Hd/2+n+α(Rd) , 0 < α < 1,

òî îíî çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

f(x) ∈ Cn , α
0 (Rd),

ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò f êîíñòàíòà C(d , α), ÷òî

∀(f ∈ Hd/2+n+α(Rd)) : ‖f | Cn , α
0 (Rd)‖ ≤ C(d , α)‖f | Hd/2+n+α(Rd)‖.

(6.121)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
èìååì:

∀(m, |m| ≤ n , f ∈ S(Rd)) : |Dm
x f(x+ y)−Dm

x f(x)| =

(2π)−d
∣∣∣∣∫ ξmf̂(ξ)[exp(i(ξ , y))− 1] exp(i(ξ , x))dξ

∣∣∣∣ ≤
const.

∫
(1 + ξ2)n/2|f̂(ξ)|| exp(i(ξ , y))− 1|dξ ≤

const.

(∫
(1 + ξ2)n+d/2+α|f̂(ξ)|2dξ

)1/2

×(∫
| exp(i(ξ , y))− 1|2(1 + ξ2)−(d/2+α)dξ

)1/2

≤

const.‖f | Hd/2+n+α(Rd)‖
(∫
| exp(i(ξ , y))− 1|2|ξ|−(d+2α)dξ

)1/2

=

C(d , α)‖f | Hd/2+n+α(Rd)‖|y|α. (6.122)
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Ïîýòîìó

∀(x ∈ Rd , y ∈ Rd , |m| ≤ n , f ∈ S(Rd)) :

|Dm
x f(x+ y)−Dm

x f(x)||y|−α ≤ C(d , α)‖f | Hd/2+n+α(Rd)‖.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

∀(m, |m| ≤ n , f ∈ S(Rd)) :

‖f | Cn , α
0 (Rd)‖ ≤ C(d , α)‖f | Hd/2+n+α(Rd)‖, (6.123)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

∀(f ∈ S(Rd)) : ‖f | Cn , α
0 (Rd)‖ ≤ C(d , α)‖f | Hd/2+n+α(Rd)‖. (6.124)

Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå
f ∈ Hd/2+n+α(Rd),

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) ∈ S(Rd) çàäàåò ðàñïðåäåëåíèÿ fn,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

‖f − fn | Hd/2+n+α(Rd)‖ → 0 , n→∞.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâàHd/2+n+α (Rd),
îíà ôóíäàìåíòàëüíà â ìåòðèêå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Èç íåðàâåíñòâà

‖fn − fm | Cn , α
0 (Rd)‖ ≤ C(d , α)‖fn − fm | Hd/2+n+α(Rd)‖

ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) ôóíäàìåíòàëüíà â ìåò-
ðèêå ïðîñòðàíñòâà Cn , α

0 (Rd) è ïîýòîìó â ìåòðèêå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f0(x) ∈ Cn , α

0 (Rd). ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ f0(x) çàäàåò
ðàñïðåäåëåíèå f .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè 0 ≤ |m| ≤ s, òî îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà m ôóíê-

öèè f ∈ Hs(Rd) íàçûâàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà
L2(Rd) ôóíêöèÿ

Dmf(x)
def
= (2π)−d lim

R→∞

∫
|ξ|<R

exp(i(x , ξ))ξmf̂(ξ)dξ (6.125)

m = (m1 , m2 , . . .md) , ξ = (ξ1 , ξ2 , . . .)

Dm = Dm1
x1 . . . D

md
xd ,

ξm = ξ1m1 . . . ξdmd.
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Ïðåäåë â (6.125) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà L2(Rd , dξ).
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈ Hs(Rd) , s > d/2 +

|m| + α , 0 < α < 1, òî îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Dmf(x) ñîâïàäàåò ñ
êëàññè÷åñêîé.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è òåîðåìû 6.4.3 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ìåäëåííî
ðàñòóùåå ðàñïðåäåëåíèå ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ïðèíàäëåæèò íåêîòî-
ðîìó ïðîñòðàíñòâó Hs(Rd).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ∈ S?(Rd), òî

∃(C , N) , ∀(φ ∈ S(Rd)) : |f(φ)| ≤ C‖φ | (N , S)‖.

Åñëè K ⊂ Rd -êîìïàêò, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C(K), ÷òî

∀(φ ∈ S(Rd) , suppφ b K) : |‖φ | (N , S)‖ ≤
C(K)‖φ | CN ,α

0 (Rd)‖ ≤ C(d , s)‖φ | Hd/2+N+α(Rd)‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ìåäëåííî ðàñòóùåå ðàñïðåäåëåíèå ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì çàäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà íåêîòîðîì ïðî-
ñòðàíñòâåHs(Rd) è ïîýòîìó ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ ýëåìåíòîì ïðî-
ñòðàíñòâà H−s(Rd).

Íàïîìíèì, ÷òî ñëåäîì ôóíêöèè f(x) , x ∈ Rd íà ìíîãîîáðàçèè M ⊂
Rd íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f(x), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ òî÷êè x ∈
M . Ðàñïðåäåëåíèå íå åñòü ôóíêöèÿ òî÷êè, ïîýòîìó ïîíÿòèå ñëåäà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M ⊂ Rd íóæäàåòñÿ â îòäåëüíîì îïðåäåëå-
íèè. Òàê êàê ñâîéñòâî çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé f(x) ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè-
íàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâóHs(Rd) , s ≥ 0, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãëàä-
êèõ çàìåí ïåðåìåííûõ x 7→ y(x), òî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñëå-
äà íà ãèïåðïëîñêîñòè, ÷òî è áóäåò ñäåëàíî íèæå.

Ïóñòü f(x) ∈ Hs(Rd) , s ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü fn(x) ∈ S(Rd), ÷òî

‖f − fn | Hs(Rd)‖ → 0 , n→∞. (6.126)

Íà ôóíêöèÿõ èç S(Rd) êîððåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ τS âçÿòèÿ ñëåäà:

τS : S(Rd) 7→ S(Rd−1)) , τSf(x1 , . . . xd−1) = f(x1, . . . , xd−1 , 0). (6.127)

Òåîðåìà 6.4.5. Åñëè

f ∈ Hs(Rd) , s > 1/2 , fn(x) ∈ S(Rd) , ‖f − fn | Hs(Rd)‖ → 0 , n→∞,
(6.128)

òî
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1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

τSfn(x1, . . . , xd−1) = fn(x1 . . . , xd−1, 0)

ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Hs−1/2(Rd−1) è åå ïðåäåë τHf :

τHf := lim
n→∞

τSfn

çàâèñèò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ Hs(Rd) è íå çàâèñèò îò âûáîðà
àïïðîêñèìèðóåùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn â (6.128).

2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖τHf | Hs−1/2(Rd−1)‖ ≤ C(d , s)‖f | Hs(Rd)‖. (6.129)

Îïèñàííóþ â òåîðåìå ñèòóàöèþ ìîæíî ïîÿñíèòü íà äèàãðàììå:

S(Rd) 3 fn(x1, . . . , xd−1, xd) −−−→
n→∞

f

τS

y yτH
S(Rd−1) 3 fn(x1, . . . , xd−1, 0) −−−→

n→∞
τHf

f ∈ Hs(Rd) , τHf ∈ Hs−1/2(Rd−1).

Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ñïðàâåäëèâî îáîçíà÷åííîå âåðõíåé ãîðè-
çîíòàëüíîé ñòðåëêîé ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå, òî ñïðàâåäëèâî îáîçíà-
÷åííîå íèæíåé ãîðèçîíòàëüíîé ñòðåëêîé ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå è êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

τH : Hs(Rd) 7→ Hs−1/2(Rd−1),

êîòîðîå íå çàâèñèò îò âûáîðà àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn.

Ðàñïðåäåëåíèå τHf ∈ Hs−1/2(Rd−1) íàçûâàåòñÿ ñëåäîì ðàñïðåäåëåíèÿ
f ∈ Hs(Rd) íà ãèïåðïëîñêîñòè xd = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

f ∈ S(Rd) , Fdf(x1, . . . , xd−1|ξd) =

∞∫
−∞

f(x1, . . . , xd) exp(−i(ξd , xd))dxd.

Òîãäà

τSf(x1, . . . , xd−1) = f(x1, . . . , xd−1, 0) =

1

2π

∞∫
−∞

Fdf(x1, . . . , xd−1|ξd)dξd.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

τ̂Sf(ξ1, . . . , ξd−1) =
1

2π

∞∫
−∞

f̂(ξ1, . . . , ξd−1, ξd)dξd.

Äàëåå èìååì:

|τ̂Sf(ξ1, . . . , ξd−1)|2 ≤

const.
( ∞∫
−∞

(1 + |ξ|2)−sdξn

)
×
( ∞∫
−∞

|f̂(ξ1, . . . , ξd−1, ξd)|2(1 + |ξ|2)sdξn

)
=

const.(1 + ξ2
1 + . . . ξ2

d−1)1/2−s ×
∞∫

−∞

|f̂(ξ1, . . . , ξd−1, ξd)|2(1 + |ξ|2)sdξn,

|τ̂Sf(ξ1, . . . , ξd−1)|2(1 + ξ2
1 + . . . ξ2

d−1)s−1/2 ≤

const.

∞∫
−∞

|f̂(ξ1, . . . , ξd−1, ξd)|2(1 + |ξ|2)sdξd,∫
|τ̂Sf(ξ1, . . . , ξd−1)|2(1 + ξ2

1 + . . . ξ2
d−1)s−1/2dξ1 . . . dξd−1 ≤

const.

∫
|f̂(ξ1, . . . , ξd−1, ξd)|2(1 + |ξ|2)sdξ1 . . . ξd.

Ìû äîêàçàëè íåðàâåíñòâî (6.129) äëÿ ôóíêöèé èç f ∈ S(Rd). Èç ýòîãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ S(Rd) ôóíäàìåí-
òàëüíà â ìåòðèêå Hs(Rd), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τHfn ôóíäàìåíòàëüíà
â ìåòðèêå Hs−1/2(Rd−1). Òàê êàê ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ
â ìåòðèêå Hs(Rd) ê ðàñïðåäåëåíèþ f ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn ∈ S(Rd),
òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τHfn íå çàâèñèò îò âûáîðà àïïðîêñèìè-
ðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn, à çàâèñèò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ f .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.4.4 Ïðîñòðàíñòâà H̊p(D).

Ïóñòü D -îòðêðûòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd,

C∞00(D) = {φ | φ ∈ C∞(Rd) , suppφ b D}.

Îïðåäåëåíèå 6.4.5. Ïðîñòðàíñòâî H̊p(D) -ýòî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
C∞00(D) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Hp(Rd):

H̊p(D) := Cl(C∞00(D)).
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Ïðîñòðàíñòâî H̊p(D) ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Hp(Rd) âìåñòå ñ èíäóöèðîâàííîé èç ïðîñòðàíñòâà Hp(Rd) ìåò-
ðèêîé, ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé:

H̊p(D) ⊂ Hp(Rd).

Åñëè p > 1/2 è ãðàíèöà ∂D îáëàñòè D äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òî ïðî-
ñòðàíñòâî H̊p(D) ìîæíî ðàñìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî òåõ ðàñïðåäåëåíèé
f ∈ Hs(Rd), êîòîðûå ðàâíû íóëþ íà ãðàíèöå îáëàñòè D.

ßñíî, ÷òî

∀(q > p) : H̊q(D) ⊂ H̊p(D) , ∀(p ≥ 0) : H̊p(D) ⊂ L2(D).

Òåîðåìà 6.4.6. Ïðè q > p âëîæåíèå

H̊q(D) 7→ H̊p(D)

êîìïàêòíî.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî

Bq = {φ | φ ∈ H̊q(D) , ‖φ | Hq(Rd)‖ ≤ 1}

êîìïàêòíî â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Hp(Rd).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé p ≥ 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ôóíêöèÿìè, êîòî-
ðûå çàäàþò ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ìû ïðåäïîøëåì
íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 6.4.2. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∀(φ ∈ Bq , q > p) :

∫
|ξ|>R

|φ̂(ξ)|2(1 + |ξ|2)pdξ ≤ (1 +R2)p−q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:∫
|ξ|>R

|φ̂(ξ)|2(1 + |ξ|2)pdξ =

∫
|ξ|>R

|φ̂(ξ)|2(1 + |ξ|2)p−q(1 + |ξ|2)qdξ ≤

(1 +R2)p−q
∫
|φ̂(ξ)|2(1 + |ξ|2)qdξ ≤ (1 +R2)p−q.

Ëåììà 6.4.3. Â ëþáîì ôèêñèðîâàíîì øàðå {ξ | |ξ| ≤ R} ìíîæåñòâî

ôóíêöèé {φ̂(ξ) | φ(ξ) ∈ Bq} ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî è ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü κ(x) -ôóíêöèÿ òèïà �ãðèá� è

κ(x) ≡ 1 , x ∈ D.

Òîãäà

∀(φ ∈ Bq) : φ(x) = κ(x)φ(x),

φ̂(ξ) =

∫
κ̂(ξ − η)φ̂(η)dη,

|φ̂(ξ)|2 ≤
(∫
|κ̂(ξ − η)|2(1 + |η|2)−qdη

)
×
(∫
|φ̂(η)|2(1 + |η|2)qdη

)
≤∫

|κ̂(ξ − η)|2dη = const.

|φ̂(ξ1)− φ̂(ξ2)|2 ≤∫
|κ̂(ξ1 − η)− κ̂(ξ2 − η)|2(1 + |η|2)−qdη ≤∫
|κ̂(η)|2| exp(ξ1 − ξ2 , η)− 1|2dη.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.4.4. Åñëè {φn} ⊂ Bq, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{φn} ñîäåðæèò òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φεn}:

{φεn} ⊂ {φn},

÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

∃N , ∀(n > N , m > N) : ‖φεn − φεm | Hp(Rd)‖ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

‖φn − φm | Hp(Rd)‖2 =∫
|ξ|<R

|φ̂n(ξ)− φ̂m(ξ)|2(1 + |ξ|2)pdξ +

∫
|ξ|>R

|φ̂n(ξ)− φ̂m(ξ)|2(1 + |ξ|2)pdξ ≤

4(1 +R2)p−q +

∫
|ξ|<R

|φ̂n(ξ)− φ̂m(ξ)|2(1 + |ξ|2)pdξ.

Òåïåðü ìû ïîñòóïàåì òàê: ñíà÷àëà ìû âûáèðàåì R äîñòàòî÷íî áîëüøèì,
à ïîòîì ïðè ôèêñèðîâàííîì R ìû âûáèðàåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {φn}
òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φεn}, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â øàðå
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{ξ | |ξ| ≤ R}. Ïîëó÷åííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì ëåììû.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} ⊂ Bq ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòî-
ðàÿ ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Hp(Rd). Ïóñòü

ε(m)→ 0 , m→∞ , {φε(m+1)
n } ⊂ {φε(m)

n } ⊂ {φn}

-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàíî ïðåäûäó-
ùåé ëåììîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φε(n)

n -èñêîìàÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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6.5 Êîìåíòàðèè è ëèòåðàòóðíûå óêàçàíèÿ.

♠

6.5.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ïðèâåäåì âûâîä îòíîñÿùèõñÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ôîðìóë. Íèæå
ñèìâîë ∫

. . . dx

îçíà÷àåò èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâó Rd. Èìååì:∫
exp(−ax2)dx = (π/a)d/2 ,∫
exp(−ax2 + xξ)dx =

∫
exp(−a(x− ξ/2a)2 + ξ2/4a)dx) = (π/a)d/2 exp(ξ2/4a) ,

àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå:∫
exp(−ax2 + ixξ)dx = (π/a)d/2 exp(−ξ2/4a),

exp(−ξ2/4a) = (a/π)d/2
∫

exp(−ax2 + ixξ)dx ,

(4πt)−d/2 exp(−(x− y)2/4t) = (2π)−d
∫

exp(−tz2 + iz(x− y))dz ,

(4πt)−d/2
∫

exp(−(x− y)2/4t)f(y)dy = (2π)−d
∫

(

∫
exp(−tz2 + iz(x− y))f(y)dy)dz ,

(π)−d/2
∫

exp(−z2)f(x+ 2
√
tz)dz = (2π)−d

∫
exp(−tz2 + ixz)F (f)(z)dz.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó t→ +0, ïîëó÷àåì ôîðìóëó
îáðàùåíèÿ:

f(x) = (2π)−d
∫

exp(izx)F (f)(z)dz.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:∫
f(x)∗g(x)dx = (2π)−d

∫
f(x)∗(

∫
exp(−ixz)F (g)(z)dz)dx =

(2π)−d
∫
F (f)∗(z)F (g)(z)dz.

♣
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6.5.2 Ëèòåðàòóðíûå êîììåíòàðèè

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òåîðèÿ ðàñïðåäåëåíèé -ýòî ñïåöèàëüíûé
ðàçäåë òåîðèè ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â ðàìêàõ êîòîðîé
ðåçóëüòàòû òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé ïðèîáðåòàþò åñòåñòâåííûé è çàêîí-
÷åííûé âèä. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
åñòü â êíèãàõ [30], [41],[40]. Äîñòóïíîå äëÿ íà÷èíàþùèõ ó÷åáíîå ïîñîáèå
ïî òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé -êíèãà [39].
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Ïðèëîæåíèå A

Ïðèëîæåíèå

A.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Âåéëÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Âåéëÿ (ïî äðóãîé òåðìèíîëîãèè -îòîáðàæåíèå Âåéëÿ
èëè âåéëåâñêîå êâàíòîâàíèå) áûëî ââåäåíî â ðàííèõ ðàáîòàõ ïî êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå êàê àëãîðèòì, êîòîðûé ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðñòðàí-
ñòâå (êëàññè÷åñêîé íàáëþäàåìîé) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (êâàíòîâóþ íàáëþäàåìóþ). Âåéëåâñêîå êâàíòîâà-
íèå îáðàòèìî: êàæäûé îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Âåéëÿ ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
(ýòà ôóíêöèÿ îáû÷íî íàçûâàåòñÿ âåéëåâñêèì ñèìâîëîì îïåðàòîðà). Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå, ïðè êîòîðîì îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ôîðìå
Ãåéçåíáåðãà çàìåíÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (îáû÷íî èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íûìè) äëÿ âåéëåâñêèõ ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ. Ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è åãî ìîäèôèêàöèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè, ôèçèêå òâåðäîãî òåëà, êâàíòîâîé îïòèêå, òåîðèè ñòîëêíîâåíèé
è ò. ä. Ñâÿçàííûé ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Âåéëÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
ïîëó÷èë ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï, òåîðèè âåéâëåò ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêå.

Â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèå Âåéëÿ èñõîäíûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ôàçî-
âîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L è åãî ñîïðÿæåííîãî L?. Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü Rd è åãî ñîïðÿæåííîå îòîæäåñòâëåíî
ñ Rd. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ôàçîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî åñòü ïðîñòðàíñòâî

R2d = Rd ⊕ Rd. (A.1)
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Âòîðîå ñëàãàåìîå â (A.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåí-
íîå ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó, ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ïå-
ðåõîä îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû âèäà

Λ =

(
λd 0
0 λd

)
, (A.2)

ãäå λd -îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà d× d.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Rd ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

a · b =
∑

1≤j≤d

ajbj.

Ïóñòü
σ : R2d 7→ R1

-áèëèíåéíàÿ ôîðìà âèäà

σ(q1 ⊕ p1 , q2 ⊕ p2) = q1 · p2 − q2 · p1. (A.3)

Ôîðìà (A.3) êîñîñèììåòðè÷íà:

σ(q1 ⊕ p1 , q2 ⊕ p2) = −σ(q2 ⊕ p2 , q1 ⊕ p1), (A.4)

íåâûðîæäåíà:

(∀q1 ⊕ p1 : σ(q1 ⊕ p1 , q2 ⊕ p2) = 0)⇒ (q2 ⊕ p2 = 0) (A.5)

è èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (A.2):

σ(Λ(q1 ⊕ p1) , Λ(q2 ⊕ p2)) ≡ σ(q1 ⊕ p1 , q2 ⊕ p2).

Óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (A.4)-(A.5) áèëèíåéíàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
âûáîðå áàçèñà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L ëþáàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîð-
ìà íà ïðîñòðàíñòâå L⊕ L? â êîîðäèíàòàõ èìååò âèä (A.3).

Íà ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà S(Rd ⊕ Rd) îïðåäåëèì ñèì-
ïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

Fσ(φ)(ξ ⊕ η) = (2π)−d
∫

exp(−iσ(ξ ⊕ η , q ⊕ p))φ(q ⊕ p) dqdp.

Îáðàòíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

F−1
σ : φ(q ⊕ p) = (2π)−d

∫
exp(iσ(ξ ⊕ η , q ⊕ p))Fσ(φ)(ξ ⊕ η) dξdη.
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Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìå-
åò âèä: ∫

|φ(q ⊕ p)|2 dqdp =

∫
|Fσ(φ)(ξ ⊕ η)|2 dξdη.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Âåéëÿ âîçìîæåí èíîé
âûáîð çíàêîâ ó ìíîæèòåëåé i â ýêñïîíåíòàõ è ñòåïåíåé ìíîæèòåëÿ 2π
ïåðåä èíòåãðàëàìè.

Âåéëåâñêîå êâàíòîâàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ôîðìó-
ëîé îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êàæäîé ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
L2(Rd):

φ(Q , P ) = (2π)−d
∫

exp(i(ξ · P − η ·Q))Fσ(φ)(ξ ⊕ η) dξdη,

ãäå Q , P -îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà (ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå
îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà (ξ · P − η ·Q) äàíî íèæå).

Ïåðåõîäèì ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ (êâàíòîâàíèÿ) Âåéëÿ.
Â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd) îïðåäåëèì îïåðàòîðû

∀(p ∈ Rd) : V (p)ψ(x) = exp(−ip · x)ψ(x),

∀(q ∈ Rd) : U(q)ψ(x) = ψ(x− q).

Ëåììà A.1.1. Îïåðàòîðû V (p) è U(p) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû: åñëè
F -ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(Rd), òî

FU(p) = V (p)F.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðÿìîé âûêëàäêîé. Èìååì:

FU(p)ψ(ξ) =

∫
exp(−iξ · x)ψ(x− p) dx = exp(−iξ · p)

∫
exp(−iξ · x)ψ(x) dx =

V (p)Fψ(ξ).

Ëåììà A.1.2. 1. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

∀(p1 ∈ Rd , p2 ∈ Rd) : V (p1)V (p2) = V (p1 + p2), (A.6)

∀(q1 ∈ Rd , q2 ∈ Rd) : U(q1)U(q2) = U(q1 + q2), (A.7)

U(q)V (p) = exp(iq · p)V (p)U(q). (A.8)

2. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ψ ∈ L2(Rd) ôóíêöèè

Rd 3 q 7→ V (p)ψ ∈ L2(Rd),

Rd 3 q 7→ U(q))ψ ∈ L2(Rd)
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íåïðåðûâíû â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(Rd).
3. Îïåðàòîðû V (p) è U(q) óíèòàðíû è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

V ∗(p) = V (−p) , U∗(q) = U(−q). (A.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâà (A.6)-(A.7) î÷åâèäíû. Äàëåå èìååì:

U(q)V (p)ψ(x) = U(q)(exp(−ip · x)ψ(x)) = exp(−ip · (x− q))ψ(x− q) =

exp(iq · p) exp(−ip · x)ψ(x− q) = exp(iq · p)V (p)U(q)ψ(x).

Ñîîòíîøåíèå (A.8) äîêàçàíî.
Ñîòíîøåíèÿ (A.6)-(A.8) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâî÷íû-

ìè ñîîòíîøåíèÿìè â ôîðìå Âåéëÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñèëó ðàâåíñòâà (A.6)

è ëåììû A.1.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè p 7→ V (p)ψ ∈
L2(Rd) â òî÷êå p = 0. Èìåì:

‖ψ − V (p)ψ‖2 =

∫
|1− exp(−ip · x)|2|ψ(x)|2 dx→ 0 , |p| → 0.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. Òðåòüå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå A.1.1. Â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd) ôóíêöèè

t 7→ V (tp) , t 7→ U(tq)

îáðàçóþò ïîëóãðóïïó óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ êëàññà C0.

Èç òåîðåìû Ñòîóíà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû

p ·Q := i∂tV (tp)
∣∣
t=0

, q · P := i∂tU(tq)
∣∣
t=0

(A.10)

ñàìîñîïðÿæåíû.
Íà ôóíêöèè èç C∞0 ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò ïî ôîðìóëàì:

(p ·Q)ψ(x) = (p · x)ψ(x) , (q · P )ψ(x) = −iq · ∂xψ(x).

Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî îáëàñòü îïåðäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåîðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð

W (q , p)
def
= exp(

i

2
q · p)U(−q)V (p). (A.11)
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Ëåììà A.1.3. 1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

W (q , p) = exp(− i
2
q · p)V (p)U(−q). (A.12)

W (q , p)ψ(x) = exp(− i
2
q · p− ip · x)ψ(x+ q). (A.13)

W (q1 , p1)W (q2 , p2) = exp(− i
2
σ(q1 ⊕ p1 , q2 ⊕ p2))W (q1 + q2 , p1 + p2).

(A.14)

W (q , p)∗ = W (−q , −p). (A.15)

2. Â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd) ôóíêöèÿ

t 7→ W (tq , tp)

åñòü ïîëóãðóïïà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ êëàññà C0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåâîãî ðàâåíñòâà ìû èñïîëü-
çóåì ðàâåíñòâî (A.8)è ïîëó÷àåì:

W (q , p) = exp(
i

2
q · p− iq · p)V (p)U(−q) =

exp(−i i
2
q · p)V (p)U(−q).

Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì íà îñíîâå ðàâåíñòâà (A.12)
è îïðåäåëåíèé îïåðàòîðîâ V (p) è U(q).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî ðàâåíñòâà ìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî (A.12):

W (q1 , p1)W (q2 , p2) = exp(
i

2
(q1 · p1 − q2 · p2))U(−q1)V (p1)V (p2)U(−q2) =

exp(
i

2
(q1 · p1 − q2 · p2))U(−q1)V (p1 + p2)U(−q2) =

exp(
i

2
(q1 · p1 − q2 · p2)− iq1(p1 + p2) +

i

2
(p1 + p2)(q1 + q2))W (q1 + q2 , p1 + p2) =

exp(− i
2

(q1 · p2 − q2 · p1))W (q1 + q2 , p1 + p2).

Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ëåììû î÷åâèäíû.
Ïóñòü

L = i∂tW (tq , tp)
∣∣
t=0

-èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïîëóãðóïïû t 7→ W (tq , tp). Èç òåîðåìû
Ñòîóíà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð L ñàìîñîïðÿæåí. Íà ôèíèòíûå ôóíêöèè
îïåðàòîð L äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

Lψ(x) = i∂tV (tp)
∣∣
t=0

+ i∂tU(−tq)
∣∣
t=0

= (p · x)ψ(x) + iq · ∂xψ(x),
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ïîýòîìó
W (q , p) = exp(i(q · P − p ·Q)).

Ïîëîæèì

Z(φ , ψ | ξ , η) = (2π)−d/2 < φ , W (ξ , η)ψ > .

Ëåììà A.1.4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
Z(φ1 , ψ1 | ξ , η)∗Z(φ2 , ψ2 | ξ , η)dξdη =< φ2 , φ1 >< ψ1 , ψ2 > .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

< φ , W (ξ , η)ψ >=

∫
φ(x)∗ exp(− i

2
ξ · η − iη · x)ψ(x+ ξ)dx =∫

φ(x− 1

2
ξ) exp(−iη · x)ψ(x+

1

2
ξ)dx.∫

Z(φ1 , ψ1 | ξ , η)∗Z(φ2 , ψ2 | ξ , η)dξdη =

(2π)−d
∫

exp(iη · (x− y))φ1(x− 1

2
ξ)ψ1(x+

1

2
ξ)∗φ2(y − 1

2
ξ)∗×

× ψ2(y +
1

2
ξ)dxdydηdξ =∫

φ1(x− 1

2
ξ)ψ1(x+

1

2
ξ)∗φ2(x− 1

2
ξ)∗ψ2(x+

1

2
ξ)dxdξ =

< ψ1 , ψ2 >< φ2 , φ1 > .

Ñëåäñòâèå A.1.2. Åñëè ôóíêöèè ej(x) , 1 ≤ j < ∞ îáðàçóþò ïîëíóþ
îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd), òî ôóíêöèè

zi , j(ξ , η) := (2π)−d/2 < ei , W (ξ , η)ej > 1 ≤ i <∞ , 1 ≤ j <∞

îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2(R2d , dξdη).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïîëíîòó ñèñòåìû zi , j(ξ , η). Èìååì:∫
zi , j(ξ , η)∗h(ξ , η)dξdη =

(2π)−d/2
∫
ei(x−

1

2
ξ)ej(x+

1

2
ξ) exp(iη · x)h(ξ , η)dxdξdη.

Ôóíêöèè ei(x − 1
2
ξ)ej(x + 1

2
ξ) îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñè-

ñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2(R2d , dxdξ), ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà

∀(i , j) :

∫
zi , j(ξ , η)∗h(ξ , η)dξdη = 0
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ñëåäóåò ðàâåíñòâî ∫
exp(iη · x)h(ξ , η)dη ≡ 0,

è
h(ξ , η) ≡ 0.

Ïîëíîòà ñèñòåìû zi , j(ξ , η) äîêàçàíà. Îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñèñòåìû zi , j(ξ , η)
ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû.

Îïðåäåëåíèå A.1.1. Íà ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà S(Rd⊕Rd)
ïðåîáðàçîâàíèå Âåéëÿ îïðåäåëåíî êàê îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ôóíêöèè
a(q , p) ∈ S(Rd ⊕ Rd) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð Tw(a) íà ïðîñòðàí-
ñòâå L2(Rd):

∀(a ∈ S(Rd ⊕ Rd)) : Tw(a) = (2π)−d
∫
Fσ(a)(ξ ⊕ η)W (ξ , η)dξdη, (A.16)

ãäå

Fσ(a)(ξ ⊕ η) = (2π)−d
∫

exp(−iσ(ξ ⊕ η , q ⊕ p))a(q ⊕ p) dqdp.

(A.17)

Èíòåãðàë â ôîðìóëå (A.16) ïîíèìàåòñÿ êàê èíòåãðàë Áîõíåðà â áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå L(L2(Rd) 7→ L2(Rd)). Â ôîðìóëå (A.16)

Fσ(a)(ξ ⊕ η) ∈ S(Rd ⊕ Rd) , ‖W (ξ , η) | L(L2(Rd) 7→ L2(Rd))‖ ≡ 1,

ïîýòîìó ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ñîìíåíèé íå âûçûâàåò.

Òåîðåìà A.1.1. Íà ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà S(Rd⊕Rd) ïðå-
îáðàçîâàíèå Âåéëÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. Tw(a)∗ = Tw(a∗). (A.18)

2. ∀(a ∈ S(Rd ⊕ Rd)) : Tw(a) ∈ HS , ‖Tw(a) | HS‖2 = (2π)−d‖a | L2(Rd ⊕ Rd)‖2.
(A.19)

3. ∀(ψ ∈ S(Rd)) : Tw(a)ψ(x) = (2π)−d
∫

exp(ip · (x− ξ))a
(
x+ ξ

2
, p

)
ψ(ξ)dpdξ.

(A.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

Tw(a)∗ =

(2π)−d
∫
Fσ(a)(ξ , η)∗W (ξ , η)∗dξdη = (2π)−d

∫
Fσ(a)(ξ , η)∗W (−ξ , −η)dξdη =

(2π)−d
∫
Fσ(a)(−ξ , −η)∗W (ξ , η)dξdη = (2π)−d

∫
Fσ(a∗)(ξ , η)W (ξ , η)dξdη.
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Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü ej(x) , 1 ≤ j < ∞ -ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-
ñòåìà â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd). Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ A.1.2 è ðàâåíñòâà Ïàð-
ñåâàëÿ, ìû èìååì:

‖Tw(a) | HS‖2 =
∑
i , j

| < ei , Tw(a)ej > |2 =

∑
i , j

(2π)−2d|
∫
Fσ(a)(ξ , η) < ei , W (ξ , η)ej > dξdη|2 =

(2π)−d‖Fσ(a) | L2(Rd ⊕ Rd)‖2 = (2π)−d‖a | L2(Rd ⊕ Rd)‖2.

Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì
(A.13), ìû èìååì:

Tw(a)ψ(x) = (2π)−d
∫
Fσ(a)(ξ , η) exp

(
− i

2
η · ξ − iη · x

)
ψ(x+ ξ)dξdη =

(2π)−2d

∫
a(q , p) exp

(
− i

2
η · ξ − iη · x− iξ · p+ iη · q

)
ψ(x+ ξ)dqdpdξdη =

(2π)−2d

∫
exp

(
− i

2
η · (ξ − x)− iη · x− i(ξ − x) · p+ iη · q

)
a(q , p)ψ(ξ)dqdpdξdη =

(2π)−2d

∫
exp

(
iη ·
(
q − x+ ξ

2

)
+ ip · (x− ξ)

)
a(q , p)ψ(ξ)dqdpdξdη =

(2π)−d
∫
δ

(
q − x+ ξ

2

)
exp(ip · (x− ξ))a(q , p)ψ(ξ)dqdpdξ =

(2π)−d
∫

exp(ip · (x− ξ))a
(
x+ ξ

2
, p

)
ψ(ξ)dpdξ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî S(Rd ⊕ Rd) ïëîòíî â L2(Rd ⊕ Rd), òî èç (A.19)

âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå A.1.3. Îòîáðàæåíèå

S(Rd ⊕ Rd) 3 a 7→ Tw(a) ∈ HS

ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî îòîáðàæåíèÿ

L2(Rd ⊕ Rd) 3 a 7→ Tw(a) ∈ HS.

Îòîáðàæåíèå

L2(Rd ⊕ Rd) 3 a 7→ (2π)d/2Tw(a) ∈ HS
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óíèòàðíî:

∀(a ∈ L2(Rd ⊕ Rd) , b ∈ L2(Rd ⊕ Rd)) : < a , b >= (A.21)

(2π)d < Tw(a) , Tw(b) >= (2π)d
∑

1≤j<∞

< Tw(a)ej , Tw(b)ej > . (A.22)

Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (A.21) ñòîèò ñêàëÿðíîå ïîèçâåäåíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(Rd ⊕ Rd), â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (A.22) ñòîèò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà HS, â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (A.22) ñòîèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå
L2(Rd) è ej(x) , 1 ≤ j <∞ -ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-
ñòåìà â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd).

Ôîðìóëà (A.19) ïîçâîëÿåò îñíàùåíèå ïðîñòðàíñòâà L2(Rd⊕Rd) ïåðå-
íîñèòü íà îñíàùåíèå ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà HS è
ðàñøèðÿòü ïðåîáðàçîâàíèå Âåéëÿ íà ôóíêöèè, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâó L2(Rd ⊕ Rd).

Îïåðàòîðû Tw(a) âèäà (A.20) â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé íàçûâàþòñÿ ïñåâäîäèôôåðåöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, à ôóíêöèÿ a â
(A.20) -íàçûâàåòñÿ âåéëåâñêèì ñèìâîëîì îïåðàòîðà Tw(a). Ìîæíî äîêà-
çàòü, ÷òî ôîðìóëà (A.20) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò îïåðàòîð íà ïðîñòðàí-
ñòâå C∞0 â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ a ðàñòåò íå áûñòðåå ïîëèíîìà. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëèì îïåðàòîð ñ âåéëåâñêèì ñèìâîëîì

a(q , p) =
1

2
p2 + v(q) , v(q) ∈ C∞0 .

Èìååì:

Tw(a)ψ(x) = (2π)−d
∫

exp(ip · (x− ξ))
(

1

2
p2 + v

(
x+ ξ

2

))
ψ(ξ)dξdp =

− 1

2
∆xψ(x) +

∫
δ(x− ξ)v

(
x+ ξ

2

)
ψ(ξ)dξ =

− 1

2
∆xψ(x) + v(x)ψ(x).

Ìû âèäèì ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå Âåéëÿ ñîâïäàåò
ñ âåéëåâñêèì êâàíòîâàíèåì.

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Âåéëÿ îáðàòèìî.

Òåîðåìà A.1.2. Ïóñòü T -îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â ïðîñòðàí-
ñòâå L2(Rd). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ a ∈ L2(Rd ⊕ Rd), ÷òî
T = Tw(a). Ýòà ôóíêöèÿ îïåðäåëåíà ðàâåíñòâàìè (A.23)-(A.24).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ej(x) , 1 ≤ j < ∞ -ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ îð-
òîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
A.1.2 ôóíêöèè

z∗i , j(ξ , η) = (2π)−d/2 < ei , W (ξ , η)ej >
∗

îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd ⊕
Rd). Òàê êàê T -îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, òî∑

i , j

| < ei , T ej > |2 <∞,

ïîýòîìó ðÿä

ω(ξ , η) := (2π)d/2
∑
i , j

< ei , T ej > z∗i , j(ξ , η) (A.23)

ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd ⊕ Rd) è ôóíêöèÿ

a(q , p) := F−1
σ (ω)(q , p) (A.24)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Rd ⊕ Rd). Èìååì:

∀(i , j) : < ei , Tw(a)ej >= (2π)−d
∫
ω(ξ , η) < ei , W (ξ , η)ej > dξdη =

(2π)−d/2 < z∗i , j , ω >=< ei , T ej > .

Ñëåäîâàòåëüíî,
T = Tw(a).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè îïåðàòîð T ÿäåðíûé, òî ôîðìóëû (A.23)-(A.24) ìîæíî ïðåîáðà-

çîâàòü ê áîëåå ïðèâû÷íîìó äëÿ ôèçèêà âèäó. Èìååì:

a(q , p) := (2π)d/2F−1
σ

(∑
i , j

< ei , T ej > z∗i , j(ξ , η)

)
(q , p) =

F−1
σ

(∑
i , j

< ei , T ej >< W (ξ , η)ej , ei >

)
(q , p) =

F−1
σ

(∑
j

< W (ξ , η)ej , T ej >

)
(q , p) =

F−1
σ

(∑
j

< ej , W (ξ , η)∗Tej >

)
(q , p) = F−1

σ (Sp(W ∗(ξ , η)T ))(q , p).
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Èçó÷èì ñâÿçü ìåæäó êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è èõ
âåéëåâñêèìè ñèìâîëàìè. Ïóñòü

a ∈ S(Rd ⊕ Rd) , b ∈ S(Rd ⊕ Rd). (A.25)

Âû÷èñëèì

Tw(a) · Tw(b) =∫
Fσ(a)(ξ1 ⊕ η1)Fσ(b)(ξ2 ⊕ η2)W (ξ1 , η1)W (ξ2 , η2)dξ1dη1dξ2dη2 =∫
Fσ(a)(ξ1 ⊕ η1)Fσ(b)(ξ2 ⊕ η2) exp(−i1

2
σ(ξ1 ⊕ η1 , ξ2 ⊕ η2))×

W (ξ1 + ξ2 , η1 + η2)dξ1dη1dξ2dη2 =∫
Fσ(a)(ξ1 ⊕ η1)Fσ(b)(ξ2 − ξ1 ⊕ η2 − η1) exp(−i1

2
σ(ξ1 ⊕ η1 , ξ2 ⊕ η2))×

W (ξ2 , η2)dξ1dη1dξ2dη2 = Tw(a� b),

ãäå

a� b(q , p) := F−1
σ (Fσ(a) � Fσ(b))(q , p),

Fσ(a) � Fσ(b)(ξ ⊕ η) =∫
Fσ(a)(ξ1 ⊕ η1)Fσ(b)(ξ − ξ1 ⊕ η − η1) exp(−i1

2
σ(ξ1 ⊕ η1 , ξ ⊕ η))dξ1dη1.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (A.25), òî a� b ∈ S(Rd ⊕ Rd). Èç ðàâåíñòâà

Tw(a) · Tw(b) = Tw(a� b)

ñëåäóåò, ÷òî áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ

(a ; b) 7→ a� b

àññîöèàòèâíà (÷òî ìîæíî ïðîâåðèòü è ïðÿìîé âûêëàäêîé) è ëèíåéíà
ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, à ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî S(Rd ⊕ Rd) âìåñòå ñ
áèíàðíîé îïåðàöèåé � åñòü (íåêîììóòàòèâíàÿ) àëãåáðà. Îòîáðàæåíèå

a 7→ Tw(a)

åñòü ïðåäñòàâëåíèå ýòîé àëãåáðû îïåðàòîðàìè Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.
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A.2 Òåîðåìà Äæ. ôîí Íåéìàíà î åäèíñòâåí-

íîñòè

ïðåäñòàâëåíèÿ ÊÏÑ â ôîðìå Âåéëÿ

Ìû çàäàëè îïåðàòîðû U(q) , V (p) ÿâíûìè ôîðìóëàìè è ïîòîì äîêàçà-
ëè, ÷òî ïîñòðîåííûé íà èõ îñíîâå îïåðàòîð W (q , p) óíèòàðåí è óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (A.14)-(A.15), êîòîðûå, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíû
êàíîíè÷åñêèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿìè â ôîðìå Âåéëÿ (A.6)-
(A.8). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (A.14)-(A.15) îïðåäåëÿþò îïåðà-
òîðíóþ ôóíêöèþ W (q , p) (à ïîòîìó è îïåðàòîðû U(q) , V (p)) ñ òî÷íî-
ñòüþ äî óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå äî-
êàçàíî Äæ. ôîí Íåéìàíîì â 1931 ãîäó (Johann von Neumann (1903-1957),
ñîâðåìåííîå ïðîèçíîøåíèå ýòîé ôàìèëèè íà ðóññêîì ÿçûå -Íîéìàí, àìå-
ðèêàíñêîå íàïèñàíèå èìåíè: John Von). Â ìàòåìàòè÷åñêîì ôîëüêëîðå
ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Äæ. ôîí Íåéìàíà (Íîé-
ìàíà) î åäèíñòâåííîñòè øðåäèíãåðîâñîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÊÏÑ (êàíîíè-
÷åñêèõ ïåðåñòíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé) â ôîðìå Âåéëÿ. Ïðèâåäåì îäíó èç
ðåäàêöèé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà A.2.1. Ïóñòü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàíà îïåðà-
òîðíàÿ ôóíêöèÿ

W̃ : Rd ⊕ Rd 3 q ⊕ p 7→ W̃ (q , p) ∈ L(H 7→ H),

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1. Îïåðàòîðû W̃ (q , p) óíèòàðíû è

W̃ (q , p)∗ = W̃ (−q , −p).

2. Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ W̃ (q , p) íåïðåðûâíà â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé
òîïîëîãèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀(ψ ∈ H) ôóíêöèÿ

Rd ⊕ Rd 3 q ⊕ p 7→ W̃ (q , p)ψ ∈ H

íåïðåðûâíà â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H.
3. Âûïîëíåíî òîæäåñòâî:

∀(q1 ⊕ p1 ∈ Rd ⊕ Rd , , q2 ⊕ p2 ∈ Rd ⊕ Rd) :

W̃ (q1 , p1)W̃ (q2 , p2) = exp(− i
2
σ(q1 ⊕ p1 , q2 ⊕ p2))W̃ (q1 + q2 , p1 + p2).

4. Ïðîñòðàíñòâî H -íàèìåíüøåå íåòðèâèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, êî-
òîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ W̃ (q , p).
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Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé óíèòàðíûé îïåðàòîð U :

U : H 7→ L2(Rd , dx),

÷òî

∀(q , p) : W (q , p)U = UW̃ (q , p).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîòðåáóåò îò íàñ òîëüêî óìåíèÿ âû÷èñ-
ëÿòü ãàóññîâû èíòåãðàëû è îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ëåììå Íåéìàíà.

Ëåììà A.2.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû, òî îïåðàòîð

P := (2π)−d
∫

exp(−(ξ2 + η2)/4)W̃ (ξ , η)dξdη

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. P ∗ = P. (A.26)

2.P 6= 0. (A.27)

3. ∀(q , p) : PW̃ (q , p)P = exp(−(q2 + p2)/4)P. (A.28)

4. P 2 = P. (A.29)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâîäèòñÿ ïðÿìîé âûêàäêîé. Äîêàçûâàåì
ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Èìååì:

P ∗ = (2π)−d
∫

exp(−(ξ2 + η2)/4)W̃ (ξ , η)∗dξdη =

(2π)−d
∫

exp(−(ξ2 + η2)/4)W̃ (−ξ , −η)dξdη =

(2π)−d
∫

exp(−(ξ2 + η2)/4)W̃ (ξ , η)dξdη = P.

Äîêàçûâàåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Èìååì:

W̃ (q , p)P = (2π)−d
∫

exp(−(ξ2 + η2)/4)W̃ (q , p)W̃ (ξ , η)dξdη =

(2π)−d
∫

exp(−(ξ2 + η2)/4− iσ(q ⊕ p , ξ ⊕ η)/2)W̃ (ξ + q , η + p)dξdη.

Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå è ó÷èòûâàåì êîñîñèììåòðè÷-
íîñòü áèëèíåéíîé ôîðìû σ:

ξ → ξ − q , η → η − p
σ(q ⊕ p , ξ ⊕ η)→ σ(q ⊕ p , ξ − q ⊕ η − p) = σ(q ⊕ p , ξ ⊕ η).
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Ïîëó÷àåì:

W̃ (q , p)P = (2π)−d
∫

exp(−Q)W̃ (ξ , η)dξdη (A.30)

ãäå

Q = ((ξ − q)2 + (η − p)2)/4 + iσ(q ⊕ p , ξ ⊕ η)/2). (A.31)

Åñëè

P = 0,

òî

∀(q ⊕ p , φ , ψ ∈ H) : < φ , W̃ (q , p)Pψ >≡ 0

è

Jφψ(q , p) := (2π)−d
∫

exp(−Q) < φ , W̃ (ξ , η)ψ > dξdη ≡ 0.

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë

Jφψ(q , p) = (2π)−d exp(−1

4
(q2 + p2))×∫

exp(−ξ
2 + η2

4
+

1

2
ξ(q − ip) +

1

2
η(p− iq)) < φ , W̃ (ξ , η)ψ > dξdη

(A.32)

Òàê êàê ôóíêöèÿ
(ξ , η) 7→< φ , W̃ (ξ , η)ψ > (A.33)

íåïðåðûâíà è îãàíè÷åíà, òî èíòåãðàë Jφψ(q , p) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ êîì-
ïëåêñíûõ q ∈ Cd , p ∈ Cd, â ÷àñòíîñòè è íà ìíîãîîáðàçèè

(q − ip) ∈ Rd , (p− iq)) ∈ Rd.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè

(ξ , η) 7→ exp(−ξ
2 + η2

4
) < φ , W̃ (ξ , η)ψ >

òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ è ïîýòîìó ôóíêöèÿ (A.33) òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ ∀(φ , ψ ∈ H), ÷åãî áûòü íå ìîæåò, åñëè îïåðàòîð W̃ (ξ , η) íå åñòü
îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà 0. Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.
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Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ. Èìåì:

PW̃ (q , p)P =

(2π)−2d

∫
exp(−Q)W̃ (ξ′ , η′)W̃ (ξ , η)dξdηdξ′dη′

ãäå

Q = ((ξ − q)2 + (η − p)2)/4 + iσ(q ⊕ p , ξ ⊕ η)/2) + (ξ′2 + η′2)/4.

Íî

W̃ (ξ′ , η′)W̃ (ξ , η) = exp(−iσ(ξ′ ⊕ η′ , ξ ⊕ η)/2)W̃ (ξ′ + ξ , η′ + η),

ïîýòîìó

PW̃ (q , p)P = (2π)−2d

∫ (∫
exp(−Q)dξdη

)
W̃ (ξ′ , η′)dξ′dη′,

ãäå

Q = ((ξ − q)2 + (η − p)2))/4 + iσ(q ⊕ p , ξ ⊕ η)/2)+

((ξ′ − ξ)2 + (η′ − η)2)/4 + iσ(ξ′ ⊕ η′ , ξ ⊕ η)/2.

Â êâàäðàòè÷íîé ôîðìå Q ñîáèðàåì ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè.
Ïîëó÷àåì:

ξ2 :
1

4
ξ2 +

1

4
ξ2 =

1

2
ξ2,

ξ : −1

2
ξq − 1

2
ξξ′ − i1

2
ξp− i1

2
ξη′ =

1

2
ξ(−q − ξ′ − ip− iη) =

1

2
ξa , a = (−q − ξ′ − ip− iη′);

η2 :
1

4
η2 +

1

4
η2 =

1

2
η2,

η : −1

2
ηp− 1

2
ηη′ + iηξ′ + iηq =

1

2
ηb , b = −p− η′ + iξ + iq ,

Q(ξ = 0 , η = 0) =
1

4
(q2 + p2 + ξ′2 + η′2).

Çàìå÷àåì, ÷òî â ïîëó÷åíûõ ðàâåíñòâàõ

a2 = −b2.
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Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë ïî dξdη. Ïîëó÷àåì:∫
exp(−Q)dξdη = (2π)d exp(−Q(0 , 0)) =

(2π)d exp(−1

4
(q2 + p2 + ξ′2 + η′2)).

Òðåòüå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïîëîæèâ â íåì q = 0 , p = 0, ïîëó÷àåì
ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîëîæèì

e0(x) = (π)−d/4 exp(−x2/2) , x ∈ Rd. (A.34)

Ïóñòü îïåðàòîðû W (q , p) îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (A.11).
Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà A.2.2. 1. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê âåêòîðû

W (qj , pj)e0 , qj ⊕ pj ∈ Rd ⊕ Rd , 1 ≤ j ≤ N

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â L2(Rd , dx).
2. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

< e0 , W (q , p)e0 >= exp(−(q2 + p2)/4); (A.35)

< W (qk , pk)e0 , W (qj , pj)e0 >=

exp(−((qj − qk)2 + (pj − pk)2)/4− iσ(qj ⊕ pj , qk ⊕ pk)/2). (A.36)

3. Åñëè∑
1≤j≤N

|αj|2 > 0 , qj ⊕ pj 6= qk ⊕ pk j 6= k (A.37)

òî∑
1≤j , k≤N

α∗kαj exp(−((qj − qk)2 + (pj − pk)2)/4− iσ(qj ⊕ pj , qk ⊕ pk)/2) > 0.

(A.38)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Âòîðîå óòâîðæäåíèå
ñëåäóåò èç ôîðìóëû (A.13) è ôîðìóëû

< W (qk , pk)e0 , W (qj , pj)e0 >=< e0 , W (qk , pk)
∗W (qj , pj)e0 >=

< e0 , W (−qk , −pk)W (qj , pj)e0 >=

exp(−iσ(qj ⊕ pj , qk ⊕ pk)/2) < e0 , W (qj − qk , pj − pk)e0 > .
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Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ïåðîãî óòâåðæäåíèÿ è ðàâåñòâà

‖
∑

αjW (qj , pj)e0‖2 =∑
1≤j , k≤N

α∗kαj exp(−((qj − qk)2 + (pj − pk)2)/4− iσ(qj ⊕ pj , qk ⊕ pk)/2).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
Ïóñòü a0 ∈ H -òàêîé âåêòîð, ÷òî

a0 = Pa0 , ‖a0‖ = 1.

Òàêîé âåêòîð îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò, òàê êàê P -íå ðàâíûé íóëþ ïðîåê-
òîð. Ïóñòü L̃ -ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ
W̃ (qj , pj)a0. Ìíîæåñòâî L̃ -ýòî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H, êîòîðîå
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ W̃ (q , p) è ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âè-
äà

a =
∑
j

αjW̃ (qj , pj)a0. (A.39)

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3 ïðåäûäóùåé ëåììû âåêòîðû W̃ (qj , pj)a0 ëèíåéíî
íåçàâèñèìû è äëÿ êàæäîãî âåêòîðà a ∈ L̃ ïðåäñòàâëåíèå (A.39) åäèí-
ñòâåííî.

Îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

U : L̃ 7→ L2(Rd , dx)

ðàâåíñòâîì

UW̃ (qj , pj)a0 = W (qj , pj)e0. (A.40)

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ
W̃ (qj , pj)a0.

Ïðÿìîé âûêëàäêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå U óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

∀(a ∈ L̃) : ‖Ua | L2(Rd , dx)‖ = ‖a | H‖,
UW̃ (q , p)a = W (q , p)Ua ,

Cl(UL̃) = L2(Rd , dx).

Ïóñòü
H0 = Cl(L̃).
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Ïðîñòðàíñòâî H0 -íåòðèâèàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H, êîòîðîå óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ:

∀(q ⊕ p) : W̃ (q , p)H0 = H0,

ïîýòîìó

H0 = H.

Ïóñòü U -ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè íà ïðîñòðàíñòâî H îïåðàòîðà,
çàäàííîãî ôîðìóëîé (A.40) í ïðîñòðàíñòâå L̃. Ýòî -èñêîìîå îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè íå äåëàòü ïðåäïîëîæåíèÿ 4, íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî

H ñåïàðàáåëüíî, òî òîãäà ïðåäûäóùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèâåäåò ê ðàçëîæå-
íèþ ïðîñòðàíñòâà H â ïðÿìóþ ñóììó:

H = ⊕
∑

0≤j≤∞

Hj.

Â ïðîñòðàíñòâå H0 îïåðàòîð W̃ (q , p) åñòü îïåðàòîð àííóëèðîâàíèÿ, à â
ïîñòðàíñòâàõ Hj , j > 1 îïåðàòîð W̃ (q , p) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðà-
òîðó W (q , p).
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A.3 Óêàçàòåëü îáîçíà÷åíèé.

Îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè
ìíîæåñòâ â îáúåìå ïåðâûõ ãëàâ êíèã [1], [2].

Ñèìâîë A
⋂
B îáîçíà÷àåò ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B.

Ñèìâîë A
⋃
B îáîçíà÷àåò îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B.

Åñëè A ⊂ X, òî äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A âX ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëì

C(A) := X \ A.

Ôîðìóëû äå Ìîðãàíà â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èìåþò âèä

C(
⋃

Aα) =
⋂

C(Aα) , C(
⋂

Aα) =
⋃

C(Aα). (A.41)

Ñèìâîë {x} îçíà÷àåò ìíîæåñòâî, îáùèé ýëåìåíò êîòîðîãî îáîçíà÷åí
ñèìâîëîì x.

Ñèìâîë
{x | b1(x) , b2(x) . . .},

ãäå b1(x) , b2(x) . . . -áóëåâñêèå âûðàæåíèÿ, îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ x,
äëÿ êîòîðûõ áóëåâñêèå âûðàæåíèÿ b1(x) , b2(x) . . . ïðèíèìàþò çíà÷åíèå
"èñòèíà".

Ñèìâîë
{f(x) | b1(x) , b2(x), . . .}

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ òåõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x), êîòîðûå îíà ïðè-
íèìàåò ïðè òåõ x, äëÿ êîòîðûõ âñå áóëåâñêèå âûðàæåíèÿ b1(x) , b2(x), . . .
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ �èñòèíà�.

Ñèìâîë
a = sup{f(x) | b1(x) , b2(x) , . . .}

îçíà÷àåò, ÷òî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü âû÷èñëÿåòñÿ ïî òåì çíà÷åíèÿì ïåðå-
ìåííîé x, äëÿ êîòîðûõ áóëåâñêèå âûðàæåíèÿ b1(x) , b2(x) , . . . ïðèíèìà-
þò çíà÷åíèÿ �èñòèíà�. Àíàëîãè÷íîå ïðàâèëî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè óêàçàíèè
îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðè âû÷èñëåíèè òî÷íîé íèæíåé ãðàíè è
ò.ä.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A ìû îáîçíà÷àåì ñèìâî-
ëîì

I(A | x) =

{
1 , x ∈ A;

0 , x 6∈ A.
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Ìû èñïîëçóåì ýòî æå îáîçíà÷åíèå äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî A
çàäàíî áóëåâñêèì âûðàæåíèåì b1(x):

I(b1(x) | x) =

{
1 , b1(x) = truth;

0 , b1(x) = false.

Åñëè A è B -áóëåâñêèå âûðàæåíèÿ, òî âûðàæåíèå

A⇒ B

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ óòâåðæäåíèÿ: èç A ñëåäóåò B, à âûðàæå-
íèå

A ⇐⇒ B

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ óòâåðæäåíèÿ: A èñòèíî â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè èñòèíî B.

Ñèìâîëû := ,
def
= îáîçíà÷àþò ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïðè íàïèñàíèè ôîðìóë ìû ñòàðàëèñü ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
ñõåìû: âûïèñàííûå ÷åðåç çàïÿòóþ êâàíòîðû è áóëåâñêèå âûðàæåíèÿ, êî-
òîðûå îïðåäåëÿþò îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ â âûñêàçûâàíèè, çíàê
: , âûñêàçûâàíèå.

Ñòðîêà
∀(a , b , . . .) , ∃(c , d , . . .) :

÷èòàåòñÿ òàê: äëÿ âñåõ a , b , . . . ñóùåñòâóþò òàêèå c , d , . . ., ÷òî ....
Ñòðîêà

∀(b1(x) , b2(y) , . . .) , ∃(c , d , . . .) :

÷èòàåòñÿ òàê: äëÿ âñåõ òåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x , y , . . ., ïðè êîòîðûõ
áóëåâñêèå âûðàæåíèÿ b1 , b2 , . . . ïðèíèìàþò çíà÷åíèå �èñòèíà�, ñóùå-
ñòâóþò òàêèå c , d , . . ., ÷òî ...

Ñèìâîëû ∨ è ∧ èñïîëüçîâàíû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëîãè÷åñêîãî �èëè� è
ëîãè÷åñêîãî �è�:A ∨ B èñòèíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè õîòÿ áû
îäíî èç çíà÷åíèé A èëè B èñòèíî, A ∧ B èñòèíî â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè èñòèíû îáà çíà÷åíèÿ: A è B.

Ñèìâîë f(x) â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà îçíà÷àåò èìÿ ôóíêöèè èëè
çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå.

Îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé ìåðû è èíòåãðàëà.

L0(X) -ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ñì. ñòð. 3.
L+(X) -ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ñì. ñòð. 19.
L(X) -ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ñì. ñòð. 24.
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Lp(X) -ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ p, ñì. ñòð.
41.

I0(f) -ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë, ñì. ñòð. 4.
I+(f) -ðàñøèðåíèå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà, ñì. ñòð. 21.
I(f) -èíòåãðàë Äàíèýëÿ, ñì. ñòð. 26.
mes(Z) = 0 -óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà Z ðàâíà íóëþ,

ñì. ñòð. 11, ñòð. 60.
ï.â.-ñîêðàùåíèå äëÿ óòâåðæäåíèÿ "ïî÷òè âñþäó ñì. ñòð. 13, ñòð. 14,

ñòð. 60.
µ(A) -ìåðà ìíîæåñòâà A, ñì. ñòð. 47.∫
f(x)µ(dx) -èíòåãðàë ïî ìåðå µ, ñì. ñòð. 52.

Îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé ìåòðè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

d(x , y) -ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ñì.
ñòð. 99.

dist -ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B, ñì. ñòð. 100.
b(x , ε) := {y | d(x , y) < ε}, -îòêðûòûé øàð â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå, ñì. ñòð. 100.
Cl(A) -çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A, ñì. ñòð. 113.
B(X) -àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X.

Îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

span{e1 , e2 . . . , en} = {f | f =
∑

1≤j≤n αjej , αj ∈ C1} -ëèíåéíàÿ îáîëî÷-
êà âåêòîðîâ ej.
|‖ ‖ , ‖ | B‖-íîðìà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñì. ñòð. 149.
L(B1 7→ B2) -áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2, ñì.
ñòð. 157.
K(B1 7→ B2) -ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ îòîáðàæåíèé áàíàõîâà

ïðîñòðàíñòâà B1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2, ñì. ñòð. 227.
Gr(T ) -ãðàôèê îïåðàòîðà T , ñì. ñòð. 169.
Dom(T ) -îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà T .
Im(T ) = {y | y = Tx , x ∈ Dom(T )} -îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ

T .
Ker(T ) = {x | x ∈ Dom(T ) , Tx = 0} -ÿäðî îòîáðàæåíèÿ T .
B? -áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó B,

ñì.ñòð. 173.
N (A) -àííóëÿòîð ìíîæåñòâà A, ñì.ñòð. 181.
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id -åäèíè÷íîå (òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå), åäèíèöà àëãåáðû, ñì.ñòð.
182.

R(λ , a)
def
= (λ · id − a)−1 -ðåçîëüâåíòà ýëåìåíòà (îïåðàòîðà) a, ñì.ñòð.

188.
Opa -îïðåäåëÿåìûé èíòåãðàëîì Äàíôîðäà ãîìîìîðôèçì àëãåáðû àíà-

ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â àëãåáðó îïåðàòîðîâ, ñì.ñòð. 193.

Îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

< , > -ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñì. ñòð.
267.

A⊥ =
⋂
x∈A
{y |< y , x >= 0} -îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A,

ñì. ñòð. 278.
A∗ îïåðàòîð, ãèëüáåðòîâî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó A, ñì. ñòð. 284 ,

332.
‖ | HS‖ -íîðìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà , ñì. ñòð. 300.
HS(A , B) -ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå îïðåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-

Øìèäòà, ñì. ñòð. 302.
sj(A) -õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îïåðàòîðà A, ñì. ñòð. 296.
Ncl -áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ, ñì. ñòð. 306.
‖A | Ncl‖ -ÿäåðíàÿ íîðìà îïåðàòîðà A, ñì. ñòð. 305.
E(λ , A) -ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà A, ñì. ñòð. 318.
OpbA -ãîìîìîðôèçì èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ôóíêöèé íà ñïåêòðå ñà-

ìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A â àëãåáðó îïåðàòîðîâ L(H 7→ H), ñì. ñòð.
318.
OpU -îïðåäåëÿåìûé óíèòàðíûì îïåðàòîðîì U ãîìîìîðôèçì àëãåá-

ðû èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ôóíêöèé Bor([0 , 2π]) â àëãåáðó îïåðàòîðîâ
L(H 7→ H), ñì. ñòð. 330.

W±(B , A) -âîëíîâûå îïåðàòîðû, ñì. ñòð. 377.
S(B , A) -îïåðàòîð ðàññåÿíèÿ, ñì. ñòð. 381.
M(A) èñïîëüçóåìîå â òåîðèè ðàññåÿíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà A, ñì. ñòð. 375.
Eun(θ , U) -ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà U .
S(Rd) -ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà, ñì. ñòð. 401.
D(Rd) -ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â îáëàñòèD ôóíê-

öèé, ñì. ñòð. 405.
Hs(Rd) -ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ñì. ñòð. 446.
H̊p(D) -ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ôóíêöèé, çàäàííûõ â îáëàñòè D, ñì.

ñòð. 456.
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