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Вступительные слова

Кривые второго порядка, или коники, тра-
диционно считаются объектом аналитиче-
ской геометрии и изучаются на первых кур-
сах технических вузов. При этом из их гео-
метрических свойств упоминаются, в луч-
шем случае, только оптические. Между тем,
эти кривые обладают рядом других весьма
красивых свойств, большая часть которых
может быть доказана методами элементар-
ной геометрии, вполне доступными стар-
шеклассникам. Кроме того, коники могут
применяться для решения геометрических
задач, на первый взгляд никак с ними не
связанных. В данной работе приводятся наи-
более интересные факты, связанные с кри-
выми второго порядка, в том числе доказан-
ные в последнее время.

Глава 1 книги посвящена элементарным
свойствам коник. Большая часть изложен-
ных в ней фактов широко известна, но и
остальные достаточно просты, так что эта
глава не требует от читателя подготовки,
выходящей за рамки школьной программы.
Некоторые несложные, но важные утверж-
дения предлагаются в этой главе в качестве
упражнений. Мы рекомендуем читателям,
прежде чем читать решения упражнений,
попытаться выполнить их самостоятельно.
Это облегчит понимание дальнейших частей
книги. Глава 2 носит вспомогательный ха-
рактер. В ней изложены некоторые фак-
ты из классической геометрии, нужные для
понимания последующих глав, которые в
школе не изучаются в достаточном объеме.
В главе 3 излагаются общие для всех ко-
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ник проективные свойства, к числу которых
относятся и довольно сложные, например
теоремы о пучках коник. Наконец, глава 4
посвящена метрическим свойствам, кото-
рые, как правило, присущи только кони-
кам определенного вида. Эта глава является
наиболее сложной и требует для понимания
достаточно глубокого ознакомления с пре-
дыдущими главами книги.

Авторы благодарят за ценные замечания
И. И. Богданова и Е. Ю. Бунькову.
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Элементарные свойства
кривых второго порядка

§ 1.1. Определения

F1 F2
a

b

Рис. 1.1. F1 и F2 ––
фокусы, a и b –– большая
и малая оси

Пусть коза привязана веревкой к колышку.
Ясно, что в этом случае она съест траву вну-
три круга, центром которого является колы-
шек, а радиус равен длине веревки. Привя-
жем теперь козу к двум колышкам с помо-
щью веревки и скользящего по ней кольца.
В этом случае область, внутри которой коза
съест траву, будет выглядеть как на рис. 1.1.

Граница этой фигуры характеризуется
тем свойством, что сумма расстояний от лю-
бой ее точки до колышков равна длине ве-
ревки. Такая кривая называется эллипсом,
а точки, в которые воткнуты колышки, ––
фокусами.

Понятно, что эллипс выглядит как «вы-
тянутая окружность». У него, очевидно,
есть две оси симметрии. Это прямая, соеди-
няющая фокусы, и серединный перпендику-
ляр к отрезку с концами в фокусах. Эти две
прямые называются большой и малой осями
эллипса, а длины их частей, лежащих вну-
три эллипса, –– длинами большой и малой
осей. Расстояние между фокусами называют
фокусным расстоянием.

Также очевидно, что длина веревки, к ко-
торой привязана коза, равна длине большой
оси эллипса, внутренность которого она вы-
едает.

Интуитивно ясно, что коза может до-
браться до любой точки внутри эллипса
и пожевать там траву, а до точек вне это-
го эллипса она добраться не может. Но если
переформулировать это утверждение на чи-
сто математическом языке, оно уже не так
очевидно.
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F1 F2

X
Y

Рис. 1.2

Упражнение 1. Докажите, что сумма
расстояний от любой точки внутри эллипса
до фокусов меньше, а от точки вне эллипса
больше длины большой оси.

Решение. Обозначим фокусы эллипса че-
рез F1 и F2, а точку через X. Точку пересече-
ния луча F1X с эллипсом обозначим через Y.
Пусть сначала точка X лежит внутри эллип-
са. По неравенству треугольника F2X<XY +

+ YF2, а значит, F1X + XF2 < F1X + XY + YF2 = F1Y + F2Y (рис. 1.2).
Но F1Y + F2Y равно длине веревки, к которой привязана коза,

т. е. большой оси эллипса. Рассуждая аналогично в случае, если точ-
ка X лежит вне эллипса, получаем F2Y < XY + XF2. Следовательно,
F1X + XF2 = F1Y + YX + XF2 > F1Y + F2Y.

Эллипсы часто встречаются в механике. Так, например, планета,
двигаясь вокруг Солнца, описывает эллипс, причем Солнце находит-
ся в одном из его фокусов (закон Кеплера).

Эллипс является одним из примеров кривых второго порядка, или
коник. Другими примерами таких кривых являются парабола и ги-
пербола.
Гиперболой называется множество точек, модуль разности рассто-

яний от которых до двух фиксированных точек, называемых фокуса-
ми, постоянен.

Гипербола состоит из двух дуг, которые сколь угодно близко при-
ближаются к двум прямым, называемым асимптотами гиперболы
(рис. 1.3). Гипербола с перпендикулярными асимптотами называется
равносторонней.

Прямая, проходящая через фокусы гиперболы, является ее осью
симметрии и называется действительной осью. Перпендикулярная

F1 F2

l1 l2

a

b

Рис. 1.3. F1 и F2 –– фокусы,
a и b –– действительная и
мнимая оси,
l1 и l2 –– асимптоты

ей прямая, проходящая через середину
отрезка между фокусами, также являет-
ся осью симметрии и называется мнимой
осью гиперболы.

Если комета летит мимо Солнца и си-
лы притяжения Солнца недостаточно, что-
бы оставить комету в пределах солнечной
системы, то траекторией кометы будет ду-
га гиперболы, фокус которой находится
в центре Солнца.
Параболой называется множество то-

чек, расстояния от которых до фиксиро-
ванных точки и прямой равны. Эти точ-
ка и прямая называются фокусом и ди-
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ректрисой параболы соответственно. Прямая, перпендикулярная ди-
ректрисе и проходящая через фокус, называется осью параболы

l

l
′

F

Рис. 1.4. F –– фокус,
l и l′ –– директриса и ось
параболы

Y

X

Z

F

Y
′

X
′

Z
′

Рис. 1.5

(рис. 1.4). Очевидно, что эта прямая является
осью симметрии параболы.

Например, камень, брошенный под углом
к горизонту, летит по параболе.

В каком-то смысле, с геометрической точ-
ки зрения, парабола всего одна (как и окруж-
ность). Точнее говоря, все параболы подобны,
т. е. они переводятся друг в друга поворотной
гомотетией.

Рассмотрим семейство эллипсов с фоку-
сом в фиксированной точке и проходящих
через заданную точку. Второй же фокус
устремим к бесконечности вдоль какого-то
направления. Тогда эти эллипсы будут стре-
миться к параболе с тем же фокусом и осью,
параллельной направлению, вдоль которого
мы уводили второй фокус. Аналогичный экс-
перимент можно повторить и для гипербол.
Таким образом, парабола является предель-
ным случаем как эллипса, так и гиперболы.

Упражнение 2. Сформулируйте и докажите для параболы и ги-
перболы утверждения, аналогичные утверждению из упражнения 1.

Решение. Для точек внутри параболы расстояние до фокуса мень-
ше, чем расстояние до директрисы, а для точек вне параболы наобо-
рот (рис. 1.5).

Проекцию точки X на директрису обозначим через Y, а точку
пересечения XY с параболой через Z. Через F обозначим фокус па-
раболы. По определению параболы FZ = ZY. Если точка X лежит
внутри параболы, то XY = XZ + ZY. По неравенству треугольника
FX < FZ + ZX = ZY + ZX = XY. Если точка X и парабола лежат по раз-
ные стороны от директрисы, то утверждение очевидно. Пусть точка
X лежит вне параболы, но по ту же сторону от директрисы, тогда
ZY = ZX + XY, и по неравенству треугольника FX + XZ > FZ = ZY =

= ZX + XY. А значит, FX > XY, что и требовалось доказать.
В случае с гиперболой это утверждение формулируется следую-

щим образом: пусть модуль разности расстояний от любой точки на
гиперболе до фокусов F1 и F2 равен d. Обозначим дугу гиперболы,
внутри которой лежит F1, через Г. Тогда для точек X вне Г величина
XF2 −XF1 меньше d, а внутри –– больше.

Пусть точка X лежит внутри части, отсекаемой дугой Г. Обо-
значим точку пересечения луча F2X и Г через Y. Получаем, что
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F1 F2

X
Y

X
′

Y
′

ˆ

Рис. 1.6

F2X = F2Y + YX. По неравенству треуголь-
ника F1X < F1Y + YX, значит, F2X − F1X >

> (F2Y + YX)− (F1Y + YX) = F2Y−F1Y = d.
Если же точка X лежит вне Г, то, взяв за

точку Y пересечение F1X и Г, получим F1X=

= F1Y + YX. По неравенству треугольника
F2X < F2Y + YX. Следовательно, F2X−F1X <

< (F2Y + YX)− (F1Y + YX) = F2Y−F1Y = d.
Отметим (пока без доказательства), что

и эллипс, и парабола, и гипербола обладают
следующими свойствами: любая прямая пе-
ресекает каждую из этих кривых не более чем в двух точках, и из
любой точки плоскости к кривой можно провести не более двух каса-
тельных. Эти свойства являются очевидными следствиями результа-
тов § 1.5.

Упражнение 3. Найдите геометрическое место центров окружно-
стей, касающихся двух данных.

Решение. Рассмотрим для определенности случай, когда окруж-
ности с центрами O1, O2 и радиусами r1, r2 лежат одна вне другой. Ес-
ли окружность с центром O и радиусом r касается обеих окружностей
внешним образом, то OO1 = r + r1, OO2 = r + r2 и, значит, OO1 −OO2 =

= r1 − r2, т. е. O лежит на одной из ветвей гиперболы с фокусами
O1, O2. Аналогично если окружность касается обеих данных внутрен-
ним образом, то ее центр лежит на другой ветви этой гиперболы. Если
же одно из касаний внешнее, а другое внутреннее, то модуль разности
расстояний OO1 и OO2 равен r1 + r2, т. е. O описывает другую гипер-
болу с теми же фокусами. Аналогично если одна окружность лежит
внутри другой, то искомое ГМТ состоит из двух эллипсов с фокусами
O1, O2 и большими осями, равными r1 + r2 и r1 − r2. Случай пересека-
ющихся окружностей разберите самостоятельно.

§ 1.2. Аналитическое определение и классификация

кривых второго порядка

В предыдущем параграфе мы упомянули, что эллипс, парабола и ги-
пербола являются частными случаями кривых второго порядка. Сей-
час мы уточним это утверждение и покажем, что, в определенном
смысле, других кривых второго порядка не существует.

Определение. Кривой второго порядка называется множество то-
чек, координаты которых в некоторой (а значит и в любой) декарто-
вой системе координат удовлетворяют уравнению второго порядка:

(1) a11x2
+ 2a12xy + a22y2

+ 2b1x + 2b2y + c = 0.
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Если левая часть уравнения (1) разлагается на два множителя первой
степени, то кривая является объединением двух прямых (возможно,
совпадающих). В этом случае она называется вырожденной. Выро-
жденной считается также кривая, содержащая ровно одну действи-
тельную точку (например, x2

+ y2
= 0).

В курсе аналитической геометрии показывается (см., например,
[1]), что для любой невырожденной кривой существует система коор-
динат, в которой ее уравнение имеет достаточно простой вид. Опишем
основную идею этого упрощения.

Вначале совершим поворот осей координат на угол f. Это значит,
что в уравнении (1) координаты x и y надо заменить соответственно
на x cosf− y sinf и x sinf+ y cosf. Выбирая значение f, можно до-
биться того, что коэффициент при произведении xy станет равен ну-
лю. Затем перенесем начало координат в точку (x0, y0), т. е. заменим
x на x + x0 и y на y + y0. Выбором значений (x0, y0) можно добить-
ся того, что уравнение (1) примет один из следующих канонических
видов (I), (II), (III).

Непосредственное вычисление показывает, что кривая

(I)
x2

a2
+

y2

b2
= 1, a > b > 0,

является эллипсом с центром в начале координат, фокусами в точках
(±

√
a2 − b2, 0) и большой и малой полуосями (т. е. половинами длин

соответствующих осей), равными соответственно a, b. В частном слу-
чае a = b эллипс (I) является окружностью.

Кривая

(II)
x2

a2
− y2

b2
= 1, a > 0, b > 0,

является гиперболой, пересекающей свою действительную ось в двух
точках, расстояние между которыми равно 2a. Величина a называет-
ся действительной, а b –– мнимой полуосью гиперболы. Прямые x/y =

=±a/b являются асимптотами гиперболы, а точки (±
√

a2 + b2, 0) –– ее
фокусами. При a = b гипербола (II) будет равносторонней.

В случае

(III) y2
= 2px, p > 0,

кривая является параболой, ось которой совпадает с осью абсцисс,
фокус находится в точке (p/2, 0), а уравнение директрисы x =−p/2.

Кривая

x2

a2
+

y2

b2
=−1

называется мнимым эллипсом и не содержит ни одной действитель-
ной точки.
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В дальнейшем, если не оговорено противное, кривая второго по-
рядка подразумевается невырожденной и не мнимой.

Задача 1. Докажите, что уравнение y = 1/x задает гиперболу,
и найдите ее фокусы.

§ 1.3. Оптическое свойство

Как известно, если луч света падает на зеркальную поверхность, то
отражается он от нее под таким же углом, под которым упал. Это свя-
зано с так называемым принципом Ферма, гласящим, что свет всегда
выбирает кратчайший путь. Давайте докажем, что этот путь действи-
тельно будет кратчайшим.

Итак, дана прямая l и точки F1 и F2, лежащие по одну сторону
от нее. Требуется найти такую точку P на прямой, что сумма рассто-
яний от P до F1 и F2 будет минимальной. Отразив F2 относительно
прямой l, получим точку F′

2. Очевидно, что F2X = F′

2X для любой точ-
ки X на прямой l. Поэтому нам достаточно найти такую точку P, что
сумма расстояний от P до F1 и F′

2 будет как можно меньше. Очевидно,
минимум достигается, когда точка P лежит на отрезке F1F′

2, пересе-
кающем прямую l. Тогда требуемые углы, очевидно, равны (рис. 1.7).

Упражнение 1. a) Когда достигается максимум модуля разности
расстояний от точки P до точек F1 и F2, лежащих по разные стороны
от прямой l?

l

X

F
′

2

F2

F1

P

Рис. 1.7

l

X P

F2

F
′

2

F1

Рис. 1.8

б) Пусть даны две прямые l и l′ и точка F,
не лежащая на них. Найдите такую точку P

на прямой l, что разность расстояний от нее
до прямой l′ и до точки F (взятая со знаком)
максимальна.

Решение. a) Обозначим через F′

2 точку,
симметричную F2 относительно прямой l.
Очевидно, что F2X = F′

2X для любой точки
X на прямой l. Нам достаточно найти такую
точку P, что разность расстояний от P до F1

и F′

2 будет как можно больше. Из неравен-
ства треугольника следует что |F1P − F′

2P |<
< F1F′

2. И достигается этот максимум тогда и
только тогда, когда точки F1, F′

2, P лежат на
одной прямой. Поскольку точки F2 и F′

2 сим-
метричны, углы, которые образуют прямые
F1P и F2P с прямой l, равны (рис. 1.8).

б) Обозначим через F′ точку, симметрич-
ную F относительно l. Выберем ту из точек
F и F′, расстояние от которой до прямой l′
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P

F

d

F
′

l
′

l

Рис. 1.9

минимально (расстояние берется со знаком).
Пусть это точка F. Расстояние от F до l′ обо-
значим через d. Тогда для любой точки P на
прямой l расстояние до l′ не больше чем PF + d.
А значит, требуемая в задаче разность всегда не
превосходит d. С другой стороны, она равна в
точности d, когда точка P лежит на перпенди-
куляре к l′, проведенном из точки F (рис. 1.9).

Стоит также отметить, что если в п. а) прямая F1F′

2 параллельна l,
а в п. б) прямая l′ перпендикулярна l, то рассматриваемого максиму-
ма не существует (он достигается на бесконечности).

Теперь сформулируем одно из важнейших свойств коник –– так на-
зываемое оптическое свойство.

Теорема 1.1 (оптическое свойство эллипса). Пусть прямая l каса-

ется эллипса в точке P. Тогда прямая l –– это внешняя биссектриса

угла F1PF2 (рис. 1.10).
Доказательство. Пусть X –– произвольная точка на прямой l, от-

личная от P. Так как X лежит вне эллипса, мы имеем XF1 + XF2 >

> PF1 + PF2, т. е. из всех точек прямой l точка P имеет наименьшую
сумму расстояний до F1 и F2. Но в силу вышесказанного это означает,
что углы, образованные прямыми PF1 и PF2 с l, равны.

Упражнение 2. Сформулируйте и докажите оптическое свойство
для парабол и гипербол.

F1 F2

X

P
l

Рис. 1.10

Q′ P′

F

Q

P

l′

Рис. 1.11

Решение. Для парабол оптическое свой-
ство формулируется следующим образом.
Пусть прямая l касается параболы в точке P.
Проекцию точки P на директрису обозначим
через P′. Тогда l является биссектрисой угла
FPP′ (рис. 1.11).

Предположим, что биссектриса угла FPP′

(обозначим ее через l′) пересекает парабо-
лу еще в какой-нибудь точке. Обозначим
эту точку через Q, а ее проекцию на дирек-
трису –– через Q′. По определению парабо-
лы FQ=QQ′. С другой стороны, треугольник
FPP′ равнобедренный, и биссектриса угла
P –– это серединный перпендикуляр к FP′.
А значит, для любой точки Q, лежащей
на этой биссектрисе, выполняется равенство
QP′

= QF = QQ′. Но этого не может быть, так
как Q′ –– единственная точка на директрисе
параболы, в которой достигается минимум
расстояния до точки Q.
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F1 F2

P

F′

1

Q

l′

Рис. 1.12

Теперь сформулируем оптическое свой-
ство для гиперболы.

Если прямая l касается гиперболы в точ-
ке P, то l является биссектрисой угла F1PF2,
где F1 и F2 –– фокусы гиперболы (рис. 1.12).

Предположим, что биссектриса l′ угла
F1PF2 пересекает гиперболу еще в какой-ни-
будь точке Q (лежащей на той же дуге, что
и P). Для удобства будем считать, что точка
P лежит на дуге, которая ближе к фокусу F1.
Обозначим через F′

1 точку, симметричную F1

относительно l′. Тогда F1Q = QF′

1, F1P = PF′

1; кроме того, точки F2, F′

1

и P лежат на одной прямой. Итак, F2P−PF1 = F2Q−F1Q. В силу вы-
шеуказанных равенств получаем F2F′

1 = F2P − PF′

1 = F2Q − QF′

1. Но по
неравенству треугольника F2F′

1 > F2Q−QF′

1.
Можно также получить доказательства этих утверждений, анало-

гичные доказательству оптического свойства для эллипса. Для этого
достаточно воспользоваться результатами упражнения 1.

Оптическое свойство параболы было известно еще древним грекам.
Скажем, Архимед, расположив много медных щитов так, что они об-
разовали параболическое зеркало, сжег осаждавший Сиракузы флот
римлян.

Упражнение 3. Рассмотрим семейство софокусных коник (так на-
зываются коники, у которых фокусы совпадают). Докажите, что лю-
бые гипербола и эллипс из этого семейства пересекаются под прямы-
ми углами (углом между двумя кривыми называется угол между ка-
сательными к ним в данной точке их пересечения, см. рис. 1.13).

Решение. Пусть эллипс и гипербола с фокусами F1 и F2 пересека-
ются в точке P. Тогда касательные к ним в этой точке будут биссек-
трисами внешнего и внутреннего углов F1PF2 соответственно. Следо-
вательно, они будут перпендикулярны.

P

F1 F2

Рис. 1.13
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F1 F2

Q

P

R

Рис. 1.14

Теорема 1.2. Пусть хорда PQ со-

держит фокус F1 эллипса, R ––точ-

ка пересечения касательных к эл-

липсу в точках P и Q. Тогда R ––
это центр вневписанной окружно-

сти треугольника F2PQ, а F1 –– это

точка касания этой окружности

со стороной PQ (рис. 1.14).
Доказательство. В силу опти-

ческого свойства PR и QR –– это бис-
сектрисы внешних углов треуголь-
ника F2PQ. А значит, R –– центр его вневписанной окружности. Точ-
ка касания вневписанной окружности со стороной (обозначим ее че-
рез F′

1) вместе с противоположной вершиной F2 делят периметр тре-
угольника пополам, т. е. F′

1P + PF2 = F2Q + QF′

1. Но этим свойством об-
ладает F1, и такая точка только одна. Значит, F′

1 и F1 совпадают.
Следствие. Если точку пересечения касательных к эллипсу в кон-

цах хорды, содержащей фокус, соединить с этим фокусом, получив-

шаяся прямая будет перпендикулярна хорде.

В случае гиперболы теорема 1.2 тоже верна, но вместо вневписан-
ной окружности надо рассматривать вписанную.

§ 1.4. Изогональное свойство коник

Оптическое свойство позволяет элементарно доказать совсем удиви-
тельные свойства.

Теорема 1.3. Проведем из любой точки P, лежащей вне эллипса,

две касательные к нему. Пусть они касаются эллипса в точках X

и Y. Тогда углы F1PX и F2PY равны (F1 и F2 –– фокусы эллипса).
Доказательство. Пусть F′

1, F′

2 –– точки, симметричные F1 и F2 от-
носительно PX и PY соответственно (рис. 1.15).

F1 F2

X

Y

P
F

′

1

F
′

2

Рис. 1.15
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Тогда PF′

1 = PF1 и PF′

2 = PF2. Кроме того, точки F1, Y и F′

2 лежат на
одной прямой (в силу оптического свойства). То же самое верно и для
точек F2, X и F′

1. Получаем F2F′

1 = F2X + XF1 = F2Y + YF1 = F′

2F1. Сле-
довательно, треугольники PF2F′

1 и PF1F′

2 равны (по трем сторонам).
А значит,

∠F2PF1 + 2∠F1PX = ∠F2PF′

1 = ∠F1PF′

2 = ∠F1PF2 + 2∠F2PY.

Отсюда получаем, что ∠F1PX = ∠F2PY, что и требовалось 1.
Из рис. 1.16 видно, что аналогичное свойство выполнено для ги-

перболы 2.

F1 F2

X

Y

P

F
′

1

F
′

2

Рис. 1.16

Пусть теперь эллипс (гипербола) с фокусами F1, F2 вписан в тре-
угольник ABC. Из доказанного утверждения следует, что ∠BAF1 =

= ∠CAF2, ∠ABF1 = ∠CBF2 и ∠ACF1 = ∠BCF2.
В § 2.3 будет показано, что для любой (за редким исключением)

точки плоскости X существует единственная такая точка Y, что X

и Y являются фокусами коники, касающейся всех сторон треуголь-
ника. Такая точка Y называется изогонально сопряженной точке X

относительно треугольника.
Из конструкции, с помощью которой мы доказали теорему 1.3,

можно получить еще один интересный результат. Поскольку тре-
угольники PF2F′

1 и PF′

2F1 равны, равны углы PF′

1F2 и PF1F′

2. Получаем

∠PF1X = ∠PF′

1F2 = ∠PF1F′

2 = ∠PF1Y.

1. Мы рассмотрели случай, когда F1, F2 лежат внутри угла F′

1PF′

2, причем F1 лежит
внутри угла F2PF′

1. В других случаях рассуждения аналогичны.
2. Предлагаем читателям разобрать два возможных случая: точки касания на одной

ветви и на разных.
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Таким образом, доказана следующая теорема, являющаяся обоб-
щением теоремы 1.2.

Теорема 1.4. В обозначениях теоремы 1.3 прямая F1P является

биссектрисой угла XF1Y (рис. 1.17).
Теорема 1.5. Геометрическим местом точек, из которых данный

эллипс виден под прямым углом (т. е. проведенные к нему из этой
точки касательные перпендикулярны), является окружность с цен-
тром в центре эллипса (рис. 1.18).

F1 F2

X

Y

P

Рис. 1.17

F1 F2

F
′

1

X

Y

P

Рис. 1.18

Доказательство. Обозначим фокусы этого эллипса через F1 и F2.
Пусть касательные к эллипсу в точках X и Y пересекаются в точке P.
Отразим F1 относительно PX. Полученную точку обозначим через F′

1.
Тогда из теоремы 1.3 следует, что ∠XPY = ∠F′

1PF2 и F′

1F2 = F1X + F2X,
т. е. длина отрезка F′

1F2 равна большой оси эллипса (длине веревки,
к которой привязана коза). Угол F′

1PF2 прямой тогда и только то-
гда, когда F′

1P2
+ F2P2

= F′

1F2
2 (по теореме Пифагора). Следовательно,

угол XPY прямой тогда и только тогда, когда сумма F1P2
+F2P2 равна

квадрату большой оси эллипса. Но, как легко показать, это условие
определяет окружность. Действительно, пусть точка F1 имеет декар-
товы координаты (x1, y1), а F2 соответственно (x2, y2). Тогда коорди-
наты искомых точек P будут удовлетворять условию

(x−x1)2
+ (y− y1)2

+ (x−x2)2
+ (y− y2)2

= C,

где C –– это квадрат большой оси. Но поскольку коэффициенты при x2

и y2 равны (а именно 2) и коэффициент при xy равен 0, множеством
точек, удовлетворяющих этому уравнению, будет окружность. Лег-
ко понять из соображений симметрии, что центром этой окружности
будет середина отрезка F1F2.
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Для гиперболы такая окружность существует, вообще говоря, не
всегда. Когда угол между асимптотами гиперболы острый, радиус
окружности будет мнимым. Если асимптоты перпендикулярны, то
окружность вырождается в точку –– центр гиперболы.

Примечание. Пусть даны точки P1, P2, ..., Pn и числа k1, k2, ..., kn

и C. Геометрическим местом точек X, удовлетворяющих уравнению
k1XP2

1 + k2XP2
2 + ... + knXP2

n = C, будет окружность. Эта окружность
называется окружностью Ферма—Аполлония. Понятно, что иногда
она будет мнимого радиуса (когда?).

Теорема 1.6. Пусть на эллипс a накинули нить, которую натя-
нули с помощью карандаша. Тогда карандаш при вращении вокруг

эллипса опишет другой эллипс, софокусный с данным эллипсом a
(рис. 1.19).

F1 F2

X

Y

P

L

M

R N

l

Рис. 1.19

Доказательство. Очевидно, что получившаяся фигура (обозна-
чим ее через a1) будет иметь гладкую границу. Покажем, что в каж-
дой точке X на фигуре a1 касательная будет совпадать с биссектрисой
внешнего угла F1XF2.

Пусть XM и XN –– касательные к a. Тогда ∠F1XN =∠F2XM, а зна-
чит, биссектриса внешнего угла NXM будет совпадать с биссектрисой
внешнего угла F1XF2. Обозначим ее через l.

Пусть Y –– произвольная точка на прямой l, YL и YR –– касатель-
ные к a, причем они проведены с тех же сторон, как показано на рис.
1.19. В дальнейших рассуждениях будет использоваться, что точка Y

лежит «слева» от X, другой случай рассматривается аналогично.
Обозначим через P точку пересечения прямых XM и YL. Легко

понять, что YN < YR +
RN, а 
LM < LP + PM. Кроме того, посколь-
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ку l –– внешняя биссектриса угла NXP, имеем PX + XN < PY + YN.
А значит,

MX + XN +
NM < MX + XN +
NL + LP + PM =

= PX + XN +
NL + LP < PY + YN +
NL + LP = LY + YN +
NL <

< LY + YR +
RN +
NL = LY + YR +
RL

(здесь под дугами подразумеваются дуги, по которым идет нить). Сле-
довательно, точка Y будет вне фигуры a1. То же верно для любой точ-
ки Y на прямой l. Получается, что a1 содержит единственную точку
прямой l, т. е. касается этой прямой. Из доказанного также сразу сле-
дует, что полученная кривая выпукла.

Итак, сумма расстояний до фокусов F1 и F2 в любой момент вре-
мени не меняется. Из этого можно сделать вывод, что она постоянна,
а значит, траектория карандаша совпадает с эллипсом.

Строго это можно доказать так. Пусть точка X лежит вне эллипса. По-
ставим карандаш в точку X и натянем нить вокруг него и эллипса. Пусть
f(X) –– длина такой нити, а g(X) = F1X + F2X (точку мы понимаем как пару
ее координат; таким образом, и функции f и g зависят от пары действитель-
ных чисел). Можно показать, что эти функции непрерывно дифференциру-

емы, причем векторы grad f =

“

дf

дx
,
дf

дy

”

и grad g =

“

дg

дx
,
дg

дy

”

отличны от нуля

во всех точках. Тогда по теореме о неявной функции кривая, описываемая
карандашом при фиксированной длине нити (т. е. линия уровня функции f),
гладкая (непрерывно дифференцируемая). Отсюда следует, что кривую мож-
но параметризовать дифференцируемой функцией R=R(t) (это опять же пара
координатных функций x = x(t), y = y(t)), вектор производной которой отли-
чен от нуля. Выше фактически доказано, что касательный к кривой вектор
dR

dt
=

“

dx

dt
,

dy

dt

”

касается линии уровня функции g, т. е. ортогонален вектору

grad g(R) в точке R = R(t). Рассмотрим функцию g(R(t)). Ее производная
равна

dg(R(t))

dt
=
дg

дx

dx(t)

dt
+
дg

дy

dy(t)

dt
≡0

(это запись упомянутой выше ортогональности), т. е. функция g(R(t)) –– кон-
станта. Это и означает, что наша кривая лежит на эллипсе с теми же фокуса-
ми. Поскольку на любом луче, исходящем из F1, должна лежать точка нашей
кривой, она совпадает с эллипсом.

Задача 2. Пусть вокруг коники с фокусом F описан 2n-угольник,
стороны которого окрашены попеременно в черный и белый цвета.
Докажите, что сумма углов, под которыми из F видны черные сторо-
ны многоугольника, равна 180◦.

Задача 3. В выпуклый четырехугольник вписан эллипс, фокусы
которого лежат на диагоналях (разных) четырехугольника. Докажи-
те, что произведения противоположных сторон равны.
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§ 1.5. Кривые второго порядка как проекции окружности

Проведем через центр окружности перпендикуляр к ее плоскости и
возьмем на нем точку S. Прямые, соединяющие S с точками окруж-
ности, образуют конус. Рассмотрим сначала сечение конуса плоско-
стью p, пересекающей все его образующие и не перпендикулярной
оси симметрии.

Впишем в конус два шара, касающиеся плоскости p в точках F1

и F2 (рис. 1.20).
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Рис. 1.20

Пусть X –– произвольная точка на линии пересечения конуса с
плоскостью p. Проведем через X образующую SX и найдем точки Y1,
Y2 ее пересечения с вписанными шарами. Тогда XF1 = XY1, XF2 = XY2

как отрезки касательных к шарам, проведенных из одной точки.
Следовательно, XF1 + XF2 = Y1Y2. Но Y1Y2 –– это отрезок образующей,
заключенный между двумя плоскостями, перпендикулярными оси
конуса, и его длина не зависит от выбора точки X. Значит, линия
пересечения конуса с плоскостью p является эллипсом. Отношение
его полуосей зависит от наклона секущей плоскости и, очевидно, мо-
жет принимать любые значения. Следовательно, любой эллипс может
быть получен как центральная проекция окружности.

Аналогично доказывается, что если секущая плоскость парал-
лельна двум образующим конуса, то в сечении получается гипербола
(рис. 1.21).
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Рис. 1.21

Наконец, рассмотрим случай, когда секущая плоскость параллель-
на одной образующей (рис. 1.22).

Впишем в конус сферу, касающуюся этой плоскости p в точке F.
Эта сфера касается конуса по окружности, лежащей в плоскости s.
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F

l
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Рис. 1.22
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Обозначим через l линию пересечения плоскостей p и s. Возьмем про-
извольную точку X сечения конуса плоскостью p и найдем точку Y

пересечения образующей SX с плоскостью s и проекцию Z точки X

на прямую l. Тогда XF =XY как касательные к сфере. С другой сторо-
ны, точки Y и Z лежат в плоскости s, угол между XY и s равен углу
между образующей конуса и плоскостью, перпендикулярной его оси,
а угол между XZ и s –– углу между плоскостями p и s. В силу вы-
бора плоскости p эти углы равны. Значит, XY = XZ как наклонные,
образующие равные углы с плоскостью s. Следовательно, XF = XZ,
и точка X лежит на параболе с фокусом F и директрисой l.

Таким образом, всякая невырожденная кривая второго порядка
может быть получена как сечение конуса. Поэтому такие кривые на-
зывают также коническими сечениями или просто кониками.

Надо сказать, что если вместо конуса будет цилиндр, то абсолютно
такими же рассуждениями можно показать, что его сечением будет
эллипс. Соответственно, эллипс может быть получен как параллель-
ная проекция окружности.

Упражнение 1. Найдите геометрическое место середин хорд эл-
липса, параллельных данному направлению.

Решение. Рассмотрим эллипс как параллельную проекцию окруж-
ности. Тогда параллельным хордам эллипса и их серединам соответ-
ствуют параллельные хорды окружности и их середины, лежащие на
диаметре окружности. Следовательно, геометрическим местом сере-
дин параллельных хорд эллипса также будет некоторый его диаметр
(хорда, проходящая через центр).

Упражнение 2. С помощью циркуля и линейки найдите фокусы
данного эллипса.

Решение. Построим две параллельные хорды эллипса. По преды-
дущему упражнению прямая, соединяющая их середины, являет-
ся диаметром эллипса. Построив таким образом два диаметра, мы
найдем центр эллипса O. В силу симметрии эллипса окружность с
центром O пересекает эллипс в четырех точках, образующих прямо-
угольник со сторонами, параллельными осям эллипса. Теперь фокусы
эллипса можно найти как точки пересечения большой оси и окруж-
ности с центром в конце малой оси и радиусом, равным большой
полуоси.

Сферы, вписанные в конус и касающиеся секущей плоскости, на-
зываются сферами Данделена.

§ 1.6. Эксцентриситет и еще одно определение коник

Описанная в предыдущем параграфе конструкция Данделена дает
еще одно важное свойство коник.
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Пусть плоскость p пересекает все образующие кругового конуса с
вершиной S. Впишем в конус сферу, касающуюся p в точке F1. Как
и в случае с параболой, проведем плоскость s через точки касания.
Прямую, по которой пересекаются p и s, обозначим через l. Пусть X

принадлежит конике, образующейся при пересечении конуса и плос-
кости p. Обозначим через Y точку пересечения прямой SX с плоско-
стью s, а через Z проекцию X на прямую l. Покажем, что отношение
XY к XZ постоянно, т. е. не зависит от выбора точки X.

S

Y

F1

X

Z

T
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Рис. 1.23

Обозначим через T проекцию X на плоскость s. Отношение XT

к XY не будет зависеть от выбора точки X и будет равняться коси-
нусу угла между образующей конуса и его осью (обозначим этот угол
через a). Отношение XT к XZ тоже не зависит от выбора точки X и
равно косинусу угла между плоскостью p и осью конуса (обозначим
этот угол через b). Следовательно,

XY

XZ
=

XY

XT
·

XT

XZ
=

cosb
cosa .

Поскольку XF1 и XY равны (так как это просто-напросто касательные
к сфере, проведенные из точки X), отношение XF1 к XZ постоянно.

Таким образом, для любой коники существует такая прямая l,
что для любой точки на конике отношение расстояний до фокуса и
этой прямой постоянно. Это отношение называется эксцентрисите-
том конической кривой, а прямые директрисами. Директрис у эл-
липса и гиперболы две (по одной для каждого фокуса).

Легко понять, что с помощью этого свойства можно сформулиро-
вать еще одно определение кривых второго порядка.
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Конической кривой с фокусом в точке F, директрисой l (F не ле-
жит на l) и эксцентриситетом e называется множество точек, у кото-
рых отношение расстояний до F и до l равно e.

Если e>1, то кривая –– гипербола, если e<1, то эллипс, а в случаеe= 1 –– парабола.
Задача 4. Докажите, что асимптоты всех равносторонних гипербол

с фокусом в F, проходящих через точку P, касаются некоторых двух
окружностей (одно семейство асимптот одной окружности, другое ––
другой).

§ 1.7. Замечательные свойства параболы

В этом параграфе через F мы будем обозначать фокус параболы, фи-
гурирующей в рассуждениях.

Сперва сформулируем лемму, которая еще не раз нам пригодится.

P
′

F P

l
′

Рис. 1.24

F

Рис. 1.25

X
′

Y
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Рис. 1.26

Лемма 1.1. Если фокус параболы отра-

зить относительно касательной, то его об-

раз попадет на директрису. Получившаяся

точка будет проекцией точки, в которой

касательная касается параболы (рис. 1.24).
Доказательство. Пусть прямая l касает-

ся параболы в точке P. Проекцию P на ди-
ректрису обозначим через P′. Так как тре-
угольник FPP′ равнобедренный и l –– биссек-
триса угла P, l является осью симметрии
треугольника. Значит, точка F при симмет-
рии относительно l переходит в точку P′, ле-
жащую на директрисе.

Следствие. Проекции фокуса параболы

на его касательные лежат на прямой, ка-

сающейся параболы в ее вершине (рис. 1.25).
Лемма 1.2. Пусть касательные к пара-

боле в точках X и Y пересекаются в точ-

ке P. Тогда P является центром описан-

ной окружности треугольника FX′Y′, где X′

и Y′ –– проекции точек X и Y на директрису

параболы, а F –– фокус этой параболы.

Доказательство. В силу леммы 1.1
эти две касательные являются серединны-
ми перпендикулярами к отрезкам FX′ и FY′.
Следовательно, точка их пересечения и бу-
дет центром описанной окружности тре-
угольника FX′Y′ (рис. 1.26).
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Следствие. Если PX и PY –– касательные

к параболе, то проекция точки P на дирек-

трису будет серединой отрезка с концами

в проекциях точек X и Y (рис. 1.27).
Следующая теорема аналогична теоре-

мам 1.2 и 1.5, но только для параболы. Как
выглядит множество точек, из которых па-
рабола видна под прямым углом? Оказыва-
ется, верен следующий факт.

Теорема 1.7. Множество таких точек

P, из которых парабола видна под пря-

мым углом, есть директриса этой парабо-

лы. Кроме того, если PX и PY –– касатель-

ные к этой параболе, то XY содержит F и

PF –– высота треугольника PXY (рис. 1.28).
Доказательство. Пусть точка P лежит

на директрисе, а X′ и Y′ –– проекции точек
X и Y на директрису параболы. Тогда треугольники PXF и PXX′

равны (они просто симметричны относительно PX). Значит, ∠PFX =

=∠PX′X =90◦. Аналогично ∠PFY =∠PY′Y =90◦. Кроме того, ∠XPY =

=
1

2
(∠FPX′

+ ∠FPY′) = 90◦. То, что других точек, обладающих этим

свойством, нет, очевидно.
Поскольку аналогичные факты верны и для остальных коник, эта

теорема достаточно естественна. Однако первая часть этой теоремы
имеет достаточно неожиданное обобщение, верное только для пара-
бол. Оно нам еще пригодится в § 3.2 для доказательства теоремы
Фрежье.

Теорема 1.8. Множество точек, из которых парабола видна под

углом f или 180◦ −f, есть гипербола с фокусом в точке F и дирек-

трисой l (рис. 1.29).
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Рис. 1.29

Доказательство. Действительно,
пусть касательные PX и PY, прове-
денные к параболе из точки P, образу-
ют угол f. Рассмотрим случай, когдаf> 90◦.

Проекции точек X и Y на дирек-
трису параболы обозначим через X′

и Y′. Понятно, что ∠X′FY′
= 180◦ −f.

В силу леммы 1.2 точка P является
центром описанной окружности тре-
угольника FX′Y′. А значит, ∠X′PY′

=

= 360◦ −2f.
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Поэтому расстояние от P до директрисы равно PF |cos(180◦−f) |=
=PF |cosf | и P лежит на гиперболе, фокус и директриса которой сов-
падают с фокусом и директрисой параболы, а эксцентриситет равен
|cosf | (т. е. угол между асимптотами равен 2f).

То же справедливо, если угол между касательными равен 180◦−f.
При этом если парабола лежит внутри острого угла между касатель-
ными, то P находится на «дальней» от F ветви гиперболы, а если
внутри тупого, то на «ближней».

Для парабол также можно сформулировать утверждение, анало-
гичное теоремам 1.3, 1.4.

Теорема 1.9. Пусть PX и PY –– касательные к параболе, прове-

денные из точки P, а l –– прямая, проходящая через P параллельно

оси параболы. Тогда угол между прямыми PY и l равен ∠XPF, а тре-

угольники XFP и PFY подобны (как следствие, FP –– биссектриса угла
XFY, см. рис. 1.30).

X
′

Y
′

X

YF

P

l

Рис. 1.30

Доказательство. Пусть X′ и Y′ –– проекции точек X и Y на дирек-
трису. Тогда в силу теоремы 1.2 точки F, X′ и Y′ лежат на окружно-

сти с центром в точке P. Поэтому ∠X′Y′F =
1

2
∠X′PF =∠XPF. С другой

стороны, угол между PY и l равен углу между Y′F и X′Y′, так как
прямая l перпендикулярна X′Y′ (директрисе параболы), а Y′F пер-
пендикулярно PY (более того, PY –– это серединный перпендикуляр
к Y′F). Первая часть теоремы доказана.

Докажем вторую часть. Поскольку прямая l параллельна YY′,
угол между PY и l равен углу PYY′, который в силу оптического
свойства равен углу FYP. Таким образом, ∠FYP =∠XPF. Аналогично
∠FXP=∠YPF. Следовательно, треугольники XFP и PFY подобны.

Следующая теорема является на самом деле следствием теоремы
1.9. Но мы ее докажем, воспользовавшись прямой Симсона, которая
поможет нам выйти на еще более интересные свойства параболы.

Теорема 1.10. Пусть вокруг параболы описан треугольник ABC

(т. е. парабола касается прямых AB, BC, CA). Тогда фокус этой пара-
болы лежит на описанной окружности треугольника ABC.
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Доказательство. Согласно следствию из леммы 1.1 проекции фо-
куса на стороны лежат на одной прямой (эта прямая параллельна ди-
ректрисе и лежит в два раза ближе к фокусу, чем директриса). Оста-
лось воспользоваться леммой Симсона.

Лемма 1.3 (Симсон). Проекции точки P на стороны треугольни-

ка ABC лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда точка

P лежит на описанной окружности треугольника.

Доказательство. Пусть Pa, Pb и Pc –– проекции точки P на сторо-
ны BC, CA и AB соответственно. Мы рассмотрим случай, изображен-
ный на рис. 1.31, остальные случаи рассматриваются аналогично.
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Рис. 1.31
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P B

PB

Рис. 1.32

Четырехугольник PCPbPa вписанный, по-
этому ∠PPbPa =∠PCPa. Аналогично ∠PPbPc =

= ∠PAPc. Точки Pa, Pb и Pc лежат на одной
прямой тогда и только тогда, когда ∠PPbPc =

= ∠PPbPa, или, что то же самое, ∠PAPc =

= ∠PCPa. Но это и означает, что точка P ле-
жит на описанной окружности треугольни-
ка ABC. Остальные случаи рассматриваются
аналогично.

Обратное утверждение доказывается аб-
солютно так же. Если точка P лежит на опи-
санной окружности треугольника ABC, то
∠PAB=∠PCPa =∠PPbPa (последнее в силу то-
го, что точки P, C, Pa и Pb лежат на окруж-
ности). Аналогично ∠PAB=∠PPbPc. Следова-
тельно, точки Pa, Pb и Pc лежат на одной пря-
мой.

Тем самым теорема 1.10 доказана.
Получающаяся таким образом прямая

называется прямой Симсона точки P.
Таким образом, точкам на описанной

окружности треугольника ABC мы можем
однозначно сопоставить параболу, касающу-
юся сторон этого треугольника. А именно,
возьмем произвольную точку P на описан-
ной окружности треугольника ABC и отра-
зим ее относительно сторон треугольника.
Получим точки PA, PB и PC, лежащие на од-
ной прямой. Парабола с фокусом в точке P

и директрисой PAPC будет касаться всех сто-
рон треугольника (например, стороны BC она будет касаться в точке
пересечения BC с перпендикуляром к PAPC, см. рис. 1.32).

Прямые Симсона обладают рядом интересных свойств.
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Лемма 1.4. Пусть точка P лежит на описанной окружности

треугольника ABC. Пусть точка B′ на описанной окружности вы-

P

A C

B

B
′

Pb

Pc

Рис. 1.33

P
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B
′

Pb

Pc

P
′

H

H
′

Рис. 1.34

брана так, что прямая PB′ перпендику-

лярна AC. Тогда прямая BB′ параллельна

прямой Симсона точки P (рис. 1.33).
Доказательство. Рассмотрим слу-

чай, изображенный на рис. 1.33, осталь-
ные случаи рассматриваются аналогично.
Проекции точки P на стороны AB и AC

обозначим через Pc и Pb соответственно.
Тогда ∠ABB′

= ∠APB′ как углы, опираю-
щиеся на дугу AB′. Поскольку четырех-
угольник APcPbP вписанный (AP –– диа-
метр его описанной окружности), а сумма
противоположных углов вписанного че-
тырехугольника равна 180◦, мы имеем
∠APB′

= ∠APPb = 180◦ − ∠APcPb = ∠BPcPb.
Следовательно, прямая PbPc параллельна
BB′.

Следствие 1. При вращении точки P

по окружности прямая Симсона враща-

ется в противоположную сторону, при-

чем скорость ее вращения в два раза мень-

ше, чем скорость изменения дуги PA.

Следствие 2. Прямая Симсона точки

P относительно треугольника ABC де-

лит отрезок PH (гдеH –– ортоцентр тре-

угольника ABC) пополам (рис. 1.34).
Доказательство. Легко понять, что

∠AHC = 180◦ − ABC, а значит, точка H′,
симметричная точке H относительно AC, лежит на описанной окруж-
ности треугольника ABC. Поскольку прямые PB′ и BH′ перпендику-
лярны AC, четырехугольник PB′BH′ будет трапецией, причем равно-
бокой, поскольку он вписан. А значит, прямая, симметричная PH′

относительно AC (т. е. прямой, параллельной оси симметрии трапе-
ции), будет параллельна BB′. Следовательно, прямая P′H параллель-
на BB′, а значит, и прямой Симсона точки P (здесь P′ –– образ точки
P при симметрии относительно AC). Поскольку Pb (проекция точки
P на сторону BC) является серединой отрезка PP′, прямая Симсона
будет средней линией треугольника HPP′, а значит, будет делить HP

пополам.
Следствие 2 вкупе с теоремой 1.10 влечет за собой следующий

очень красивый факт.
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Теорема 1.11. Ортоцентр треугольника, описанного около пара-

болы, лежит на ее директрисе (рис. 1.35).

Рис. 1.35

Задача 5. Пусть точка X движется по параболе, нормаль к парабо-
ле в точке X (перпендикуляр к касательной) пересекает ее ось в точке
Y, а Z –– проекция точки X на ось. Докажите, что длина отрезка ZY

не меняется.
Задача 6. По двум прямым дорогам с постоянными скоростями

идут два пешехода. Докажите, что соединяющая их прямая все время
касается некоторой параболы (дороги не параллельны, и через точку
пересечения дорог пешеходы проходят не одновременно).

Задача 7. Парабола вписана в угол PAQ. Найдите геометрическое
место середин отрезков, высекаемых сторонами угла на касательных
к параболе.





Г Л А В А 2

Некоторые факты
классической геометрии

§ 2.1. Инверсия и теорема Фейербаха

Инверсией относительно окружности с цен-
тром в точке O и радиусом r называется
преобразование плоскости, которое каждую
точку A переводит в точку A′, лежащую на

луче OA и такую, что OA′
=

r2

OA
. Саму точку O

это преобразование переводит в бесконечно
удаленную точку.

Очевидно, что при этом преобразовании
прямые, проходящие через точку O, как
множества остаются на месте.

Инверсия хороша тем, что переводит
окружности, не проходящие через центр ин-
версии, в окружности, а окружности, про-
ходящие через центр, –– в прямые. Доказа-
тельство этих утверждений можно найти в
книгах [2]–[4].

Рис. 2.1

Хоть инверсия и переводит окружность в
окружность, она обладает одним существен-
ным недостатком при работе с кониками: ко-
ники в коники она, конечно, не переводит.
Например, равносторонняя гипербола при
инверсии относительно окружности с тем же
центром, что и у этой гиперболы, перехо-
дит в лемнискату Бернулли (рис. 2.1). Но
на основе инверсии мы чуть позже постро-
им полярное преобразование, которое этим
свойством обладает (переводит коники в ко-
ники).

С помощью инверсии мы докажем теоре-
му Фейербаха и тем самым продемонстриру-
ем мощность этого инструмента. С теоремой
Фейербаха мы еще встретимся в § 4.1.

Сначала вспомним определение окружно-
сти девяти точек, или окружности Эйлера.
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A Mb C

Mc Ma

Ha

B

Рис. 2.2

Окружностью Эйлера или окружно-
стью девяти точек называется окруж-
ность, проходящая через середины сто-
рон треугольника ABC. Оказывается, она
повторно пересекает стороны в основани-
ях высот. Кроме того, если через H обо-
значить ортоцентр треугольника, то сере-
дины отрезков AH, BH и CH тоже лежат
на этой окружности.

Давайте докажем это. Пусть Ma, Mb

и Mc –– середины сторон. Через Ha, Hb и
Hc обозначим основания высот (рис. 2.2).
Покажем, что углы MbMaMc и MbHaMc равны. Из этого будет следо-
вать, что точка Ha лежит на окружности Эйлера.

Треугольник ACHa прямоугольный, а значит, MbHa =MbA. Анало-
гично McHa = McA. Поскольку MbA = MaMc и McA = MaMb, треуголь-
ники MbMaMc и MbHaMc равны. А значит, равны соответствующие
углы. Аналогично показывается, что на окружности Эйлера лежат
точки Hb и Hc.

Заметим, что основания высот треугольников ABC и ABH совпа-
дают, а значит, совпадают и их окружности Эйлера. Следовательно,
на окружности Эйлера лежат также середины отрезков AH и BH. То,
что на ней также лежит середина отрезка HC, показывается анало-
гично.

Ну а теперь докажем теорему Фейербаха.
Теорема 2.1 (Фейербах). Окружность девяти точек касается

вписанной и вневписанных окружностей треугольника (в случае, ес-
ли треугольник равносторонний, она совпадает с вписанной окруж-

ностью) (рис. 2.3).
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Рис. 2.3
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Доказательство. Пусть Ga, Gb и Gc –– это точки касания вписан-
ной окружности со сторонами. Через A1 обозначим основание биссек-
трисы угла A, через C′ обозначим точку, симметричную C относитель-
но AA1. Пусть P –– это точка пересечения AA1 и CC′.

Заметим, что P –– середина CC′, а значит, P лежит на средней ли-
нии MaMb. Стоит также отметить, что

MaP= |MaMb−PMb |=
1

2
|AB−AC |= 1

2
|BGc−CGb |=

1

2
|BGa−CGa |=

=MaGa.

Из подобия пар треугольников MbMaC и ABC, ABA1 и PMaA1 сле-
дует, что

MaP

MaMb
=

BC′

BA
=

MaQ

MaP
,

где Q –– это точка пересечения A1C′ и MaMb. Следовательно, MaG2
a =

= MaP2
= MaQ · MaMb. А значит, при инверсии с центром в Ma и ра-

диусом MaGa точка Mb переходит в точку, лежащую на прямой C′A1,
симметричной BC относительно биссектрисы угла A. То же самое
можно сказать и про точку Mc. Таким образом, при инверсии с цен-
тром в Ma и радиусом MaGa окружность Эйлера переходит в прямую,
касающуюся вписанной окружности, а значит, и сама окружность
девяти точек касается этой окружности.

Для вневписанных окружностей теорема Фейербаха доказывается
аналогично.

Точку касания вписанной окружности и окружности Эйлера на-
зывают точкой Фейербаха (обозначают F). Точками Фейербаха также
иногда называют точки касания вневписанных окружностей с окруж-
ностью Эйлера (обозначают Fa, Fb и Fc).

§ 2.2. Основные сведения о проективных преобразованиях

Под проективными преобразованиями подразумеваются преобразова-
ния плоскости, сохраняющие прямые. При этом параллельность пря-
мых может нарушаться. Правда, если речь идет об обычной плос-
кости, то сохранение параллельности является очевидным следстви-
ем взаимной однозначности преобразования. Поэтому при изучении
проективных преобразований к плоскости добавляется так называ-
емая бесконечно удаленная прямая. Точки этой прямой, также на-
зываемые бесконечно удаленными, считаются точками пересечения
параллельных прямых, причем каждая бесконечно удаленная точ-
ка считается принадлежащей всем прямым определенного направле-
ния. Пополненная таким образом плоскость называется проективной
плоскостью.
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Определение. Преобразование проективной плоскости, переводя-
щее каждую прямую (обычную или бесконечно удаленную) в прямую,
называется проективным.

Из определения следует, что проективные преобразования образу-
ют группу (иначе говоря, композиция двух проективных преобразо-
ваний –– это проективное преобразование). Отметим, что подгруппами
этой группы являются группы аффинных преобразований, сохраняю-
щих параллельность прямых (их можно также определить как сохра-
няющие бесконечно удаленную прямую), а также хорошо известные
группы подобий и движений.

Проективное преобразование можно наглядно представить следу-
ющим образом. Пусть некоторый чертеж, нарисованный на стекле,
проецируется из точечного источника света на стену. Тогда чертеж
может подвергаться весьма существенным искажениям, однако пря-
мым на стекле соответствуют прямые на стене. При этом если про-
вести через источник света плоскость, параллельную стене, то она
пересечет стекло по некоторой прямой. Точкам этой прямой не соот-
ветствуют никакие обычные точки стены, поэтому ее образом следует
считать бесконечно удаленную прямую стены. Аналогично, если про-
вести через источник света плоскость, параллельную стеклу, то она
пересечет стену по прямой, которую следует считать образом беско-
нечно удаленной прямой.

Можно показать, что приведенный пример является универсаль-
ным, т. е. любое проективное преобразование можно представить как
композицию центральной проекции и движения пространства, сов-
мещающего плоскость проекции с исходной. Следовательно, в силу
результатов, доказанных в § 1.5, проективные преобразования пере-
водят коники в коники. Действительно, любое проективное преобра-
зованием можно представить в виде композиции двух, первое из ко-
торых переводит конику в окружность. После второго эта окружность
может перейти только в конику. Отсюда видно, что проективные пре-
образования являются мощнейшим инструментом для работы с кони-
ками.

Заметим, что гипербола пересекает бесконечно удаленную прямую
в двух точках. Эти точки задают направления, параллельные асим-
птотам этой гиперболы. Парабола касается бесконечно удаленной
прямой в точке, которая задает направление, параллельное оси этой
параболы. Ну а эллипс вообще не пересекает бесконечно удаленную
прямую.

Ниже мы сформулируем несколько основных свойств проектив-
ных преобразований. Иногда вместо доказательства мы будем давать
лишь пояснения. Подробные доказательства вы можете найти в кни-
гах [2] и [3].
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1. Все четырехугольники проективно эквивалентны. Точнее, для
любых двух четверок точек общего положения A, B, C, D и A′, B′,
C′, D′ существует единственное проективное преобразование, перево-
дящее A в A′, B в B′, C в C′ и D в D′.

Для доказательства достаточно проверить, что любую четверку
проективным преобразованием можно перевести в квадрат и такое
преобразование единственно.

Переведем точки пересечения пар прямых AB и CD, а также AD

и BC в бесконечность. Тогда наша четверка точек перейдет в вершины
параллелограмма. Далее аффинным преобразованием этот параллело-
грамм легко превратить в квадрат.

Соединим прямыми точки A, B, C, D. Через пары точек пересече-
ния этих прямых проведем новые прямые и отметим точки их пересе-
чения с уже проведенными прямыми и т. д. Образы всех отмеченных
точек определяются однозначно и ими можно приблизить любую точ-
ку плоскости. Следовательно, искомое преобразование единственно.

Теперь покажем, что пять точек общего положения однозначно за-
дают конику. Переведем четыре из них в квадрат, вершины которого
имеют координаты ±1. Тогда легко проверить, что уравнения коник,
проходящих через его вершины, будут иметь вид ax2

+ (1− a)y2
= 1.

Но, очевидно, через любую точку на плоскости (отличную от вершин
квадрата) проходит только одна кривая, имеющая уравнение такого
типа.

Ниже мы покажем, что существует единственная коника, касаю-
щаяся пяти заданных прямых общего положения.

2. Проективные преобразования сохраняют двойные отношения
точек на прямой. Это значит, что если точки A, B, C, D, лежащие
на одной прямой, переходят в точки A′, B′, C′, D′, то

(AB; CD) =
AC · BD

AD · BC
= (A′B′; C′D′).

A
′ B

′ C
′ D

′

A

B

C
D

P

Рис. 2.4

Отметим, что длины отрезков берутся со зна-
ками.

Докажем это. Как было показано выше,
любое проективное преобразование можно
считать центральной проекцией относитель-
но какой-то точки. Пусть центром этой про-
екции будет точка P (рис. 2.4). Тогда

AC · BD

AD · BC
=

S△ACP · S△BDP

S△ADP · S△BCP

,

поскольку площадь каждого из этих треугольников равна половине
произведения длин рассматриваемых отрезков на расстояние от точ-
ки P до прямой, на которой все эти точки лежат. С другой стороны,
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площадь каждого треугольника равна половине произведения сторон
на синус угла между ними (для удобства обозначим угол между PA

и PB через a, между PB и PC через b, а между PC и PD –– через g).
Поэтому

S△ACP · S△BDP

S△ADP · S△BCP

=
(AP · CP · sin(a+b) · (BP · DP · sin(b+g))

(AP · DP · sin(a+b+g)) · (BP · CP · sinb)
=

sin(a+b) · sin(b+g)

sin(a+b+g) · sinb .

Поскольку это отношение не зависит от того, на какой прямой ле-
жат наши точки, мы получаем

(A′B′; C′D′) =
sin(a+b) · sin(b+g)

sin(a+b+g) · sinb = (AB; CD).

Это свойство позволяет определить двойное отношение четырех
прямых, проходящих через одну точку, как двойное отношение то-
чек их пересечения с произвольной прямой. Очевидно, что оно также
сохраняется при проективных преобразованиях.

Двойное отношение четырех прямых a, b, c и d будем обозначать
через (ab; cd).

A2 B2

C2

A1

B1

C1

l1

l2

Рис. 2.5
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B2

C2

A1

B1

C1

P

Рис. 2.6

Из сохранения двойного отношения
следует, что если известны образы трех то-
чек прямой, то образы остальных ее то-
чек определяются однозначно. В частно-
сти, проективное преобразование, оставля-
ющее три точки прямой неподвижными,
оставляет неподвижной всю прямую.

3. Теорема Паппа

Теорема 2.2. Если точки A1, B1, C1 ле-

жат на прямой l1, а точки A2, B2, C2 на

прямой l2, то точки пересечения прямых

A1B2 и A2B1, B1C2 и B2C1, C1A2 и C2A1 ле-

жат на одной прямой (рис. 2.5).
Для доказательства достаточно увести

точки пересечения пар прямых A1B2 и
A2B1, B1C2 и B2C1 на бесконечность и вос-
пользоваться теоремой Фалеса.

4. Теорема Дезарга

Теорема 2.3. Прямые A1A2, B1B2, C1C2,

соединяющие соответствующие вершины

треугольников A1B1C1 и A2B2C2, пересе-

каются в одной точке тогда и только

тогда, когда точки пересечения прямых

A1B1 и A2B2, B1C1 и B2C2, C1A1 и C2A2 ле-

жат на одной прямой (рис. 2.6).
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Здесь надо проективным преобразованием перевести точки пересе-
чения пар прямых A1B1 и A2B2, B1C1 и B2C2 на бесконечность и опять
же воспользоваться теоремой Фалеса.

Как правило, проективные преобразования не сохраняют окруж-
ности. Однако имеют место следующие факты.

5. Пусть дана окружность и точка C внутри нее. Тогда существует
проективное преобразование, при котором данная окружность пере-
ходит в окружность, а точка C –– в ее центр.

Этот факт мы докажем чуть позже, воспользовавшись полярным
соответствием.

6. Пусть дана окружность и не пересекающая ее прямая l. То-
гда существует проективное преобразование, переводящее данную
окружность в окружность, а прямую l –– в бесконечно удаленную
прямую.

Переведем проективным преобразованием нашу прямую l в бес-
конечно удаленную прямую. При таком преобразовании окружность
может перейти только в эллипс, поскольку не имеет точек пересече-
ния с бесконечно удаленной прямой. Далее сделаем аффинное преоб-
разование, которое этот эллипс переведет в нашу окружность (такое,

Рис. 2.7

очевидно, найдется).
7. Теорема Паскаля

Теорема 2.4. Точки пересечения противо-

положных сторон вписанного шестиугольника

лежат на одной прямой.

Доказательство. Пусть дан вписанный ше-
стиугольник ABCDEF. Переведем проективным
преобразованием на бесконечность точки пере-
сечения пар прямых AB и DE, а также BC и EF.
Получим, что AB ‖DE, BC ‖EF; надо доказать,
что CD ‖ FA. Но это совсем не сложно. В силу
параллельности углы ABC и DEF равны. А зна-
чит, равны дуги AC и DF. Но это, очевидно, и
означает параллельность прямых AF и CD.

8. Теорема Брианшона

Теорема 2.5. Главные диагонали описанного

шестиугольника пересекаются в одной точке.

Доказательство. Переведем точку пересе-
чения двух диагоналей в центр. Нам надо до-
казать, что и третья диагональ проходит через
центр окружности.

Итак, пусть шестиугольник ABCDEF опи-
сан около окружности с центром в точке O и
диагонали AD и BE проходят через O. Обозна-
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чим точки касания окружности со сторонами AB, BC, ..., FA через
A1, B1, ... , F1 соответственно. Легко понять, что ∠E1OC1 = ∠F1OB1 =

= 2∠AOB, а также что ∠E1OF = ∠FOF1 и ∠B1OC = ∠COC1. А значит,

∠FOF1 +∠F1OB1 +∠B1OC =∠E1OF +∠E1OC1 +∠COC1 =
360◦

2
=180◦.

Следовательно, точки F, O и C лежат на одной прямой.
Отметим, что теоремы Паскаля и Брианшона остаются верными,

если шестиугольник вырождается в пяти- или четырехугольник. Это
соображение не раз нам еще пригодится.

При доказательстве теоремы Паскаля мы пользовались тем, что
соответствующая прямая не пересекает нашу окружность, а при до-
казательстве теоремы Брианшона –– что точка пересечения диагона-
лей лежит внутри окружности. На самом деле эти две теоремы верны
в любом случае, т. е. точки и прямые в этих теоремах могут идти
в каком угодно порядке.

Важно также сказать, что это чисто проективные теоремы. Поэто-
му они верны и для коник. В гл. 3 мы сформулируем и докажем эти
теоремы в общем виде.

9. Пусть даны точки A, B, C, D, лежащие на окружности. Из теоре-
мы о вписанном угле следует, что для любой точки X на этой окруж-
ности двойное отношение прямых XA, XB, XC, XD будет одним и тем
же. Назовем его двойным отношением точек A, B, C, D. Очевидно,
что если проективное преобразование переводит окружность в окруж-
ность, то двойное отношение точек сохраняется. Верно и обратное:
если задано преобразование окружности, сохраняющее двойные от-
ношения, то его можно продолжить до проективного преобразования
всей плоскости.

С проективными преобразованиями тесно связано отображение,
ставящее в соответствие точкам прямые и наоборот.

Определение. Полярное соответствие относительно окружности
с центром O и радиусом r ставит в соответствие каждой точке плос-
кости A, отличной от O, прямую a, перпендикулярную OA и пересека-
ющую луч OA в точке, инверсной точке A относительно этой окруж-
ности. Прямая a называется полярой точки A, а точка A –– полюсом
прямой a. Полярой точки O считается бесконечно удаленная прямая,
а полярой бесконечно удаленной точки –– диаметр, перпендикуляр-
ный проходящим через нее параллельным прямым.

Отметим важные свойства полярного соответствия.
1. Если точка B лежит на поляре a точки A, то ее поляра b прохо-

дит через A.
Доказательство. Пусть точки A′ и B′ инверсны точкам A и B

относительно нашей окружности. Тогда треугольник OA′B, очевидно,
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Рис. 2.8

подобен треугольнику OB′A, а значит, угол
AB′O прямой, т. е. A лежит на b (рис. 2.8).

Отсюда вытекает, что полюс любой прямой
является пересечением поляр всех ее точек, и
наоборот, поляра точки является геометриче-
ским местом полюсов всех проходящих через
эту точку прямых.

2. Полярой точки A, лежащей вне окруж-
ности, будет прямая, соединяющая точки ка-
сания окружности с касательными, проведен-
ными к ней из A (точки касания являются полюсами касательных).
Отсюда следует, что, несмотря на метрическое определение, полярное
соответствие является проективным понятием, т. е. если проективное
преобразование сохраняет данную окружность и переводит точку A

в A′, то поляра a точки A переходит в поляру a′ точки A′. Это позво-
ляет сформулировать следующий результат.

Принцип двойственности. Пусть доказано некоторое проектив-

ное утверждение. Тогда верным также будет утверждение, полу-

ченное из доказанного взаимной заменой следующих терминов: (точ-
ка) ↔ (прямая), (лежать на прямой) ↔ (проходить через точку), (ле-
жать на окружности) ↔ (касаться окружности). Примерами утвер-
ждений, получающихся друг из друга по принципу двойственности,

являются теоремы Паскаля и Брианшона, прямое и обратное утвер-

ждения теоремы Дезарга и др.

Также с помощью двойственного преобразования можно доказать
свойство 5. Достаточно, воспользовавшись свойством 6, перегнать по-
ляру точки C на бесконечность. Тогда, очевидно, точка C перейдет
в центр окружности.

3. Прямая, соединяющая точки пересечения противоположных
сторон вписанного (описанного) четырехугольника, является поля-
рой точки пересечения его диагоналей.

Это утверждение следует из свойства 1 и теоремы Ньютона: диа-
гонали описанного четырехугольника проходят через точку пересече-
ния прямых, соединяющих точки касания противоположных сторон
со вписанной окружностью. Эта теорема является частным случаем
теоремы Брианшона.

4. Двойное отношение четырех точек прямой равно двойному от-
ношению их поляр.

Доказательство. Пусть это точки A, B, C и D. Тогда двойное
отношение этой четверки точек равно двойному отношению прямых
OA, OB, OC и OD, которое в свою очередь равно двойному отношению
прямых OA′, OB′, OC′ и OD′, где A′, B′, C′, D′ –– проекции точки O на
поляры точек A, B, C, D соответственно. Пусть P –– это полюс пря-
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мой AB. Тогда точки A′, B′, C′, D′, O и P лежат на одной окружности
(с диаметром OP). А значит, (PA′, PB′; PC′, PD′)=(OA′, OB′; OC′, OD′)=

= (A, B; C, D). Но PA′, PB′, PC′ и PD′ и есть поляры точек A, B, C

и D.
Задача 8. На сторонах треугольника ABC выбраны точки A1, B1

P

X Y

Q

Рис. 2.9

Рис. 2.10

и C1, так что AA1, BB1 и CC1 пересекают-
ся в одной точке. Обозначим ее через P.
Пусть C′ –– это точка пересечения прямой
A1B1 со стороной AB. Точки A′ и B′ опре-
деляются аналогично. Докажите, что точ-
ки A′, B′ и C′ лежат на одной прямой.

Получающаяся таким образом прямая
называется трилинейной полярой точки P

относительно треугольника ABC, а точка
P ––трилинейным полюсом прямой.

Задача 9. Прямая пересекает гипербо-
лу в точках P и Q, а ее асимптоты в точках
X и Y. Докажите, что длины отрезков PX

и QY равны (рис. 2.9).
Задача 10. Две параллельные прямые

пересекают параболу в точках A, B и C,
D соответственно. Докажите, что прямая,
соединяющая середины этих отрезков, па-
раллельна оси параболы (рис. 2.10).

Задача 11. Пусть дана окружность и точка C внутри (вне) ее. Через
точку C проведены 4 хорды (секущие) AiBi, i=1, ..., 4. Пусть D –– точ-
ка пересечения прямых A1A2 и A3A4, E –– точка пересечения прямых
B1B2 и B3B4. Докажите, что точки C, D, E лежат на одной прямой
(рис. 2.11).
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A4

B1
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Рис. 2.11
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Рис. 2.12

Задача 12. Окружности, касающиеся па-
ры сопряженных диаметров 1 эллипса, цен-
тры которых лежат на этом эллипсе, имеют
одинаковый радиус.

Задача 13. По двум пересекающимся
в точке A прямым скользят концы отрезка
BC, так что его длина при этом не меняет-
ся. Докажите, что если на BC зафиксировать
точку P, то ее траектория будет эллипсом
(рис. 2.12).

Задача 14. Пусть на сторонах треугольника ABC лежат шесть то-
чек: A1, A2 на стороне BC, B1, B2 на стороне AC и C1, C2 на AB. До-
кажите, что эти шесть точек лежат на одной конике тогда и только
тогда, когда

BA1 · BA2

CA1 · CA2
·

CB1 · CB2

AB1 · AB2
·

AC1 · AC2

BC1 · BC2
= 1.

Предполагается, что это отношение берется со знаками. Положи-
тельным направлением для каждого выражения полагается направ-
ление от фигурирующей в выражении вершины в сторону другой вер-
шины фигурирующей стороны.

§ 2.3. Некоторые факты из геометрии треугольника

Этот параграф посвящен некоторым полезным, но не общеизвестным
свойствам треугольника. В основном речь пойдет о свойствах изого-
нального и изотомического сопряжений, но будет упомянут и ряд

A C

B

P

Рис. 2.13

других красивых фактов, не имеющих
прямого отношения к теме книги.

Определение. Педальным (подéрным)
треугольником точки P относительно
треугольника ABC называется треуголь-
ник, вершинами которого являются про-
екции точки P на стороны треугольника
ABC. Описанная окружность педального
треугольника называется педальной (по-
дерной) окружностью точки P относи-
тельно треугольника ABC (рис. 2.13).

Теорема 2.6. Педальный треуголь-

ник вырождается (проекции лежат на одной прямой) ⇔ точка P

лежит на описанной окружности треугольника ABC.

1. Два диаметра эллипса сопряжены, если каждый из них параллелен касательным
к эллипсу в концах другого.
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(Это просто переформулировка леммы Симсона.)
Определение. Чевианным треугольником точки P относительно

треугольника ABC называется треугольник, вершины которого –– точ-
ки пересечения прямых AP и BC, BP и AC, CP и AB. Описанная
окружность чевианного треугольника называется чевианной окруж-
ностью точки P относительно треугольника ABC (рис. 2.14).

О свойствах чевианных треугольников будем говорить позже.
А сейчас дадим еще определение окружностно-чевианного треуголь-
ника.

A C

B

P

Рис. 2.14
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Рис. 2.15

Определение. Окружностно-чевианным треугольником точки P

относительно треугольника ABC называется треугольник, вершины
которого –– это точки повторного пересечения прямых AP, BP, CP

с описанной окружностью треугольника ABC (рис. 2.15).
Лемма 2.1. Педальный и окружностно-чевианный треугольники

точки P относительно треугольника ABC подобны и одинаково ори-

ентированы.

Доказательство. Рассмотрим случай, изображенный на рис. 2.16.
Остальные случаи разбираются аналогично.

Точки Pa, Pb, Pc –– это вершины педального треугольника, а точки
A′, B′, C′ –– вершины окружностно-чевианного треугольника. Мы име-
ем ∠AA′C′

= ∠ACC′
= ∠PbPaP. Последнее равенство верно, поскольку

четырехугольник PPaCPb вписанный. Аналогично доказывается, что
∠AA′B′

= ∠PcPaP. А значит, ∠C′A′B′
= ∠PbPaPc. Аналогично ∠A′B′C′

=

= ∠PaPbPc и ∠A′C′B′
= ∠PaPcPb. Но это и означает, что треугольники

A′B′C′ и PaPbPc подобны.
Теорема 2.7. Окружностно-чевианные треугольники точек, ин-

версных относительно описанной окружности треугольника, подоб-

ны и по-разному ориентированы.
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Рис. 2.16

Сначала докажем следующую лемму.
Лемма 2.2. Пусть точки P и Q инверсны относительно окруж-

ности w с центром O. Пусть отрезок PQ пересекает w в точке R.

Тогда для любой точки A, лежащей на w, RA –– это биссектриса угла

PAQ.

O
P

R
Q

A

Рис. 2.17

Доказательство. Поскольку точки P и
Q инверсны, треугольники OAP и OQA по-
добны (рис. 2.17), следовательно, ∠OQA =

=∠OAP. Поскольку O –– центр окружности w,
треугольник AOR равнобедренный, а значит,
∠OAR = ∠ORA. Таким образом,

∠PAR = ∠OAR −∠OAP =

= ∠ORA −∠OQA = ∠RAQ,

что и требовалось доказать.
Из доказанной леммы следует, что окружность w является геомет-

рическим местом точек, отношение расстояний от которых до P и Q

постоянно (и отлично от 1). Она называется окружностью Аполлония
отрезка PQ. О ней будет подробнее написано ниже.

Доказательство теоремы. Пусть точки P и Q инверсны относи-
тельно описанной окружности треугольника ABC (обозначим ее че-
рез w). Пусть отрезок PQ пересекает w в точке R. Обозначим повтор-
ную точку пересечения прямой AP с w через A′, а прямой AQ –– че-
рез A′′. Ввиду леммы 2.2 прямая AR –– биссектриса угла PAQ, следо-
вательно, R делит дугу A′A′′ пополам, т. е. точки A′ и A′′ симметрич-
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ны относительно OP. То же верно для пар точек B′ и B′′, C′ и C′′, вер-
шин окружностно-чевианных треугольников точек P и Q относитель-
но треугольника ABC. Таким образом, при симметрии относительно
PQ треугольники переходят друг в друга, а значит, они подобны и по-
разному ориентированы.

Следствие. Педальные треугольники инверсных точек подобны

и по-разному ориентированы.

Можно показать, что для любого треугольника XYZ существует
единственная такая точка, что педальный треугольник этой точки
относительно данного треугольника ABC подобен треугольнику XYZ

при фиксированном порядке вершин.
В доказательстве предыдущей теоремы мы получили два подоб-

ных треугольника и точку P внутри них, так что углы, образованные
сторонами и чевианами, связанными с точкой P, равны, но как бы
меняются местами (рис. 2.16).

Таким образом, мы приходим к так называемому изогональному
сопряжению относительно треугольника.

Пусть дан произвольный треугольник ABC и точка P, отличная от
вершин треугольника. Отразим прямые, соединяющие вершины тре-
угольника с точкой P, относительно биссектрис соответствующих уг-
лов треугольника. Оказывается, эти три прямые всегда пересекаются

A C

B

P
P

′

Рис. 2.18

в одной точке (или же параллельны,
т. е. пересекаются в одной точке на про-
ективной плоскости), которую мы обо-
значим P′ (рис. 2.18). Точку P′ назы-
вают изогонально сопряженной точке P

относительно треугольника ABC, а пре-
образование, переводящее каждую точ-
ку проективной плоскости в изогональ-
но сопряженную, –– изогональным сопря-
жением.

На самом деле корректность этого
определения мы почти доказали в лем-
ме 2.1. Действительно, возьмем треугольник ABC и точку P. Пусть
A′B′C′ –– окружностно-чевианный треугольник точки P относительно
треугольника ABC. Тогда треугольник ABC будет окружностно-че-
вианным треугольником точки P относительно треугольника A′B′C′,
а значит, подобен педальному треугольнику точки P относительно
A′B′C′. Следовательно, при подобии, переводящем педальный тре-
угольник точки P в треугольник ABC, точка P перейдет в точку P′,
которая как раз и будет изогонально сопряженной.

Отметим несколько элементарных свойств изогонального сопря-
жения.
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1. Если точка P не лежит на прямых, содержащих стороны тре-
угольника, то точка P′ определяется однозначно и изогонально сопря-
женной точкой к P′ будет точка P. Такие две точки будем называть
изогонально сопряженными.

2. Изогонально сопряженной точкой к точке, лежащей на пря-
мой, содержащей сторону треугольника, будет вершина треугольни-
ка, противоположная этой стороне.

3. Изогональное сопряжение оставляет на месте ровно 4 точки
плоскости, а именно, центры вписанной и трех вневписанных окруж-
ностей треугольника.

4. Если точка P лежит на описанной окружности треугольника
ABC, то изогонально сопряженной точке P будет точка на бесконечно
удаленной прямой, которая задает направление, перпендикулярное
прямой Симсона точки P относительно треугольника ABC (прямой,
проходящей через проекции точки P на стороны треугольника ABC).

A
C

B

P

Pb

Pc
X

Рис. 2.19

Первые три свойства очевидны. Докажем
четвертое. Рассмотрим случай, изображен-
ный на рис. 2.19, остальные случаи разби-
раются аналогично. Пусть точка P лежит на
описанной окружности, а Pb и Pc –– проекции
точки P на стороны AC и AB соответственно.
Точку пересечения прямой Симсона точки P

с прямой a, симметричной AP относитель-
но биссектрисы ∠A, обозначим через X. Че-
тырехугольник APPcPb вписанный, а значит,
∠APbPc =180◦−APPc =180◦− (90◦−∠PAPc) =

= 90◦
+ ∠PAPc = 90◦

+ XAPb. Но, поскольку
внешний угол равен сумме двух оставшихся
внутренних углов треугольника, ∠AXPb =90◦. Аналогично доказыва-
ется, что прямые, симметричные PB и PC относительно биссектрис
соответствующих углов, перпендикулярны PbPc.

Из приведенного доказательства существования изогонально со-
пряженной точки сложно получить какие-нибудь его свойства. Мы
сейчас приведем еще один способ построения изогонально сопряжен-
ной точки, который сразу же выведет нас на несколько красивых
свойств этого преобразования.

Пусть точка P лежит внутри треугольника ABC, точка Pa симмет-
рична ей относительно стороны BC, точки Pb и Pc определены ана-
логично (рис. 2.20). Пусть P′ –– это центр описанной окружности тре-
угольника PaPbPc. Точка C равноудалена от Pa и Pb, следовательно,
прямая CP′ является серединным перпендикуляром к отрезку PaPb.

А значит, ∠PaCP′
=

1

2
∠PaCPb = ∠C. Но тогда ∠BCP′

= ∠PaCP′−∠BCPa =
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Рис. 2.20

= ∠C − ∠BCP = ∠ACP. Аналогично показывается, что ∠ABP′
= ∠CBP

и ∠BAP′
= ∠CAP. А это и означает, что точка P′ изогонально сопря-

жена P относительно ABC.
Если точка P лежит вне треугольника, то рассуждения абсолютно

аналогичны, но, когда точка P лежит на описанной окружности тре-
угольника ABC, треугольник PaPbPc вырожден. Тогда центр описан-
ной окружности треугольника PaPbPc не определен (хотя естествен-
но описанной окружностью считать прямую PaPb, а ее центром –– точ-
ку на бесконечно удаленной прямой, соответствующую направлению,
перпендикулярному PaPb).

Из второго построения изогонально сопряженных точек также
следует, что центр педальной окружности точки P –– это середина от-
резка PP′, а радиус в два раза меньше длины отрезка P′Pa, поскольку
педальная окружность точки P –– это окружность, получающаяся из
описанной окружности треугольника PaPbPc гомотетией с центром

в точке P и коэффициентом
1

2
.

Отсюда также следует такая теорема.
Теорема 2.8. Педальные окружности двух точек совпадают то-

гда и только тогда, когда они изогонально сопряжены.

Доказательство. Действительно, если точки P и P′ изогонально
сопряжены, то их педальная окружность –– это окружность с центром

в середине отрезка PP′ и радиусом
P′Pa

2
=

PP′
a

2
, где Pa и P′

a –– это точки,

симметричные P и P′ относительно стороны BC треугольника ABC.
Докажем обратное. Если педальные окружности точек P и Q сов-

падают, то по доказанному выше они совпадают с педальной окруж-
ностью точки P′, изогонально сопряженной точке P. По принципу
Дирихле у педального треугольника точки Q две из трех вершин об-
щие с педальным треугольником либо точки P, либо точки P′. Следо-
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вательно, точка Q совпадает с одной из этих точек, потому что проек-
ции точки на две прямые полностью задают положение этой точки.

Непосредственно из этой теоремы следует, что ортоцентр H тре-
угольника ABC изогонально сопряжен центру описанной окружно-
сти O. Действительно, педальные окружности точек H и O совпадают

A C

B

H

O

Рис. 2.21

с окружностью девяти точек Эйлера.
Конечно, это можно доказать непосред-
ственно подсчетом углов. Рассмотрим
случай, изображенный на рис. 2.21,
остальные случаи разбираются анало-
гично. Мы имеем ∠BAH = 90◦ − ∠B,
но ∠AOC = 2∠B, следовательно, ∠OAC =

=
1

2
(180◦−2∠B) =90◦−∠B. Отсюда сле-

дует, что ∠BAH =∠OAC, а это и означа-
ет, что AH при симметрии относитель-
но биссектрисы угла A переходит в пря-
мую AO. Для других двух углов доказа-
тельство аналогично.

Пусть Ka, Kb и Kc –– это точки пересечения прямых BC и P′Pa,
AC и P′Pb, AB и P′Pc соответственно. Понятно, что ∠PKaB = ∠P′KaC.
Следовательно, коника с фокусами в P и P′ и суммой расстояний до
фокусов (или модулем разности в случае гиперболы), равной P′Pa,
касается прямой BC. Аналогично показывается, что эта же коника
касается двух других сторон треугольника, поскольку расстояния
P′Pa = P′Pb = P′Pc равны удвоенному радиусу педальной окружности
точки P. На рис. 2.22 заштрихованы зоны, где соответствующие точ-
кам коники будут гиперболами, и не заштрихованы области, где эти
коники будут эллипсами. Точкам описанной окружности соответ-
ствуют параболы.

Рис. 2.22
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Если точки P и Q изогонально сопряжены в многоугольнике (т. е.
для любой вершины X этого многоугольника прямые XP и XQ сим-
метричны относительно биссектрисы угла X), то найдется коника,
касающаяся всех сторон многоугольника, с фокусами в этих точках.
Обратное тоже верно, т. е. если коника вписана в многоугольник, то
ее фокусы изогонально сопряжены относительно этого многоуголь-
ника. Аналогично можно показать, что тогда педальные окружности
точек P и Q совпадают (помимо того что они существуют!).

В следующем параграфе будет показано, что для любых пяти пря-
мых существует единственная касающаяся их коника. Поэтому для
пятиугольника существует только одна пара изогонально сопряжен-
ных точек. Для четырехугольника, как легко понять, такие точки
образуют некоторую кривую (на самом деле она будет кубикой –– кри-
вой третьего порядка), а для шестиугольников (и многоугольников
с большим числом сторон) таких точек, как правило, не существует.

С помощью изогонального сопряжения можно довольно просто до-
казать теорему Паскаля, причем в общем виде.

Теорема 2.9 (Паскаль). Пусть точки A, B, C, D, E и F лежат на

конике. Тогда точки пересечения прямых AB и DE, BC и EF, CD и FA

лежат на одной прямой.

Доказательство. Мы рассмотрим только один случай расположе-
ния точек на окружности (конике). Остальные рассматриваются ана-
логично.

A

B

C

D

E

F

X
Y

Z

Рис. 2.23

Переведем проективным преобразовани-
ем конику в окружность. Получим следую-
щую конструкцию (рис. 2.23).

Точки A, B, C, D, E и F лежат на од-
ной окружности. Пусть прямые AB и DE

пересекаются в точке X, прямые BC и EF ––
в точке Y, а AF и CD –– в точке Z. Надо до-
казать, что точки X, Y и Z лежат на одной
прямой.

Углы BAF и BCF равны, поскольку опи-
раются на одну дугу. Аналогично равны
углы CDE и CFE. Кроме того, треугольники
AZD и CZF подобны. Рассмотрим преобра-
зование подобия, переводящее треугольник
AZD в треугольник CZF. При этом преобразовании точка X перей-
дет в точку X′, изогонально сопряженную точке Y относительно тре-
угольника CZF (в силу вышеуказанных равенств углов). Следователь-
но, ∠AZX=∠CZX′

=∠FZY, а это и означает, что точки X, Z и Y лежат
на одной прямой.

Приведем еще несколько пар изогонально сопряженных точек.
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1. Центр тяжести –– точка Лемуана

Прямые, симметричные медианам относительно биссектрис соот-
ветствующих углов, называются симедианами. Точка пересечения
симедиан, очевидно, изогонально сопряжена точке пересечения ме-
диан. Эту точку называют точкой Лемуана.

Отметим несколько основных свойств точки Лемуана, которые
в чем-то похожи на свойства центра тяжести.

1а. Пусть касательные к описанной окружности треугольника
ABC, проведенные в точках B и C, пересекаются в точке A1. Тогда

AA1 –– симедиана треугольника ABC (рис. 2.24).

A

B

C

Ma A1

Рис. 2.24

A

B

C

Ma A1

A
′

Рис. 2.25

Действительно, пусть точка Ma –– середина стороны BC, тогда она
инверсна точке A1 относительно описанной окружности треугольника
ABC. Значит, основание биссектрисы угла MaAA1 совпадает с середи-
ной дуги BC, т. е. эта биссектриса совпадает с биссектрисой угла BAC.
Ну а тогда прямая AA1 симметрична медиане AMa относительно бис-
сектрисы угла A.

Другое изящное доказательство этого факта основано исключи-
тельно на существовании изогонального сопряжения. Мы просто ука-
жем точку, изогонально сопряженную A1. Это точка, симметричная
точке A относительно Ma; она, очевидно, лежит на медиане AMa (обо-
значим ее через A′; см. рис. 2.25). Как нетрудно проверить, прямые
BA′ и CA′ при отражении относительно биссектрис соответствующих
углов переходят в касательные к описанной окружности. Ну а зна-
чит, A′ переходит в A1.

Из этой теоремы следует, что симедиану можно построить с помо-
щью линейки, если дана описанная окружность треугольника. При
проективных преобразованиях, оставляющих описанную окружность
треугольника ABC на месте, симедианы переходят в симедианы и точ-
ка Лемуана –– в точку Лемуана. Это свойство в некотором смысле ана-
логично тому, что при аффинных преобразования центр тяжести тре-
угольника переходит в центр тяжести.
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Как следствие, стоит также отметить, что точка Лемуана будет
точкой Жергонна (см. ниже) треугольника A1B1C1, где точки B1 и C1

строятся аналогично точке A1.
1б. Симедиана делит сторону в отношении, равном отношению

квадратов прилегающих сторон.

Обозначим точку пересечения симедианы угла A со стороной BC

через La, а середину отрезка BC через Ma.
Поскольку площади треугольников ABMa и ACMa равны, отноше-

ние расстояний от точки Ma до сторон AB и AC обратно пропорцио-
нально отношению этих сторон. Но поскольку прямая ALa симмет-
рична прямой AMa относительно биссектрисы угла A, произведение
отношений расстояний от Ma и La до AB и AC равно 1. Следовательно,
отношение расстояний от La до AB и AC равно отношению длин этих
сторон, а значит, площади треугольников ABLa и ACLa относятся как
квадраты длин сторон AB и AC. Но, с другой стороны, это отношение
равно отношению BLa и CLa, поскольку у этих треугольников общая
высота.

1в. Сумма квадратов расстояний от точки P до вершин тре-

угольника достигает своего минимума, когда точка P –– это точка

пересечения медиан. В то же время сумма квадратов расстояний до

сторон достигает своего минимума в точке Лемуана.

Этот факт нетрудно вывести из предыдущего.

A C

B

Br1

Br2

Рис. 2.26

2. Точки Брокара

Оказывается, в любом треугольнике
ABC существует такая точка Br1, что
∠BABr1 = ∠CBBr1 = ∠ACBr1. Если взять
изогонально сопряженную к Br1 точку
Br2, то, очевидно, ∠ABBr2 = ∠BCBr2 =

= ∠CABr2 (рис. 2.26).
Эти две точки называют соответ-

ственно первой и второй точками Бро-
кара, а эллипс, касающийся сторон тре-
угольника, с фокусами в этих точках
называют эллипсом Брокара. В пра-
вильном треугольнике эти две точки
совпадают с центром треугольника, а эллипс –– с вписанной окруж-
ностью.

Докажем существование точки Br1. На сторонах треугольника по-
строим подобные ему треугольники BCA1, B1CA, BC1A так, как пока-
зано на рис. 2.27.

Тогда описанные окружности этих треугольников (обозначим их
через wa, wb и wc) пересекаются в одной точке. Действительно, пусть
Br1 –– это точка пересечения окружностей wa и wb, отличная от C.
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Рис. 2.27

Тогда

∠ABr1B = 360◦− (∠ABr1C + ∠BBr1C) =

= 360◦− (180◦ −∠AB1C)− (180◦−∠BA1C) =

= ∠BA1C + ∠AB1C = ∠C + ∠A = 180◦−∠B = 180◦−∠AC1B.

А значит, точка Br1 лежит на wc. Мы также имеем

∠CBBr1 = 180◦ −∠BBr1C−∠BCBr1 = ∠BA1C−∠BCBr1 =

= ∠BCA −∠BCBr1 = ∠ACBr1.

Аналогично ∠CBBr1 = ∠BABr1.
То, что такая точка единственная, легко понять из ее построения.

Предположим, что существует еще одна такая точка X. Тогда, как
нетрудно показать аналогичными рассуждениями, ∠BXA =180◦−∠B,
а значит, X лежит на окружности wc. Аналогично она должна лежать
на окружностях wa и wb, а значит совпадать с Br1.

Угол BABr1 называется углом Брокара треугольника ABC.
Отметим также, что точки A, Br1, A1 лежат на одной прямой. Дей-

ствительно,

∠ABr1A1 = ∠ABr1C + ∠CBr1A1 = 180◦−∠AB1C + ∠CBA1 =

= 180◦ −∠A + ∠A = 180◦.
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Точки Брокара обладают несколькими интересными свойствами.
2а. Педальные и окружностно-чевианные треугольники точек

Брокара подобны треугольнику ABC.

Обозначим проекции точки Br1 на стороны через A′, B′ и C′

(рис. 2.28). Четырехугольник B′AC′Br1 вписанный, следовательно,
∠C′B′Br1 = ∠C′ABr1 = ∠ACBr1 (последнее равенство верно в силу того,
что Br1 –– точка Брокара). Аналогично ∠A′B′Br1 = ∠A′CBr1. Значит,
∠A′B′C′

= ∠A′B′Br1 + ∠C′B′Br1 = ∠A′CBr1 + ∠ACBr1 = ∠C. Точно так же
показывается, что ∠B′A′C′

= ∠B и ∠A′C′B′
= ∠A. Поскольку педаль-

ный треугольник подобен окружностно-чевианному треугольнику,
окружностно-чевианный треугольник точки Br1 подобен ABC.

A C

B

Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1Br1

C
′

A
′

B
′

Рис. 2.28
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Рис. 2.29

2б. Пусть O –– центр описанной окружности треугольника ABC.

Тогда OBr1 = OBr2 и ∠Br1OBr2 равен удвоенному углу Брокара.

Пусть A′′B′′C′′ –– это окружностно-чевианный треугольник точки
Br1 относительно треугольника ABC (рис. 2.29).

Заметим, что точка A при повороте вокруг точки O на угол, рав-
ный удвоенному углу Брокара, перейдет в точку C′′. То же верно для
точек B и C. А значит, при повороте вокруг точки O треугольник ABC

переходит в треугольник C′′A′′B′′. Точка Br1 будет второй точкой Бро-
кара треугольника A′′B′′C′′ (∠C′′A′′Br1 = ∠C′′A′′A = ∠C′′CA = ∠Br1CA).

Следовательно, при повороте на удвоенный угол Брокара вокруг
точки O точка Br2 переходит в Br1.

2в. Точка Лемуана лежит на описанной окружности треугольни-
ка ABr1Br2 и является диаметрально противоположной точке O.

Рассмотрим проективное преобразование, переводящее точку Br1 в
центр окружности w, описанной около треугольника ABC. Треуголь-
ники ABC и A′′B′′C′′, очевидно, перейдут в треугольники, симметрич-
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ные относительно центра окружности w, а значит, их точки Лемуана
тоже будут симметричны. С другой стороны, эти точки будут обра-
зами точек Лемуана треугольников ABC и A′′B′′C′′, следовательно, L,
Br1, L′′ лежат на одной прямой, где L′′ –– точка Лемуана треугольника
A′′B′′C′′. При этом, поскольку треугольники ABC и A′′B′′C′′ получают-
ся друг из друга поворотом на двойной угол Брокара вокруг точки O,
L и L′′ равноудалены от концов проходящей через них хорды. Отсюда
и из сохранения двойных отношений при проективных преобразова-
ниях следует, что Br1 –– середина отрезка LL′′ и угол OBr1L прямой.
Следовательно, точки Br1 и Br2 лежат на окружности с диаметром OL

и симметричны относительно прямой OL.
2г. Эллипс Брокара касается сторон треугольника в основаниях

симедиан.

Пусть треугольники BCA1 и C2AB подобны треугольнику ABC

и расположены так, как показано на рис. 2.30. Обозначим их описан-
ные окружности через w1

a и w2
c . Поскольку точки Br1 и Br2 лежат наw1

a и w2
c соответственно и углы, опирающиеся на дуги CBr1 и ABr2,

равны, то отношение длин отрезков CBr1 и ABr2 равно отношению
радиусов окружностей w1

a и w2
c . C другой стороны, отношение ради-

усов этих окружностей равно коэффициенту подобия треугольников
BCA1 и C2AB, а значит, равно

BC

AC2
=

BC

AB
·

AB

AC2
=

(

BC

AB

)2

=
CLb

ALb
,

т. е.
CBr1

ABr2
=

CLb

ALb
. А поскольку ∠Br1CA = ∠Br2AC (углы Брокара),

A Lb C

C2

B

A1

Br1
Br2 Lw2

c w1
a

Рис. 2.30
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треугольники CLbBr1 и ALbBr2 подобны. Следовательно, ∠Br1LbC =

= ∠Br2LbA. Значит, эллипс с фокусами в точках Брокара и суммой
расстояний до фокусов Br1Lb + Br2Lb касается прямой AC в точке Lb.
Но такой эллипс единственный, и это эллипс Брокара.

То, что эллипс Брокара касается AB и BC в точках Lc и La, дока-
зывается аналогично.

3. Эллипс Штейнера и корни производной

Сопоставим каждой точке плоскости, имеющей декартовы коорди-
наты (a, b), комплексное число a + ib.

Теорема 2.10. Пусть p и q –– корни производной многочлена P(z)=

= (z− za)(z− zb)(z− zc). Тогда точки на комплексной плоскости, со-

ответствующие числам p и q, изогонально сопряжены относитель-

но треугольника ABC, вершины которого соответствуют числам za,

zb, zc.

Доказательство. Докажем, что ∠BAP=∠CAQ, где точки P и Q со-
ответствуют числам p и q. Без ограничения общности можно считать,
что za = 0, поскольку если от точек za, zb и zc отнять za, то и кор-
ни производной многочлена P(z) изменятся на −za. В плоскости это
будет соответствовать сдвигу на вектор −za.

Многочлен P(z) при этом будет равен z3 − (zb + zc)z2
+ zczbz, а его

производная 3z2 − 2(zb + zc)z + zbzc. По теореме Виета произведение

корней многочлена P′(z) равно
1

3
zbzc. А это означает, что произве-

дение корней zb и zc имеет тот же аргумент, что и произведение
p и q, а значит, ∠BAx + ∠CAx = ∠PAx + ∠QAx. Следовательно, углы
∠BAP и ∠CAQ равны. Аналогично доказывается, что ∠ABP = ∠CBQ и

za

zb

zc

Mp

q

Рис. 2.31

∠ACP = ∠BCQ.
Эллипс с фокусами в этих точках, каса-

ющийся сторон треугольника ABC, назы-
вается вписанным эллипсом Штейнера.

Докажем, что его центр совпадает с
центром тяжести треугольника. Центр тя-
жести треугольника соответствует точке
1

3
(za + zb + zc), а центр тяжести точек P и

Q –– точке
1

2
(p + q). Мы имеем P′(z) = 3z2 −

− 2(za + zb + zc)z + zazbzc, а значит, по тео-

реме Виета сумма корней производной равна
2

3
(za + zb + zc), т. е. их

центр тяжести равен
1

3
(za + zb + zc), что и требовалось доказать.

Замечания. 1. Вообще этот факт верен для многочленов любой сте-
пени, большей единицы: центр тяжести корней многочлена и центр
тяжести корней его производной совпадают. Проще всего это дока-
зать, переведя центр тяжести в 0. Тогда второй коэффициент много-
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члена, а значит, и его производной обратится в нуль, следовательно,
сумма корней производной (а значит, и центра тяжести) будет равна
нулю, т. е. совпадет с центром тяжести корней самого многочлена.

2. Рассмотрим аффинное преобразование, переводящее правиль-
ный треугольник в треугольник ABC. Тогда вписанная окружность
этого треугольника перейдет в эллипс, причем центром этого эллипса
будет центр тяжести треугольника ABC. Как будет показано в гл. 4,
существует единственная коника, касающаяся данных трех прямых,
с центром в данной точке. А значит, это и будет эллипс Штейнера.

Поскольку в правильном треугольнике точки касания вписанной
окружности со сторонами –– это их середины, эллипс Штейнера тоже
будет касаться сторон треугольника ABC в их серединах.

По аналогии со вписанным существует описанный эллипс Штей-
нера –– это эллипс с центром в точке пересечения медиан, проходящий
через вершины треугольника. Он будет образом описанной окружно-
сти правильного треугольника при аффинном преобразовании, пере-
водящем его в треугольник ABC.

4. Точки Аполлония и Торричелли

Если дан треугольник ABC, то геометрическим местом точек P,

для которых
PA

PB
=

AC

BC
, будет окружность Аполлония точек A и B,

диаметрально противоположными точками которой являются основа-
ния внутренней и внешней биссектрис угла C. Для точек P1, P2 пере-
сечения этой окружности с аналогичной окружностью, построенной
по другой паре вершин, выполняются равенства PiA · BC = PiB · AC =

=PiC · AB, следовательно, точки Pi лежат и на третьей такой окружно-
сти. Эти точки называются точками Аполлония треугольника ABC.
Далее мы будем эти точки обозначать через Ap1 (обычно первой точ-
кой Аполлония считают точку, лежащую внутри описанной окружно-
сти) и Ap2. Простой подсчет углов показывает, что окружности Апол-
лония ортогональны описанной окружности треугольника ABC. Зна-
чит, при инверсии относительно этой окружности они переходят в
себя, а точки Аполлония друг в друга. Отсюда, в частности, следует,
что прямая Ap1Ap2 проходит через центр O описанной окружности.
Далее, центром окружности Аполлония, проходящей через точку C,
является точка пересечения прямой AB с касательной к описанной
окружности в точке C. При полярном соответствии относительно опи-
санной окружности этим прямым соответствуют точка пересечения
касательных к ней в точках A и B и точка C. Следовательно, поляра-
ми центров окружностей Аполлония являются симедианы, а полюсом
прямой, на которой эти центры лежат, –– точка Лемуана L. Таким об-
разом, точка L также лежит на прямой Ap1Ap2 и инверсна середине
отрезка Ap1Ap2 относительно описанной окружности.
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Отметим важное свойство точек Аполлония, которое может быть
принято за их определение.
Педальные треугольники точек Аполлония правильные.

Доказательство. Пусть A′, B′ –– проекции точки Api на BC и CA.
Так как четырехугольник CA′ApiB

′ вписан в окружность с диаметром
ApiC, то A′B′

=ApiC sin C=ApiC · AB/2R. Отсюда сразу следует, что все
стороны педального треугольника равны.

Теперь легко понять, какие точки изогонально сопряжены точкам
Аполлония. Действительно, если опустить из вершин A, B перпенди-
куляры на соответствующие стороны педального треугольника Api,
то они пересекутся в изогонально сопряженной точке Ti. Так как пе-
дальный треугольник правильный, угол ATiB равен 60◦ или 120◦. Та-
ким образом, из точек Ti все стороны треугольника видны под углами
60◦ или 120◦. Точки, удовлетворяющие этому условию, называются
точками Торричелли треугольника ABC. Построить их можно следу-
ющим образом: пусть A′, B′, C′ –– вершины правильных треугольни-
ков, построенных на сторонах треугольника ABC во внешнюю (вну-
треннюю) сторону. Тогда прямые AA′, BB′, CC′ пересекаются в первой
(второй) точке Торричелли (рис. 2.32).
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Рис. 2.32

Если все углы треугольника меньше 120◦, то первая точка Тор-
ричелли лежит внутри треугольника и сумма расстояний от нее до
его вершин меньше, чем от любой другой точки X плоскости. В этом
нетрудно убедиться, повернув треугольники AXC и AT1C на 60◦ во-
круг точки A (рис. 2.33).
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Приведем без доказательства еще три свойства точек Торричелли
и Аполлония:

A

B

C

C
′

T1X

Рис. 2.33

1) прямые Ap1T1 и Ap2T2 параллельны пря-

мой Эйлера OH;
2) прямая T1T2 проходит через точку Ле-

муана, откуда, как будет показано в § 3.3,

следует, что прямые Ap1T2 и Ap2T1 пересека-

ются в центре тяжести треугольника ABC;
3) ∠ApBrL = 60◦ (номера не имеют значе-

ния, поскольку Ap1, Ap2 и L лежат на од-
ной прямой, относительно которой Br1 и Br2

симметричны); это, в частности, означает,
что треугольник OBr1Br2 имеет те же точ-

ки Аполлония, что и исходный.
5. Точки Жергонна и Нагеля и центры гомотетии описанной и

вписанной окружностей

Определение. Пусть вписанная окружность треугольника ABC ка-
сается его сторон в точках Ga, Gb, Gc. Тогда прямые AGa, BGb и CGc пе-
ресекаются в одной точке G (доказать это можно с помощью теоремы
Чевы или применив проективное преобразование, сохраняющее впи-
санную окружность и переводящее точку пересечения прямых AGa и
BGb в центр), которая называется точкой Жергонна.

Проведем прямые, симметричные AGa и BGb относительно биссек-
трис AI и BI, и найдем точки A1, B1 их пересечения с вписанной
окружностью, дальние от A и B (рис. 2.34). Имеем

∠GcIA1 = ∠GcIGa + ∠GaIA1 = 180◦−∠B + 2
(

∠B +
1

2
A −90◦

)

=

= ∠A + ∠B = ∠GcIB1.

Следовательно, A1B1 ‖AB. Аналогично прямая, симметричная CGc от-
носительно CI, пересечет вписанную окружность в такой точке C1,

A C

Gc

Gb

Ga

A1

B1

G

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

B

Рис. 2.34

что C1A1 ‖ CA, C1B1 ‖ CB. Таким обра-
зом, треугольники ABC и A1B1C1 го-
мотетичны относительно точки, изого-
нально сопряженной точке G. При этой
гомотетии описанная окружность тре-
угольника ABC переходит в вписан-
ную, следовательно, мы доказали такое
утверждение.
Точка Жергонна изогонально сопря-

жена внутреннему центру гомотетии

описанной и вписанной окружностей

треугольника.
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Аналогично, если соединить вершины треугольника и точки ка-
сания противоположных сторон с вневписанными окружностями, то
эти прямые пересекутся в одной точке, которая называется точкой
Нагеля. Повторяя приведенные выше рассуждения, получаем:
Точка Нагеля изогонально сопряжена внешнему центру гомоте-

тии описанной и вписанной окружностей треугольника.

Помимо изогонального сопряжения, относительно данного тре-
угольника определено и так называемое изотомическое, которое стро-
ится следующим образом.

A CB1 B2

C1

C2 A1

A2

B

P P
′

Рис. 2.35

Определение. Пусть прямые AP, BP, CP

пересекают противоположные стороны тре-
угольника ABC в точках A1, B1, C1, и пусть
A2, B2, C2 –– точки, симметричные A1, B1, C1

относительно середин соответствующих сто-
рон. Тогда прямые AA2, BB2, CC2 пересека-
ются в одной точке P′, которая называется
изотомически сопряженной точке P относи-
тельно треугольника ABC (рис. 2.35).

Как и в случае изогонального сопряже-
ния, вершина треугольника изотомически
сопряжена любой точке противоположной стороны. Во всех осталь-
ных случаях изотомическое сопряжение взаимно однозначно.

Неподвижными точками изотомического сопряжения являются
центр тяжести треугольника и точки, симметричные его вершинам
относительно середин противоположных сторон. Следует также от-
метить, что изотомическая сопряженность точек сохраняется при
аффинных преобразованиях.

Из других свойств изотомического сопряжения заслуживает упо-
минания то, что точка Жергонна изотомически сопряжена точке На-
геля.

§ 2.4. Радикальные оси и пучки окружностей

Определение. Пусть даны окружность с центром O и радиусом r и точ-
ка P. Величина OP2 − r2 называется степенью точки P относительно
окружности.

Из определения сразу следует, что степень внешних точек поло-
жительна, а внутренних отрицательна.

Упражнение 1. Найдите геометрическое место таких точек, что
их степень относительно данной окружности равна некоторой посто-
янной величине.

Ответ. Точки, степени которых относительно окружности w рав-
ны, образуют окружность, концентрическую с w.
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Лемма 2.3. Пусть прямая, проходящая через точку P, пересека-

ет окружность в точках X и Y. Тогда произведение PX · PY не за-

висит от прямой и равно модулю степени точки P относительно

этой окружности.

Доказательство. Пусть через точку P проведены две прямые,
первая из которых пересекает окружность в точках A и B, а вторая ––
в точках C и D. Докажем, что PA · PB = PC · PD. Легко понять, что
треугольники PAC и PDB подобны, а значит,

PA

PC
=

PD

PB
⇒ PA · PB = PC · PD.

Осталось доказать, что эта величина равна модулю степени точки P

относительно окружности. Проведем прямую через центр этой окруж-
ности. Тогда произведение расстояний от точки P до точек пересече-
ния будет, очевидно, равно (OP + r) · (OP− r) (где через O мы обозна-
чили центр окружности, а через r –– ее радиус). Ну а это произведе-
ние, очевидно, равно OP2 − r2.

Упражнение 2. Пусть отрезки AB и CD пересекаются в точке P,
причем PA ·PB=PC ·PD. Докажите, что тогда четырехугольник ABCD

вписанный.
Решение. Поскольку PA · PB = PC · PD, треугольники PBD и PCA

подобны, а значит, ∠PBD = ∠PCA. Но это и означает, что четырех-
угольник ABCD вписанный.

Лемма 2.3, в частности, нужна для доказательства следующей
важной теоремы.

Теорема 2.11. Множество точек, степени которых относитель-

но двух данных неконцентрических окружностей равны, есть пря-

мая. Эта прямая называется радикальной осью окружностей.
Доказательство. Предположим, что эти две окружности пересе-

каются. Проведем прямую через точки их пересечения. Тогда эта пря-
мая будет радикальной осью. Покажем это. Пусть эти две окружно-
сти пересекаются в точках A и B. Возьмем произвольную точку P на
прямой AB. Тогда модуль степени точки P относительно этих двух
окружностей равен PA · PB, а знаки, очевидно, совпадают.

Других точек, обладающим этим свойством, нет. Проведем через
произвольную точку X, не лежащую на прямой AB, прямую, про-
ходящую через точку A. Тогда, как легко видеть, либо расстояния
от точки X до повторных точек пересечения с этими окружностями
различны (а значит, и модули степеней точек не равны), либо знаки
степеней точек отличаются.

Теперь докажем теорему в случае, если окружности не имеют об-
щих точек. Для этого применим некоторый трюк, который также
пригодится в дальнейшем. Рассмотрим две сферы, которые пересека-
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ют нашу плоскость по этим двум окружностям и имеют общие точки.
Легко понять, что такие сферы существуют. Действительно, рассмот-
рим произвольную точку, не лежащую в нашей плоскости, и сферы,
проходящие через эту точку и эти две окружности. Для сфер ана-
логично можно определить степень точки, и для нее, очевидно, вер-
на лемма 2.3. Аналогично показывается, что множество точек, сте-
пени которых относительно этих двух сфер равны, есть плоскость,
проходящая через окружность пересечения этих двух сфер. Эта плос-
кость пересекает нашу плоскость по какой-то прямой. Получающаяся
таким образом прямая, очевидно, и будет радикальной осью наших
двух окружностей.

Рис. 2.36

Пусть теперь даны три окружности. Если их центры не лежат на
одной прямой, то радикальные оси каких-то двух пар пересекаются.
Степени точки их пересечения относительно всех трех окружностей
равны, значит, и третья радикальная ось проходит через эту точку,
которая называется радикальным центром трех окружностей. Если
же центры окружностей лежат на одной прямой, то радикальные оси
параллельны или совпадают. В последнем случае окружности назы-
ваются соосными.

Множество всех окружностей, соосных с двумя данными, называ-
ется пучком. Если задающие пучок окружности пересекаются в двух
точках, то пучок состоит из всех окружностей, проходящих через эти
точки. Такой пучок называется гиперболическим. Если две окруж-
ности касаются, то любая окружность пучка касается их общей ка-
сательной в той же точке. Такой пучок называется параболическим.
Наконец, две непересекающиеся окружности задают пучок такого ти-
па, как изображено на рис. 2.37. Такой пучок называется эллиптиче-
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ским. Отметим, что две из окружностей эллиптического пучка выро-
ждаются в точки, которые называются предельными точками пучка.

Рис. 2.37

Если взять на радикальной оси пучка любую точку, лежащую вне
окружностей, то касательные, проведенные из нее ко всем окружно-
стям пучка, равны. Поэтому окружность с центром в этой точке и
радиусом, равным длине касательной, перпендикулярна всем окруж-
ностям пучка. Все такие окружности сами образуют некоторый пу-
чок (рис. 2.38), и по любым двум из них исходный пучок строится
однозначно. Отсюда следует, что при инверсии относительно произ-
вольной окружности пучки переходят в пучки, причем любой пучок,
содержащий окружность инверсии, переходит в себя. В частности,
предельные точки эллиптического пучка переходят друг в друга при
инверсии относительно любой окружности этого пучка. Отметим так-
же, что инверсия с центром в предельной точке переводит окруж-
ности перпендикулярного пучка в прямые. Следовательно, исходный
пучок перейдет в пучок концентрических окружностей.

Рис. 2.38
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Упражнение 3. Докажите этот факт с помощью «выхода» в трех-
мерное пространство.

Решение. Рассмотрим пересекающееся семейство сфер, пересека-
ющих нашу плоскость по окружностям из этого пучка. Эти сферы
также образуют пучок. При инверсии эти сферы также переходят
в сферы, причем пересекающиеся по некоторой окружности. Следо-
вательно, они будут пересекать нашу плоскость опять же по пучку.

Пучок окружностей обладает еще одним очень важным свойством.
Теорема 2.12. Пусть даны две окружности w1 и w2. Геометри-

ческим местом таких точек, что отношение их степеней относи-

тельно этих двух окружностей постоянно, является окружность,

принадлежащая пучку, образованному окружностями w1 и w2.

O1

O2

A1

A2

P

X2

X1

X

AB

w1

w2

Рис. 2.39

Доказательство. Предположим, что
окружности w1 и w2 пересекаются в точ-
ках A и B (рис. 2.39). Обозначим центры
этих окружностей через O1 и O2, а их ра-
диусы –– через r1 и r2 соответственно. Точ-
ки, симметричные точке A относительно
O1 и O2, обозначим через A1 и A2. Пока-
жем, что множество таких точек X, что
отношение их степеней относительно w1

и w2 равно k, –– это окружность. Прове-
дем прямую XA. Пусть она пересечет w1

и w2 в точках X1 и X2 соответственно. То-

гда k будет равно
XX1

XX2
(взятому с нужным

знаком). Поскольку AA1 и AA2 –– диамет-
ры соответствующих окружностей, углы
AX1A1 и AX2A2 прямые, а значит, X1

и X2 –– это проекции точек A1 и A2 на пря-

мую AX. Возьмем на прямой A1A2 такую точку P, что
PA1

PA2
= k (таких

точек, что это отношение равно |k |, будет две, надо выбрать ту, у ко-
торой «знак» соответствующий). Тогда по теореме Фалеса точка X бу-
дет проекцией точки P на прямую AX, а значит, она будет лежать на
окружности с диаметром AP. Обратными рассуждениями легко пока-
зать, что для любой точки на этой окружности отношение степеней
точек относительно w1 и w2 равно k.

Для того чтобы доказать это утверждение для непересекающих-
ся окружностей, опять применим идею «выхода» в трехмерное про-
странство. Пусть даны две пересекающиеся сферы, пересекающие на-
шу плоскость по этим двум окружностям. Проводя аналогичные рас-
суждения, показываем, что геометрическим местом таких точек, что
отношение их степеней относительно этих двух сфер равно k, есть



§ 2.4. Радикальные оси и пучки окружностей 63

сфера из этого пучка, т. е. сфера, содержащая окружность пересече-
ния этих двух сфер. Пересечение этой сферы с нашей плоскостью есть
окружность из пучка, образованного окружностями w1 и w2, а это и
требовалось доказать.

С помощью этой теоремы можно достаточно просто доказать теоре-
му Понселе (для пучка окружностей), не прибегая к алгебраическим
соображениям. Теорему Понселе в общем виде мы докажем в § 3.3.

Теорема 2.13 (Понселе). Пусть даны окружности wi, принадле-

жащие одному пучку, и точка A0, лежащая на окружности w0. Ка-

сательная к окружности w1, проведенная из точки A0, повторно

пересекает w0 в точке A1, касательная к окружности w2, прове-

денная из точки A1, повторно пересекает w0 в точке A2 и т. д. Ка-

сательная к окружности wi+1, проведенная из точки Ai, повторно

пересекает w0 в точке Ai+1. Пусть для некоторого n оказалось, что

точка An совпала с точкой A0. Тогда для любой точки B0, лежащей

на w1, построенная аналогичным образом точка Bn совпадет с B0

(рис. 2.40).

A0

A1

A2

A3

B0

B1

B2

B3

Рис. 2.40

Надо заметить, что не всегда можно построить такую точку Bn.
Например, если точка B0 лежит внутри w1, этого сделать нельзя. Мы
предполагаем, что такая точка Bn все-таки получилась.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что
AiBi касается некоторой фиксированной окружности из нашего пуч-
ка. Тогда если A0 совпадает с An, то касательная, проведенная из
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точки A0, должна совпадать с касательной, проведенной из точки An

к этой окружности (предполагается, что мы всегда проводим каса-
тельные в нужную сторону). А значит, и точки их пересечения с w0

должны совпадать, а это точки B0 и Bn.
Пусть прямые A0A1 и B0B1 касаются окружности w1 в точках

X и Y соответственно (рис. 2.41). Точку пересечения этих прямых
обозначим через Z. Треугольник XZY равнобедренный (так как X

и Y –– это просто касательные, проведенные из точки Z к окружно-
сти w1). Следовательно, углы X и Y в этом треугольнике равны. Кро-
ме того, равны углы B1A1A0 и B1B0A0. Таким образом, треугольники
XQA1 и YPB0 подобны, где P и Q –– это точки пересечения прямой
XY с отрезками A0B0 и A1B1. Следовательно, углы PQA1 и QPB0 рав-
ны, а значит, существует окружность w′, касающаяся отрезков A0B0

и A1B1 в точках P и Q соответственно.

A1B1

A0

B0

X

Y

Q

ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

w0

w′

w1

Рис. 2.41

Теперь докажем, что она принадлежит нашему пучку. Для этого
достаточно доказать, что окружность w0 принадлежит пучку, образо-
ванному окружностями w1 и w′.

Покажем, что отношения степеней точек A0, A1, B0 и B1 относи-
тельно w1 и w′ равны. Легко понять, что эти отношения равны соот-

ветственно
A0X2

A0P2
,

A1X2

A1Q2
,

B0Y2

B0P2
и

B1Y2

B1Q2
.

В силу подобия треугольников A0XP и B1YQ отношения
A0X2

A0P2
и

B1Y2

B1Q2
равны. Аналогично в силу подобия треугольников B0YQ и A1XQ

равны отношения
A1X2

A1Q2
и

B0Y2

B0P2
.
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Осталось доказать, что
A0X

A0P
=

B0Y

B0P
. Но по теореме синусов

A0X

A0P
=

sin ∠A0PX

sin ∠A0XP
=

sin ∠B0PY

sin ∠B0YP
=

B0Y

B0P
.

Аналогично показывается, что отрезки AiBi и Ai+1Bi+1 будут ка-
саться одной и той же окружности нашего пучка. Легко понять, что
отрезки AiBi могут касаться только одной такой окружности. Поэто-
му эта окружность одна и та же для всех отрезков AiBi, и это w′.

Теорема Понселе означает, в частности, что если многоугольник
вписан в одну окружность и описан около другой, то его можно «вра-
щать» между этими окружностями. При этом каждая диагональ мно-
гоугольника касается окружности, соосной с описанной и вписанной
(рис. 2.42).

Рис. 2.42

Помимо теоремы Понселе, свойства радикальных осей позволяют
доказать также теорему Брианшона, на этот раз в общем виде. Но
сначала сформулируем ее.

Теорема 2.14 (Брианшон). Пусть прямые li, i=1, ..., 6, касаются
одной коники, Aij ––точки пересечения прямых li и lj . Тогда прямые

A12A45, A23A56 и A34A61 пересекаются в одной точке.
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Доказательство. Проективным преобразованием переведем ко-
нику в окружность. Будем считать, что мы имеем дело с шестиуголь-
ником, описанным вокруг окружности, и нужные нам прямые –– это
его главные диагонали. Следующие рассуждения легко переносятся
на случай, если прямые касаются окружности в другом порядке.

Итак, пусть дан описанный шестиугольник ABCDEF (рис. 2.43).
Надо доказать, что AD, BE и CF пересекаются в одной точке.

F

B

D

A

E

C

w1

w2

w3

Рис. 2.43

Рассмотрим окружности w1, w2 и w3, касающиеся пар прямых AB

и DE, BC и DE, CD и FA соответственно, причем так, что точки ка-
сания находятся на расстоянии a от соответствующих точек касания
сторон шестиугольника с окружностью (обозначим их через A1, B1,
..., F1). Тогда степень точки A относительно окружностей w1 и w3

равна −(AA1 + a)2. Значит, она лежит на радикальной оси этих двух
окружностей. То же самое верно и для точки D. Таким образом, AD ––
это радикальная ось окружностей w1 и w3. Аналогично доказывается,
что BE –– радикальная ось окружностей w1 и w2, а CF –– окружностейw2 и w3. Следовательно, AD, BE и CF пересекаются в одной точке,
а именно в радикальном центре окружностей w1, w2 и w3.



Г Л А В А 3

Проективные свойства коник

§ 3.1. Двойное отношение четырех точек

кривой. Параметризация.

Обратные теоремы Паскаля и Брианшона

Проективная эквивалентность коник озна-
чает, что все свойства окружности, о кото-
рых говорилось во введении, остаются вер-
ными и для коник. В частности, для четы-
рех точек коники A, B, C, D двойное отно-
шение прямых XA, XB, XC, XD не зависит
от выбора точки X на конике. Это отноше-
ние называется двойным отношением точек
A, B, C, D. Очевидно, что при проективных
преобразованиях двойные отношения сохра-
няются.

Зафиксируем некоторую точку P кони-
ки и не проходящую через нее прямую l.
Каждой точке X коники поставим в соответ-
ствие точку X′ пересечения прямой PX с l

(точке P соответствует точка пересечения l

с касательной к конике). Очевидно, это со-
ответствие взаимно однозначно и сохраняет
двойные отношения. Если теперь стандарт-
ным образом установить соответствие между
точками прямой l и действительными чис-
лами, то получим параметризацию коники.
Нетрудно убедиться, что при такой пара-
метризации координаты точки X являются
рациональными функциями параметра.

Теорема 3.1 (обратная теорема Паскаля).

Пусть даны такие точки Xi, i = 1, ..., 6,
что точки пересечения прямых X1X2 и

X4X5, X2X3 и X5X6, X3X4 и X6X1 лежат

на одной прямой. Тогда существует кони-

ка, проходящая через все точки Xi.

Доказательство. Воспользуемся тем фа-
ктом, что через любые пять точек общего по-
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ложения проходит единственная коника. Построим такую конику a
для точек Xi, i = 1, ..., 5. Пусть A, B, C –– точки пересечения прямых
X1X2 и X4X5, X2X3 и X5X6, X3X4 и X6X1, Y –– точка пересечения a
и BX5, отличная от X5. По теореме Паскаля точка пересечения пря-
мых X3X4 и X1Y лежит на AB, т. е. совпадает с C. Значит, Y совпадает
с X6.

Теорема 3.2 (обратная теорема Брианшона). Пусть даны прямые

li, i = 1, ..., 6, Aij –– точка пересечения прямых li и lj . Если прямые

A12A45, A23A56 и A34A61 пересекаются в одной точке, то существует

коника, касающаяся всех прямых li.

Доказывается эта теорема аналогично предыдущей. Однако надо
сначала показать, что существует единственная коника, касающаяся
пяти заданных прямых. Мы можем с помощью теоремы Брианшона

Рис. 3.1

построить точки касания этих прямых с кони-
кой. Ну а через пять точек проходит только од-
на коника. Построение точки касания показа-
но на рис. 3.1.

С помощью теоремы Брианшона можно по-
лучить новое доказательство теоремы 1.11.
Действительно, пусть парабола вписана в тре-
угольник ABC. Проведем через ортоцентр H

треугольника прямую l1, касающуюся парабо-
лы, и перпендикулярную ей прямую l2. Если
доказать, что прямые AB, BC, CA, l1, l2 и бес-
конечно удаленная прямая касаются одной коники, то, поскольку
существует единственная коника, касающаяся пяти прямых, она бу-
дет совпадать с данной параболой. А значит, касательные к параболе,
проведенные из ортоцентра, перпендикулярны, следовательно, он ле-
жит на директрисе.

Пусть P –– точка пересечения AB с l1, а X и Y –– точки бесконечно
удаленной прямой, задающие направления, параллельные l2 и AC со-
ответственно. Рассмотрим «шестиугольник» BPHXYC. Его главные
диагонали BX, PY и HC, очевидно, являются высотами треугольни-
ка BPH, а значит, пересекаются в одной точке. Из обратной теоре-
мы Брианшона следует, что шестиугольник BPHXYC описанный. Ну
а как легко видеть, его стороны –– это нужные нам прямые.

Воспользовавшись теоремой Паскаля, можно с помощью одной ли-
нейки построить произвольное количество точек коники, проходя-
щей через данные пять точек X1, X2, X3, X4, X5. Действительно,
пусть A –– точка пересечения прямых X1X2 и X4X5, l –– произвольная
проходящая через точку A прямая, B, C –– точки пересечения l с X2X3

и X3X4. Тогда точка пересечения прямых BX5 и CX1 по обратной
теореме Паскаля лежит на конике. Аналогично с помощью теоремы
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Рис. 3.2

Брианшона можно построить произволь-
ное количество касательных к конике,
касающейся 5 заданных прямых.

Задача 15. Докажите, что диагонали
четырехугольников, образованных точ-
ками пересечения двух эллипсов и их об-
щими касательными, пересекаются в од-
ной точке (рис. 3.2).

Задача 16. В конику вписан шести-
угольник ABCDEF. Докажите, что шесть
прямых AC, CE, EA, BD, DF и FB каса-
ются некоторой коники. Выведите отсюда теорему Понселе для тре-
угольника.

Задача 17. Пусть касательная к гиперболе, проведенная в точке A,
пересекает ее асимптоты в точках A1, A2, а касательная, проведенная
в точке B, –– в точках B1, B2. Докажите, что прямые A1B2, A2B1 и AB

пересекаются в одной точке.
Задача 18. Треугольники ABC и A′B′C′ центрально симметричны.

Через точки A′, B′, C′ проведены три параллельные прямые. Докажи-
те, что точки их пересечения с BC, CA и AB соответственно лежат на
одной прямой.

A CB1B2

B3

B

C1

C2

C3

A1

A2

A3

Рис. 3.3

Задача 19. Докажите, что коника, опи-
санная около треугольника ABC, является
равносторонней гиперболой тогда и только
тогда, когда она проходит через ортоцентр
треугольника.

Задача 20. (Теорема о шестиугольни-
ке.) Пусть коника пересекает стороны AB,
BC и AC треугольника ABC в точках C1

и C2, A1 и A2, B1 и B2 соответственно. Че-
рез A3, B3 и C3 обозначим точки пересече-
ния пар касательных, проведенных в точ-
ках A1 и A2, B1 и B2, C1 и C2 (рис. 3.3).
Докажите, что прямые AA3, BB3 и CC3 пе-
ресекаются в одной точке.

§ 3.2. Полярное соответствие. Принцип двойственности

Пусть даны некоторая коника и точка A. Рассмотрим произвольное
проективное преобразование, переводящее данную конику в окруж-
ность. Пусть A′ –– образ точки A при этом преобразовании, a′ –– поляра
точки A относительно окружности, a –– образ прямой a′ при обратном
преобразовании. Тогда прямая a может быть построена следующим
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X 2

X 1
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Рис. 3.4

X 2

X 1

Y2
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A

a

Рис. 3.5

A

l1

l2

a

Рис. 3.6

образом. Проведем через точку A две
прямые, пересекающие данную конику в
точках X1, X2 и Y1, Y2. Пусть X –– точ-
ка пересечения касательных к конике в
точках X1, X2, Y –– точка пересечения ка-
сательных в точках Y1, Y2. Тогда прямая
XY совпадает с a (рис. 3.4).

Действительно, при применении опи-
санного построения к точке A′ и окруж-
ности получаем прямую a′, а проективное
преобразование сохраняет точки пересе-
чения и касания прямых и коник. Следо-
вательно, прямая a не зависит от выбран-
ного проективного преобразования. Мож-
но построить a и по-другому: как пря-
мую, соединяющую точки пересечения
X1Y1 с X2Y2 и X1Y2 с X2Y1 (рис. 3.5).
В частности, если A –– центр эллипса или
гиперболы, получим бесконечно удален-
ную прямую. Отметим, что последнее по-
строение применимо и к вырожденным
кривым второго порядка, причем постро-
енная прямая будет проходить через об-
щую точку O прямых l1, l2, составляю-
щих кривую, и двойное отношение пря-
мых (l1l2; OAa) равно 1 (рис. 3.6).

Определенное таким образом соответ-
ствие между точками и прямыми назы-
вается полярным соответствием относи-
тельно данной коники. При этом прямая
a называется полярой точки A, а A –– по-
люсом прямой a. Очевидно, что все сфор-
мулированные выше свойства полярного соответствия сохраняются.

Отметим, что если прямая p является полярой точки P, а произ-
вольная проходящая через P прямая пересекает p в точке Q и ко-
нику в точках A, B, то (PQ; AB) = 1. Для доказательства достаточно
рассмотреть случай, когда коника является окружностью, а одна из
точек P, Q бесконечно удаленная (рис. 3.7).

В частности, если коника является эллипсом или гиперболой, то
середины всех хорд, параллельных фиксированной прямой, лежат на
прямой, проходящей через центр коники (направления, задаваемые
этой прямой и прямой, параллельной хордам, называются сопряжен-
ными относительно коники), а если коника –– парабола, то на прямой,
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B
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Q B′

A ′

P′

Q′

Рис. 3.7

параллельной ее оси (см. задачу 10). Верно и двойственное утвержде-
ние: если через некоторую точку проведены касательные к конике a

и b и две произвольные прямые p и q, то полюс прямой p лежит на q

тогда и только тогда, когда (ab; pq) = 1.
Принцип двойственности также остается верным. Поэтому, напри-

мер, обратная теорема Брианшона является следствием обратной те-
оремы Паскаля. Можно также заключить, что для любых пяти пря-
мых общего положения существует единственная касающаяся их ко-
ника.

Рис. 3.8

Определение. Двойственным образом глад-
кой кривой называется множество двойствен-
ных образов всех касательных, проведенных
к этой кривой.

Пример кривой и ее двойственного образа
изображен на рис. 3.8.

Важным свойством двойственного преобра-
зования является следующая теорема.

Теорема 3.3. Пусть R(g) есть двойственный образ кривой g. То-
гда R(R(g)) =g.

Доказательство. Пусть точка X движется по кривой g к точке A.
Тогда, очевидно, пересечение касательных, проведенных в точках X

Y
A

X

x

a

R(Y )

R(a)

R(x)

Рис. 3.9

и A (обозначим их через x и a соответственно),
стремится к A. Пересечение x и a обозначим че-
рез Y. Посмотрим, что происходит с образами
прямых x и a на кривой R(g). Очевидно, R(x)

стремится к R(a), а значит, отрезок R(a)R(x)

стремится к касательной к R(g), проведенной
в точке R(a). Но R(a)R(x) –– это не что иное,
как R(Y), следовательно, R(Y) стремится к ка-
сательной к R(g), проведенной в точке R(a). То-
гда к образу касательной, проведенной в точке
R(a), стремится образ R(Y). Но это и есть точка
Y, которая при этом движении стремится к A.
Получается, что образ касательной, проведенной
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в точке R(a), –– это сама точка A. А это и означает, что двойственный
образ касательных к R(g) есть сама кривая g.

Полярное соответствие дает еще один способ получения коник.
Рассмотрим окружность a с центром A и радиусом r и другую окруж-
ность w с центром O. Поляры всех точек окружности a относительноw огибают некоторую кривую, которая называется полярным обра-
зом окружности a. Полярный образ можно получить и по-другому:
как множество полюсов всех касательных к a.

Теорема 3.4. Полярный образ одной окружности относительно

другой является коникой.

Доказательство. Пусть даны окружность w с центром в точке O

и окружность w1 с центром в точке O1 (для удобства будем считать,
что O лежит внутри w1; см. рис. 3.10). Пусть w1 при инверсии отно-
сительно w перейдет в окружность w2 с центром в точке O2.

O2 OO′ O1

O′′

Y

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

ww1

w2

Рис. 3.10

Обозначим прямую, проходящую через точку X и перпендикуляр-
ную OX, через p(X). Она будет полярным образом точки, инверсной
точке X относительно w. Так, при движении точки X по w2 соответ-
ствующая ей прямая пробежит множество поляр всех точек, лежа-
щих на w1. Таким образом, нам надо доказать, что множество всех та-
ких прямых касается некоторой коники. Рассмотрим точку O′, сим-
метричную точке O относительно O2, и точку O′′, симметричную точ-
ке O относительно X. Легко понять, что длина отрезка O′O′′ равна
диаметру окружности w2. Пусть O′O′′ пересекает p(X) в точке Y. То-
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гда, в силу того что p(X) –– серединный перпендикуляр к OO′′, дли-
ны отрезков YO и YO′′ равны. Кроме того, углы, которые образуют
прямые YO и YO′ с p(X), равны. А значит, p(X) в точке Y касается
эллипса с фокусами в O и O′ и большой полуосью, равной диаметру
окружности w2. Кроме того, легко понять, что при движении точки
X по w2 точка Y пробежит весь этот эллипс.

Таким образом, мы просто указали конику, которая является по-
лярным образом нашей окружности.

Если точка O лежит вне w1, абсолютно аналогичными рассуждени-
ями можно показать, что полярным образом будет гипербола, а в слу-
чае, если O лежит на w1, –– парабола.

В силу проективной эквивалентности коник доказанную теорему
можно обобщить.

Теорема 3.5. Полярный образ одной коники относительно другой

является коникой.

Единственное, что, конечно, непонятно, –– это почему любые две
коники проективным преобразованием можно перевести в две окруж-
ности. Это, вообще говоря, неверно (хотя верно в комплексном смыс-
ле). Но это возможно, если коники пересекаются не более чем в двух
точках. Этого легко достичь, увеличив (или уменьшив) конику, отно-
сительно которой делаем полярное преобразование, в несколько раз
(c центром в центре этой конике), так, чтобы она пересекала нуж-
ную нам конику не более чем в двух точках. Двойственный образ при
этом сожмется. Ну а любые две коники, пересекающиеся не более чем
в двух точках, проективным преобразованием перевести в две окруж-
ности можно.

На самом деле эту теорему можно просто доказать, воспользовав-
шись только теоремами Паскаля и Брианшона. Зафиксируем пять то-
чек на конике, образ которой мы рассматриваем. Обозначим их через
X1, X2, X3, X4 и X5, а конику через a. Тогда поляры этих пяти то-
чек будут касаться еще некоторой фиксированной коники, которую
мы обозначим через a1. Пусть точка X движется по a. Тогда для то-
чек X1, ..., X5 и X выполнено следствие теоремы Паскаля. Значит,
для поляр этих точек выполнено следствие теоремы Брианшона. Но
из обратной теоремы Брианшона следует, что все эти шесть прямых
касаются одной коники. Этой коникой может быть только коника a1,
поскольку пять прямых (поляр к точкам Xi, i=1, ..., 5) могут касать-
ся только одной коники. Таким образом, поляры всех точек, лежа-
щих на a, касаются a1. Обратными рассуждениями легко показать,
что коника a1 заметается полностью.

Наконец, укажем еще один возможный подход к определению ко-
ник и полярных соответствий. Пусть между точками и прямыми про-
ективной плоскости установлено взаимно однозначное соответствие,
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обладающее свойством двойственности, т. е. если точка A принадле-
жит образу точки B, то точка B принадлежит образу точки A. То-
гда множество точек, принадлежащих своим образам, является кони-
кой (возможно, мнимой), причем полярное соответствие относительно
этой коники совпадает с заданным.

Теперь покажем, что фокус и соответствующая ему директриса ко-
ники полярны. Это уже по сути было доказано для параболы. Дока-
жем это для оставшихся коник.

Теорема 3.6. Фокус и соответствующая ему директриса коники

полярны (рис. 3.11).

F1

S

Y
Z

X dx

dy

l

Рис. 3.11

Доказательство. Рассмотрим фо-
кус F1 и его поляру l. Докажем, что для
любых двух точек X и Y на конике от-
ношения расстояний до F1 и l равны.
Пусть S –– это точка пересечения пря-
мых XY и l. Пересечение касательных
к конике, проведенных в точках X и Y,
обозначим через Z. В силу свойств по-
лярного преобразования F1Z –– это поля-
ра точки S. В силу следствия из тео-
ремы 1.2 угол SF1Z прямой. Кроме того, из теоремы 1.4 следует,
что F1Z –– биссектриса угла XF1Y. Следовательно, F1S –– биссектриса
внешнего угла XF1Y. Воспользовавшись свойством биссектрисы, по-

лучаем, что
F1X

SX
=

F1Y

SY
. Ну а поскольку SX относится к SY так же,

как относятся расстояния от точек X и Y до любой прямой, содержа-

щей S (конечно, отличной от XY), получаем
F1X

dx
=

F1Y

dy
, где dx и dy ––

расстояния от точек X и Y до l.
Это утверждение можно также доказать, воспользовавшись кон-

струкцией Данделена, с помощью которой мы доказали, что кони-
ка –– это проекция окружности (рис. 3.12). В трехмерном (и вообще
n-мерном) пространстве тоже можно делать двойственные преобразо-
вания. Они строятся абсолютно так же, как в двумерном. При этом
точки переходят в плоскости и наоборот, а прямые переходят в дру-
гие прямые.

Полярной плоскостью точки S относительно сферы W будет плос-
кость s, а полярной плоскостью точки F будет p. Потому полярой
прямой SF будет прямая l. Ясно что при этом полюсом прямой l от-
носительно окружности, образованной точками пересечения сферы W
и плоскости s, будет точка пересечения прямой SF и плоскости s.
А значит, F будет полюсом прямой l относительно эллипса, образо-
ванного пересечением нашего конуса и плоскости p (это будет просто
проекция из точки S плоскости s на плоскость p).
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Рис. 3.12

Интересный пример утверждений, переходящих друг в друга при
некотором полярном преобразовании, представляют теорема 1.11 и
утверждение из задачи 19.

Действительно, пусть H –– ортоцентр треугольника ABC. При по-
лярном преобразовании относительно окружности w с центром в H

треугольник ABC перейдет в гомотетичный ему относительно точки
H треугольник A′B′C′. Если парабола касается сторон треугольника
ABC, то коника, двойственная ей относительно w, будет проходить
через точки A′, B′ и C′, а также через точку H, так как это полюс
бесконечно удаленной прямой. В силу задачи 19 эта коника будет яв-
ляться равносторонней гиперболой. Точки пересечения этой гипер-
болы с бесконечно удаленной прямой задают перпендикулярные на-
правления, а значит, их поляры будут перпендикулярны. С другой
стороны, полярами точек пересечения этой гиперболы с бесконечно
удаленной прямой будут касательные, проведенные из точки H к на-
шей параболе (рис. 3.13).

Аналогичными рассуждениями можно, наоборот, вывести утвер-
ждение задачи 19 из теоремы 1.11. Следовательно, эти теоремы яв-
ляются двойственными.

Добавим еще несколько теорем, связанных с чевианными тре-
угольниками вписанных в конику треугольников.

Теорема 3.7. Треугольник ABC автополярен (т. е. его стороны
являются полярными образами соответствующих вершин) относи-
тельно коники тогда и только тогда, когда он является чевианным
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A

B

C

H

B′

A′

C′

w
Рис. 3.13

треугольником некоторой точки, лежащей на этой конике, относи-

тельно треугольника, вписанного в эту конику.

A
′

B
′

P C
′

C

B

A

Рис. 3.14

Доказательство. Переведем верши-
ны B и C треугольника в бесконечно уда-
ленные точки, задающие перпендикуляр-
ные направления. Тогда наша коника,
очевидно, перейдет в конику с центром
в A (поскольку центр коники является
полюсом бесконечно удаленной прямой).
Рассмотрим прямоугольник, вписанный
в конику, со сторонами, параллельными
направлениям, которые задают точки B

и C (такой прямоугольник существует в
силу автополярности треугольника ABC).
Его вершины можно рассматривать как треугольник и точку на ко-
нике, для которой треугольник ABC автополярен (рис. 3.14).

Теорема 3.8. Пусть даны треугольник ABC и точка Z. Для про-

извольной проходящей через точку Z прямой найдем точки A′, B′ ее

пересечения с BC и AC. Тогда геометрическим местом точек пересе-

чения прямых AA′ и BB′ является коника, проходящая через точки

A, B, C и касающаяся прямых AZ и BZ.

Доказательство. Проведем проективное преобразование, перево-
дящее треугольник ABC в равнобедренный прямоугольный треуголь-
ник (AC = BC), а точку Z –– в бесконечно удаленную точку, направ-
ление на которую перпендикулярно AB. Тогда треугольники AA′P
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и B′BP, где P –– точка пересечения AB и A′B′, равны и, значит, пря-
мые AA′ и BB′ перпендикулярны, т. е. точка их пересечения лежит
на описанной окружности треугольника ABC. При этом прямые BZ,
AZ касаются этой окружности в точках A, B.

Пусть теперь Y –– точка пересечения касательных к конике, прове-
денных в точках A и C. Будем рассматривать точки A′ и C′ пересече-
ния прямых, проходящих через Y, с BC и AB. Тогда точка пересече-
ния прямых AA′ и CC′ лежит на конике. Это означает, что существует
семейство треугольников A′B′C′, вершины которых лежат на соответ-
ствующих сторонах треугольника ABC, со следующими свойствами.

1. Для каждого треугольника семейства прямые AA′, BB′, CC′ пе-
ресекаются в одной точке. Множество этих точек является коникой,
проходящей через A, B, C.

2. Все прямые A′B′ проходят через полюс прямой AB относитель-
но описанной коники. Аналогично все прямые A′C′ проходят через
полюс прямой AC, а все прямые B′C′ –– через полюс прямой BC.

Проективные свойства коник могут оказаться полезными для до-
казательства утверждений, на первый взгляд с кониками не связан-
ных. Приведем пример такого утверждения.

Теорема 3.9. Пусть даны треугольник ABC и точки P, Q, и

пусть прямые AP, BP, CP пересекают соответствующие стороны

треугольника в точках A1, B1, C1, а прямые AQ, BQ, CQ –– в точках

A2, B2, C2. Пусть C3, C4 –– точки пересечения прямых CC1 и A2B2,

CC2 и A1B1 соответственно; точки A3, A4, B3, B4 определяются

аналогично. Тогда прямые A1A4, A2A3, B1B4, B2B3, C1C4, C2C3 пересе-

каются в одной точке (рис. 3.15).

A B1 B2 C
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Рис. 3.15
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Доказательство. Точки A, B, C, P, Q определяют конику. Без
ограничения общности можно считать, что эта коника –– окружность,
а PQ –– ее диаметр. Так как A1, B1, C1 –– точки пересечения противо-
положных сторон и диагоналей вписанного четырехугольника ABCP,
A1B1 –– поляра точки C1. Так как PQ –– диаметр, основания высот тре-
угольника PQC1, проведенных из P и Q, лежат на окружности. Рас-
смотрев четырехугольник, образованный этими основаниями и точ-
ками P, Q, получаем, что ортоцентр треугольника PQC1 лежит на по-
ляре C1, т. е. на A1B1. Так как он лежит и на прямой QC, он совпадает
с точкой C4. Таким образом, прямая C1C4 перпендикулярна диамет-
ру PQ, т. е. проходит через его полюс. Аналогично остальные пять
прямых также проходят через полюс прямой PQ, а следовательно, он
является точкой, о которой говорится в теореме.

С помощью двойственного преобразования можно доказать следу-
ющую красивую теорему.

Теорема 3.10 (Фрежье). Пусть даны коника и точка P на ней.

Тогда все хорды, видные из точки P под прямым углом, проходят

через одну точку (рис. 3.16).
P

Рис. 3.16.

P

P
′

Рис. 3.17.

P

P
′

Рис. 3.18

Доказательство. Применим полярное
соответствие относительно окружности с
центром P. Так как данная коника прохо-
дит через точку P, ее образом будет парабо-
ла. Проходящие через точку P перпендику-
лярные прямые перейдут в две бесконечно
удаленные точки, соответствующие перпен-
дикулярным направлениям, а их вторые
точки пересечения с коникой –– в перпенди-
кулярные касательные к параболе. Так как
точка пересечения этих касательных лежит
на директрисе, соответствующая ей хорда
проходит через ее полюс P′.

Очевидно, что точка P′ является пересе-
чением диаметра, симметричного проходя-
щему через P, и нормали к конике в точке
P (рис. 3.17).

Нетрудно убедиться, что P′ делит диа-
метр в отношении, равном отношению
квадратов осей коники, и, значит, когда
точка P пробегает конику, P′ описывает ко-
нику, гомотетичную исходной относитель-
но ее центра (если исходная коника –– пара-
бола, то новая получается из нее параллель-
ным переносом) (рис. 3.18).
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P

Рис. 3.19

Аналогичными рассуждениями до-
казывается следующее обобщение тео-
ремы Фрежье.
Хорды коники, видные из фиксиро-

ванной точки P на ней под углом f
или 180◦ − f, касаются одной коники
(рис. 3.19).

После двойственного преобразования
относительно окружности с центром P

искомая огибающая перейдет в конику (гиперболу), из которой па-
рабола видна под углом f или 180◦ −f.

Задача 21. Пусть C –– центр коники, являющейся полярным обра-
зом окружности a относительно окружности w. Докажите, что поля-
ра точки C относительно w совпадает с полярой центра окружностиw относительно a.

Задача 22. 1. Докажите, что направления, сопряженные отно-
сительно равносторонней гиперболы, симметричны относительно ее
асимптот.

2. Докажите, что угол между концентрическими равносторонними
гиперболами равен удвоенному углу между их асимптотами.

Задача 23. Какую кривую огибают стороны ромбов, вписанных
в фиксированный эллипс?

§ 3.3. Пучки кривых. Теорема Понселе

Определение. Пусть даны две коники с уравнениями вида

(1) f(x, y) = 0 и g(x, y) = 0.

Тогда пучком коник называется множество кривых с уравнениями

(2) af(x, y) + bg(x, y) = 0,

где a, b –– произвольные числа.
Очевидно, что пучок может быть задан любыми двумя принадле-

жащими ему кониками. При этом если две коники, задающие пучок,
пересекаются в некоторой точке, то и все коники пучка проходят че-
рез эту точку. Если же две коники касаются друг друга, то и все ко-
ники пучка касаются друг друга в этой точке.

Частными случаями пучков являются определенные в § 2.4 пучки
окружностей. Действительно, если принять линию центров окруж-
ностей за ось абсцисс, а радикальную ось за ось ординат, то легко
видеть, что уравнения окружностей примут вид

x2
+ y2

+ ax + c = 0,



80 Глава 3. Проективные свойства коник

где c –– степень начала координат относительно окружностей пучка,
а a –– произвольное число. Очевидно, что это частный случай уравне-
ния (2).

Из основной теоремы алгебры следует, что любые две кривые по-
рядков m и n пересекаются по mn точкам (которые могут быть ком-
плексными или совпадающими). В частности, при m=n=2 получаем,
что любые две коники пересекаются в 4 точках. Тогда любая коника
соответствующего пучка также проходит через эти точки.

Можно доказать и обратное утверждение: для любой коники, про-
ходящей через 4 точки пересечения коник с уравнениями f(x, y) = 0
и g(x, y) =0, найдутся такие числа a, b, что уравнение коники можно
привести к виду af(x, y) + bg(x, y) = 0. Это утверждение называется
теоремой о пучке коник.

Нетрудно показать, что гипербола является равносторонней то-
гда и только тогда, когда в ее уравнении (см. уравнение (1) в § 1.2)
a11 + a22 = 0. При этом удобно считать равносторонней гиперболой
и вырожденную кривую, состоящую из двух перпендикулярных пря-
мых. Тогда из теоремы о пучке коник следует, что если две равносто-
ронние гиперболы пересекаются в четырех точках, то любая коника
определяемого этими точками пучка также будет равносторонней
гиперболой. Таким образом, мы получаем еще одно доказательство
того, что описанная около треугольника коника является равносто-
ронней гиперболой тогда и только тогда, когда она проходит через
ортоцентр.

Теорема о пучке коник позволяет определить пучок как множе-
ство коник, проходящих через данные 4 точки общего положения A,
B, C, D. При этом для любой точки X, отличной от A, B, C, D, суще-
ствует ровно одна коника пучка, проходящая через X.

Среди точек, задающих пучок, некоторые могут быть мнимыми.
Например, любая окружность пересекает бесконечно удаленную пря-
мую в двух фиксированных комплексных точках, так что гиперболи-
ческий пучок окружностей задается этими точками и двумя общими
точками окружностей, а эллиптический –– четырьмя комплексными
точками, две из которых конечные и две бесконечно удаленные. Воз-
можно также совпадение некоторых образующих пучок точек. При
этом если совпадают две точки, то все коники пучка в двойной точ-
ке касаются друг друга, как в параболическом пучке окружностей,
если три, то касание в этой точке имеет второй порядок, если четы-
ре, то третий. Например, множество концентрических окружностей ––
это пучок, образованный двумя парами совпадающих точек.

Если все точки, задающие пучок, различны, то среди входящих
в него кривых есть три вырожденных: AB �CD, AC �BD, AD �BC.

Опишем подробнее различные типы пучков.
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1. Пучки, проходящие через четыре различные точки (рис. 3.20).
Этому типу принадлежат также эллиптический и гиперболический
пучки окружностей.

Рис. 3.20
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2. Пучки, проходящие через четыре точки, две из которых сов-
падают, т. е. касающиеся данной прямой в фиксированной точке
(рис. 3.21). Параболический пучок окружностей принадлежит этому
типу.

Рис. 3.21
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3. Пучок, у которого две пары точек склеиваются. Он будет со-
стоять из коник, касающихся двух данных прямых в двух данных
точках (рис. 3.22). К этому типу также принадлежит пучок концен-
трических окружностей или парабол, уравнение которых имеет вид
y = ax2.

Рис. 3.22
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4. Пучок, у которого три точки сливаются в одну (рис. 3.23). Ко-
ники этого пучка соприкасаются с некоторой окружностью.

Рис. 3.23

5. Сверхсоприкасающийся пучок, у которого четыре точки, опре-
деляющие пучок, совпадают (рис. 3.24). Пример такого пучка –– пара-
болы, уравнение которых имеет вид y = x2

+ a.
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Рис. 3.24

Помимо пучков, заданных четырьмя точками, можно рассматри-
вать двойственные пучки, т. е. множества коник, касающихся че-
тырех данных прямых (рис. 3.25–3.27). Двойственные пучки также
классифицируются в зависимости от того, есть ли среди определяю-
щих пучок прямых совпадающие. Если совпадают две прямые, то все
коники пучка касаются их, а значит, и друг друга, в одной точке;
если три, то коники пучка соприкасаются; если все четыре, то сверх-
соприкасаются. Отметим, что дважды касающийся и сверхсоприка-
сающийся пучки являются самодвойственными, т. е. переходят са-
ми в себя при полярном соответствии относительно любой входящей
в пучок коники. Пользуясь принципом двойственности, можно для
каждого утверждения об обычных пучках сформулировать соответ-
ствующее утверждение о двойственных и наоборот.
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Рис. 3.25
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Рис. 3.26
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Рис. 3.27
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С помощью теоремы о пучке коник можно доказать следующий
красивый факт.

Теорема 3.11 (о четырех кониках). Пусть даны три коники a1,a2, a3, и пусть P1, Q1, P′

1, Q′

1 ––точки пересечения коник a2 и a3; P2,

Q2, P′

2, Q′

2 ––точки пересечения коник a1 и a3; P3, Q3, P′

3, Q′

3 ––точки

пересечения коник a2 и a1. Тогда если точки P1, Q1, P2, Q2, P3, Q3

лежат на одной конике, то прямые P′

1Q′

1, P′

2Q′

2, P′

3Q′

3 пересекаются

в одной точке (рис. 3.28).
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Рис. 3.28 Рис. 3.29

Доказательство. Докажем сначала следующее вспомогательное
утверждение.

Теорема 3.12 (о трех кониках). Пусть три коники имеют две об-

щие точки. Тогда их общие хорды, проходящие через остальные точ-

ки пересечения каждой пары, пересекаются в одной точке (рис. 3.29).
Для доказательства достаточно перевести общие точки коник

в точки пересечения бесконечно удаленной прямой с окружностя-
ми. Тогда все три коники перейдут в окружности и утверждение
теоремы будет следовать из существования радикального центра.

Пусть теперь a0 –– коника, проходящая через точки Pi, Qi, Fi(x, y)=

=0 –– уравнение коники ai. Так как вырожденная коника, состоящая
из прямых P2P3 и Q2Q3, принадлежит одному пучку с a0, a1, можно
считать, что ее уравнение имеет вид F0 =F1. Аналогично уравнениями
коник, состоящих из прямых P1Q1, P3Q3 и P1Q1, P2Q2, будут соответ-
ственно уравнения F0 = F2 и F0 = F3. Следовательно, на всей прямой
P3Q3 выполняется равенство F1 = F2. Так как оно выполнено и для
точек P′

3, Q′

3, оно является уравнением вырожденной коники, состоя-
щей из прямых P3Q3 и P′

3Q′

3. Соответственно, уравнением коники, со-
стоящей из прямых P2Q2 и P′

2Q′

2, будет уравнение F1 =F3, а из прямых
P1Q1 и P′

1Q′

1 –– уравнение F2 = F3. Таким образом, эти три коники при-
надлежат одному пучку. Три точки, задающие этот пучок, находятся
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из теоремы о трех кониках, примененной к тройкам a0, a1, a2; a0, a1,a3; a0, a2, a3: это точки пересечения троек прямых P1Q1, P2Q2, P′

3Q′

3;
P1Q1, P3Q3, P′

2Q′

2; P2Q2, P3Q3, P′

1Q′

1. Значит, четвертая точка принад-
лежит всем прямым P′

i Q′

i. Аналогичными рассуждениями доказыва-
ется обратное утверждение: если каждая из четырех троек прямых
P1Q1, P2Q2 и P′

3Q′

3; P1Q1, P3Q3 и P′

2Q′

2; P2Q2, P3Q3 и P′

1Q′

1; P′

1Q′

1, P′

2Q′

2

и P′

3Q′

3 пересекается в одной точке, то точки P1, Q1, P2, Q2, P3, Q3

(а также P1, Q1, P′

2, Q′

2, P′

3, Q′

3 и две аналогичные шестерки) лежат на
одной конике.

Воспользовавшись принципом двойственности, получаем следую-
щие утверждения.

Теорема 3.13 (двойственная к теореме о трех кониках). Пусть

три коники касаются двух заданных прямых. Тогда точки пересече-

ния общих касательных, отличных от заданных прямых, к каждой

паре из них лежат на одной прямой (рис. 3.30).

Рис. 3.30

Теорема 3.14 (двойственная к теореме о четырех кониках). Если

две из общих касательных к каждой паре из данных трех коник

касаются одной и той же коники, то точки пересечения двух других

касательных к каждой паре лежат на одной прямой (рис. 3.31).
Приведем некоторые важные свойства пучков.
Теорема 3.15. Пусть A, B, C, D –– четыре различные точки, X,

Y, Z ––точки пересечения прямых AB и CD, AC и BD, AD и BC, P ––
точка, отличная от X, Y, Z. Тогда поляры точки P относительно

всех коник пучка, заданного точками A, B, C, D, проходят через одну

точку.

Отметим интересный частный случай. Если точки A, B, C, D об-
разуют ортоцентрическую четверку (т. е. каждая точка является ор-
тоцентром треугольника, образованного остальными), то полученная
точка изогонально сопряжена точке P относительно треугольника
XYZ.

Действительно, поляра точки P относительно вырожденной кри-
вой, являющейся объединением прямых AB и CD, –– это прямая, сим-
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Рис. 3.31

метричная XP относительно AB. Так как AB и CD –– биссектрисы угла
YXZ, эта прямая проходит через изогонально сопряженную точке P

точку P′. Аналогично через P′ проходит поляра точки P относительно
другой вырожденной кривой, а значит, и относительно любой кривой
пучка.

Точно так же можно показать, что если одна из точек A, B, C,
D является центром тяжести треугольника, образованного остальны-
ми, то описанное преобразование будет изотомическим сопряжением
относительно XYZ.

Из всего вышесказанного следует, что изотомическое и изогональ-
ное сопряжения проективно эквивалентны.

Вместо теоремы 3.15 мы докажем двойственное ей утверждение.
Теорема 3.16. Пусть даны четыре прямые li, i = 1, ..., 4, и пусть

Xij ––точка пересечения прямых li и lj . Тогда геометрическим местом

полюсов любой прямой, отличной от X12X34, X13X24, X14X23, относи-

тельно коник пучка, заданного прямыми li, будет прямая (рис. 3.32).
Доказательство. Применим проективное преобразование, пере-

водящее исходную прямую в бесконечно удаленную. Из условия сле-
дует, что в этом случае прямые li образуют четырехугольник ABCD,
отличный от параллелограмма. Докажем, что центры вписанных
в него коник лежат на так называемой прямой Гаусса, проходящей
через середины диагоналей четырехугольника.
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Рис. 3.32

Отметим, что прямая Гаусса является геометрическим местом то-
чек P, для которых SPAB + SPCD = SPBC + SPDA (площади считаются по-
ложительными или отрицательными в зависимости от ориентации со-
ответствующего треугольника). Действительно, площадь каждого из
четырех треугольников есть линейная функция от координат точки
P, следовательно, множеством точек, удовлетворяющих указанному
соотношению, является прямая. Очевидно, что середины диагоналей
принадлежат этой прямой.

Пусть теперь в четырехугольник ABCD вписана коника с фокуса-
ми F1, F2. Так как ее центром является середина отрезка F1F2, утвер-
ждение теоремы равносильно тому, что SF1AB + SF1CD + SF2AB + SF2CD =

= SF1BC + SF1DA + SF2BC + SF2DA.
Пусть F′

1 –– точка, симметричная точке F1 относительно AB. Тогда

SF1AB + SF2AB = SF′

1AF2B =
1

2
AF′

1 · AF2 sin ∠F′

1AF2 + BF′

1 · BF2 sin ∠F′

1BF2.

A D

B

C

F1 F2

F
′

1

Рис. 3.33
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Но точки F1, F2 изогонально сопряжены относительно ABCD, следо-
вательно, ∠F′

1AF2 = ∠F1AB + ∠F2AB = ∠A, ∠F′

1BF2 = ∠B и

SF′

1AF2B =
1

2
(AF1 · AF2 sin ∠A + BF1 · BF2 sin ∠B).

Из этого и аналогичных равенств следует, что как левая, так и правая
части искомого соотношения равны

1

2
(AF1 · AF2 sin ∠A + BF1 · BF2 sin ∠B + CF1 · CF2 sin ∠C +

+ DF1 · DF2 sin ∠D).

Частным случаем теоремы 3.16 является теорема Монжа, утвер-
ждающая, что если в четырехугольник можно вписать окружность,
то ее центр лежит на прямой Гаусса.

Напомним, что фокусы таких коник изогонально сопряжены
в многоугольнике. Педальные окружности этих фокусов относитель-
но многоугольника существуют и совпадают. Их центры –– это сере-
дины отрезка, соединяющего фокусы. Поэтому центры всех таких
окружностей лежат на прямой Гаусса.

Теорема 3.15 имеет такое красивое следствие.
Следствие. Пусть дан треугольник ABC и две пары изогонально

(изотомически) сопряженных точек X, X′ и Y, Y′. Тогда точки пе-

ресечения XY с X′Y′ и XY′ с X′Y тоже изогонально (изотомически)
сопряжены (рис. 3.34).
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Рис. 3.34
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Доказательство. Рассмотрим пучок коник, порождающий нуж-
ное сопряжение. Выберем из него конику, относительно которой по-
ляра точки X совпадает с прямой X′Y′. Тогда поляра точки Y′ прохо-
дит через X, т. е. совпадает с XY, а полюсом прямой XY′ является точ-
ка пересечения прямых XY и X′Y′. Следовательно, точка, сопряжен-
ная к этой точке, лежит на XY′. Аналогично она лежит на X′Y.

Теорема 3.17. Полюсы фиксированной прямой относительно всех

коник пучка, заданного точками A, B, C, D, образуют конику.

Доказательство. Переведем данную прямую в бесконечно уда-
ленную. Тогда ее полюсами будут центры коник пучка. Из обратной
теоремы Паскаля следует, что середины K, L, M, N сторон четырех-
угольника ABCD принадлежат множеству центров. Поэтому доста-
точно доказать, что для центра O любой коники пучка двойное отно-
шение прямых OK, OL, OM, ON будет одним и тем же. Это двойное
отношение равно отношению полюсов этих прямых, которые являют-
ся точками пересечения бесконечной прямой со сторонами четырех-
угольника ABCD и, значит, не зависят от выбора коники.

Заметим, что центром вырожденной кривой второго порядка явля-
ется точка пересечения образующих ее прямых. Следовательно, кони-
ка, о которой говорится в теореме 3.17, всегда проходит через точки
пересечения прямых AB и CD, AC и BD, AD и BC.

Аналогично теореме 3.15 теорема 3.17 имеет важный частный слу-
чай.

Следствие. Пусть дан треугольник ABC и не проходящая через

его вершины прямая l. Тогда образом прямой l при изогональном (изо-
томическом) сопряжении будет коника, проходящая через A, B, C.

Это следствие позволяет получить еще одно доказательство утвер-
ждения задачи 19. Коники, проходящие через вершины треугольни-
ка, при изогональном сопряжении переходят в прямые. Бесконечно
удаленные точки этих коник переходят в точки на описанной окруж-
ности, а точки, задающие перпендикулярное направление, –– в диа-
метрально противоположные (это легко проверить). Значит, эти пря-
мые будут проходить через центр описанной окружности треуголь-
ника, который при изогональном сопряжении переходит в ортоцентр
треугольника, т. е. коника должна содержать ортоцентр треугольни-
ка. Обратное утверждение доказывается аналогично.

Теорема 3.15 имеет еще одно красивое доказательство в предполо-
жении, что рассматриваемый нами пучок состоит из окружностей.

Заметим, что радикальные оси точки P и окружностей из пучка
W пересекаются в одной точке, которую мы назовем Q. Это очевидно,
поскольку на радикальной оси пучка W степени точек относитель-
но всех окружностей равны. А значит, искомой точкой P будет точ-
ка на радикальной оси, степень которой относительно какой-нибудь
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Q

P

w
Рис. 3.35

окружности из нашего пучка равна квад-
рату расстояния до P. Поляра точки P от-
носительно любой окружности параллель-
на радикальной оси точки P и этой окруж-
ности и проходит в два раза дальше от
P (рис. 3.35). Таким образом, все поляры
точки P относительно окружностей из пуч-
ка W проходят через точку, симметрич-
ную точке P относительно Q.

Задача 24. Докажите, что равносторон-
няя гипербола автополярна относительно
окружности, касающейся ее в вершинах.

Задача 25. Внутри выпуклого четырех-
угольника взята точка T, равноудаленная
от его противоположных сторон. Докажите, что точка T лежит на
прямой, соединяющей середины диагоналей четырехугольника, тогда
и только тогда, когда четырехугольник является либо вписанным,
либо описанным, либо трапецией.

Задача 26. Внутри угла с вершиной O расположены точки A и B.
Бильярдный шар может попасть из A в B, отразившись либо от од-
ной стороны угла в точке X, либо от другой в точке Y. Точки C, Z ––
середины отрезков AB и XY.

1. Докажите, что если угол O прямой, то точки C, Z, O лежат на
одной прямой.

2. Докажите, что если угол O не прямой, то прямая CZ проходит
через O тогда и только тогда, когда ломаные AXB и AYB имеют оди-
наковую длину.

Задача 27. Через две точки некоторой коники проходят две окруж-
ности, одна из которых пересекает конику также в точках X1, Y1,
вторая –– в точках X2, Y2. Докажите, что прямые X1Y1 и X2Y2 парал-
лельны.

Задача 28. Докажите, что для любого четырехугольника середи-
ны его сторон и диагоналей, а также точки пересечения диагоналей
и противоположных сторон лежат на одной конике. Какой будет эта
коника, если вершины четырехугольника образуют ортоцентриче-
скую четверку?

Задача 29. Докажите, что центры описанных около четырехуголь-
ника ABCD коник образуют равностороннюю гиперболу тогда и толь-
ко тогда, когда четырехугольник ABCD вписанный.

Задача 30. Даны три окружности, каждая из которых лежит вне
двух других. Докажите, что общие внутренние касательные к каж-
дой паре окружностей образуют шестиугольник, главные диагонали
которого пересекаются в одной точке.
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Теорема Понселе

Рассмотрим теперь пучок, заданный точками A, B, C, D, и пря-
мую l, не проходящую через эти точки. Если некоторая коника пучка
пересекает прямую l в точке P, то она пересекает ее и в другой точ-
ке P′ (возможно, совпадающей с P). Будем называть преобразование
P → P′ инволюцией, порождаемой пучком на l. Применяя к шести-
угольнику ABCDPP′ теорему Паскаля, получаем способ построения
точки P′, показанный на рис. 3.36.

A

B

C

D

P P
′

YX
Z

Рис. 3.36

Поскольку это построение может быть представлено как компози-
ция центральных проекций, инволюция сохраняет двойные отноше-
ния. Отсюда, в частности, следует, что прямая l касается не более чем
двух коник пучка. Кроме того, инволюция однозначно определяется
двумя парами соответствующих точек.

Отметим также, что если не все четыре точки, определяющие пу-
чок, действительные, то свойство инволюции можно доказать и не
прибегая к комплексной плоскости, а именно переведя пучок проек-
тивным преобразованием в окружности. Пусть тогда P –– это точка пе-
ресечения этой прямой и радикальной оси пучка. Тогда инволюцией
на прямой будет просто инверсия с центром в точке P.

С помощью инволюции мы докажем теорему Понселе в общем слу-
чае, для пучка коник.

Теорема 3.18 (Понселе). Пусть коники a0, a1, ..., an принадле-

жат пучку F . Из произвольной точки A0 на a0 проведем касатель-

ную к a1 и найдем вторую точку A1 ее пересечения с a0. Из точки

A1 проведем касательную к a2 и найдем вторую точку A2 ее пересе-

чения с a0 и т. д. Если для некоторой точки A0 точка An совпадает

с A0, то это будет выполняться и для любой другой точки кони-

ки a0.

Доказательство. Доказывать теорему будем индукцией по n.
Прежде всего докажем следующее утверждение, представляющее са-
мостоятельный интерес.
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Лемма 3.1. 1. Пусть точки A, B, C лежат на конике a0, прямая

AB касается коники a1 в точке K, а прямая AC касается коники a2

в точке L. Тогда существует такая точка D на a0, что a1 касается

прямой CD, а a2 –– прямой BD в точках их пересечения с KL. Кроме

того, существует коника из пучка F , касающаяся прямых AD и BC

в точках их пересечения с KL.

2. Пусть точки A, B, C, D лежат на конике a0, а коника a1 ка-

сается AB в точке K и CD в точке M. Тогда существует коника

из пучка F , касающаяся прямых AC и BD в точках их пересечения

с KM (рис. 3.37).

A

B

C

D

K

L
M

N a1

a0 a2

Рис. 3.37

Доказательство. 1. Пусть M –– вторая точка пересечения a1 с KL,
G –– пучок, содержащий a1 и вырожденную кривую, состоящую из
прямых CM и AB. На прямой AC пучки F и G порождают одну и ту
же инволюцию, задаваемую парой точек A, C и точками пересечения
AC с a1 (не обязательно действительными). Следовательно, точка L

является двойной точкой инволюции, порожденной пучком G, т. е. G
содержит двойную прямую KL. Это значит, что все коники из G, в том
числе a1, касаются CM в точке M. Обозначив через D вторую точку
пересечения CM с a0 и применив приведенное рассуждение к точкам
B, C, D, получим, что a2 касается прямой BD в точке ее пересечения
с KL. Далее найдем точку пересечения прямых AD и KL и возьмем
проходящую через нее конику из F. То же самое рассуждение пока-
зывает, что эта коника касается прямой AD.

То, что она касается также и BC, и утверждение 2 доказываются
аналогично.

Следствие. Пусть прямая AB касается коники a1 в точке X,

а прямая AC касается коники a2 в точке Y. Тогда существуют ров-

но две коники из пучка F , касающиеся BC в точках Z1, Z2, причем

точки X, Y, Z1 лежат на одной прямой, а прямые AZ2, BY, CX пере-

секаются в одной точке.

Докажем теперь теорему Понселе для n = 3. Пусть прямые A0A1,
A1A2, A2A0 касаются коник a1, a2, a3 в точках X1, X2, X3, не лежа-
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щих на одной прямой, а прямая B0B1 касается коники a1 в точке Y1.
По лемме 3.1 существуют коника a′ из F, касающаяся прямых A0B0

и A1B1 в точках Z0, Z1 их пересечения с X1Y1, и такая точка B2 наa0, что a2 касается B1B2, а a′ –– B2A2 в точках Y2, Z2 их пересечения
с Z1X2. Кроме того, существует коника a′′, касающаяся прямых A2A0

и B2B0 в точках K, Y3 их пересечения с Z2Z0. Применяя теорему Дез-
арга к треугольникам A0A1A2 и Z0Z1Z2, убеждаемся, что точки X1,
X2, K не лежат на одной прямой. Следовательно, K = X3 и a′′

=a3.
Рассмотрим теперь случай произвольного n. По точкам A0, A1,

A2 построим конику Q′, касающуюся прямых A0A2 и B0B2. Так как
стороны многоугольника A0A2 ...An−1 касаются коник a′, a3, ..., an,
можно осуществить индуктивный переход от n−1 к n.

Коники с общим фокусом и директрисой

Рассмотрим семейство коник с фиксированным фокусом F и соот-
ветствующей ему директрисой l. Обозначим его через Q.

В силу теоремы 3.15 полярные преобразования относительно этих
коник одинаково действуют на прямые, проходящие через F. А имен-
но, прямая a переходит в точку пересечения перпендикуляра к a

в точке F с прямой l.
Сделаем проективное преобразование, переводящее какую-нибудь

из наших коник в окружность, причем так, что точка F перейдет в ее
центр (обозначим получившуюся точку через F′). Тогда директриса
перейдет в поляру центра, т. е. в бесконечно удаленную прямую. Куда
перейдут остальные коники при таком преобразовании?

Они перейдут в пучок окружностей с центром в точке F′!
Действительно, они перейдут в коники, у которых поляра беско-

нечно удаленной прямой –– это точка F′. Но для любой коники полюс
бесконечно удаленной прямой –– это ее центр, а значит, центр F′ бу-
дет центром всех таких коник. Кроме того, полюсом любой прямой,
проходящей через F′, должна быть точка на бесконечно удаленной
прямой, задающая направление, перпендикулярное этой прямой (так
как для окружности это именно так, а двойственное преобразование
на прямых, проходящих через F′, для всех коник одинаковое). Но
это, очевидно, возможно, только если все коники –– окружности.

Заметим, что концентрические окружности после двойственного
полярного преобразования относительно одной из этих окружностей
переходят друг в друга. Это свойство должно сохраниться и после
двойственного преобразования! Таким образом, мы доказали следу-
ющую теорему.

Теорема 3.19. После полярного преобразования относительно од-

ной коники из семейства Q (семейство с фиксированным фокусом
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и директрисой) семейство Q остается на месте, т. е. коники из это-
го семейства переходят в коники тоже из этого семейства.

Зная, что этот пучок проективно эквивалентен пучку концентри-
ческих окружностей, можно сказать, как это преобразование действу-
ет на сами коники.

Теорема 3.20. Пусть R –– это полярное преобразование относи-

тельно какой-нибудь коники из Q. Пусть точка X, лежащая на ко-

нике a (из Q), при этом преобразовании перейдет в прямую R(X),

касающуюся R(a) в точке Y. Тогда точки X, Y и F лежат на одной

прямой (рис. 3.38).

F

X

Y

R(X)

R(a)

a
Рис. 3.38

Интересно, что при таком преобразовании эксцентриситет ведет
себя следующим образом.

Теорема 3.21. Пусть коники a1 и a2 двойственны относитель-

но коники a (все они из пучка Q). Тогда e1e2 = e2, где e, e1 и e2 ––
эксцентриситеты коник a, a1 и a2 соответственно.

Доказательство. Обозначим через Fl проекцию точки F на пря-
мую l. Точки, в которых отрезок FFl пересекает коники a, a1 и a2,
обозначим через X, Y и Z соответственно. Нам надо доказать, что

FY

FlY
·

FZ

FlZ
=

FX2

FlX2
.

Поделив правую часть на левую и перегруппировав члены, полу-
чим, что надо доказать следующее равенство:

FY · FlX

FX · FlY
·

FZ · FlX

FX · FlZ
= 1.

Заметим, что левая часть равна (XY; FlF) · (XZ; FlF), поэтому она
не меняется при проективных преобразованиях.

Осталось показать, что это равенство выполнено, когда коники
суть концентрические окружности.

Итак, сделаем проективное преобразование, переводящее a, a1

и a2 в три концентрические окружности a′, a′

1 и a′

2 с центром F′
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(проективный образ точки F). Точки X, Y, Z и Fl перейдут в точки
X′, Y′, Z′ и F′

l , лежащие на одной прямой (на которой, кроме того,
лежит F′), причем F′

l перейдет в бесконечно удаленную точку.
По определению полярного преобразования относительно окруж-

ности F′Y′ · F′Z′
= F′X′2. Поэтому

F′Y′ · F′

l X′

F′X′ · F′

l Y′
·

F′Z′ · F′

l X′

F′X′ · F′

l Z′
=

F′Y′ ·∞

F′X′ ·∞
·

F′Z′ ·∞

F′X′ ·∞
=

F′Y′

F′X′
·

F′Z′

F′X′
= 1.

Отметим также, что коники, фигурирующие в обобщенной теоре-
ме Фрежье, получаются из Q двойственным преобразованием. А зна-
чит, они образуют пучок третьего типа, и проективным преобразова-
нием их можно перевести в концентрические окружности.

Задача 31. Докажите, что отличные от F фокусы двух коник из
пучка Q, двойственных относительно параболы, симметричны отно-
сительно l.



Г Л А В А 4

Евклидовы свойства кривых
второго порядка

§ 4.1. Особые свойства равносторонней

гиперболы

Напомним, что гипербола называется рав-
носторонней, если ее асимптоты перпен-
дикулярны. В прошлой главе мы привели
несколько доказательств того факта, что
описанная около треугольника коника яв-
ляется равносторонней гиперболой тогда и
только тогда, когда она проходит через орто-
центр треугольника. В этом параграфе будет
доказан ряд других интересных свойств.

Теорема 4.1. Центры всех равносторон-

них гипербол, проходящих через вершины
треугольника ABC, лежат на окружности
Эйлера этого треугольника.

Доказательство. Пусть D –– четвертая
(отличная от A, B и C) точка пересечения
гиперболы и описанной окружности тре-
угольника ABC, а A′, B′, C′, D′ –– ортоцен-
тры треугольников BCD, CDA, DAB, ABC

соответственно (рис. 4.1).
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Так как CD′
=2R |cos ∠BCA |=2R |cos ∠BDA |=DC′, CDC′D′ –– парал-

лелограмм, т. е. C′D′ ‖CD и C′D′
= CD.

Следовательно, четырехугольники ABCD и A′B′C′D′ центрально
симметричны. Их центр симметрии является центром гиперболы, на
которой в силу основного свойства равносторонней гиперболы лежат
все 8 точек. При этом он совпадает с серединой отрезка DD′ и, значит,
лежит на окружности Эйлера треугольника ABC (а также треуголь-
ников BCD, CDA и DAB).

Отметим, что из теоремы 4.1 вытекает следующий факт. Если пря-
мые a и b вращаются вокруг точек A и B соответственно с равными
по модулю, но разными по направлению скоростями, то точка их пе-
ресечения рисует равностороннюю гиперболу, причем точки A и B

A

B

X

M

Y

O

Рис. 4.2

будут симметричными относительно цен-
тра гиперболы. Действительно, если точки
A и B симметричны относительно центра, а
X, Y –– произвольные точки гиперболы, то
ее центр лежит на окружности Эйлера тре-
угольника AXY. Пусть M –– середина отрез-
ка XY. Тогда ∠A =∠M =∠O =∠B (рис. 4.2).
Последнее верно в силу того, что окруж-
ность Эйлера треугольника AXY при гомо-
тетии с центром A и коэффициентом 2 пе-
реходит в описанную окружность треуголь-
ника BXY.

Далее рассмотрим треугольник ABC и
точку P. Окружности, симметричные опи-
санным окружностям треугольников ABP, BCP, CAP относительно
AB, BC, CA, пересекаются в одной точке. Это будет точка P′, симмет-
ричная точке P относительно центра гиперболы ABCP. Действитель-
но, из предыдущего утверждения следует, что описанные окружности
треугольников ABP и ABP′ имеют равные радиусы, т. е. симметрич-
ны относительно AB.

Теорема 4.2. Пусть дан треугольник ABC и точка P, отличная

от его ортоцентра. Тогда центры вписанной и вневписанных окруж-

ностей чевианного треугольника точки P относительно треуголь-

ника ABC лежат на равносторонней гиперболе, проходящей через A,

B, C, P.

Доказательство. Это свойство является частным случаем следу-
ющего факта.

Лемма 4.1. Пусть даны два треугольника A1B1C1 и A2B2C2, и

пусть A′, B′, C′ ––точки пересечения B1C1 и B2C2, C1A1 и C2A2, A1B1

и A2B2 соответственно. Если треугольник A′B′C′ перспективен как

треугольнику A1B1C1, так и треугольнику A2B2C2 (с центрами пер-
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спективы D1 и D2), то точки A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2, D2 лежат на

одной конике (рис. 4.3).
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Рис. 4.3

Доказательство. Рассмотрим проективное преобразование, пере-
водящее четырехугольник A1B1C1D1 в квадрат. Так как точки A′, C′

при этом преобразовании перейдут в бесконечно удаленные точки, со-
ответствующие перпендикулярным направлениям, четырехугольник
A2B2C2D2 перейдет в прямоугольник со сторонами, параллельными
сторонам квадрата. Кроме того, центром как квадрата, так и прямо-
угольника будет образ точки B′. Очевидно, что коника, проходящая
через вершины квадрата и одну вершину прямоугольника, проходит
и через три остальных вершины.

Пусть теперь A′B′C′ –– чевианный треугольник точки P, I′ –– центр
вписанной в него окружности, I′a, I′b, I′c –– центры вневписанных
окружностей. Тогда треугольники ABC и I′aI′bI′c удовлетворяют усло-
виям леммы. Следовательно, точки A, B, C, P, I′a, I′b, I′c, I′ лежат
на одной конике. Поскольку I –– ортоцентр треугольника I′aI′bI′c, эта
коника является равносторонней гиперболой.

Теорема 4.3. Пусть точки A, B, C, D лежат на равносторонней

гиперболе. Тогда чевианная окружность точки D относительно тре-

угольника ABC проходит через центр гиперболы (рис. 4.4).
Доказательство. По теореме 4.2 центры вневписанных окружно-

стей чевианного треугольника I′a, I′b, I′c лежат на гиперболе. Так как
чевианная окружность является окружностью девяти точек треуголь-
ника I′aI′bI′c, она проходит через центр гиперболы.

Теорема 4.4. Пусть точки A, B, C, D лежат на равносторонней

гиперболе. Тогда педальная окружность точки D относительно тре-

угольника ABC проходит через центр гиперболы.
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Рис. 4.4

Доказательство. Пусть A′B′C′ –– педальный треугольник точки
D, а B1 и C1 –– середины отрезков BD и CD (рис. 4.5).

Чтобы доказать, что окружность, описанная вокруг треугольника
A′B′C′, тоже проходит через центр гиперболы Q, достаточно убедить-
ся в равенстве углов A′C′B′ и A′QB′.

Заметим, что ∠DC′A′
=∠DBA′, поскольку четырехугольник C′BA′D

вписанный. Отрезок B1C1 –– средняя линия треугольника DBC, а зна-
чит, ∠DB1C1 = ∠DBA′. Поскольку точки D и A′ симметричны относи-
тельно B1C1, углы DB1C1 и A′B1C1 равны. Теперь воспользуемся тем,
что точка Q, как центр равносторонней гиперболы, лежит на окруж-
ности Эйлера треугольника BCD. Следовательно, ∠A′B1C1 = ∠A′QC1.
Таким образом,

∠DC′A′
= ∠DBA′

= ∠DB1C1 = ∠A′B1C1 = ∠A′QC1.
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Рис. 4.5
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Аналогично ∠DC′B′
= B′QC1. Следовательно,

∠A′C′B′
= ∠A′C′D + ∠DC′B′

= ∠A′QC1 + ∠C1QB′
= ∠A′QB′.

Теорема 4.5 (Емельяновы). Пусть A1, B1, C1 –– основания биссек-

трис треугольника ABC, A2, B2, C2 –– основания его высот, C*, B*,

A* –– точки пересечения прямых A1B1 и A2B2, C1A1 и C2A2, B1C1 и

B2C2 (в дальнейшем такие точки будем называть полюсами), A′,

B′ –– точки пересечения произвольной прямой, проходящей через C*,

с BC и AC соответственно. Справедливы следующие утверждения.

1. Прямые A′B*, B′A* и AB пересекаются в одной точке (назовем
ее C′).

2. Прямые AA′, BB′ и CC′ пересекаются в одной точке.

3. Окружность, описанная около треугольника A′B′C′, проходит

через точку Фейербаха треугольника ABC (рис. 4.6).
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C
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C
′

C1

C2
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Рис. 4.6

Доказательство. Пункты 1, 2 следуют из теоремы 3.8. Докажем
п. 3. Так как множество центров перспективы треугольников из се-
мейства Фейербаха лежит на равносторонней гиперболе (она называ-
ется гиперболой Фейербаха), их чевианные окружности проходят че-
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рез центр гиперболы. Через этот центр проходят также их педальные
окружности. Но педальные окружности точек I и H имеют единствен-
ную общую точку –– точку Фейербаха. Следовательно, она и является
центром гиперболы.

Можно сформулировать следующее обобщение теоремы.
Если семейство чевианных треугольников, удовлетворяющее пп. 1

и 2 теоремы 3.9, содержит ортотреугольник, то их чевианные окруж-
ности имеют общую точку.

Так как через центр гиперболы проходят не только чевианные,
но и педальные окружности ее точек, а педальные окружности сов-
падают для любых двух изогонально сопряженных точек, педаль-
ные окружности точек, изогонально сопряженных точкам гиперболы
Фейербаха, проходят через точку Фейербаха. Но изогональным об-
разом коники, проходящей через вершины треугольника, будет пря-
мая. В данном случае эта прямая проходит через центр O описанной
окружности треугольника ABC, изогонально сопряженный ортоцен-
тру, и сопряженную самой себе точку I. Таким образом, доказано
следующее утверждение.
Если точка лежит на прямой OI, то ее педальная окружность

проходит через точку Фейербаха.

Это утверждение также можно обобщить.
Пусть l –– проходящая через точку O прямая. Тогда педальные

окружности всех точек прямой l имеют общую точку.
Вновь рассмотрим проходящую через точку O прямую l. Каждой

ее точке P поставим в соответствие другую точку P′, обладающую тем
свойством, что точки, изогонально сопряженные P и P′, симметричны
относительно центра проходящей через них и вершины треугольни-
ка равносторонней гиперболы. Из доказанных в § 3.3 свойств изого-
нального сопряжения вытекает, что преобразование P → P′ сохраняет
двойные отношения. Поскольку это преобразование оставляет непо-
движными точки пересечения прямой l с описанной окружностью,
а O и бесконечно удаленную точку меняет местами, оно совпадает с
преобразованием, которое порождает на l инверсия относительно опи-
санной окружности. Тем самым доказана следующая теорема.

Теорема 4.6. Две точки инверсны относительно описанной окру-

жности данного треугольника тогда и только тогда, когда изого-

нально сопряженные им точки симметричны относительно центра

соответствующей равносторонней гиперболы.

В заключение приведем еще два интересных факта. Очевидно, что
на прямой OI лежат два центра гомотетии описанной и вписанной
окружностей треугольника. Изогонально сопряженные к ним точки
Жергонна и Нагеля лежат на гиперболе Фейербаха, т. е. верно следу-
ющее утверждение.
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Пусть AA1, BB1, CC1 –– биссектрисы треугольника ABC, AA2,

BB2, CC2 –– его высоты, A3, B3, C3 –– точки касания сторон BC, CA,

AB с вписанной окружностью, A4, B4, C4 ––точки их касания с соот-

ветствующими вневписанными окружностями. Тогда прямые A1B1,

A2B2, A3B3, A4B4 пересекаются в одной точке.

Теперь рассмотрим прямую, проходящую через точку O и точку
Лемуана L. На этой прямой лежат две точки Аполлония, педальные
треугольники которых правильные. Изогональным образом этой пря-
мой будет гипербола Кипера, проходящая через центр тяжести M и
точки Торричелли T1, T2. При этом точки T1, T2, очевидно, облада-
ют следующим свойством: окружности, симметричные окружностям
ABT1, BCT1, CAT1, проходят через T2. Следовательно, середина от-
резка T1T2 является центром гиперболы Кипера и, значит, лежит на
окружности 9 точек.

Кроме того, так как прямые T1T′

1 и T2T′

2 параллельны прямой Эй-
лера, а прямая T1T2, как и T′

1T′

2, проходит через L, мы заключаем,
что прямые T1T′

2 и T′

1T2 проходят через M и центры двух правильных
педальных треугольников лежат на прямой LM.

Задача 32. Дан четырехугольник ABCD. Найдите геометрическое
место таких точек P, что радиусы окружностей, описанных около
треугольников ABP, BCP, CDP и DAP, равны.

Задача 33. На равносторонней гиперболе взята произвольная точ-
ка P. Обозначим через Q точку, симметричную точке P относительно
центра этой гиперболы. Окружность с центром P и радиусом PQ пе-
ресекает гиперболу еще в трех точках A, B и C. Докажите, что тре-
угольник ABC правильный.

Задача 34. Пусть P –– это центр равносторонней гиперболы, прохо-
дящей через вершины вписанного четырехугольника ABCD. Докажи-
те, что P лежит на прямой, соединяющей центр описанной окружно-
сти и центр тяжести четырехугольника ABCD.

Задача 35. Докажите, что точки A, B, C, A′, B′, C′ лежат на одной
конике тогда и только тогда, когда существует коника, относительно
которой оба треугольника ABC и A′B′C′ автополярны.

Задача 36. Треугольник ABC автополярен относительно коники с
центром O. Докажите, что эта коника гомотетична конике, проходя-
щей через середины отрезков AB, BC, CA, OA, OB, OC.

§ 4.2. Вписанные коники

Рассмотрим конику, вписанную в треугольник ABC. Пусть A′, B′,
C′ –– точки ее касания со сторонами BC, CA, AB. Проведя проектив-
ное преобразование, переводящее конику в окружность, убеждаем-
ся, что прямые AA′, BB′, CC′ пересекаются в одной точке. Эта точка
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называется перспектором коники. Так как существует единственное
проективное преобразование, оставляющее вершины треугольника на
месте и переводящее данную точку P в точку Жергонна (перспектор
вписанной окружности), существует единственная коника с перспек-
тором P.

Следующее утверждение описывает связь между перспектором и
центром коники.

Теорема 4.7. Пусть P –– перспектор коники, Q –– ее центр, M ––
центр тяжести треугольника. Тогда M лежит на отрезке P′Q, где

P′ ––точка, изотомически сопряженная точке P, и P′M = 2MQ.

A B′ Mb

B

C

cm

A ′

Ma

C′

Mc

P

P′

M

Q

C1

Рис. 4.7

Доказательство. Прежде всего отметим, что если коника вписа-
на в треугольник ABC, то полюс медианы CMc лежит на прямой cm,
проходящей через C и параллельной AB. Действительно, двойное от-
ношение прямых cm, CMc, CA, CB равно 1.

Пусть теперь коника с центром Q касается сторон треугольника в
точках A′, B′, C′; C1 –– точка пересечения прямых C′Q и A′B′. Так как
Q –– центр коники, полюсом прямой C′Q будет бесконечно удаленная
точка прямой AB, а полюсом прямой A′B′ является точка C. Таким
образом, полярой точки C1 будет прямая cm, и, значит, точка C1 ле-
жит на медиане CMc.

По теореме 3.9 точка пересечения прямых CC′ и McQ лежит на
средней линии MaMb, т. е. точка Q изотомически сопряжена относи-
тельно треугольника MaMbMc образу перспектора P при гомотетии с

центром M и коэффициентом −1

2
. Отсюда сразу следует утверждение

теоремы.
Из теоремы 4.7 следует, что для любой точки существует един-

ственная вписанная коника с центром в этой точке. В частности, ес-
ли центр коники совпадает с M, то перспектором тоже будет точка
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M и коника будет вписанным эллипсом Штейнера, т. е. прообразом
вписанной окружности при аффинном преобразовании, переводящем
треугольник в правильный. Отметим, что эллипс Штейнера имеет
наибольшую площадь из всех вписанных в данный треугольник эл-
липсов. Это следует из того, что среди всех треугольников, описан-
ных около данной окружности, правильный имеет минимальную пло-
щадь, а аффинные преобразования сохраняют отношения площадей.

Теорема 4.8. Центр вписанной коники с перспектором P есть

полюс прямой PM относительно коники, проходящей через точки A,

B, C, M, P (рис. 4.8).

A C

B

PM

Q

Рис. 4.8

Доказательство. Достаточно воспользоваться предыдущей теоре-
мой и теоремой 3.9.

В заключение рассмотрим пучок коник, касающихся четырех дан-
ных прямых. Пусть U, U′ и V, V ′ –– фокусы двух коник из этого пучка.
Тогда точки в каждой паре фокусов изогонально сопряжены относи-
тельно треугольника, образованного любыми тремя из данных пря-
мых. Как было доказано в § 3.3, отсюда следует, что точки пересече-
ния UV с U′V ′ и U′V с UV ′ тоже изогонально сопряжены относитель-
но всех этих четырех треугольников и, значит, являются фокусами
некоторой коники пучка. Из того, что проекции фокуса на данные
прямые лежат на одной окружности, нетрудно вывести, что геомет-
рическим местом фокусов будет кривая третьего порядка –– кубика.
Сопоставив друг другу фокусы каждой коники пучка, мы зададим
на этой кубике инволюцию. Мы убедились, что для любых двух пар
соответствующих точек кубики U, U′ и V, V′ точка пересечения пря-
мых UV и U′V ′ также лежит на кубике. Как предельный случай этого
утверждения получаем, что касательные к кубике в соответствующих
точках U, U′ пересекаются на кубике, а точка их пересечения соот-
ветствует третьей точке пересечения кубики с прямой UU′ (рис. 4.9).
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Рис. 4.9

Пусть в треугольник вписана парабола. Тогда, применив теорему
4.7, получаем, что точка, изотомически сопряженная перспектору па-
раболы, является бесконечно удаленной. Если треугольник правиль-
ный, то изотомическое сопряжение совпадает с изогональным и обра-
зом бесконечно удаленной прямой будет описанная окружность тре-
угольника. В общем случае получаем прообраз этой окружности при
аффинном преобразовании, переводящем треугольник в правильный,
т. е. описанный эллипс Штейнера, касательные к которому в верши-
нах треугольника параллельны его противоположным сторонам. От-
метим, что этот эллипс имеет наименьшую площадь среди всех опи-
санных около данного треугольника. Итак, доказана такая теорема.
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Теорема 4.9. Геометрическим местом перспекторов вписанных

в данный треугольник парабол является описанный эллипс Штей-

нера.

Задача 37. Парабола касается сторон треугольника в точках A′,
B′ и C′. Докажите, что точка пересечения прямой, проходящей че-
рез точку C′ и параллельной оси параболы, с прямой A′B′ лежит на
медиане CMc.

Задача 38. Докажите, что описанный и вписанный эллипсы Штей-
нера гомотетичны. Найдите центр и коэффициент гомотетии.

Задача 39. Докажите, что множеством центров коник, проходя-
щих через вершины треугольника и его центр тяжести, является впи-
санный эллипс Штейнера.

Задача 40. Пусть точки P, P′ изогонально сопряжены относитель-
но треугольника ABC, A′, B′, C′ –– точки пересечения сторон треуголь-
ника и прямых, соединяющих точку P с соответствующими центрами
вневписанных окружностей. Докажите, что прямые AA′, BB′, CC′ и
PP′ пересекаются в одной точке.

Задача 41. Дан треугольник и центр вписанной в него коники.
Определите, является ли коника эллипсом или гиперболой.

Парабола, касающаяся четырех прямых

Поскольку для любых пяти прямых (общего положения) суще-
ствует единственная касающаяся их коника, для любых четырех пря-
мых общего положения (эта конструкция называется полным четы-
рехсторонником), никакие две из которых не параллельны, суще-
ствует единственная касающаяся их парабола. В качестве пятой пря-
мой в данном случае выступает бесконечно удаленная прямая.

Ну а теперь, воспользовавшись теоремами 1.10 и 1.11, для четы-
рех треугольников, образуемых этими прямыми, получаем следую-
щие две теоремы.

Рис. 4.10

Теорема 4.10 (Микель). Пусть

дан полный четырехсторонник. То-

гда описанные окружности четырех

треугольников, которые образуют его

прямые, пересекаются в одной точке.

Получающаяся таким образом точ-
ка называется точкой Микеля полно-
го четырехсторонника (рис. 4.10).

Доказательство. Рассмотрим па-
раболу, касающуюся сторон нашего
четырехсторонника. Тогда по теореме
1.10 описанные окружности соответ-
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ствующих треугольников будут проходить через фокус параболы.
А значит, фокус параболы и будет этой самой точкой.

Теорема 4.11. Пусть дан полный четырехсторонник. Тогда ор-

тоцентры четырех треугольников, которые образуют его прямые,

лежат на одной прямой. Эта прямая перпендикулярна прямой Гаус-

са этого четырехсторонника.

Эта прямая называется прямой Обера полного четырехсторонника
(рис. 4.11).

H2H4 H3

H1

l2

l4

l3

l1

Рис. 4.11

Доказательство. Аналогично доказательству предыдущей теоре-
мы рассмотрим параболу, касающуюся сторон четырехсторонника.
По теореме 1.11 ортоцентры соответствующих треугольников лежат
на директрисе этой параболы.

Докажем теперь вторую часть теоремы. Воспользовавшись след-
ствием из леммы 1.2 и результатом задачи 10, легко показать, что
проекция середины диагонали четырехсторонника на директрису по-
падает в центр тяжести проекций точек касания четырехсторонника с
параболой, т. е. эти три точки при проекции на директрису попадают
в одну и ту же точку. Значит, они лежат на одной прямой (тем самым
мы еще раз доказали существование прямой Гаусса), которая к тому
же перпендикулярна директрисе (параллельна оси параболы).

Эти две теоремы легко доказать и не прибегая к рассмотрению
парабол. Первая несложно доказывается прямым подсчетом углов, а
вторая –– с использованием радикальных осей. Однако доказать следу-
ющую теорему достаточно коротко и просто, не прибегая к вписанной
параболе, не получается.



§ 4.2. Вписанные коники 113

Теорема 4.12 (Емельянов). Окружность Эйлера треугольника, об-

разованного диагоналями полного четырехсторонника, проходит че-

рез точку Микеля этого четырехсторонника (рис. 4.12).

Рис. 4.12

Для доказательства нужно будет воспользоваться леммой, двой-
ственной к лемме 4.1.

Лемма 4.2 (двойственная к лемме 4.1). Если у двух полных четы-

рехсторонников совпадают диагонали, то существует коника, ка-

сающаяся всех сторон этих четырехсторонников (очевидно, такая
коника единственная).

Доказательство теоремы 4.12. Рассмотрим средние линии тре-
угольника, образованного диагоналями четырехсторонника, и беско-
нечную прямую. Эти четыре прямые образуют четырехсторонник,
диагонали которого представляют собой не что иное, как стороны
этого треугольника. А значит, в силу леммы 4.2 существует коника,
которая касается сторон четырехсторонника, бесконечно удаленной
прямой и средних линий нашего треугольника. Поскольку она ка-
сается бесконечно удаленной прямой, это парабола, и точка Микеля
нашего четырехсторонника –– фокус этой параболы. Окружность Эй-
лера –– это описанная окружность срединного треугольника, стороны
которого, как мы показали, касаются нашей параболы, а значит, она
проходит через фокус параболы, т. е. через точку Микеля нашего
четырехсторонника.

Аналогично показывается, что центр описанной окружности тре-
угольника, образованного диагоналями полного четырехсторонника,

лежит на прямой Обера.
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Рис. 4.13

Действительно, центр описанной окружности –– это ортоцентр сре-
динного треугольника, стороны которого, как было показано, каса-
ются той же параболы, что и стороны четырехсторонника. А значит,
его ортоцентр лежит на директрисе параболы, которая, как было по-
казано, совпадает с прямой Обера нашего четырехсторонника.

Заметим, что с каждой точкой P на окружности Эйлера треуголь-
ника ABC можно связать параболу с фокусом в этой точке и дирек-
трисой –– прямой, проходящей через точки, симметричные точке P

относительно средних линий треугольника ABC. Рассмотрим любую
прямую, касающуюся этой параболы. Пусть она пересекает стороны
AB и AC треугольника в точках C1 и B1. Пусть прямые CC1 и BB1

пересекаются в точке Q. Пусть AQ пересекает BC в точке A1. Тогда,
воспользовавшись леммой 4.2, легко показать, что A1B1, A1C1 и три-
линейная поляра точки Q касаются этой параболы, а значит, точка
P –– это точка Микеля четырехсторонника, образованного сторонами
чевианного треугольника точки Q и ее трилинейной полярой относи-
тельно треугольника ABC. Поэтому описанная окружность треуголь-
ника A1B1C1 проходит через P.
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Так, рассмотрев множество всех касательных к нашей параболе,
мы получим множество всех таких точек Q, что P будет точкой Ми-
келя сторон чевианного треугольника точки Q и ее трилинейной по-
ляры. Это множество (на самом деле это будет кривая четвертого по-
рядка, изображенная на рис. 4.13) в объединении с равносторонней
гиперболой, описанной вокруг треугольника ABC и имеющей центр
в точке P, даст все множество таких точек, что их чевианная окруж-
ность проходит через точку P.

Опять же с помощью этой конструкции можно просто доказать
еще одну достаточно сложную теорему.

Теорема 4.13 (Дроз-Фарни). Пусть прямая l1, проходящая через

точку H, являющуюся ортоцентром треугольника ABC, пересекает

его стороны в точках A1, B1 и C1. Другая прямая l2, перпендикуляр-

ная l1 и тоже проходящая через точку H, пересекает стороны тре-

угольника в точках A2, B2 и C2. Тогда середины отрезков A1A2, B1B2

и C1C2 лежат на одной прямой.

Доказательство. Рассмотрим параболу, касающуюся сторон тре-
угольника и прямой l1. В силу теорем 1.11 и 1.7 касательная к этой
параболе, проведенная из точки H и отличная от l1, перпендикуляр-
на l1, а значит, она совпадает с l2. В силу теоремы 1.10 описанные
окружности треугольников A1A2H, B1B2H и C1C2H проходят через
фокус этой параболы F, а значит, центры этих окружностей лежат

A B2 C B1

C1

B

C2

H

FA2

A1

l1

l2

Рис. 4.14

на серединном перпендикуляре к
FH. Поскольку все эти треугольни-
ки прямоугольные, центры их опи-
санных окружностей –– это середи-
ны гипотенуз, т. е. отрезков A1A2,
B1B2 и C1C2 (рис. 4.14) 1.

Если точка P движется по опи-
санной окружности треугольника,
то серединные перпендикуляры к
PH будут касаться коники, вписан-
ной в треугольник, с фокусами в
точках H и O (это следует из кон-
струкции, описанной в теореме 3.4).
Таким образом, мы попутно доказали, что все эти прямые будут оги-
бать вписанную в треугольник конику с фокусами в точках O и H.

Стоит отметить, что эта теорема легко получается из задачи 18.
В качестве центрально симметричного треугольника стоит выбрать
треугольник, вершины которого симметричны центру описанной
окружности относительно сторон треугольника. С каждой получа-

1. Последняя часть доказательства является частным случаем задачи 7.
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ющейся в этой задаче прямой можно связать две проходящие через
ортоцентр перпендикулярные прямые, которые порождают прямую
из теоремы Дроз-Фарни. Существование таких двух прямых легко
доказать прямым подсчетом углов.

§ 4.3. Нормали к конике. Окружность Иоахимсталя

Определение. Пусть даны коника и точка P на ней. Нормалью к ко-
нике в точке P называется прямая, проходящая через точку P и пер-
пендикулярная касательной к конике в точке P.

Через произвольную не лежащую на конике точку можно прове-
сти четыре (возможно, комплексные) нормали к конике. Оказывает-
ся, для оснований этих нормалей верен следующий факт.

Теорема 4.14. Пусть P1, P2, P3, P4 –– четыре точки коники a с цен-
тром O, нормали в которых проходят через точку Q. Тогда точки

P1, P2, P3, P4, O, Q лежат на равносторонней гиперболе, асимптоты

которой параллельны осям коники.

Доказательство. Возьмем произвольную окружность w с цен-
тром Q и рассмотрим геометрическое место центров коник пучка,
порожденного этой окружностью и коникой a. По теореме 3.17 это
будет коника, а поскольку этот пучок содержит окружность, это
будет равносторонняя гипербола (см. задачу 29). Обозначим ее за g
(рис. 4.15). Бесконечно удаленными точками гиперболы g будут непо-
движные точки инволюции, порожденной рассматриваемым пучком
на бесконечно удаленной прямой, т. е. точки, принадлежащие осям
коники a. Любая точка X, лежащая на g, является центром коники
из этого пучка, ее полярой относительно этой коники будет беско-
нечно удаленная прямая, а значит, по теореме 3.15 поляры точки X

P2

P1

P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3P3

P4

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Q

a w
g

Рис. 4.15
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относительно всех коник пучка будут параллельны. Поскольку пря-
мая QX перпендикулярна поляре точки X относительно окружностиw, она будет также перпендикулярна поляре точки X относительно
коники a. Поэтому если точка P принадлежит пересечению a и g, то
касательная в ней к конике a будет перпендикулярна QP, а значит,
QP будет нормалью к a.

Кроме того, легко восстановить касательную к g в точке O. На-
правление, сопряженное относительно a направлению касательной,
должно быть перпендикулярно QO. Следовательно, гипербола g не
зависит от радиуса окружности w, так как ее можно определить как
конику, проходящую через точку Q, две точки бесконечно удаленной
прямой, через которые проходят оси коники a, и точку O и касающу-
юся в точке O соответствующей прямой. Отсюда следует, что других
точек P, обладающих тем свойством, что PQ –– нормаль к a, нет. Пото-
му любая такая точка получается вышеописанными рассуждениями,
если за w принять окружность с центром Q и радиусом QP.

Построенная гипербола называется гиперболой Аполлония коникиa относительно точки Q. Середины сторон четырехугольника, вер-
шины которого –– точки пересечения w и a, лежат на g и образуют
параллелограмм, центр которого совпадает с центром гиперболы g
и центром тяжести этого четырехугольника. Значит, центр тяжести
пересечения является центром гиперболы g и не зависит от радиуса
окружности.

Теорема 4.15. Точки P1, P2, P3 и точка, симметричная P4 относи-

тельно центра коники, лежат на одной окружности.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда данная коника яв-
ляется эллипсом. Пусть P′ –– точка, симметричная точке P4 относи-
тельно O (рис. 4.16). Утверждение теоремы равносильно тому, что
коникой центров пучка, определяемого точками P1, P2, P3, P′, будет
равносторонняя гипербола. Рассмотрим сжатие к малой оси эллипса,

P2P′

P3P1

P4

Q

O

Рис. 4.16

переводящее его в окружность. Так как
аффинное преобразование центры ко-
ник переведет в центры, рассматривае-
мое геометрическое место перейдет тоже
в конику, причем в равностороннюю ги-
перболу, поскольку новый пучок будет
содержать окружность (образ исходного
эллипса). Эта гипербола содержит обра-
зы точки O (т. е. саму точку O) и середин
отрезков P′P1, P′P2, P′P3, которые при гомотетии относительно обра-
за точки P′ с коэффициентом 2 перейдут в образы точек P4, P1, P2 и
P3. Но поскольку существует только одна равносторонняя гипербола,
проходящая через образы точек P4, P1, P2 и P3, это будет образ соот-
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ветствующей гиперболы Аполлония (которая при этом сжатии перей-
дет в равностороннюю гиперболу, так как ее асимптоты сонаправлены
с осями эллипса), т. е. коника центров пучка, определяемого точками
P1, P2, P3, P′, будет гомотетична гиперболе Аполлония, проходящей
через точки P1, P2, P3, P4, а значит, будет равносторонней гипербо-
лой.

Эта окружность называется окружностью Иоахимсталя.

Рис. 4.17

Если воспользоваться комплексным
аффинным преобразованием, теорему 4.15
можно доказать и для гипербол. В случае,
когда коника является параболой, одно
из четырех оснований нормалей, прохо-
дящих через данную точку, уходит в бес-
конечность. Соответственно теорема 4.15
приобретает следующий вид. Три основа-
ния нормалей к параболе, проведенных из

данной точки, и ее вершина лежат на

одной окружности (рис. 4.17).

§ 4.4. Теорема Понселе для софокусных эллипсов

Если взять окружность с центром в одном из фокусов софокусных
коник и применить сначала полярное соответствие, а затем инверсию
относительно нее, то софокусные коники перейдут в концентрические
окружности. Значит, и полярные окружности образовывали пучок.
Следовательно, софокусные коники образуют двойственный пучок.

F1 F2

M2

M1

M3

M4

M5

Рис. 4.18

Мы будем рассматривать два таких
софокусных эллипса, что существует
многоугольник, вписанный в больший
из них и описанный вокруг меньше-
го (рис. 4.18). По теореме Понселе та-
ких многоугольников существует бес-
конечно много (если существует хотя
бы один). Оказывается, они обладают
рядом интересных свойств.

В § 1.4 мы доказали такой факт.
Пусть нить накинули на эллипс a. То-
гда карандаш, привязанный к нити,
при вращении будет вырисовывать эллипс, софокусный с a.

Важным следствием этого факта является следующая теорема.
Теорема 4.16. Среди всех выпуклых n-угольников, вписанных в

данный эллипс a, наибольший периметр имеет n-угольник, описан-

ный вокруг некоторого софокусного с a эллипса an.
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Доказательство. Пусть M1M2 ...Mn –– многоугольник с макси-
мальным периметром. Докажем, что для каждого i = 1, 2, ..., n бис-
сектриса внешнего угла Mi−1MiMi+1 должна являться касательной кa в точке Mi.

F1

Mx

Mi

Mi+1
Mi−1

Рис. 4.19

Пусть это не так. Обозначим черезa′ эллипс с фокусами в Mi−1 и Mi+1,
проходящий через точку Mi (рис. 4.19).
Тогда касательная к a′, она же биссек-
триса внешнего угла Mi−1MiMi+1, пере-
секает a еще в какой-то точке Mx. Но
сумма Mi−1Mx + Mi+1Mx будет больше,
чем Mi−1Mi + Mi+1Mi, поскольку Mx ле-
жит вне эллипса a′. Таким образом, мы получим выпуклый n-уголь-
ник M1M2 ...Mi−1MxMi+1 ...Mn, периметр которого больше перимет-
ра многоугольника M1M2 ...Mn. Но это противоречит выбору нашего
многоугольника.

Покажем теперь, что в n-угольник M1M2 ...Mn можно вписать эл-
липс.

Пусть F1 и F2 –– фокусы эллипса a. Рассмотрим эллипс Kn с фоку-
сами в этих точках, касающийся прямой M1M2. Вторая касательная
к an, проведенная из точки M2, должна образовывать с M2F1 угол,
равный ∠F1M2M1. Но такой прямой является прямая M2M3, посколь-
ку у углов M3M2M1 и F1M2F2 совпадают внешние биссектрисы (каса-
тельная к a в точке M2). Аналогично, рассматривая вершину M3, мы
получаем, что an касается M3M4, и т. д.

По теореме Понселе многоугольник M1M2 ...Mn можно вращать
между a и an. Покажем, что при этом периметр многоугольника не
меняется.

Действительно, этот периметр легко подсчитать. Пусть Qi –– это
точки касания an со сторонами MiMi+1. По теореме 1.6 для произ-
вольной точки M на a величина MX + MY +
XY, где MX и MY ––
это касательные к an, не зависит от M. Поэтому C = Qi−1Mi + MiQi +

+
QiQi−1 не зависит от Mi. Посчитав суммарную длину таких петель
для каждой точки Mi, мы получим Cn. Так мы посчитаем каждую
сторону многоугольника по одному разу, а дуги эллипса n − 1 раз
(меньшая из дуг QiQi+1 принадлежит всем петлям, кроме петли со-
ответствующей точки Mi+1). Таким образом, периметр n-угольника
M1M2 ...Mn равен разности между Cn и периметром эллипса an, взя-
тым n−1 раз. А значит, он не меняется при вращении.

Выпуклый n-угольник Понселе, вписанный в один эллипс и опи-
санный около другого, софокусного, обладает еще одним экстремаль-
ным свойством, в некотором смысле «двойственным» доказанному в
теореме 4.16.
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Теорема 4.17. Выпуклый n-угольник, описанный около данного эл-

липса a, имеет наименьший периметр среди всех таких n-угольни-

ков тогда и только тогда, когда все его вершины лежат на эллипсе,

софокусном с a.
Доказательство. Зафиксируем точки касания Mi−1, Mi+1 сто-

рон многоугольника с эллипсом. Пусть T –– точка пересечения каса-
тельных в этих точках (рис. 4.20). Пусть для определенности дуга
Mi−1Mi+1 меньше половины эллипса. Будем искать точку Mi на ней,
для которой длина ломаной Mi−1XYMi+1, где X, Y –– точки пересе-

F1 F2

Mi

Mi+1

Mi−1

O

T

T
′

X

X
′

Y

Y
′

I

Рис. 4.20

чения касательной, проведенной в точ-
ке Mi, с TMi−1 и TMi+1, минималь-
на. Пусть X′, Y′ –– точки касания
окружности, вписанной в треугольник
TXY, с его сторонами TY, TX. То-
гда Mi−1XYMi+1 =Mi−1Y′

+X′Mi+1, т. е.
минимум достигается, когда вписанная
окружность имеет максимально воз-
можный радиус. Это значит, что впи-
санная окружность и эллипс касаются
прямой XY с разных сторон в одной
и той же точке. Следовательно, по те-
ореме 3.16 центр эллипса O лежит на
прямой IT′, где I –– центр окружности,
вписанной в треугольник TXY, T′ –– се-
редина отрезка XY.

Пусть F1, F2 –– фокусы данного эллипса. Так как эллипс вписан в
треугольник TXY, прямые F1X и F2X образуют равные углы с прямой
IX, а прямые F1Y и F2Y –– с IY. Кроме того, прямая, соединяющая
середины отрезков F1F2 и XY, проходит через точку I. Воспользуемся
результатом задачи 26. Поскольку угол XIY тупой, длины ломаных
F1XF2 и F1YF2 равны, т. е. точки X и Y лежат на эллипсе, софокусном
с K. Отсюда, очевидно, следует утверждение теоремы.

Случай, когда дуга Mi−1Mi+1 составляет больше половины эллип-
са, разбирается аналогично, с заменой вписанной окружности тре-
угольника TXY на вневписанную. Наконец, если точки Mi−1, Mi+1

диаметрально противоположны, то искомое утверждение может быть
получено предельным переходом или выведено из того факта, что
сумма длин сторон описанного около эллипса параллелограмма не мо-
жет быть меньше суммы длин его осей. Этот факт, в свою очередь,
можно доказать простым вычислением.

Задача 42. Эллипс и окружность касаются друг друга внешним
образом, а их общие касательные параллельны. Докажите, что рас-
стояние между их центрами равно сумме полуосей эллипса.
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1. Это уравнение задает кривую второго
порядка, поскольку оно эквивалентно урав-
нению xy = 1. Так как

xy =
1

4
((x + y)2 − (x− y)2),

в координатах x= x + y, z= x − y эта гипер-
бола будет иметь уравнениеx2

4
− z2

4
= 1.

Попробуем найти ее фокусы. Пусть точка
X скользит по гиперболе, постепенно ухо-
дя в бесконечность. Тогда прямые F1X и
F2X стремятся к параллельным (где F1 и
F2 –– фокусы гиперболы), а значит, величина
|F1X − F2X | равна длине проекции отрезка
F1F2 на ось Ox. С другой стороны, она рав-
на действительной оси гиперболы, т. е. 2

√
2.

Поскольку угол между прямой F1F2 и Ox

равен 45◦, величина F1F2 равна 2
√

2 ·
√

2 = 4.
Следовательно, OF1 = OF2 = 2, а значит, точ-
ка F1 имеет координаты (

√
2,

√
2), а F2 ––

координаты (−
√

2,−
√

2).
2. Соединим точки касания и вершины

многоугольника с точкой F. Покрасим по-
лучившиеся углы, содержащие отрезки чер-
ных сторон, в красный цвет, а содержащие
отрезки белых –– в синий. По теореме 1.4
углы, относящиеся к одной вершине мно-
гоугольника, равны, а они имеют разные
цвета. Значит, сумма красных углов равна
сумме синих углов, т. е. 180◦.

3. Из условия следует, что прямые, сим-
метричные диагонали AC относительно бис-
сектрис углов A и C, пересекаются в точ-
ке P диагонали BD. Применив теорему си-
нусов к треугольникам ABP, ADP, ABL и
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ADL, где L –– точка пересечения диагоналей, получаем
BL

DL

BP

DP
=

AB2

AD2
.

FP

Рис. 5.1

X
′

F

Z

Y

X

F
′

Рис. 5.2

Аналогично
BL

DL

BP

DP
=

CB2

CD2
. А значит,

AB

AD
=

CB

CD
,

откуда получаем требуемое утверждение.
4. Эксцентриситет всех равносторонних

гипербол, очевидно, равен
√

2 (проверьте
это!). Поэтому директрисы рассматриваемых
гипербол находятся на расстоянии FP/

√
2

от точки P. Следовательно, они касают-
ся окружности w с центром P и радиусом
FP/

√
2. Легко понять, что они огибают всю

окружность (так как с каждой касательной
к этой окружности можно связать равносто-
роннюю гиперболу с фокусом в точке F и ка-
сательной как директрисой). С другой сторо-
ны, директрисы переходят в асимптоты при
поворотной гомотетии с центром в точке F

(поворот на ±45◦, а коэффициент гомотетии√
2). Поэтому все асимптоты таких равно-

сторонних гипербол будут касаться одной из
двух окружностей, получающихся из w при
вышеописанной гомотетии (рис. 5.1).

5. Обозначим проекцию точки X на ди-
ректрису параболы через X′. Заметим, что
FY ‖ XX′, а XY ‖ X′F (обе прямые перпенди-
кулярны касательной к параболе в точке X).
Таким образом, XYFX′ –– параллелограмм, а
значит, длина отрезка YZ равна X′F′, где F′ ––
проекция точки F на XX′. Но длина отрезка
X′F′ постоянна и равна расстоянию от фоку-
са до директрисы параболы (рис. 5.2).

6. Обозначим пешеходов через X и Y, а точку пересечения дорог
через A. Точка пересечения серединных перпендикуляров к AX и
AY движется по некоторой прямой (поскольку ее проекции на доро-
ги движутся с постоянной скоростью). Обозначим эту прямую через
l. Описанная окружность треугольника AXY все время проходит че-
рез точку, симметричную точке A относительно l. Обозначим эту точ-
ку через A′. Рассмотрим параболу, касающуюся сторон треугольника
AXY, с фокусом в A′. Ее директриса –– это прямая, проходящая через
точки, симметричные точке A′ относительно AX и AY. Но эти точки
не меняют свое положение с течением времени. Поэтому директри-
са и фокус параболы не меняются с течением времени, а значит, и
парабола остается на месте и все время касается XY.
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7. Пусть прямая, касающаяся параболы, пересекает AP и AQ в
точках X и Y, M –– середина отрезка XY. Тогда по теореме 1.10 опи-
санная окружность треугольника AXY проходит через точку F –– фо-
кус нашей параболы. Заметим, что углы треугольника XFY не зави-
сят от положения касательной. Следовательно, величина угла XMF

и отношение
FX

FM
тоже постоянны. Таким образом, точка X перехо-

дит в точку M при поворотной гомотетии с центром в точке F, углом

поворота XMF и коэффициентом
FX

FM
. Значит, точка M движется по

прямой, в которую переходит AP при этой гомотетии.
8. Сделаем проективное преобразование, переводящее точку P в

центр тяжести треугольника ABC. Тогда точки A′, B′ и C′ перейдут в
бесконечно удаленные, т. е. лежащие на одной прямой.

Аналогично можно показать, что для любой прямой (не проходя-
щей через вершины треугольника) существует единственный трили-
нейный полюс, т. е. точка, для которой эта прямая будет трилинейной
полярой.

9. Сделаем аффинное преобразование, так чтобы эта прямая ста-
ла параллельной одной из осей гиперболы. Тогда это равенство будет
следовать из симметрии. Но поскольку рассматриваемые отрезки ле-
жат на одной прямой, их равенство сохранится и после аффинного
преобразования.

10. Сделаем аффинное преобразование, переводящее эти прямые
в прямые, параллельные директрисе параболы. Тогда прямая, соеди-
няющая середины отрезков AB и CD, перейдет, очевидно, в ось пара-
болы. Но при аффинном преобразовании множество прямых, парал-
лельных оси параболы, сохраняется (как множество). Это прямые,
проходящие через точку касания этой параболы с бесконечно удален-
ной прямой.

11. Если точка C лежит внутри окружности, проективным преоб-
разованием переведем ее в центр. Легко понять, что тогда образы то-
чек D и E будут симметричны относительно центра, т. е. точки C, а
значит, они лежат на одной прямой.

Если C лежит вне окружности, то задачу решает проективное пре-
образование, переводящее ее в бесконечно удаленную точку.

12. Сделаем аффинное преобразование, переводящее наш эллипс в
окружность. Тогда все окружности из условия задачи перейдут в эл-
липсы. Эти эллипсы будут подобны (т. е. отношение малой и большой
полуосей будет одинаковым) и одинаково расположены (соответству-
ющие оси параллельны). Надо доказать, что они будут одинакового
«размера». Сопряженные диаметры эллипса перейдут в перпендику-
лярные диаметры нашей окружности. Ну а теперь осталось восполь-
зоваться результатами § 1.4. Если бы эти эллипсы были разного «раз-
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мера», то радиусы окружностей, из точек которых они видны под
прямым углом, тоже были бы разными. Но все эти радиусы равны
радиусу нашей большой окружности (рис. 5.3).

Рис. 5.3

A

C

B

P

P
′

O

Рис. 5.4

13. Пусть O –– центр описанной окружности треугольника ABC. То-
гда по теореме синусов радиус этой окружности OA и угол BOC не
изменяются. Следовательно, не меняется и длина отрезка OP. Кроме
того, направление биссектрисы внешнего угла AOP тоже не меняет-
ся, так как биссектриса угла AOB всегда перпендикулярна AB, а угол
BOP не меняется. Пусть P′ –– это точка, симметричная точке P отно-
сительно этой биссектрисы. Тогда точка P′ лежит на прямой OA и
длина отрезка AP′ постоянна. Значит, проекции отрезков AP и AP′

на прямую, параллельную внешней биссектрисе угла AOP, равны,
а проекция отрезка AP на прямую, параллельную внутренней бис-
сектрисе угла AOP, равна проекции отрезка AP′ на эту же прямую,

умноженной на
AO−OP

AO + OP
. Следовательно, точка P движется по эллип-

су, получающемуся при сжатии окружности с центром A и радиусом

AP′ в
AO−OP

AO + OP
раз к прямой, параллельной внешней биссектрисе угла

AOP.
14. Предположим сначала, что коника, пересекающая стороны

треугольника в этих точках, –– окружность. Тогда, например, BA1 ×
× BA2 = BC1 · BC2. Поэтому это соотношение равно 1. Отсюда сразу
следует, что если коника –– эллипс, то эта величина тоже сохранится,
поскольку при аффинном преобразовании, переводящем этот эллипс
в окружность, данное соотношение не изменится («мы умножаем и
делим на два коллинеарных отрезка»). Но для гиперболы это рас-
суждение не проходит, поскольку не существует аффинного преоб-
разования, переводящего окружность в гиперболу. Зато существует
проективное преобразование.

Покажем, что при проективном преобразовании эта величина не
изменится.
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Каждое проективное преобразование является центральной проек-
цией. Обозначим центр этой проекции через P. Тогда

BA1 · BA2

CA1 · CA2
=

S△PBA1
· S△PBA2

S△PCA1
· S△PCA2

=
(PB · PA1 · sin ∠BPA1) · (PB · PA2 · sin ∠BPA2)

(PC · PA1 · sin ∠CPA1) · (PC · PA2 · sin ∠CPA2)
=

=
PB2

PC2
·

sin ∠BPA1 · sin ∠BPA2

sin ∠CPA1 · sin ∠CPA2
.

Выписав аналогичные равенства для других двух сторон и пере-
множив их, мы получим следующее равенство:

BA1 · BA2

CA1 · CA2
·

CB1 · CB2

AB1 · AB2
·

AC1 · AC2

BC1 · BC2
=

(

PB2

PC2
·

sin ∠BPA1 · sin ∠BPA2

sin ∠CPA1 · sin ∠CPA2

)

×

×
(

PC2

PA2
·

sin ∠CPB1 · sin ∠CPB2

sin ∠APB1 · sin ∠APB2

)

·
(

PA2

PB2
·

sin ∠APC1 · sin ∠APC2

sin ∠BPC1 · sin ∠BPC2

)

=

=

(

sin ∠BPA1 · sin ∠BPA2

sin ∠CPA1 · sin ∠CPA2

)

·
(

sin ∠CPB1 · sin ∠CPB2

sin ∠APB1 · sin ∠APB2

)

·
(

sin ∠APC1 · sin ∠APC2

sin ∠BPC1 · sin ∠BPC2

)

.

Ну а эта величина, как нетрудно видеть, не зависит от плоскости,
на которую мы делаем проекцию. Для гиперболы равенство тоже вы-
полняется.

Осталось показать, что если точки удовлетворяют этому отноше-
нию, то они лежат на одной конике. Проведем конику через пять то-
чек из наших шести, скажем, через все, кроме C2. Эта коника должна
пересекать AB еще в какой-то точке кроме C1. Обозначим эту точку
через C′

2. Для выбранных нами пяти точек и точки C′

2 выполнено тре-
буемое соотношение. Но, как легко понять, точка C′

2 из него восста-
навливается однозначно, следовательно, она должна совпадать с C2.

15. Переведем проективным преобразованием точки пересечения
эллипсов в вершины квадрата. Тогда центр O квадрата будет общим
центром эллипсов и, значит, их общие касательные тоже будут по-
парно центрально симметричны относительно O.

16. Обозначим точки пересечения диагоналей AC и FB через A1.
Аналогично определим точки B1, ..., F1 (рис. 5.5).

A

B
C

D

EF

A1

B1

C1

D1

E1

F1 QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

P

Рис. 5.5
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По теореме Паскаля точка пересечения прямых AD и FC лежит
на прямой F1C1. Обозначим эту точку через P, а точку пересечения
прямых AD1 и B1F через Q. Тогда по теореме Паппа точки C1, P и Q

лежат на одной прямой. Опять же воспользовавшись теоремой Пап-
па для точек A, A1, B1 и F, E1, D1, мы получаем, что на этой же
прямой лежит точка пересечения прямых A1D1 и B1E1. Таким об-
разом, прямые A1D1, B1E1 и C1F1 пересекаются в одной точке, но
по обратной теореме Брианшона из этого следует, что шестиугольник
A1B1C1D1E1F1 описан вокруг коники. Стоит также заметить, что мы
в доказательстве нигде не использовали, что точки идут именно в та-
ком порядке.

Выведем из этого теорему Понселе для треугольника. Пусть тре-
угольник ABC вписан в конику a1 и описан вокруг коники a2. Возь-
мем произвольную точку D на a1, которая лежит вне a2, и проведем
касательные к a2. Пусть они повторно пересекают a1 в точках E и F.
Нам надо доказать, что EF касается a2. Как мы показали, существу-
ет коника, касающаяся прямых AB, BC, CA, DE, EF и FD. С другой
стороны, существует единственная коника, касающаяся пяти прямых
AB, BC, CA, DE, DF, и это коника a2. Следовательно, и EF касаетсяa2, что и требовалось доказать.

17. Указание. Четырехугольник, образованный данными прямы-
ми и асимптотами, описан вокруг гиперболы.

18. По обратной теореме Брианшона существует коника, касающа-
яся сторон обоих треугольников. Пусть произвольная прямая, каса-
ющаяся этой коники, пересекает AC в точке P и BC в точке Q. Для
решения задачи достаточно показать, что прямые PB′ и QA′ парал-
лельны. А это следует из теоремы Брианшона, примененной к опи-
санному вокруг той же коники шестиугольнику A′B′XQPY, где X,
Y –– бесконечные точки прямых BC и AC.

19. Пусть X, Y –– две точки бесконечно удаленной прямой, направ-
ления на которые перпендикулярны. Проведем через точки A и B

прямые, параллельные направлению на X, а через C и H –– прямые,
параллельные направлению на Y. Пусть UV –– диагональ образован-
ного этими прямыми прямоугольника, а B′ –– основание высоты тре-
угольника, опущенной из точки B (рис. 5.6).

Так как четырехугольники BB′CV и AUB′H вписаны в окруж-
ности с диаметрами BC и AH, ∠AB′U = ∠AHU, ∠VB′C = ∠VBC. Но
∠AHU = ∠VBC как углы с перпендикулярными сторонами, значит,
точки U, B′, V лежат на одной прямой, и по обратной теореме Паска-
ля шестиугольник AXBHYC вписан в конику, т. е. равносторонняя
гипербола ABCXY проходит через точку H.

Обратно, пусть коника проходит через точки A, B, C, H. Так как
A, B, C, H не являются вершинами выпуклого четырехугольника, ко-
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A C
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B
′
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H
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Рис. 5.6

ника может быть только гиперболой. Если X –– одна из точек ее пере-
сечения с бесконечно удаленной прямой, а Y –– бесконечно удаленная
точка, соответствующая перпендикулярному направлению, то Y тоже
принадлежит конике. Следовательно, коника является равносторон-
ней гиперболой.

20. Указание. Можно воспользоваться теоремой Сонда, утвержда-
ющей, что если два треугольника перспективны (т. е. прямые, соеди-
няющие их соответствующие вершины, пересекаются в одной точке)
и ортологичны (т. е. перпендикуляры, опущенные из вершин каждо-
го треугольника на стороны другого, пересекаются в одной точке), то
центры перспективы и ортологичности лежат на одной прямой. Как
следствие этой теоремы нетрудно получить, что ортологичные тре-
угольники с совпадающими центрами ортологичности перспективны.
Утверждение задачи является частным случаем последнего. Отметим
также, что если коника является окружностью и ее внутренние точки
рассматриваются как точки модели Клейна геометрии Лобачевского,
то утверждение задачи становится аналогом теоремы о пересечении
высот треугольника в одной точке.

Утверждение этой задачи можно сформулировать по-другому: два
треугольника перспективны тогда и только тогда, когда они полярны
(т. е. существует коника, при полярном соответствии относительно
которой вершины одного треугольника переходят в стороны друго-
го и наоборот; эта коника может быть мнимой). Для доказательства
этого критерия достаточно перевести ось перспективы треугольников
в бесконечную прямую, так что они станут гомотетичными, а затем
аффинным преобразованием (возможно, мнимым) перевести центр го-
мотетии в общий ортоцентр.
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21. Центр коники является полярой относительно этой коники
бесконечно удаленной прямой. Значит, их прообразы относительноw являются полярой и полюсом относительно a. Но прообраз беско-
нечно удаленной прямой –– это центр коники w.

22. 1. Рассмотрим прямую, пересекающую гиперболу в точках A,
B, а ее асимптоты в точках X, Y. Так как AX=BY, середины отрезков
AB и XY совпадают, и прямая, соединяющая середину отрезка AB с
центром гиперболы O, является медианой прямоугольного треуголь-
ника OXY. Значит, она образует с асимптотами гиперболы такие же
углы, что и прямая AB.

2. Пусть P –– точка пересечения двух равносторонних гипербол с
центром O. Так как касательные к гиперболам, проведенные в этой
точке, симметричны OP относительно прямых, параллельных асим-
птотам, угол между ними вдвое больше угла между асимптотами.

23. Сделаем полярное преобразование относительно окружности с
центром в точке O, где O –– центр эллипса. Тогда стороны ромба пе-
рейдут в точки, из которых образ эллипса (а это опять будет эллипс)
виден под прямым углом. По теореме 1.5 это будет окружность, при-
чем с центром тоже в точке O. Ну а значит, ее образом, т. е. огибаю-
щей всех этих ромбов, будет окружность с центром O.

24. Окружность и гипербола образуют дважды касающийся пучок.
При полярном соответствии относительно окружности гипербола пе-
реходит в конику из этого пучка. Бесконечно удаленными точками
этой коники будут образы асимптот гиперболы, которые, очевидно,
совпадают с бесконечно удаленными точками самой гиперболы. Сле-
довательно, гипербола перейдет в себя.

Покажем, что и окружность автополярна относительно гипербо-
лы. Возьмем в пространстве две перпендикулярные прямые и рас-
смотрим два конуса, образующиеся при вращении этих прямых во-
круг биссектрис углов между ними. Данные прямые будут общими
образующими обоих конусов, по которым конусы касаются друг дру-
га. Если провести плоскость, перпендикулярную оси одного из ко-
нусов, то сечением этого конуса будет окружность, а другого –– рав-
носторонняя гипербола, касающаяся окружности в своих вершинах
(рис. 5.7). Следовательно, существует проективное преобразование,
меняющее такие окружность и гиперболу местами. При этом авто-
полярность сохраняется.

Отметим также, что если провести секущую плоскость перпенди-
кулярно общей образующей конусов, то сечениями будут две равные
параболы, касающиеся друг друга в вершинах. Значит, такие пара-
болы также автополярны относительно друг друга.

25. Так как точка T лежит на прямой Гаусса, она является цен-
тром вписанной в четырехугольник коники. Пусть четырехугольник
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Рис. 5.7

не описанный, тогда эта коника не окружность, т. е. расстояние от ее
центра до касательной принимает любое значение не более четырех
раз. Противоположные стороны четырехугольника по условию нахо-
дятся на равном расстоянии от центра. Значит, либо хотя бы в одной
из пар противоположные стороны параллельны и четырехугольник
является трапецией, либо в каждой паре стороны симметричны отно-
сительно одной из осей коники. Эти оси не совпадают, так как иначе в
четырехугольник можно вписать окружность, следовательно, биссек-
трисы углов между противоположными сторонами четырехугольника
перпендикулярны, что равносильно его вписанности. Обратное утвер-
ждение для вписанного четырехугольника доказывается аналогично,
а для описанного четырехугольника и трапеции оно очевидно.

26. Фактически это переформулировка предыдущей задачи. Дей-
ствительно, точка O равноудалена от противоположных сторон четы-
рехугольника, образованного прямыми AX, AY, BX, BY (именно в
таком порядке). Условие, что точки C, Z и O лежат на одной прямой,
равносильно тому, что точка O лежит на его прямой Гаусса. Этот че-
тырехугольник не трапеция, следовательно, он либо вписанный, и то-
гда угол O прямой, либо описанный, и тогда длины ломаных равны.
Проверка обратных утверждений не представляет сложностей.

27. Поскольку для любых двух окружностей две из четырех точек
пересечения бесконечно удаленные (и мнимые), утверждение задачи
сразу следует из теоремы о трех кониках.

28. Указание. Данные точки принадлежат множеству центров ко-
ник пучка, порожденного вершинами четырехугольника.
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29. Указание. Оси описанных около четырехугольника парабол
перпендикулярны тогда и только тогда, когда четырехугольник впи-
санный.

30. Указание. Воспользуйтесь двойственной теоремой о четырех
кониках.

31. В силу теоремы 3.21 один из эксцентриситетов будет больше 1,
и соответствующая коника будет эллипсом, а другой меньше, и, зна-
чит, коника будет гиперболой. Далее мы будем их называть эллипсом
и гиперболой. Пусть F′ –– это проекция точки F на l, а S –– середина
отрезка FF′. Точки пересечения прямой FF′ с эллипсом обозначим
через E1 и E2, а точки пересечения с гиперболой –– через H1 и H2. По-
скольку эксцентриситеты у эллипса и гиперболы взаимно обратны,
точки E1 и E2 будут симметричны точкам H1 и H2 относительно S.
Следовательно, относительно точки S симметричны центры эллипса
и гиперболы, которые являются серединами отрезков E1E2 и H1H2 со-
ответственно. А значит, если точку F отразить относительно середин
отрезков E1E2 и H1H2 (т. е. точек, симметричных относительно S), то
получатся точки, симметричные относительно F′. Но эти две точки,
очевидно, будут вторыми фокусами наших коник.

32. Допустим, искомое множество непусто. Тогда ∠BAP = ∠BCP,
∠DAP = ∠DCP и, значит, ∠A = ∠C. Аналогично ∠B = ∠D, т. е. ABCD ––
параллелограмм. С другой стороны, если ABCD –– параллелограмм и
радиусы описанных окружностей треугольников ABP и BCP равны,
то из равенства ∠BAP = ∠BCP следует, что точка P лежит на равно-
сторонней гиперболе с центром в середине отрезка AC, проходящей
через точки A, B, C. Так как точка D лежит на этой же гиперболе,
точка P удовлетворяет условию.

33. Поскольку точка Q лежит на описанной окружности треуголь-
ника ABC, точка, симметричная ей относительно центра равносто-
ронней гиперболы, описанной около четырехугольника QABC, попа-
дает в ортоцентр этого треугольника. Следовательно, точка P являет-
ся ортоцентром треугольника ABC. Но по построению она же явля-
ется центром описанной окружности, а ортоцентр и центр описанной
окружности могут совпадать только в правильном треугольнике.

34. Пусть K, L, M и N –– середины отрезков AB, BC, CD и AD

соответственно. Через O обозначим центр описанной окружности, а
через Hd –– ортоцентр треугольника ABC. Из доказательства теоре-
мы 4.1 следует, что P –– это середина отрезка DHd. Легко понять, что
прямая OK параллельна прямой AHd, которая в свою очередь парал-
лельна PM. Аналогично прямая OL параллельна PN. А это означает,
что точки P и O симметричны относительно центра параллелограмма
KLMN. Но центр этого параллелограмма и есть центр тяжести четы-
рехугольника ABCD.



Решения задач 131

35. Пусть точки лежат на конике. Сделаем проективное преобразо-
вание, переводящее прямую A′B′ в бесконечно удаленную прямую, а
затем аффинным преобразованием добьемся, чтобы точка C′ была ор-
тоцентром треугольника ABC. Тогда коника, проходящая через дан-
ные точки, будет равносторонней гиперболой, т. е. направления на
A′ и B′ будут перпендикулярны. Так как C′ –– ортоцентр треугольни-
ка ABC, существует окружность (возможно, мнимая), относительно
которой треугольник ABC автополярен. В силу перпендикулярности
прямых A′C′ и B′C′ треугольник A′B′C′ также будет автополярен от-
носительно этой окружности.

Обратно, пусть треугольники ABC и A′B′C′ автополярны относи-
тельно некоторой коники. Переведем эту конику в окружность, а C′ ––
в ее центр. Тогда точка C′ будет ортоцентром треугольника ABC, а A′,
B′ –– бесконечно удаленными точками, направления на которые пер-
пендикулярны. Следовательно, равносторонняя гипербола, проходя-
щая через A, B, C, C′, с асимптотами, параллельными этим направ-
лениям, будет искомой коникой.

36. Пусть некоторая коника, проходящая через точки A, B, C, O,
пересекает бесконечно удаленную прямую в точках P, Q. Аналогично
предыдущей задаче доказывается, что треугольник POQ автополярен
относительно той же коники a, что и треугольник ABC. Значит, непо-
движными точками инволюции, порождаемой на бесконечно удален-
ной прямой пучком ABCO, будут точки пересечения с a. Но это и
означает, что проходящая через эти точки серединная коника гомо-
тетична a.

37. Указание. Из теоремы Брианшона следует, что диагонали опи-
санного около коники четырехугольника и прямые, соединяющие
точки касания коники с его противоположными сторонами, пересе-
каются в одной точке. Применив это следствие к четырехугольнику,
образованному сторонами треугольника ABC и бесконечно удаленной
прямой, получим утверждение задачи.

38. Ответ. Центром гомотетии является центр тяжести треуголь-
ника, а ее коэффициент равен 2.

39. Из предыдущей задачи следует, что середины отрезков, соеди-
няющих центр тяжести с вершинами, лежат на эллипсе Штейнера.
Следовательно, этот эллипс имеет с коникой центров (то, что это ко-
ника, следует из теоремы 3.17) шесть общих точек –– середины сторон
и указанных отрезков.

40. Пусть Ia, Ib, Ic –– центры вневписанных окружностей треуголь-
ника ABC. Так как ABC –– ортотреугольник треугольника IaIbIc, по-
ляры точки P относительно равносторонних гипербол, проходящих
через точки Ia, Ib, Ic, проходят через P′. По теореме 3.9 прямые AA′,
BB′, CC′ пересекаются в точке, являющейся полюсом прямой PI, где
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I –– центр окружности, вписанной в треугольник ABC, относительно
коники IaIbIcIP. Но эта коника является равносторонней гиперболой,
так что полученная точка лежит на PP′.

41. Любая точка плоскости может быть перспектором вписан-
ной в данный треугольник коники, причем соответствующая коника
единственна. Ясно, что при перемещении перспектора коника ме-
няется непрерывно. Следовательно, перспекторы эллипсов лежат
внутри описанного эллипса Штейнера, а перспекторы гипербол ––
вне. Применим теперь теорему 4.7. При изотомическом сопряжении
внутренность треугольника перейдет в себя, а точки сегмента, огра-
ниченного, например, стороной AB треугольника и стягиваемой ей
дугой эллипса, не содержащей третьей вершины C, –– в точки угла,
вертикального к углу C. Соответственно множеством центров вписан-
ных эллипсов будет внутренность серединного треугольника и три
угла, вертикальных к его углам.

42. Пусть X, Y –– точки касания эллипса с параллельными ка-
сательными, T –– точка касания эллипса и окружности, U, V –– точ-
ки пересечения касательной к эллипсу в точке T с параллельными
касательными, U′, V ′ –– точки пересечения параллельных касатель-
ных с какой-то другой касательной к эллипсу. Тогда, рассуждая
так же, как при доказательстве последней теоремы, получаем, что
XU+UV +VY<XU′

+U′V ′
+V′Y, т. е. точки U, V лежат на эллипсе, со-

фокусном с данным. При этом OU и OV, где O –– центр окружности,––
касательные к этому эллипсу, а ∠UOV = 90◦. Следовательно, точка O

лежит на окружности с центром в центре эллипса, радиус которой,
очевидно, равен сумме его полуосей.
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